UNG DUNG CUA NGUYEN LY DIRICHLET

TRONG CAC BAI TOAN TO HOP, SO HOC, HINH HOC
VA BAT PANG THUC TOAN TRUNG HOC CO SO

CHU DE 1:
CAC BAI TOAN UNG DUNG NGUYEN LY DIRICHLET
TRONG CAC BAI TOAN TO HOP, SO HOC VA HINH HOC

I. Nguyén li Dirichlet.

Nguyén 1i Dirichlet - con goi la nguyén 1i chim b6 cau (The Pigeonhole Principle)
hodc nguyén ly nhitng cai [ong nhdt tho hodc nguyén li sap x&p d6 vat vao ngan kéo (The

Drawer Principle) - dua ra mt nguyén tac vé phan chia phan t cac 16p.

eNguyén ly Dirichlet co ban: Néu nh6t n+1 con thd vao n cai chudng thi bao gio

cting ¢c6 mot chudng chita it nhat hai con tho.

e Nguyén ly Dirichlet tong quat: Néu c6 N dd vat duoc dit vao trong k hop thi sé ton tai
A A 7 7 A, N AN A 2 A 2 A A 2 A~ 7 .7 . 2

mot hop chira it nhat * do vat. (O day [x] la s6 nguyén nho nhat c6 gia tri nhé hon

hodc bang x)

e Nguyén li Dirichlet mé rdng: Néu nhdt n con tho vao m > 2 cai chudng thi ton tai mot

n+m-1

chudng cé it nhat [ } con tho.

m

e Nguyén li Dirichlet dang tip hgp: Cho A va B 1a hai tap hop khac rong c6 s& phan tir
hitu han, ma s8 lwong phan tir cia A 16n hon s8 lwong phan tir cia B. Néu véi mot quy tac
nao d6, mdi phan i cua A cho twrong tng véi mot phan tk cta B, thi ton tai it nhat hai

phan ti khac nhau ctia A ma ching twong ting véi mot phan tw cua B.
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II. Phwong phap tng dung.

Nguyeén li Dirichlet twdng chitng nhu don gian nhu vay, nhung n6 la mot cong cu
hét stec c6 hiéu qua dung dé chitng minh nhiéu két qua hét stic sau sic ctia toan hoc.
Nguyén 1i Dirichlet cling dwoc ap dung cho cac bai toan cta hinh hoc, diéu d6 duoc thé
hién qua hé thong bai tap sau:

Dbé st dung nguyén ly Dirichlet ta phai lam xudt hién tinh huéng nhét “thé” vao
“chudng” va thoa man cac diéu kién:

+ 56 ‘thd” phai nhiéu hon sd chuoéng.
+ “Thé” phai dugc nhdt hét vao cac “chudng”, nhung khong bat budc chudng nao
cting phai c6 tho.
Thuong thi phuong phap Dirichlet dwoc 4p dung kem theo phwong phap phan
chiing. Ngoai ra nd con ¢é thé 4p dung véi cac nguyén ly khac.

IT1. M6t s6 vi du minh hoa.

Vi du 1. Cho bang 6 vudng kich thude 10.10 gom 100 6 vudng don vi. Dién vao moi &
vudng cta bang nay mot s6 nguyén dwong khong vuot qua 10 sao cho hai s6 ¢ hai 6
vudng chung canh hogc chung dinh nguyén t& cing nhau. Chitng minh rang trong bang &

vudng da cho c6 mdt sd xuat hién it nhat 17 [an.

Loi giai
Xét hinh vuong canh 2x2, do hinh vuéng nay c6 mdi hinh vuéng nho luén chung
canh hodc chung dinh nén ton tai nhiéu nhat 1 s6 chén, nhiéu nhat 1 s§ chia hét cho 3 do
dé co it nhét 2 s6 1é khong chia hét cho 3. Bang 10x10 dugc chia thanh 25 hinh vudng c6
canh 2x2 nén cé it nhat 50 sd 1é khong chia hét cho 3. Ttr 1 dén 0 ¢d 3 s6 1é khong chia hét
cho 3 1a1, 5, 7. Ap dung nguyén 1i Dirichlet ta digc mdt trong ba s6 trén xudt hién it

nhat {5—??} +1=17 lan
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Vi du 2. Gia st 1 ban cd hinh chit nhat cé 3x7 6 vudng dugc son den hodc trang. Ching
minh rdng véi cdch son mau bat ki thi trong ban cd 1udn ton tai hinh chit nhat gom cac 6 &

4 gbc la cac 6 cung mau.

Loi giai

Mau son mau cé thé xay ra véi ban co nay c6 dang tir 1 dén 8. Gia stt mot trong s
cac cot thudc dang 1. Bai toan sé duoc chiing minh néu tat ca cac cot con lai thudc dang 1,
2, 3 hodac 4. Gia st tat ca cac cot con lai thudc dang 5, 6, 7, 8 khi d6 theo nguyén 1i Dirichlet

thi hai trong s6 sau cdt c6 2 cft cung 1 dang va nhw vay bai toan cling dwgc chiing minh
Chiing minh hoan toan twong tu néu 1 cft c6 dang 8. Gia st khéng cd cft nao
trong cac cot 1, 8 thi theo nguyén li Dirichlet cling c6 2 c6t cung dang va bai toan cling

dwoc chig minh

Vi du 3. Trong hinh chit nhat kich thwdc 1.2 ta 1ldy 6n” +1 diém vdi n 1a s6 nguyén duong.

7 . M M . \ \ 7 7 s 1 7 A , Ay A
Chttng minh rang ton tai 1 hinh tron c6 ban kinh — chita khong it hon 4 trong s6 cac diém
n

da cho.

Loi giai
Chia cac canh ctia hinh chit nhat thanh n doan va 2n doan bémg nhau ,mdi doan co

Pay \ . 1 N /4 o A? . :/ 4 \ \71 s. s ?. \ ~
do dai —. Noi cac dieém chia bang cac duong thang song songvoi cac canh cua hinh chi
n

nhat ta dwgc n.2n =2n’ hinh vudng nho vdi canh la 1 . Néu mbi hinh vudng chita khong
n

qué 3 diém thi tong s6 di€m da cho khong qua 3.2n” =6n’(trdi véi gia thiét). Do d6 phai

ton tai 1 hinh vudng chita khong it hon 4 diém. R6 rang hinh vuéng canh 1 ndi tiép
n

\ \ /4 4 \ 2 \ \ \ \ ’ \ \ AV Pay /4
duong tron ban kinh la e va duong tron nay duogc chita trong duong tron dong tam ban
n

kinh l
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Vi du 4. Cho bang vudng gébm n.n 6 vudng. Mdi 6 vudng ghi mot trong cac s6 1; 0; 2.
Chting minh rang khong tim duoc bang vudng nao ma tong cac s6 trén cdt, trén hang,

trén dwong chéo la cac sd khac nhau.

Loi giai
Do trong cac 6 c6 thé nhan mot trong ba s6 0; 1; 2 nén c6 thé c6 truong hop tat ca cac

0 cua mot hang hoac mot cot hoac mot dwong chéo nhan gia tri 0 hoac nhan gia tri 2.

Do d6 tong cac sd trén cft hodc trén hang hodc trén duwong chéo ¢é gia tri nho nhat
la 0.n=0 va gia tri I6n nhat1a 2.n=2n. Nhu vay cac tong cac s trén moi hang, mdi cdt,

moi duong chéo c6 thé nhan 2n+1 gia trila 0;1;2;..;2n

Do bang 6 vudng n.n nén sé co n hang, n cot va hai duwong chéo. Do d6 sé c6 2n+2
tong nhan mot trong 2n+1 gia tri s6 nguyén tt 0 dén 2n. Theo nguyén tac Dirichlet phai
c6 it nhat 2 tdng ¢ gid tri bang nhau. Diéu nay cé nghia 1a khong tim dugc bang vudng

nao ma téng cac so trén cdt, trén hang, trén duong chéo la cac sd khac nhau.

Vi du 5. O vong chung két co vua c6 8 ban tham gia. Hai ban bat ky déu phai ddu véi
nhau mot tran va ngudi nao ciing phai gdp du 7 dau tht ciia minh. Chiing minh rang
trong moi thoi diém caa cudc dau, bao gio cling ¢6 hai ddu thu da ddu mot sd tran nhw

nhau.

Loi giai
Gia st sO tran thi dau cta cac ban tham gia thi dau co vua la a;a,;..;a,. Do hai ban

thi ddu véi nhau mot trdn nén ta cd 0<a, <7,V1<i<8. Xét cac treong hop sau:

e Tinh dén thoi diém d6 c6 mot ban chuwa ddu tran nao suy ra khong cé ban nao dédu du 7

tran.

Khi d6 0<a, <6,V1<i<8 do do6 ton tai a, =a_ c6 nghia la c6 hai ddu thu da ddu mot s6

tran nhw nhau.

o Tinh dén thoi diém dang xét, mdi ban déu da dau it nhat mot van.
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Khi d6 ta c6 0<a, <7,vV1<i<8, do d6 ton tai a, =a_ c6 nghia la c6 hai ddu thu da dau

mot sO tran nhu nhau.

Vay bai toan dugc chitng minh.

Vi du 6. Cho 40 s6 nguyén duwong a,,a,,..,a,, va b,,b,,..., b, thoa man hai diéu kién:
1<a, <a,<..<a, <200 va 1<b, <b, <...<b,, <200

19 —

Chitng minh r::fmg ton tai bon s6 a, a, ;b ;bp voi 1<1,j<19;1<k,p <21 thdéa man

{ai <a].;bk <bp

a.—a,=b_ —b,
] 1 P

Loi giai
Xét cactong co dang a_+b vdia_ e {al;az;...;alg} vab, e {bl;b2;...;b21} :

Do tap hop {al;az;...;alg} c6 19 phan ti va tap hop {bl;bz;...;bﬂ} c6 21 phan ti nén, nén

ta co tat ca 19.21=399 tong dang a_ +b_ nhuw thé.

Cht y rang 1<a, <a, <..<a,, <200 va 1<b, <b, <..<b, <200 nén 2<a_+b_<400.
Nén cac tong a_ +b_ nhan cdc gia tri nguyén duong tir 2 dén 400. Dén day ta xét cac
treong hop sau:

e Néu céac tong trén nhan du 399 gia tri tir 2 dén 400. Khi dé tir gia thiét cau bai toan ta

duoc
a,+b, =2 - a,=b =1
a, +b, =400 a, =b, =200

b, <b,
~b, =199

a, <ay,

Ttr d6 ta suy ra duoc {

A —a; = b21

e Néu cac tong trén khong nhan da 399 gia tri tir 2 dén 400. Khi d6 véi 399 tong thi theo

nguyén li Dirichlet s& ton tai hai tong c6 gia tri bang nhau.
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a, <a;b, <b,

Khong mat tinh tong quat ta gia st hai tong do la
a;+b, =b_ +a

a,<a;b, <b
Tw d6 suy ra : ’
a;—a, =bp -b,

Vay bai toan dugc chitng minh.

Vi du 7. Trong mot cudc tranh giai vo dich qudc gia vé bong da c6 20 doi tham gia. S6 nho

nhat cac tran ddu 1a bao nhiéu dé trong 3 doi bat ky luon tim dwoc 2 doi da choi véi nhau.

Loi giai
Ta chia 20 d6i thanh 2 nhom, mo6i nhém 10 d6i va chi cac d¢i trong ciingl nhom
modi thi ddu véi nhau. RS rang cach sap x€p nay thoa man cac diéu kién ctia bai toan va tat
ca 6 90 tran dau. Ta chiing minh rang néu cac diéu kién cua bai toan thoa man thi s6 tran

dau sé 16n hon hodc bang 90.

Gia str nguoc lai ta tim doi mot A dau so tran k <8. Ta ky hiéu cac d¢i da dau voi
A la X. Cac d¢i khong dau véi A la 'y, khi d6 X=k;Y =19-k. Di nhién cac di trong Y sé
dau véi nhau néu khong hai d6i thudc Y va A sé la 3 d6i ma khong c6 ddi nao choi véi
nhau. Gia st trong X c6 P c&p khong choi véi nhau. Do d6 mdi doi Y phai dau véi mdi doi

trong P cap do6 ctia X va mdi d6i trong X c6 mit khong qua k-1 cdp trong s8 P cdp (X cb
A, ? A N\ A .~ 4 A 2 \ A A A 7 v M 19 - k v
tat ca k doi). Vi vay gitta cadc dgi cua X va Y dau so tran bé hon hoac bang 1 Mat

khéc do k<8 nén P>P.

Nhu vay néu thay cac tran ctia cdc d¢i trong X ddu voi cac doi trong Y bdi cac tran

ddu can thiét sé giam di. Nhu vay sO tran ddu can phai tién hanh la:

k(kz—l) . (19‘k)2(18_k) =K - 18k +9.19 = (k-9 +902 90

Vay s0 cac tran ddu it nhat can phai tién hanh la 90
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Vi du 8. Chitng minh rang trong 39 s& tu nhién lién tiép bat ky ludn ton tai it nhat mot s6 6

tong cac chit s6 chia hét cho 11.

Loi giai
Xét tap hop 39 sO tu nhién lién ti€p S= {al;az;...;a39}, (a. =a,+1,1<i< 38)
Trong tap {al ;a, ;...;azo} ludn ton tai hai s6 c6 tan cung la 0 va hon kém nhau 10. Do d6
trong hai s6 nay ton tai it nhat mot s6 ¢d chit s6 hang chuc nhé hon 9, ki hiéu s6 dé la
A=Bc0(0<c<8,ceN,BeN)

Xét11s6 A;A+1,A+2;...;A+9;A+19. Nhan xét réng:

+ 11 s6 trén thudc tap S.

+ 11 86 d6 6 tdng cac chit s6 1a 11 s6 tw nhién lién tiép vi cac tong do la:
s(A);s(A)+1;s(A)+2;...;s(A)+9;s(A)+1O VOl s(A) la tdng cac chir s6 cuia A.
Trong 11 s6 tu nhién lién ti€p ludn ton tai mot sd chia hét cho 11.

Do vay, ta c6 diéu phai chitng minh.

Vidu 9. Cho tdp A= {1; 2; 3;...;16}. Hay tim s6 nguyén dwong k nho nhat sao cho trong
mdi tap con gom k phan tir ciia A déu ton tai hai sd phan biét a, b ma a*+b* 1a mot s§

nguyeén to.

Loi giai
Néu a,bchan thi a* +b* 1a hop s6. Do d6 néu tap con X cta A cd hai phan tir phan
biét a,b ma a’® +b* la mot s6 nguyén t6 thi X khong thé chi chita cdc s& chdn. Suy ra k>9.
Ta chiing to k=9 la gia tri nho nhat can tim. Diéu d6 ¢d y nghia la v6i moi tap con X gom
9 phan tr bat ky ctia A ludn ton tai hai phan t phan biét a,b ma a® +b” 1a mot s6 nguyén

to.
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Dé chitng minh khang dinh trén ta chia tdp A thanh cac cip hai phan tit phan biét
a,b ma a’+b®> la mdét s8 nguyén t6, ta b6 tit ca 8 «cdp
(1,4),(2:3),(5:8),(6:11),(7;10),(9;16),(12;13),(14;15). Theo nguyén ly Dirichlet thi 9

phan ti cua X ¢é hai phan ti cing thuéc mot cdp va ta ¢d diéu phai chitng minh.

Vi du 10. Cho 2014 s8 tu nhién bat ky. Chitng minh rang trong s cac s6 d6 c6 mot s8 chia

hét cho 2014 hodc ¢ mot s6 s6 ma tdng cuia cac s6 ay chia hét cho 2014.

Loi giai
G0i 2014 sd tunhién da chola a,,a,,---,a

772014 °

Xétday S, =a; S, =a, +a,; ..; S,y =a, +a, +---+a,,
Chia tat ca cac s6 hang cua day cho 2014 ta c6 cac treong hop sau:

e Truwong hop 1: Néu c6 mot sd hang nao ctia day chia hét cho 2014 thi bai toan dugc

chtrng minh.

e Trrwong hop 2: Néu khong c6 s6 hang nao cua day chia hét cho 2014 thi vi c6 tat ca 2014

phép chia ma s6 du chi gébm 1, 2, ..., 2013 do dé theo nguyén ly Dirichle c6 it nhat hai s&

hang ctia ddy c6 cung s& du khi chia cho 2014. Goi hai s6 hang d61a S, va S..
Khong mat tinh tong quat, gia st 1<i<j<2014 thi
S;=a,+a,+--+a; va S;=a,+a,+--+a, + - +a

Lucdo S,—-S,: 2014 =a, , + ---+a,: 2014. Tkt d6 ta cd diéu phai chiing minh.

Vi du 11. Chting minh rang ti 53 s6 ty nhién bat ki ludn chon dwoc 27 s8 ma tong cta

chang chia hét cho 27.

Loi giai

Ta chiing minh ttt 5 s6 tw nhién bat ki ludn tim dwgc 3 s6 ma tong cua ching chia hét cho

3. That vay, mdi s6 tu nhién khi chia cho 3 thi c6 phan dwl1a 0, 1 hodc 2
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Néu trong 5 s6 du c6 mot s§ bang 0, mot s8 bang 1, mot s bang 2 thi tong ctia ba s6

tw nhién twong ting voi ba s6 dw nay la chia hét cho 3

Néu 5 s8 due chi nhan khong qua 2 trong 3 s6 0, 1, 2 thi theo nguyén tac Dirichlet thi
ton tai 3 s6 du nhan cung mot gia tri va tong cua ba sd ty nhién twong tng la chia hét cho

3

Ttr 53 s6 tu nhién da cho chon duoc 3 s6 ma tong cua chung la a1 chia hét cho 3. Xét
50 s6 con lai chon duwoc 3 s& ma tong la a2 chia hét cho 3. Lap lai lap luan nay tir 53 s6 ta
chon duoc 17 bd, mdi bo gdom 3 s§ c6 tong an luot 1a a1, ay, ... a7 sao cho moi tong déu

chia hét cho 3.

Chting minh trrong tu nhan thay tir 5 s§ tw nhién bat ki ma moi s& déu chia hét cho 3
ta chon duoc 3 s6 ¢6 tong chia hét cho 9. Vay tir 17 s8 ta chon dwgc 5 bd mdi bd gom 3 s&

c6 tong lan lwotla b,, b,, ..., b, sao cho b,:9 vdi ie{l; 2; 3; 4; 5}

Tt 5 s6 chia hétcho91a b,, b,, ..., b, chon duoc 3 s6 ma tong ctia ching la chia hét

5
cho 27. Tong cta 3 s nay chinh la tong ctia 27 s6 ban dau. Vay tix 53 s6 tw nhién bat ki

ludn chon dwgc 27 s6 ma téng ctia chung chia hét cho 27.

Vi du 12. Trong mot giai bong da c6 12 d6i tham dy, thi ddu vong tron mét luot(hai doi

bat ki thi ddu véi nhau dung mot tran).

a) Chitng minh rang sau bén vong ddu(mdi ddi thi dau ding 4 tran) ludén tim duoc

ba d6i d6i mot chwa thi dadu vdi nhau

b) Khang dinh con dting khong néu mbi doi thi ddu ding 5 tran.

Loi giai

a) C6 12 d6i ma mdi ddi thi dadu ding 4 tran nén ludn tim dwoc hai ddi chua thi ddu véi
nhau. Goi hai d6i d6 1a A va B. Vi A va B thi ddu dung 4 tran nén trong 10 d6i con lai luén
tim duoc it nhat hai doi chwa thi ddu véi ca A va B. Goi mot trong hai déi d6 la C. Ba d6i

A, B, C chua thi ddu vdi nhau mot tran nao nén ba déi A, B, C la ba ddi can tim.
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b) Ta chia 12 d6i béng trén thanh hai nhém, mdi nhém 6 doi. Trong mdi nhém ddi mot thi
dau véi nhau. Nhu vay trong 12 d6i nay, moi doi thi ddu ding 5 tran. Xét ba doi tuy v,
theo nguyén li Dirichlet luon tim dwoc hai doi cing nhém. Nhu vay trong ba d6i bong bat
ki ludn tim dwoc hai d6i thi ddu véi nhau. Do dé khzfmg dinh trén khoéng con ding néu

mdi ddi thi ddu ding 5 tran.

Vi du 13. Cho X la mot tap hop gom 700 s6 nguyén dwong d6i mot khac nhau, mdi s
khong 16n hon 2006. Chitng minh rang trong tap hop X ludn tim dwoc hai phan ti x, y sao
cho x —y thudc tap hop E = {3; 6;9} .

Loi giai

Theo nguyén ly Dirichlet thi trong 700 s0 6 it nhat {&30} +1=234 s0 c6 cung sO dw khi

chia cho 3. Goi 234 s6 d6 1a 1<a, <a, <...<a,,, <2006 . Gia sit khong ton tai hai s0 a;a,

nao thoa man a, —a; 6{3;6;9} do do6 a;—a;212 (vi (ai—aj)§3 va a; #a,). Trong 234 sO
trén, hai s6 ké nhau hon kém nhau it nhédt 12 don vi nén a,,, —a, >233.12 =2796 > 2006,
diéu nay vo ly.

Nhu vay ta c6 diéu phai chiing minh.

Chu y:

+ Ta c6 thé 1am chit bai toan bang cach giam s& cac s& cho ban dau hodc ting gia tri cho
cac s co thé nhan.

Ta c6 thé lam chit bai toan bang cach thay 700 s& thanh 504 s6. Goi 504 s6 nguyén duwong

d6i mot khac nhau da cho la 1<a, <a, <..<a,, <2006. Xét 504x4=2016 s nguyén

504 —

dwong nhu sau:

503 504

a +3 a, +3 a, +3 a, +3
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a, +6 a, +6 a..+6 a., +6

503 504

a +9 a, +9 a..+9 a.. +9

1 2 503 504

Vi cac s0 trong bang trén nhan cac gia tri nguyén tir 1 dén 2006+ 9 = 2015 nén theo nguyén

li Dirichlet, c6 it nhat [% +1=2 s nhan cing mot gia tri hay c6 hai s bang nhau, suy

ra diéu phai chttng minh.

Vi du 14. Cho ndm s& nguyén dwong ddi mot phan biét sao cho mdi sd trong chiing khong
6 wée s6 nguyen t& nao khac 2 va 3. Chting minh rang trong ndm s§ d6 ton tai hai s6 ma

tich ctia ching la mét s6 chinh phuong.

Loi giai
Goi cac s6 da cho la a;;a,;a,;a,;a, vi cdc s6 nay khong cd ttoc s6 nguyén td nao

khac 2 va 3 nén cac sd nay déu c6 dang a, =2".3” véi x;y, la cac s6 ti nhién.

Xét 5 cdp sO (Xl;yl),(XZ;YZ),(XS;YS),(X4;Y4),(X5,‘Y5) mdi cap sO nay nhan gia tri
mot trong bon treong hop sau (s8 chdn; s6 chan), (s8 chdn; s6 18), (s6 16; s8 18) va (s8 1¢; s6
chén) nén theo nguyén li Dirichlet thi ¢6 it nhat 2 cdp so trén nhan cung mot dang gia tri.
Khong mét tinh tong quat khi gia st (x, ;yl),(x2 ;yz) cting nhan gié tri dang( s6 chan; sd&
1¢). Khi d6 x,+x, va y,+y, déu la s& chdn nén a,.a, =2".3"1.23" =2"23""% [a mot

chinh phuong. Do d6 ta ¢ diéu phai chiing minh.

Vi du 15. Cho luéi 6 vudng kich thudc 5x5. Nguoi ta dién vao mdi 6 cta lwdi mot trong
cac sd 1,0;,—1. Xét tong ctia cac sd duoc tinh theo tiing cot, theo tirng hang va theo ting
duong chéo. Chiing minh rang trong tat ca cic tong d6 ludn ton tai hai téng c6 gia tri bang

nhau.

Loi giai
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Co tat ca 12 tong gom 5 tdng theo cot, 5 tong theo hang va 2 tdng theo duwong chéo.
Mbi tong gom nam sO hang ma moi s6 hang nhan mot trong ba sd la 1 hodc 0 hoac —1. Do

mdi tong 1a mot s& nguyén.

Goicactong ddla S, véi i=1;2;3;..;12 théaman —-5<S. <5.

Vay S, c6 thé nhan trong mwoi mot gia tri —5,—4;-3;...;0;1;...;5.

Ma ta lai ¢6 12 tong S, nén theo nguyén 1i Dirichlet thi ¢ it nhat hai tong nhan cuing mot
gia tri.

Vay ta c6 diéu phai chitng minh.

Vi du 16. Cho n>3 s0 nguyén duwong a,;a,;a,;..;a, doi mot khac nhau. Tim gia tri 16n

nhat ctia n sao cho tong ctia ba s bat ky trong n s& dé ludén 1a mét s6 nguyén to.

Loi giai

Dé thay véi n=3 ta ludn tim duoc cic sd nguyén duwong thda man yéu cau bai
toan.
Véi n >4 ta xét cac truong hop sau:
e Truong hop 1: V6i n=4, ta tim dwoc bdn s6 nguyén duong 1, 3, 7, 9 thoa man yéu cau
bai toan.
e Truong hop 2: Véi n>5, ta sé chitng minh ludn tim duoc ba s ¢ tong 16n hon 3 va
chia hét cho 3.
That vay, mot s6 nguyén khi chia cho 3 ¢ thé ¢ s6 du 1a hodc 0 hodc 1 hodc 2. Theo
nguyén ly Dirichlet thi trong 5 s6 nguyén dwong bat ky c6 it nhat hai s6 ¢ cuing s6 dw khi
chia cho 3.

+ Néu c6 nhiéu hon 2 s6 c6 cung s& du khi chi cho 3 thi cé it nhat 3 s6 c6 cung sd du khi

chia cho 3. Chon 3 s0 nay thi tong cua ching chia hét cho 3.
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+Néu c6 dung 2s6 cos6 dur véi re {O; 1;2} thi loai hai s6 nay, khi d6 ta con lai 3 s6 ¢6 s&
du khac r. Theo nguyén ly Dirichlet thi c6 it nhat 2 sd ¢6 cung s6 du khac r va mdt s6 con

lai 6 s6 du khac sO du cua hai s6 nay. Nhu vay trong 5 s6 d6 luén ton tai 3 s6 ¢6 3 s6 du

khac nhau khi chia cho 3. Chon 3 s0 nay thi tong cuia chiing chia hét cho 3.

Do dé trong 5 s6 nguyén duong ta ludén chon dwgc 3 s c6 tong chia hét cho 3 va tdng nay
16n hon 3 nén né khong phai la s6 nguyeén t0. Ttr d6 suy ra n>5 thi khong thoa man yéu

cau bai toan.

Vay gid tri 16n nhat thoa man yéu cau bai toan la n=4.

Vi du 17. Mbi dinh ctia hinh lap phuwong duwoc dién moét trong cac s 1;2;3;4;5;6;7;8. Hai
dinh khac nhau dién hai s6 khac nhau. Nguoi ta tinh tong hai s6 ¢ hai dinh ké nhau.

Chting minh rang trong cac tong tinh dwoc ¢ it nhat hai tdng bang nhau.

Loi giai
Do mdi dinh ctua hinh 1ap phuong nhan cic gid tri khac nhau tit cac s6
1,2;3;4;5;6;7;8. Do ta tinh tong hai sd ¢ hai dinh ké nhau nén ta c6 12 tong. Khi d6 moi
tong la mot s6 nguyén duong nhan cac gia tri thudc tap {3; 4:5;...;13; 14;15} . Ta sé chiing
minh trong 12 tdng nay khong thé dong thoi nhan cac gia tri 3, 4, 5,6 va khong thé dong
thoi nhan cac gia tri 12, 13, 14, 15.

That vay, gia st ¢ cac tdng nhan céc gia tri 3, 4, 5, 6. Ta ki hiéu dinh K 1a dinh duoc dién

so K.

Tacd 3=1+2;4=1+3 nén dinh 1 va dinh 2 ké nhau, dinh 1 ké vdi dinh 3. Do d6 dinh 2 va
dinh 3 khong ké nhau. Vi 5=1+4 hodc 5=2+3, nhung dinh 2 va dinh 3 khéng ké nhau
nén dinh 1 va dinh 4 ké nhau. Do dé dinh 1 lan lugt ké vdi dinh 2, dinh 3, dinh 4, suy ra
dinh 1 khong ké véi dinh 5, dinh 2 khong ké véi dinh 4. Vi vay khong xuat hién tong cd

gia tri bang 6.

Vi cac tong nhan cac gid tri 12, 13, 14, 15 ta chiing minh hoan toan tuwong tu.
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Tt d6 suy ra 12 tong nhan khong qua 11 gid tri nén theo nguyén li Dirichslet ¢6 it nhat hai

tong bang nhau.

Vi du 18. Cho tap hop X= {1; V2,43 ;...;xl2024}. Chitng minh rang trong 90 s6 khac nhau

AN, \ A \ A A A . . ~ \ 1
bat ky duwoc lay ra tir tap X ludn ton tai hai s6 x va y sao cho |x - y| < 5

Loi giai
Chia 2012 s0 1;\/5; \/5;...; \J2012 thanh 44 doan gom [\/I,\EM\/Z, @},...,[41936; \/2012]
Cac doan trén c6 dang tong quét la [\/k_z;«,(k+1)2 —1} .

Nhu vay 90 sS thudc tap hop X ndm trong 44 doan trén. Theo nguyén 1i Dirichlet thi ton

tai ba s6 trong 90 s& trén ndm trong cung mot doan. Khong mat tinh téng quét ta gia st

hai s6 d6 la x, y, z va chung nam trong doan [\/k_z;«,(k+1)2 —1} .

Chia doan [\/k_z (1) —1} thanh hai doan la | i ;k? +K | va [\/kz iy (k+1) —1}

Khi d6 theo nguyén li Dirichlet ton tai hai s8 nam trén cing mot doan. Gia st hai s§ d6 1a

x vay. Khi do

o Néu x va y nam trén doan [\/k_2 'S +k} thi ta dwoc
x—y| < Vi +k—i < k2+k+i— e =k+%—k:%

o Néu x vay nam trén doan [\/kz +k;«,(k+1)2 —1} thi ta duoc

2_ 12
|x—y|S«/(k+1)2—1—x/k2+ = (k+1)2 -k -k <%=
\/(k+1) —1+VJK* +k

N | =

Tt d6 ta c6 diéu phai ching minh.
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Vi du 19. Cho A 1a tap hop gom 6 phan t bat ky cua tap hop {O; 1; 2;...;14}. Chiing minh

r?mg ton tai hai tap hop con B,,B, cta tap hop A(B,, B, khac nhau va khac réng ) sao cho

tong tat ca cac phan t cua tap hop B, bang tong tat ca cic phan tir ctia tap hop B,.

Loi giai

Do A la tap hgp c6 6 phan ti nén s6 tap hop con khéc rSng va khac A ctia tap hop A la
2°-2=62.

Xét tap hop X 1a tap hop con bét ki trong 62 tap hop con trén va S(X) la tong cac phan tut

ctaa X.

Tap hop X cé nhiéu nhat 5 phan ti thudc tap hop {0; 12;... ;14} nén ta co
0<S(X)<10+11+12+13+14=60.

Nhu vay véi 62 tap hgp con ctia A nhu trén thi tong tai 62 tong khong vuot qua 60.

Theo nguyén ly Dirichlet thi ton tai hai tong c6 gia tri bang nhau. Diéu d6 chiing to ton tai

hai tap hop con

B,,B, ctia tap hop A c6 tdng cac phan ti cia chiing bang nhau.

Vi du 20. Trong hinh vuong canh bang 1 ta &4t 51 diém phan biét bat ki. Chiing minh rang

7o A~ A . A7 7 M A 1 \ 7 ’ 1
o it nhat 3 trong s6 51 diém doé nam trong mot hinh tron ban kinh —.

Loi giai
Chia hinh vudng da cho thanh 25 hinh vudng con bang nhau cé canh bang % Theo
nguyén ly Dirichlet thi ton tai it nhat mot hinh vudng nho chita it nhat ba di€ém trong so 51
diém d6. Ta ki hiéu hinh vuéng d6 la C. Khi dé hinh vuéng nho C c6 duvong chéo la ?2 .

142 1

Puong tron ngoai ti€p hinh vuéng nhé (C) ¢6 bén kinh RN <1 Vay ba diém néi

5 502 7




trén nam trong hinh tron déng tm véi duong tron ngoai ti€p hinh vudng nhé dé c6 ban
, 1
kinh =.
7
Tong quat hoa bai toan: Dya vao bai giai bai todn trén ta cd thé tong quat hoa bai todn
trén véi a la kich thwdce cua canh hinh vudéng, m la sd diém dat bat ki, phan biét. Ching

minh rang c6 it nhat n trong s m diém d6 nam trong mot hinh trong ban kinh

. (Trong d¢6 ki hiéu [a] la phan nguyén cua a).
Loi giai

m

Chia hinh vudng da cho thanh [ } hinh vudng con bang nhau c6 canh béng

n-— ]. m .
n-1

Theo nguyén 1i Dirichlet thi ton tai it nhat mot hinh vuong nhé ¢ chira it nhéat n diém

trong s0 m diém d06. Ta ki hiéu d¢6 la hinh vuéng C. Duong tron ngoai tiép (C) c6 ban

a’ a’

e

tron (C) c6 ban kinh .
2.[“‘ }
n-1

kinh . Vay n diém trén nam trong hinh tron dong tam véi duong

Vi du 21. Trong hinh tron dudng kinh bang 5 c6 10 diém. Chitng minh rang ton tai it nhat

hai di€m ma khoang cach gifta chting bé hon hoéc bang 2.

Loi giai
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That vay, trong dwong tron tam O duong
kinh 5, vé duong tron dong tam va duong
kinh 2. Chia hinh tron da cho thanh 9

phéan(xem hinh v€) duong tron duong

kinh 2 va 8 phan bang nhau II, 111, ..., IX

ma mdi phan la % hinh vanh khan. R&

rang phan I c6 duong kinh bang 2. Xét
chéng han hinh IIJ, ta ki hiéu la ABCD (co

la % hinh vanh khan). Ta hay tinh duong

kinh ctia né. C6 thé thay ngay duong kinh
caalllla d=AC=BD.

Vi DOA =45°, nén d* = DA? = DO’ + AO* —2DO.0OA..cos45’

2 24 0 52

Hay ta dwoc d* =| = 5) o2 N2 2 1—— Tu dé6 suy ra d2<§—§.1,4 nén
2 2 2 4 4 2

d<?2.

Theo nguyén 1i Dirichlet ton tai it nhat hai diém roi vao mot trong cac mién I, IT, I11, ... , IX
c6 duong kinh bang 2, con cadc mién I, ..., IX cé duong kinh bang nhau va bang d <2, tit
d6 suy ra ton tai hai trong s6 10 diém da cho ma khoang cach gitta chiing nho hon hoéc

bang 2. D6 chinh la diéu can chting minh.

Vi duy 22. Trén mit phing cho 25 diém. Biét rang trong ba diém bat ki trong s d6 luon
ludn ton tai hai di€m céch nhau nhé hon 1. Chitng minh rang ton tai hinh tron bén kinh 1

chita khong it hon 13 diém da cho.

Loi giai
Lay A la mot trong s6 25 diém da cho. Xét hinh tron O, (A;l) c6 tam A ban kinh 1. Chi ¢6

hai kha nang sau ¢ thé xay ra nhu sau:
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+ Thi¢ nhat: Néu tat ca cac diém da cho nam trong O, (A; 1) thi két luan cta bai toan hién

nhién dung.

+ Tht hai: Ton tai diém B khac diém A va B thudc trong s6 25 diém da cho, sao cho B
khong nam trong duong tron O, (A; 1), khi d6 taco AB>1.

Xét hinh tron O, (B;l) co tam B ban kinh 1. Lay C la diém bat ki trong s6 25 diém da cho

sao cho C khac A va khéc B. Theo gia thiét va AB>1 ta c6 Min{CA; CB} <1.
Vi thé C thudc duong tron O, (A; 1) hodc C thudc duong tron O, (B;l) .

biéu nay chitng t6 rdng cac hinh tron O, (A;1) va O, (B;l) chtta tat ca 25 diém da cho. Vi
thé theo nguyén 1i Dirichlet thi it nhat 1 trong hai hinh tron trén chita 13 diém da cho. b6
la diéu phai chtrng minh.

Bai toan téng quat: Cho 2n+1 diém trén mit phang véi n > 3. Biét rang trong ba diém
bat ki trong s6 d6 ludn ludn ton tai hai di€ém cach nhau nho hon 1. Khi d6 ton tai hinh tron

ban kinh 1 chita khong it hon n+1 diém da cho.

Vi du 23. Tim hinh vudng c6 kich thudc bé nhat, d& trong hinh vudng d6 c6 thé sap x&p
n3dm hinh tron ban kinh bang 1 sao cho khong c6 hai hinh tron nao trong chiing c6 diém

chung.

Loi giai

Gia st hinh vuéng ABCD c6 tam A B

O va canh a, chta nam hinh tron A B

khong cit nhau va déu cé ban kinh

bang 1. Vi ca nam hinh tron nay déu s 0
nam tron trong hinh vuéng, nén cac \ ke %

tam cua ching nam trong hinh vuéng

A’'B'C'D’ ¢6 tam O va canh a-2, o

day A’B’//AB. Cac duong thang ndi cac

TAI LIEU TOAN HOC




trung diém clia cac canh déi dién cua
hinh vuéng A’B'C’'D’” chua A'B'C'D’
thanh 4 hinh vuéng nho.

Theo nguyén 1i Dirichlet ton tai mot trong 4 hinh vudng nhé ma trong hinh vuéng nay
chtta it nhat hai trong s0 5 tam hinh tron néi trén(khong mat tinh tong quat ta gia st la O’
va Q).

D€'y rang vi khong c6 hai hinh tron nao(trong s8 ndm hinh tron) cat nhau nén O'O" >2

Mat khac do O’ va O” cung nam trong mot hinh vudng nho(canh ctia hinh vuoéng nho do

a-—-2

béng %) nén talaico O'O"< \/5 Tt d6 ta suy ra duoc 612;2.\/522:a22\/§+2.

Vay moi hinh vuong canh a théa man yéu cau dé bai, ta déu c6 a > 2\/5 +2. Bay gio xét
hinh vudng ABCD c6 a =242 +2. Xét ndm hinh tron c6 tim 1a O, A’, B, C’, D’ (xem hinh
vé) , thi moi yéu cau cua dé bai thoa man. Tom lai, hinh vuéng cé kich thudc bé nhat can

tim la hinh vudng vdi canh a = 2\/5 +2.

Vi du 24. Chttng minh rang trong mot hinh tron ban kinh 1, khdng thé chon duoc qua 5

diém ma khoang cach gitra hai diém tuy y trong ching déu 16n hon 1.

Loi giai

Chia hinh tron thanh 6 hinh quat bang nhau
(tam cac hinh quat déu tai tam O da cho). Ta

biét rang khoang cach giita hai diém bat ki

trong mot hinh quat nho hon hodc bf?mg 1, vi
thé tir gia thiét suy ra tai moi hinh quat c6

khong qua 1 diém roi vao. Gia thiét phan ching

chon duoc qua nam diém thdéa méan yéu cau dé
bai. Vili do trén nén s& diém khong thé qua
7(vi néu s6 diém chon dugc ma 1é6n hon hoac

bang 7 thi theo nguyén 1i Dirichlet c6 it nhat hai
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diém duoc chon nam trong mot cung hinh quat,

ma diéu ndy mau thuin véi nhan xét trén.).
Vay tir gia thiét phan chiing suy ra ton tai sau diém A ,A,, A, A,, A, A, vamoi diém

nam trong mot hinh quat sao cho khoang cach gitta hai diém tly y trong chiing déu 16n

hon 1.
Do A/OA,+A,0A, +A,0A, +AOA, +A,OA, +AOA, = 360°.

0
Khi d6 suy ra MinA,OA, | < 360

i+1 —

—60%,i=1,6 (0 day dit A =A).

Xét tam gide A, OA, | v6i ke{1;2;3;4;5;6} va A, = A, sao cho MinA OA, , =A OA

k+1

<60°.

k+1 —

Khi d6 A,OA

Vi OA, <1;0A,, <1; A OA

0 A N\ 4
1 S <60" nén tir do suy ra

k+1 —

AOA,, <Max{AA,,O;0A,A, .

k+1

Tt d6 theo mdi lién hé gitra canh va gdc trong tam giac A, OA, ,, thi

AA,,, <max{OA_ OA,_ }<1.

k+1 —

Diéu ndy mau thuan véi A A ,>1(vihésau diém A ,A,,A,,A,,A,, A, thoaman yéu
cau dé bai). Ttr d6 ta thay gia thiét phan chiing 1a sai. Diéu d6 ¢ nghia la khong thé chon

qua 5 diém théa man yéu cau dé bai.

Vi du 25. Cho 1000 diém M,,M,,.., M,,,, trén mit phang. V& mot duong tron ban kinh

bang 1 tly y. Chting minh rang ton tai diém S trén duong tron sao cho

>1000.

1000 —

SM, +SM, +...+SM

Loi giai
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Xét mot duong kinh S S, ty y cua dwong tron
bén kinh bang 1, & day S,,S, 1a hai dau ctia

duong kinh. Khi do6 taco S,S, =2, nén ta c6

S, . s,
SM,+S,M, >SS, =2
SM,+SM, >SS, =2
SlMlooo + Sszoo = Slsz =2 M1000

Cong tling vé& ctia 1000 bat dang thikc trén ta co:

(SM, +S M, +...+S M, ) +(S,M, +S,M, +...+:5,M, ) = 2000

1000 )
Tt d6 theo nguyén li Dirichlet suy ra trong hai tong

(SM, +SM, +...+S M, ); (S,M, +S,M, +...+S.M

1000 )
c6 it nhat mot tdng 16n hon hozc bang 1000.

Gia st SM, +S M, +...+SM,,,, 21000. khi d6 1dy S=S,. D¢ la diéu phai chiing minh.

1000 —

Bai toan tong quat: Cho n diém M,,M,,..., M, trén mat phang. V& mdt duong tron ban
kinh bang 1 tly y. Chttng minh rang ton tai diém S trén duong tron sao cho

SM, +SM, +...+SM_ >n.

Vi du 26. Cho chin duwong thang cling c6 tinh chat 1a mdi duong thang chia hinh vuéng
thanh hai t& gidc c6 ti s§ dién tich bang % Chitng minh rang cé it nhat ba duong thang

trong s6 d6 cung di qua mot diém.

Loi giai
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m
(3
et
m
e
—Q
N
T

Céac duong thang da cho khong thé cat cac canh ké nhau ctia hinh vudng, béi vi néu
thé chiing chia hinh vuoéng thanh mot tam giac va ngii giac ( cht khong phai la chia hinh
vudng thanh hai t giac). Vi 1& d6, moi duwong thang ( trong s6 chin duong thang) déu cat

hai canh d6i ctia hinh vudéng va di nhién khong di qua mot dinh nao ctia hinh vuéng ca.

Gia st mot duong théng cit hai canh ddi BC va AD tai cac diém M va N.

AB.(BM +AN)
= % = ?—}1 = %, ¢ day E va F la cac trung diém cua AB

S s — E PN

3

Ta cod
MCDN

NI—RN| =

.CD.(MC+ND)
va CD teong tng.

GoiE, F, P, Q tuong ting la cac trung diém cta AB, CD, BC, AD. Goi J,,J,,J,,], la cac
diém sao cho J,,J, nam trén EF va 1.0, nam trén PQ va théa man

B, B, P, _Q, 2

JF JF JQ JP 3

Khi d6 tir d6 1ap luan trén ta suy ra moi duwong thang cé tinh chat thoa man yéu cau ctia

dé bai phai di qua mot trong 4 diém J,,J,,],,], néi trén. Vi cé chin duong thang, nén theo
nguyeén li dirichlet phai ton tai it nhat mot trong 4 diém J,,J,,J,,], sao cho né cd it nhét ba
trong 9 duong thang da cho di qua. Vay c6 it nhat 3 duwong thang trong 9 duong thang da

cho di qua mot diém.
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Bai toan tong quat 1: Cho 4n + l(n > 2) duong thang cung c6 tinh chat 1a mobi duong
thang chia hinh vudng thanh hai t& giac c6 ti s§ dién tich bang % . Chitng minh rang co it
nhat n+1 duong thang trong s8 d6 cting di qua mot diém.

Bai toan tong quat 2: Cho 4n+r(n >2,r> 1) duong thang cling c6 tinh chit 1a mbi dwong
théng chia hinh Chit nhat thanh hai t& gidc c6 ti s6 dién tich bang % . Chttng minh rang c6

it nhat n+1 duong thang trong s d6 cling di qua mot diém.

Vi du 27. Gia sit mdi diém trong mat phang duoc to bang mot trong 2 mau den va trang.

Chang minh ton tai mot hinh ch nhat ¢é cac dinh cung mau.

Loi giai

Gia st ta c6 mot ludi 6 vuong tao boi 3 duong nam ngang va 9 duong thang ding, mdi

nut ludi dwoc t6 boi mot mau trang hodc den.

A X
B

Y
C 4

Xét 3 nut lwdi cia mot dwong doc, mdi niit c6 hai cach t& mau nén mdi bd ba ntt trén
duong doc &y c6 2.2.2 =8 cach t& mau. C6 9 duong doc, mdi duong c6 8 cach t6 mau nén
theo nguyén ly Dirichlet ton tai hai dwong c6 cach t6 mau nhwr nhau. Chang han hai bd ba

difm dola A,B,CvaX Y, Z

Vi3 diém A, B, C chi dwoc t6 boi hai mau nén ton tai hai diém cung mau, chang han B va

C khi d6 hinh chit nhat BYZC c6 4 dinh cung mot mau.

Vi du 28. Trong mét phang cho 6 diém, trong d6 khong c6 ba diém nao thang hang. Mai

doan thdng ndi tiing cip diém duoc td mau dé hodc xanh. Chiing minh ring ton tai ba
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diém trong sd sau diém da cho, sao cho ching la cac dinh ctia mét tam giac ma cac canh

ctia no6 duoc toé cing mot mau.

Loi giai
Xét A 1a mot trong s6 6 di€ém da cho. Khi d6 B
xét nam doan thang(mdi doan thang n&i diém A
véi ndm diém con lai). Vi mdi doan thang duoc

to chi mau do hoac mau xanh, nén theo nguyén li

mw €

Dirichlet c6 it nhat ba trong nam doan ndi trén A
cung mau. Gia stt d6 la cac doan AB, AB’ va AB”
va c6 thé cho rang chiing cing mau xanh. Chi ¢

hai treong hop sau xay ra:

e Truwong hop 1: Néu it nhat moét trong ba doan BB’, B’B”, B”B mau xanh, thi ton tai mot
tam gidc v6i ba canh xanh va két luan cua bai toan dung trong trueong hop nay.
e Truong hop 2: Néu khdng phai nhu vay, tic 1a BB’, B'B”, B”B mau do, thi ba diém phai

tim la B, B’,B” vi BB'B” la tam gidc c6 ba canh mau d¢. Ppcm.

Vi du 29. Trén mit phang cho 18 diém, sao cho khéng cé ba diém nao thang hang. N&i
ting cap diém voi nhau va t6 mau cho moi doan théng thu dugc mot trong hai mau xanh
va dé. Chttng minh rang luon tim dwoc mot ti giac ma cac dinh ctia né nam trong tap

diém da cho sao cho canh va duong chéo ctia n6 cing mau.

Loi giai
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Giastr A, (i=1,18) 1a 18 diém da cho.

Xuét phat tlr A, c6 17 doan thang
A, (i=2,18). Mubi by doan thing d6 chi

c6 hai mau xanh hodc do, nén theo nguyén li

Dirichlet ton tai it nh&t chin doan thang cling A,

mau.

Khong giam tinh tong quat gia si do la

cac doan théng AA,AA,,. . AA, va

1
chuing cung mau do. Xét chin diém

A A,,.., A, chico thé xay ra hai truong hop

sau:

o Truong hop 1: Hodc la ton tai di€ém A, (2 <j< 10) sao cho trong tdm doan thang

AA, (2<k<10,k #j) ¢4 it nhat bon doan mau do. Khong mat tinh tong quat c6 thé cho la
AALAA L AA,, ..., A A, mau do. Dén day lai chi con hai kha nang:

+ Hoéac la moi doan théng AAAA AN AA A A A A, déumau xanh. Khi dé

A AA A, latk gidc xanh thoa méan yéu cau.

+Ton tai mot doan thing A, A (3<i<j<6) mau do. Khido A/AAA (3<i<j<6)latu
giac do6 thdéa man yéu cau bai toan.

e Truong hop 2: Hodc 1a véi moi di€m A (2<j<10), thi trong tdm doan thang

AA, (2<k<10,k #j) c6 t3i da ba doan mau d6 ma thoi. Khi d6 phai ton tai mot diém
(Chéng han A,) ma trong cadc doan A A, (3 <k<10,k=# j) co t0i da hai doan mau do thoi

(that vay, néu véi moi A, (2 <j< 10) ma c6 dung ba doan A /A, (2 <k<10,k# ]) mau do,
thi s6 doan théng mau do ndi trong ndi bo 9 diém do la 92—3 la s6 nguyén. Vo 1i. Vi

AA, (3 <k<10,k# ]) c6 t0i da hai doan mau do ma thoi, nén trong s6 cac doan
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AAAA, A A,,..,A A, it nhat sau doan mau xanh. Khong mat tinh tong quat ta
cho A A, A A,,..,A,A, mau xanh.

Xétsau diém A, A, A, A, A, A, . Do la sau diém ma trong d6 khong c6 ba diém nao
thdng hang, va mdi doan thang ndi hai diém chi c6 hai mau xanh hogc do. Theo bai 19 thi
ludn ludn ton tai it nhat mot tam giac ma ba dinh chon trong {AS,A6,A7,A8,A9,A10} sao
cho ba canh cung mau. Lai c6 hai kha nang:

+Gia str ton tai tam gidc A, A, A, (5<i<j<k<10) mau xanh. Khi d6 ti gidc A,A A A,
véi 5<i<j<k<10 la t& gidc xanh théa man yéu cau dé bai.

+ Néu ton tai tam gidc A, A, A, (5<i<j<k<10) mau do, thi AAAA, latagidc can
tim.

Nhuw vay ta luén chtirng minh duoc ton tai mot tir gidc ma cac dinh ctia ndé nam trong tam

diém da cho sao cho canh va duong chéo cung mau.

Vi du 30. Cho 6 diém trong mit phang sao cho bat ki ba diém nao ciing la dinh ctia mot
tam giac c6 cac canh chiéu dai khac nhau. Chiing minh réng ton tai mot canh la canh nho

nhat ciia mot tam gidc vira la canh 16n nhat cia moét tam giac khac.

Loi giai

Trong modi ta giac ta td mau dé canh nho nhét ctia tam giac va té mau xanh hai canh
kia. Ta can chirng minh ton tai mdt tam gidc c6 cac canh cung mau do. Goi sau diém da

cholaA,B,C D,E,F.
Tt diém A trong sau diém da cho ta ndi véi nam diém con lai, khi d6 ta dwgc canh canh.

Theo nguyén li Dirichlet thi trong ndm canh nay it nhat cé canh canh cing mau. Khong

madt tinh tong quat ta gia st ba canh d6 1a AB, AC, AD. Khi d6 ta ¢ cac truong hop sau:

e Néu AB, AC, AD cung mau do. Khi d6 néu tam gidc BCD c¢6 cac canh cung mau do, gia

st d6 l1a BC thi ta c6 tam giac ABC c6 cac canh cung mau do.
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e Néu AB, AC, AD cung mau xanh. Khi dé néu tam giac BCD c6 cac canh cung mau do

thi canh 16n nhat cua tam giac nay la canh can tim.

Vi du 31. Trong mot cudc hop cd 6 dai biéu. Nguoi ta nhan thdy cit ba nguoi bat ky thi c6

hai nguoi quen nhau. Chitng minh rang cé ba nguoi d6i mot quen nhau.

Loi giai
Cac dai biéu twong tng véi 5 diém A, B, C, D, E, F. Hai dai biéu X va Y nao d6 ma
quen nhau thi ta t6 doan thang XY bang mau xanh con néu X va Y khong quen nhau thi t&
doan XY mau d6. Xét 5 doan théng AB, AC, AD, AE, AF. Theo nguyén li Dirichlet thi ton

tai ba doan cuing mau.

e Néu AB, AC, AD mau xanh. Xét ba diém B, C, D. Vi 3 dai bi€u nao cling c6 hai nguoi
quen nhau suy ra mot trong ba doan BC, CD, DB mau xanh. Gia st BC mau xanh, khi d6
ta co ba doan théng AB, BC, CA c6 mau xanh, do do6 A, B, C d6i mdt quen nhau.

e Con néu AB, AC, AD mau do, khi d6 vdi ba diém A, B, C thi ta c6 doan BC mau xanh,
v6i ba diém A, C, D thi ta ¢c6 doan CD mau xanh va vdi ba diém A, B, D thi ta c6 doan BD
mau xanh. Nhw vay ba doan théng BC, CD, CB c6 mau xanh nén B, C, D d6i mot quen
nhau.

Vay bai toan duoc chitng minh.

Vi du 32. Chitng minh rang tir sdu s8 v ti tly y c6 thé chon ra dwgc ba s8 (ta goi ba s8 d6

la a, b,c) sao cho a+b,b+c,c+aciing la s6 vo ti.

Loi giai
Xét trén mdt phang sau diém sao cho khong c6 ba diém nao thang hang. Vi moi
diém ta sé gan cho n6é mot sd vo ti. Nhu vay sau diém duoc gan sau s6 vo ti da cho. Hai
diém mang s6 a va b sé duoc ndi véi nhau bang mot doan thang mau do néu a+b la s6

vO ti, con sé cd mau xanh khi a+b 1a s hitu ti.

Theo d@é bai ton tai it nhat mot tam giac cing mau. Gia st tam gidc d6 c6 ba dinh duoc gan

solaa,b,c.
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Chi c6 hai kha nang xay ra nhu sau:
+ Néu tam giac d6 la tam gidc xanh. Khi &y a+b,b+c,c+ala 3 s6 hitu ti.
Licnay (a+b)+(b+c)—(c+a)=2b ciingla mot s8 hiru ti. Diéu nay vo 1 vib la s6 vo ti.

+ Neéu tam giac do 1a tam gidc do. Khi &y a+b,b+c,c+a 1a 3 s6 v ti. Khi d6 ta c6 diéu

phai chitng minh.

Vi du 33. Cho mdi diém trén mit phang duoc t6 bang mot trong hai mau xanh, do.

Chting minh rang ton tai mot tam giac ma ba dinh va trong tam cting mau.

Loi giai
Lay ndm diém tuy y sao cho khong A
c6 ba diém nao thang hang trén mat

phang. Khi d6 vi chi duing 6 hai mau dé&

td cac dinh, ma theo nguyén li Dirichlet ‘\
phai ton tai ba diém trong s6 d6 cung B“C
mau. Gia st d6 la ba diém A, B, C c6 : >,

mau dé. Nhu vay ta c6 tam gidc ABC vdi

ba dinh mau do. Goi G la trong tam tam

gidac ABC. Chi c6 hai kha nang xay ra:

+Néu G cO mau do. Khido A, B, C, G

cung do va bai toan da dwoc giai.

+ Néu G c6 mau xanh. Kéo dai GA, GB, GC cac doan AA’ =3GA, BB’ =3GB, CC’ =3GC.
Khi d6 goi M, N, P twong ting 1a cac trung diém ctia BC, CA, AB thi

A’A=3AG=6GM =A’A =2AM.

Tuong tw B'B=2BN, CC'=2CP. Do d6 cac tam gidc A'BC, B’AC, C’AB twong ting nhan
A, B, Cla trong tam. Mat khac, ta cling c6 cac tam giac ABC va A’B’C’ ¢6 cung trong tam

G. C6 hai truong hop sau cd thé xay ra:

e Néu A’, B’, C’ cung xanh. Khi d6 tam gidac A’B’C’ va trong tam G ¢ cung mau xanh.
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e Néu it nhdt mot trong cac diém A’, B’, C’' ¢6 mau do. Khong mat tinh tong quat gid sit A’

do. Khi do tam giac A’'BC va trong tam A mau do.

Vay trong moi kha nang lu6n ton tai mot tam gidc ma ba dinh va trong tam cung mau.

Vi du 34. D€ khuyén khich phong trao hoc tap , mét treong THCS da t6 chire 8 dot thi cho
cac hoc sinh. O mdi dot thi, c6 dung 3 hoc sinh duoc chon dé trao giai . Sau khi td chirc
xong 8 dot thi, ngudi ta nhan thdy rang véi 2 dot thi bat ky ludén cé dung 1 hoc sinh dwoc
trao giai & ca 2 dot thi d6. Chting minh rang:

a) C¢ it nhat 1 hoc sinh dwgc trao giai it nhat 4 lan .

b) C6 dung mot hoc sinh duoc trao giai ¢ tat ca 8 dot thi.

Loi giai

Ta biéu dién mdi hoc sinh bang mot diém trén mat phang sao cho khong cé ba diém
nao thing hang. O mdi dot thi c6 dting ba hoc sinh duogc trao giai nén ta ndi ba diém biéu
thi ba hoc sinh bang mot tam giac(khong ndi hai diém bat ki), c6 8 dot trao giai nén ta cé 8
tam giac. Hai dot thi bat ki luén c6 dung mot hoc sinh dwoc trao giai & ca hai dot twong

tng voi hai tam giac bat ki ludn ¢ mot diém chung.

a) Xét tam gidc ABC bat ki trong 8 tam gidc trén, vi 7 tam gidc mdi tam gidc déu cé mot
dinh chung véi tam gidc ABC, theo nguyén 1i Dirichlet trong ba diém A, B, C c6 it nhat
mot diém la dinh chung ctia 4 tam giac, diéu nay twong tng vdi ¢ it nhat mot hoc sinh

duogc trao giai it nhat 4 Jan.

b) Khong mat tinh tong quat ta gia sit A la dinh chung ctia 4 tam giac, ta chitng minh tat ca

cac tam gidc déu nhan A lam dinh chung.

Xét tam giac DEF bat ki, néu tam giac nay trung voi A thi tam giac nay sé c6 dinh chung
v6i bdn tam gidc ma da c6 dinh chung la A, diéu nay 1a v6 i vi hai tam gidc bat ki chi c6
mot di€ém chung. Vay ca 8 tam gidc déu c6 dinh chung la A, diéu nay tuwong tng voéi co

diang mot hoc sinh duoc trao giai trong ca tam Ian.

Vi du 35. Cho diém M(x;y) trén mit phang toa d6 duoc goi la diém nguyén néu ca x vay

déu 1a cac s6 nguyén. Tim s6 nguyén duong bé nhat sao cho tit moi bd n diém nguyén déu
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tim duoc bd ba diém nguyén la dinh cia mot tam gidc ¢ dién tich nguyén (trong truong

hop ba diém thang hang thi coi dién tich tam giac bang 0)

Loi giai

Xét tam giac ABC véi toa do A(xl; Y1)r B(xz; yz), C(XS; y3)

.y 1
Khi @6 ta duoc S .sc :E[(XS _X1)(YZ _Y1)_(X3 _Xl)(Y3 _Y1):|

Xét tam gidc bat ki c6 toa do cac dinh la cac diém nguyén, khi dé ludn ton tai ¢ canh song
song voi cac truc toa do thoa man mot dinh ctia hinh chit nhat trong véi mot dinh ctia tam
giadc va hai dinh con lai nam trén hai canh ctia hinh chit nhat hodc truing véi hai dinh ctia

hinh chit nhat

Lo R L., X; X, <X
Xét hinh bén, khi d6 ta dwoc

Ta co SAPQR = (Xz _X1)(Y3 _Y1) va SABC = SAPQR _SAPC _SBCQ _SABR

V6i S, =%[(X2 =, ) (5 4 )}, Speq = %[(Xz =, )(v; -y )]' Sam = %[(Xz =% )V, s )]

S S S S S

BCQ

:(x2 —Xl)(y3 —yl)_(xz _Xl)(yB —y1)+(x2 _X3)2(Y3 —y2)+(x2 —x3)(y2 _Ys)

:%[(x2 —Xl)(Y3 _Y1)_(X3 _Xl)(yZ _Y1)}

ABC — 2APQR ~ PAPC ABR

. 1
Do dé ta duQC SABC = E[(Xz _X1)(Y3 _Y1)_(X3 _X1)(Y2 -y )]
Véi n<2, khong ton tai tam gidc

Vé6i n=3, chon A(1;0), B(0;1), C(0;0) ta duoc S, =%(loai)

Vi n=4, chon A(l;O), B(l;l), C(O;l), D(O;O) ta duoc S= 1 voi S 1a dién tich mot tam
2

giac bat ki(loai)
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Vi n=5, ta c6 véi mbi diém M(x; y) ton tai mot trong bon dang x va y cling chan, x vay
cung le, x 1é va y chén, x chdn va y Ié. V&i 5 diém nhu trén theo nguyén li Dirichlet luén

ton tai hai dém cung dang. Khong mat tinh tong quat ta gia stt d6 la hai diém A va B
1 1
Khi do SABC = E[(Xz _X1)<Y3 _Y1)_(X3 _Xl)(Y2 _Y1)]

Vi A va B cung dang nén x, —x,:2; y, —y,:2

, 1 < A
Do do Sasc = E[(Xz _Xl)(YS _Y1)_(X3 _Xl)(YZ Y ):I 1a s6 nguyén

Vay s0 nguyén duong nho nhat thoa man yéu cau bai toan 1a 5.

Vi du 36. Cho tam gidc nhon ABC c6 BAC=60°, BC = 24/3 cm. Bén trong tam gidc nay cho
13 diém bat ky. Chiing minh rang trong 13 diém &y ludn tim duwoc 2 diém ma khoang cach

gitta ching khong 16n hon 1cm.

Loi giai
Goi (O) la duong tron ngoai tiép tam giac ABC va A
M, N, P lan luot 1a trung diém caa BC, CA, AB. Do tam A\
gidc ABC nhon nén O nam trong tam gidc ABC. Vi .&
BAC =60° nén MOC =60°, suy ra
(¢]

.MC ==2.ViO nam trong tam giac
sin 60 B M

ABC va OM L BC, ON L AC, OP L AB. Suy ra tam gidc

OA=0B=0C=

ABC duoc chia thanh 3 t& gidc ANOP, BMOP, CMON
ndi tiép cac duong tron c6 duong kinh 2 (duwong kinh lan
lwot la OA, OB, OC).
Theo nguyén ly Dirichlet, ton tai it nhat mot trong 3 t gidc nay chita it nhat 5 diém trong
13 diém da cho, gia st d6 la ti gidc ANOP.

Goi E, F, G, H lan luot 1a trung diém ctia NA, AP, PO, ON va I la trung diém OA,
suy ra IA=IP=10=IN=1.
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Khi d6 t& giac ANOP duwoc chia thanh 4 t& giac AEIF, FIGP, IGOH, IHNE ndi tiép

cac duong tron c6 dwong kinh 1.
Theo nguyén ly Dirichlé, ton tai it nhat mot trong 4 tt giac nay chita it nhat 2 diém
trong 5 diém da cho, gia st d0 la ti giac AEIF chita 2 diém X, Y trong s6 13 di€ém da cho.
Vi X, Y nam trong t gidc AEIF nén X, Y nam trong dudng tron ngoai tiép t& gidc
nay, do d6 XY khong 16n hon duong kinh duwong tron nay, nghia la khoang cach gitta X, Y

khong viot qua 1.

Vi du 36. Cho hinh ch@ nhat ABCD c6 AB=3, BC=4.

a) Chitng minh rang tir 7 diém bat ki nam trong hinh chit nhat luén tim dwoc hai

diém ma khoang cac ctia chiing khong 16n hon J5.

b) Chitng minh rdng khang dinh & cau a van dtng néu c6 ding 6 diém nam trong

hinh cht nhat ABCD.

Loi giai

a) Chia hinh ch* nhat ABCD thanh 6 hinh chit A

nhat co kich thirc 1x2. Vi 7 chia 6 duw 1 nén theo

nguyén li Dirichlet thi ton tai hai diém cung nam

trong mot hinh chit nhat. Goi hai diém do6 la A’

va B’ khi d6 ta duoc A'B' <12 +2% =+/5. Do d6

ta c6 khoang cach gitra hai diém A va B khong A B

viot qua \/g .

b) Chia hinh chit nhat thanh 5 hinh da gidc nhu

hinh vé. V16 chia 5 du 1 nén theo nguyén i

Dirichlet lu6n ton tai hai diém nam trong cling
mot da giac. Goi hai diém d6 1a M va N. Ta dé
dang chitng minh dwgc MN < J5.Do dé ta c6

diéu phai chitng minh.
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Vi du 67. Cho 13 diém phan biét nam trong hay trén canh ciia mot tam gidc déu c6 canh
bang 6cm. Chitng minh rang ludn ton tai hai diém trong s8 13 diém da cho ma khoang

cach gitta chung khong vwot qua J3em.

Loi giai
Chia tam gidc déu ABC canh 6cm thanh bon
tam gidc déu canh 3cm.Theo nguyén li Dirichlet thi
c6 it nhat bon diém thudc cung mot tam giac déu
canh 3cm. Gia st ¢6 4 diém thudc tam giac déu ADE

canh 3cm.

Chia tam giac déu ADE canh 3cm thanh ba
phan nhu hinh vé(véi M, N, P Ian luot la trung diém
caa AE, ED, DA va O la trong tam tam gidc ADE).
Khi d6 mdi phan ctia tam gidc ADE la mot t¢ giac
ndi tiép duong tron duong kinh J3em.

Theo nguyeén li Dirichlet thi ¢ it nhat hai diém thudc cung mot phan ,hai diém nay

c6 khoang cach khong vuot qua J3em. Vay ta c6 diéu phai chtitng minh.

Vi du 38. Cho tit gidc ABCD noi tiép duong tron ban kinh 2cm. Chitng minh rang trong s&
17 diém A ;A,;..;A,, bat ky nam trong t& gidc ABCD ludn c6 thé tim duoc hai diém ma

khoang cach gitra hai diém d6 khong 16n hon 1em.

Loi giai
Goi O la tam duong tron ngoai ti€p t& giac B
ABCD. Khi d6 ta xét cac treong hop sau \ c
o Truong hop 1: Xét truong hop diém O nam .
trong ti giac ABCD ’.’

Goi E, F, G, H Tan luot 1a hinh chiéu vudng

goc cta O trén AB, BC, CD va DA.
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Khi d6 t&¢ giac AEOH, BEFO, CFOG va

DGOH la bon t&¢ gidc nay déu la t¢ gidc noi tiép

duwong tron ban kinh Icm.

Theo nguyén 1i Dirichlet thi trong bon t gidc trén

C6 mot t giac chira it nhat 5 diém trong 17 diém A ;A ;...; A, khong mat tinh tong

quat khi gia st ndm diém A ;A ;A ;A,; A, ndm trong t& giac AEOH.

Goi I 1a tdm duong tron ngoai ti€p ti giac AEOH thiI la trung diém cta OA. Goi K,
L, M, N Ian lwgt 1a hinh chiéu vuong goc cta I trén AE, EO, OH va HA. Khi d6 bon t& giac
AKIN, ELIK, OLIM, HMIN déu la t& gidc ndi ti€p duong tron duwong kinh lcm.

Theo nguyeén li Dirichlet thi c6 it nhat hai diém trong ndm diém A ;A ;A ;A A,
nam trong t& gidc AKIN hogc tt gidc ELIK hodc t&¢ gidc OLIM hoéc t@ gidc HMIN. Hai

diém nay c6 khoang cach khong 16n hon 1em. Ta c6 diéu phai chitng minh.

o Truong hop 2: Xét truong hop diém O nam trén cach hodc bén ngoai tit giac ABCD. Khi

d6 chiimg minh hoan toan twong tw nhu trén ta ciing duoc diéu phai chtirng minh.

Vi du 39. Trén duong tron cho 16 diém dwoc t6 boi mot trong ba mau xanh hodc dé hoac
vang (mdi diém mot mau). Mdi doan thang néi hai diém trong 16 diém trén duwgc t6 mau
tim hodc nau (mdi doan théng mot mau). Chitng minh r.:ng vOi moi cach t6 mau ta ludén

chon dugc mot tam gidc cé ba dinh cing mau va ba canh cuing mau.

Loi giai

Trén duong tron 16 di€m t6 boi ba mau xanh A

hodc do hodc vang va do 16 =3.5+1 nén theo nguyén
ly Dirichlet ta c6 it nhat 6 diém cung mau.

Gia st 6 diém d6 la A, B, C, D, E cung mau do nhu

hinh vé. N6i AB, AC, AD, AE, AF ta dwoc 5 doan
thang t6 boi hai mau nén theo nguyén 1i Dirichlet thi
c6 it nhat 3 doan thang cling mau.

Gia st AB, AC, AD c6 cung mau nau. Khi do ta c6 cac
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treong hop sau.
e Truong hop 1: Néu mot trong ba doan BC, BD hodc CD ¢d mau nau thi ta ¢c6 mot tam

giac c6 ba dinh mau do va ba canh mau nau.

e Trwong hop 2: Néu ca ba doan BC, BD va CD dwoc t6 mau tim thi ta dwoc tam giac BCD

c6 ba dinh mau d6 va ba canh mau tim.

Vay ta c6 diéu phai chitng minh.

Vi du 40. Dat 28 diém vao tam giac déu canh 633 cm. Chtng minh rang ton tai 2 diém

trong 28 da cho khoang cach khong vwot qua 2cm.

Loi giai

Chia tam giac déu ABC canh 6\/5 cm
thanh chin tam gidac déu canh 2\/5 cm. Theo
nguyén li Dirichlet thi ¢6 it nhat bén diém

thudc cuing mot tam giac déu canh 2/3 cm. Gia

st ¢4 4 diém thudc tam gidc déu ADE canh

24/3 cm.

Chia tam giac déu ADE canh Zxﬁ cm thanh ba
phan nhu hinh vé(véi M, N, P an luot la trung
diém caa AE, ED, DA va O la trong tam tam
gidc ADE). Khi d6 mdi phan ctia tam gidc ADE
la mot t& gidc noi tiép duong tron duong kinh
2cm.

Theo nguyén 1i Dirichlet thi c6 it nhat hai diém thudc cuing mot phén, hai diém nay

c6 khoang cach khong vuot qua 2 cm. Vay ta c6 diéu phai chiing minh.

Vi du 41. Cho 33 diém hinh vudng c6 canh bang 4, trong d6 khong cé ba diém nao thang

hang. V& cac dudng tron cé ban kinh bing 2 va tam 1a cac diém da cho. Hoi c6 hay
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khong ba diém trong cic diém trén nam trong phan chung ctia ba dwong tron cd tam

chinh 1a ba diém trén.

Loi giai
Chia hinh vudng da cho thanh 16 hinh vuéng, khi d6 méi hinh vuéng nhé cé canh
bang 1.
Do 33=2.16+1 nén theo nguyén li Dirichlet thi ludn ton tai ba diém cling nam
trong mot hinh vudng. Gia st ba diém dé la A, B, C cung nam trong hinh vuong MNPQ.
Ta c6 duwong chéo MP = \/5 va moi diém E thudc hinh vuéong MNPQ déu cd

J2 =MP > AE. Khi 46 duwong tron (A; J2 ) sé phu kin hinh vuong MNPQ. Hoan toan
tuong tw thi cac hinh vudng (B; J2 ) va (C; 2 ) cting sé phu kin hinh vuong MNPQ. Nhw

vay ca ba duong tron trén cung chita hinh vuéong MNPQ. Ttr d6 ta duoc hinh vudng

MNPQ nam trong phan chung ctia ba duong tron trén. Ma ba diém A, B, C cling nam

trong hinh vudéng MNPQ nén chting mén trong phan chung ctia ba duong tron (A; 2 ),

(B:v2) va (C2).

Vi du 42. Trong mot ban co 8x8 ta danh gidu tat ca tdm cua cac 6. Ton tai hay khong 13
duong thang chia ban co thanh cac phan sao cho mdi phan chita khong qua mot diém

dwoc danh dau.

Loi giai

Gia st ton tai 13 dwong thang 1;;1,;..;1,, chia ban co thanh cic phan sao cho mdi
phan chta khong qua moét diém duoc danh dau. Goi tam ctia 28 6 bién lan luot la

AGAAS AL Vaxét 28 doan th:fmg AA  voii=12;.,28, taquy uéc A, =A,.

Dé thdy mdi duong thang trong 13 duong thang 1;1,;...;1,, cat khdng qud hai trong
28 doan thang A A néi trén. Nhu vay luon ton tai mot doan thang tron 28 doan thang

trén khong bi cat boi duong thang nao tlir cdc duong thang da cho. Gia st doan thang d6
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la A;A;, khi do hai diém A, va A, nam trong cting mot phan. Diéu nay mau thuan véi gia

stt ban dau.

Vay khong ton tai 13 dwong thang thoa man yéu cau bai toan.

Vi du 43. Trong mit phang cho n duong thang sao cho d6i mot khdng song song véi

0
nhau. Chiing minh rang ton tai gc gitta hai duwong thang nao d6 khong 16n hon

Loi giai
Cho diém O tuty y trong mét phang. Qua O vé n duong thang d,;d,;d,;..;d_ lan

lwot song song véi n dwong thang da cho (ta luon lam dwoc diéu nay do n diém da cho d6i

mot khong song song vdi nhau)
Goi a, 1a géc tao boi hai duong thang d. va d. ;.
Khi dé ta co6 2(0{1 +ao, +a, +...+an): 360° nén ta duoc o, +a, +a, +...+a, =180°.

0

Tt d6 theo nguyén li Dirichlet ton tai mot goc o, < . Ttr d6 suy ra diéu phai ching
]

n

minh.

Vi du 44. Trong hinh vudng cé canh bang 1 cho 33 diém bat ki. Chting minh rang trong

cac diém da cho bao gio ciing tim duoc ba diém tao thanh mot tam giac c6 dién tich khong

, 1
veot qua —.
a5,

Loi giai
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Chia mdi canh hinh vudng thanh bdn A B A 5

doan thang bang nhau, khi d6 ta 5
dugc 16 hinh vuong c6 dién tich bang G
%. Do ¢6 33 diém nén theo nguyén : | K
ly Dirichlet thi ton tai ba di€ém ciing
D E H F c D F C

nam trong mdt hinh vudng nhé c6
VIR |
dién tich bang —.
16
Khong mat tinh tong quat ta gia stt ba diém d6 1a G, E, F va hinh vudng c6 dién tich bang

1
<=S
GEF = 5

% chtta ba diém d6 la ABCD. Twr d6 ta duoc S Ta xét hai treong hop sau:

ABCD *

e Treong hop 1: Tam gidc GEF ¢ mot canh nam trén mot canh ctia hinh vuong ABCD.

Gia st EF nam trén CD. Ké GH vudng goc véi CD tai H, tacd S, = 1GH.EF .

GEF —
2

<1AD.CD=15 L

GEF =75 5 ABCDZE'

Ma ta co0 GH<AD va EF <CD nén ta duoc S

o Truong hop 2: Tam gidc GEF khong c6 canh nao nam trén canh ctia hinh vuéng ABCD.

Qua E ké dudng thang song song v6i BC cat GF va BC Tan luot tai I va K. Hoan toan tong

1 1
<=5 <=5
EFL =5

EGI — 2 AEKB;

tu nhu trén ta chitng minh dwoc S S do do ta duwoc

EDCK”

1 1
S $=S, L =—.
ABCD 32

GEF —

N

Vi du 45. Trong hinh vudng canh 12 chita 2014 diém. Chiing minh rang ludn ton tai mot
tam gidc déu canh 11 phu kin 504 diém trong 2014 diém da cho.

Loi giai
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Lay J trén OF sao cho EJ =11. Ta thay A

F B
sinFEC——_ — 3 _, ppC_g0° 6 /
443 2
Trén tia EC 1dy K sao cho EK=EJ =11. Ta ¢6 tam A |
giac JEK déu canh 11. Ta di chitng minh tam giac H\
JEK phu kin t¢ giac OHCE. > £ r—

Goi gido diém cua JK voi BClal. Suy ra ta

duoc
IC=KC\/§:\/§(5—2x/§)=5\/?_>—6=6—2\/?_)=CH

Do CH <CI nén H nam gitta C va LSuy ra tam giac JEK pht kin hoan toan t& giac OHCE.

Do vai tro caa cac tit giac OHCE, OEDG, OGAF, OFBH la nhu nhau.

Ap dung nguyén ly Dirichlet ta suy ra: ludn ton tai {2014} +1=504 diém trong 2014

diém da cho nam trong mot trong cac tit giac OHCE, OEDG, OGAF hogc OFBH.

Vay ludn ton tai mot tam giac déu canh 11 phu kin 504 diém trong 2014 diém da cho.

Vi du 46. Cho tam giac ABC vudng can tai A c6 dd dai canh huyén bang 2015. Trong tam
gidc ABC 1ay ABC 14y 2031121 diém phan biét bat ky. Chting minh rang ton tai it nhat hai

diém c6 khoang cach khéng 16n hon 1.

Loi giai
Chia canh huyén BC thanh 2015 doan théng b%mg nhau, mdi doan théng co do dai
bang 1. Tt cac diém chia d6 vé cac duong thang song song véi hai canh AB va AC ta duwoc
2015 tam giac vudng can cé canh huyén bang 1 va (2014+2013+...+1) hinh vudng cé
duong chéo bang 1.

Do d6 trong tam giac ABC c6 tat ca 2015 +%2014.2015 =2031120 hinh (vira hinh vudng c6

duong chéo bang 1 vira tam gidc vudng can c6 canh huyén bang 1).
Nhu vay theo nguyén ly Dirchhlet thi trong 2031121 diém sé ton tai it nhat hai diém nam

trong mot hinh nao do.
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Vi hai diém d6 thi khoang cach ctia né khong 16n hon 1

Vi du 47. Trong mit phang cho 9 diém c6 toa dd nguyén, trong d6 khong ¢ 3 diém nao
thang hang. Hoéi trong s8 cac tam gidc dugc tao thanh tir 3 trong 9 diém d6 cd it nhat bao

nhiéu tam gidc c6 dién tich nguyén?

Loi giai

Vi tam gidc ABC c6 toa do dinh A(XA,' yA), B(XB; yB), C(xc; yc) thi

1
SABC = E‘(XC _XA)(YB _YA)_(XB _XA)(YC _YA)‘ (1)

e Xét9 difm A, B, C, D, F, G, H, I c6 toa d6 nguyén thi toa dd ctia mdi diém sé thudc mot
trong cdc dang sau: (chdn, chdn), (1¢, 1¢), (1, chan), (chdn, 1¢). Do d6 theo nguyén li
Dirichlets ton tai it nhat [%}+1 =3 diém thudc cung mot dang, tic la toa do cung tinh
chan 1é, giastdola A, B, C.
e Vi hai di€ém A, B cd toa d) cling tinh chan 1é thi y, - y, va x, — x, déu la s chan nén
dién tich tam gidc c6 canh AB déu nguyén (do(1)). Twong tw dién tich cac tam giac c6 canh
la AC, BC déu nguyén.
e Véi mdi 2 trong 3 diém A, B, C két hop vdi 6 diém con lai thi dugc 6 tam giac cd dién

tich nguyén. Vay cd it nhat 3.6+1=19 tam giac ¢ dién tich nguyén.

Vi du 48. Cho 19 diém trong d6 khong c6 ba diém nao thang hang, nam trong mdt hinh
luc giac déu c6 canh bang 1. Chitng minh rang ludn ton tai mot tam giac ma dinh 1a ba

trong 19 diém trén c6 it nhat mot goc khong 16n hon 45° va nam trong duong tron ban

kinh nho hon % .

Loi giai
V& cac duong chéo cua luc giac déu. Cac duong chéo nay chia luc giac déu thanh 6
tam giac bang nhau mdi canh tam gidc c6 d6 dai bang 1. Theo nguyén li Dirichlet thi trong

19 diém luodn ton tai bon diém nam tron mot tam gidc déu.
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Gia st bon diém cung nam trong mot tam giac déu la A, B, C, D. Ta xét cac vi tri cia bén
diém A, B, C, D theo cac truong hop sau:

e Truwong hop 1: Bon diém A, B, C, D tao thanh mot t& A
gidc 16i. Khi d6 ta cd6 A+B+C+D=360°.

Nhu vay trong bon goc trén ton tai mot goc nho hon

hodc bang 90°, gia sit d6 1a géc A. Khi d6 ta co b
DAC+CAB<90° nén mot trong hai goc DAC; CAB

c6 mot goc khdng 16n hon 45°.

Nhu vay mot trong hai tam gidc ADC va ABD c6 mot

goc khong 16n hon 45°.

o Truong hop 2: Trong bon diém A, B, C, D ¢6 mot diém nan trong tam gidc c6 ba dinh 1a

ba diém con lai. Gia st diém D nam trong tam giac ABC.

+ Néu BDC>90° thi ta dwgc DBC+DCB <90° nén mot A
trong hai géc DBC; DCB khong 16n hon 45°. Suy ra tam

giac BCD thoa man yéu cau bai toan.

+ Néu BDC <90° thi ta dwoc BAC <90°, do d6

CAD+BAD <90°

Tt d6 ta dwgc mot trong hai goc CAD; BAD khong lon

hon 45° hay mdt trong hai tam gidc ADC va ADB thoa

man yéu cau bai toan.

Mat khéc ta giac déu cé canh bang mot nén ban kinh dwong tron ngoai ti€p tam giac déu
3

la —.
3

3

Ma E % nén ta c6 diéu phai chitng minh.

BAI TAP TU LUYEN
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Bai 1. C6 15 doi bong tham du giai vo dich qudc gia theo thé thitc ddu vong tron mot luot.
Chting minh rang tai bat ki thoi diém nao ctia giai ta ludn tim dwoc 2 ddi cd cuing sd tran
d4u bang nhau tai thoi diém d6(cé thé'1a 0 tran).
Bai 2. Mot ba me chiéu con nén ngay nao cling cho con &n it nhat mot chiéc keo. D€ han
ché&, mdi tuan ba cho con khong &n qua 12 chiéc keo. Chitng minh rang trong mot sd ngay
lién ti€p nao d6 ba me da cho con tong so 20 chiéc keo.
Bai 3. Chttng minh rang trong 2001 ngudi bat ky, ludn cé it nhat hai nguoi ¢ s8 nguoi
quen bang nhau(sd nguoi quen chi tinh trong nhém)
Bai 4. Trong mét thoi gian no ctia mot 16p hoc Toan ¢ mdt nhdém gém 5 hoc sinh ma civ
mdi nguoi trong nhém nay thi roi vao trong trang thai ngu guc trong 16p dung 2 lan. Véi
mdi cap hoc sinh, déu c6 ca hai ciing ngti guc mdt lan. Chitng minh rang tai mot thoi diém
nao dé cé ba hoc sinh trong nhom dé dong thoi nga guc .
Bai 5. C6 5 nguoi dau co véi nhau. Hay xac dinh két qua cua tat ca cac tran dau néu biét
rang moi nguoi choi mot lan véi 4 nguoi kia va s6 diém ctia mdi nguoi nhan dwoc déu
khac nhau. Ngoai ra:

a) Nguoi xép tht nhat khong hoa tran nao.

b) Nguoi x€p thit nhi khong thua tran nao.

c) Nguoi xép thit tw khong thang tran nao.
Bai 6. Cac hoc sinh dwoc phét bai kiém tra véi mdi mon mot bai va trong n(n>3) mon
hoc. Biét ré“mg véi mot mon hoc bat ky cé dung 3 hoc sinh dat diém tdi wu, con véi hai moén
tuy v thi c6 dtng 1 hoc sinh dat diém t8i vu cho mdi mon trong ca hai mén d6. Hay xac
dinh s6 n bé nhat sao cho tir cac diéu kién trén c6 thé suy ra rang c6 dung 1 hoc sinh dat

diém t6i vu cho mo6i mon trong ca n moén hoc.
Bai 7. Cho m may tinh va n may in (m > n) moi soi day cap chi néi dugc mot mdy tinh va

mot mdy in. Tai mot thoi diém bat ky mdi may tinh chi c6 thé diéu khién duoc mot may in
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va nguoi lai mdi mdy in chi in dwoc cho mdt may tinh. Hoi phai dung it nhat 1a bao nhiéu

soi ddy cap d€ n may tinh bat ky cé thé dong thoi in dwoc?

Bai 7. Ki thi tuyén sinh vao truong THPT chuyén Long An nam nay c6 529 hoc sinh dén ti
16 dia phwong khac nhau tham du. Gia st diém bai thi mon Toan ctia mdi hoc sinh déu la
s6 nguyén 16n hon 4 va bé hon hoic bang 10. Chiing minh rang ludn tim dwoc 6 hoc sinh
c6 diém mon Toan gidng nhau va cung dén tir mot dia phuong.

Bai 8. Xét 20 s6 nguyén duwong dau tién 1, 2, 3, ..., 20. Hay tim s6 nguyén duong k nho
nhat ¢6 tinh chat: Vi mdi cach 18y ra k s& phan biét tir 20 s trén, déu 14y duoc hai s&

phan biét a va b sao cho a+b la mot s6 nguyén to.

Bai 9. Cho tap hop X= {1; J2;\3 ;...;x/2024}. Chitng minh rang trong 45 s& khac nhau bat

ky dwgc 1dy ra titr tap X ludn ton tai hai s6 x, y sao cho ‘x - y‘ <1.

Bai 10. Chttng minh rang ton tai s6 nguyén duwong n thdéa man (13579n —1) chia hét cho

313579

Bai 11. Trong mot cai bat hinh vudng canh 18 cm c6 128 hat virng. Chting minh rang ton

tai hai hat vitng c6 khoang cach t6i nhau nho hon 2 cm.

Bai 12. Bén trong tam giac déu ABC canh 1 d4t 5 diém. Ching minh rang ton tai 2 diém c6
khoang cach nho hon 0,5.

Bai 13. Cho hinh tron ¢é ban kinh n, & day n la s6 nguyén duong. Trong hinh tron cé 4n
doan thang déu cé d6 dai bang 1. Cho tredc mot duong thang d. Chiing minh rang ton tai
duong thang d’ hodc song song véi d, hodc 1a vudng géc véi d sao cho d’ cat it nhat hai

doan thang da cho.

Bai 14. Cho mét bang c6 kich thudc 2nx2n 6 vudng. Nguoi ta danh ddu vao 3n 6 bat ki
ctia bang. Chitng minh rang cé thé chon ra n hang va n cdt ctia bang sao cho cac 6 dugc

danh dau déu nam trén n hang va n ¢t nay.

Bai 15. Chiing minh rdng trong moi da giac 16i v6i s6 canh chén, ton tai duwong chéo khong

song song voi mdt canh nao ctia da giac.
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Bai 16. M6t hinh 14p phuwong c6 canh bang 15 chita 11000 diém. Chirng minh rang cé mot

hinh cau ban kinh 1 chtta it nhat 6 diém trong s& 11000 di€ém da cho.

Bai 17. Gia stt 1 ban co hinh chi nhat c6 3x7 6 vudng duwoc son den hogc trang. Chiing
minh rf“mg véi cach son mau bat ki, trong ban ¢ ludn ton tai hinh chi* nhat gom cac 6 ¢ 4
goc la cac 6 cung mau.

Bai 18. Trong mot to giady hinh vudng bang gidy 6 canh bang 12 cm ¢6 31 16 kim cham.
Chitng minh rang ta van c6 thé cit ti to gidy nay ra mot hinh tron cé ban kinh 1 cm ma

khong chira mot 16 kim cham nao.

Bai 19. Cho hinh tron (C) c6 dién tich bf“mg 8, dat 17 diém phan biét bat ki. Chiing minh

rang bao gio cling tim dugc it nhat ba diém tao thanh mot tam gidc c6 dién tich bé hon 1.

Bai 20. Trong hinh vuong canh bang 15 dat 20 hinh vuéng nho canh bang 1 va ting doi
mot khong cat nhau. Chitng minh rang trong hinh vudng 16n cé thé dit mot hinh tron ban

kinh 1 sao cho né khéong cat hinh vudng nao.

Bai 21. Trong mat phang cho tap S gom 8065 diém d6i mot phan biét ma dién tich ctia moi tam
giac c6 3 dinh thuoc tap S déu khong 16n hon 1 (quy wéc néu 3 diém thang hang thi dién tich
ctia tam giac tao bdi 3 diém nay bang 0). Chiing minh rang ton tai mot tam giac T ¢ dién tich
khong 16n hon 1 chita it nhat 2017 diém thudc tap S (mdi diém trong s& 2017 diém d6 nam

trong hodc nam trén canh ctia tam giac T).

Bai 22. Cho tam gidc déu MNP c6 canh bang 2 cm. L&y n diém thudc cac canh hodc & phia
trong tam gidc déu MNP sao cho khoang cach gitta hai diém tuy y 16n hon 1 cm (véin la

sO nguyén duong). Tim n 16n nhat thoa man diéu kién da cho.

Bai 23. Trén m4t phang cho 25 diém phan biét va trong ba diém bat ki bao gio ciing tim
duoc hai diém c6 khoang cach gitta ching nho hon 1. Chitng minh rang ton tai mot hinh
tron c6 ban kinh bang 1 chita khong it hon 13 diém trong cac diém trén.

Bai 24. Cho diém P nam trong da giac 16i 2n canh. V& cac duong thang di qua P va moi
dinh cta da gidc. Chitng minh rang bao gio ciing tim dwge mdt canh ctia da giac sao cho

khong mot duong thang nao trong cac dwong thang trén c6 diém chung véi canh dé.
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Bai 25. Cho 19 diém phan biét nam trong mot tam gidc déu cd canh bang 3, trong d6 khong
6 3 diém nao thang hang. Chiing minh rang ludn tim dwoc mot tam giac c6 3 dinh 1a 3

NG

trong 19 di€ém da cho ma c6 dién tich khong 16n hon o

Bai 26. Trong hinh vuong canh bang 1 cho 5 diém bat ky. Chitng minh rang, trong cac
diém da cho c6 thé tim duoc 2 diém sao cho khoang cach gitra ching khong 16n hon v2

Bai 27. Cho tam gidc nhon ABC c¢6 BAC=60° va BC=23cm. Bén trong tam gidc nay
cho 2017 diém bat ki. Chting minh rang trong 2017 diém &y ludn tim dwoc 169 diém ma

khoang cach gitra hai diém trong chung khéng 16n hon 1cm.

Bai 28. Trén mat phang cho ndm diém phan biét sao cho khéng c6 ba diém nao thang hang
va khong c6 bon diém nao thudc cling mdt duwong tron. Chiing minh rang ton tai mot
duong tron di qua ba diém trong nam diém da cho va hai diém con lai ¢6 ding mot diém
nam bén trong duong tron

Bai 29. Trong hinh chit nhat c6 chiéu dai va rong lan lugt bang 4 va 3 cho 49 diém, trong

d6 khong c6 ba diém nao thang hang. Chiing minh rang ton tai mot tam gidc c6 cac dinh

thudc 49 diém trén ma dién tich nho hon %

Bai 30. Trong tam giac déu c6 canh bang 8 dat 193 diém phan biét. Chitng minh ton tai 2
diém trong 193 diém da cho c6 khoang cach khong vuot qua ?3

Bai 31. Trén cling mdt mat phang cho 4033 diém, biét rang 3 diém bat ki trong 4033 diém
trén ludn chon duwoc hai diém c6 khoang cach nhé hon 1. Chitng minh rang trong cac diém

néi trén cé it nhat 2016 diém nam trong duong tron ban kinh 1.

Bai 32. Trong mit phang cho 2015 diém. Mdi diém 1a tdm mot duong tron di qua mot
diém cd dinh O. Chttng minh rang tit nhitng hinh tron tao ra c6 thé chon dwoc 5 hinh tron

ma chung phu tat ca 2015 diém.
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Bai 33. C6 6 d06i bong thi ddu véi nhau(mdi dodi phai dau 1 tran véi 5 d6i khac). Ching

minh rang vao bat ct ltic nao ciing ¢6 3 ddi trong d6 ting cap da dau véi nhau hogc chua
dau v6i nhau tran nao.

Bai 34. Bén trong hinh luc gidc déu c canh bang 2 cho 81 diém phan biét. Chiing minh
rf?mg ton tai mot hinh vudng ¢ canh bﬁng 1 (k€ ca bién) chira it nhdt 6 diém trong s6 cac

diém da cho.
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HUONG DAN GIAI

Bai 1. SO Jan gdp nhau ma mdi ddi cd, cd thé nhan 15 gia tri khac nhau: 0; 1; 2; ...; 14.
Trong treong hop nay khong thé 4p dung nguyén tic Dirichlet dwoc vi s d6i ciing 1a 15.
Hai treong hop 0 tran va 14 tran khong thé xay ra dong thoi vi néu c6 mot ddi nao chua
dau tran nao thi dong thoi khong thé cé mot dodi nao dé da dau hét 14 tran, nguoc lai néu
c6 mot doi da da 14 tran thi khong thé co 1 doi chua da mot tran nao. Vi vay so lan gap
nhau ma mdi d6i da thuc hién trong thuec t& c6 thé nhan thém 14 gia tri tie 0 dén 13 hodc tir
1 dén 14. Khi d6 theo nguyén tic Dirichlet ta ludn c6 thé tim dwoc hai doi ¢ cung mot s6
tran dau .

Bai 2. Xét 21 ngay lién ti€p ké tir mot ngay thit hai nao d6. Goi S(n) la tong sO keo ma ba

me da cho con tinh dén ngay thin (1<n<21).

Taco S(m)#S(n),Vm#n (1<m,n<21) va 1<S(n)<3.12=36.

Vi c6 21 ngay vachu y rang 0<S(m)—-S(n)<36 nén ton tai m>1 sao cho
S(m)=S(n)(mod20)=S(m)-5(n):20=5(m)-S(n)=20

Nhu véy tir ngdy n+1 dén ngay thit m, ba me da cho con tdng cong dting 20 chiéc keo.

Bai 3. Goi s6 nguoi quen ctia A, la a,, khi dé tacé 0<a, <2001 véi 1<i<2001. Xét cac
treong hop:
e TOn tai mot nguoi trong 2001 khong quen ai, suy ra khong c6 ai quen ca 2000 nguoi con
lai trong nhém.

Khi d6 dé ta c6 0<a, <1999 véi 1<i<2001 tir d6 suy ra ton tai hai sd a, =a_ vdi
1<k, m <2001 hay ton tai hai nguoi cé s8 ngudi quen bang nhau
o Mdi nguoi déu quen it nhat mot nguoi suy ra, khi d6 ta c6 0<a, <2000 véi 1<i<2001
tte d6 suy ra ton tai hai s6 a, =a_ voi 1<k,m <2001 hay ton tai hai nguoi c6 s6 nguoi
quen bang nhau

Vay bai todn duoc chitng minh.
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Bai 4. Gia stt nguoc lai rang khong hé c6 chuyén 3 hoc sinh dong thoi ngt guc. Ta sé

chitng minh diéu nay mau thuan.

That vay, trong khoang thoi gian c6 hai nguoi dong thoi ngu guc, 3 nguoi con lai
tinh tdo. Theo dé bai, mdi hoc sinh trong nhém déu ngt guc ding hai [an nén mot trong
hai nguoi(dang ngt guc) s€ co ldac lai nga guc véi mot trong 3 ngroi con lai. Nhu vay
nhiéu nhat s& c6 tt ca 1a 9 khoang thoi gian dién ra ngt guc timg cdp. Nhung nhédm nay
c6 5 hoc sinh nén s6 cap la hoc sinh c6 thé ra la 10, ma chi ¢6 nhiéu 1Am 12 9 khoang thoi

gian. Do vay sé c6 it nhat mot cap khong dong thoi ngu guc. Ta cé diéu mau thuan.

Bai 5. Theo diéu kién ctia bai ra ta thdy ngay nguoi x&p thit nhat thang nguoi xép thit ba,
tht tu, th ndm va duwoc tat ca 3 diém. Con nguoi tht nhi théng nguoi xép thir nhat.
Nguoi th nhi hoa trong cac tran ddu véi nguroi xép thi ba, thit tu, thtt ndm va nhan 2,5
diém.

Nhitng nguoi con lai chi nhan sd diém 16n nhat [an luet 1a 2; 1; 5; 1. Ta ching

minh ho khong thé nhan it hon.

That vay, vi ¢6 5 nguoi nén ho choi tat ca 10 trdn va nhan tat ca 10 diém. Nhung
nguoi xé€p tht nhat va thit nhi da nhan 5,5 diém nén ba nguoi con lai nhan 4,5 diém. Mt
khic 2+1,5+1=4,5 nén ho khong thé nhan it hon. Nhw vay, do nguoi tht tu khong
thang tran nao nén anh ta hoavéi nguoi x&p tht ba va tht nam. Con lai nguoi thit ba

thang nguoi thit nam.

Bai 6. Ta biéu thi mdi hoc sinh bang mot diém trong mat phang sao cho khong c6 ba diém
nao théng hang. Néu hai hoc sinh dat diém t6i vu ¢ mot mdén nao do6, ta ndi hai diém
twong tng lai véi nhau. Khi d6, theo dé bai, mdi mon hoc sé cho twong tng duy nhat mot

tam gidc vabat ct hai tam gidc nao ciing c6 dung mot dinh chung.

Chti y rang néu nhu bdn tam gidc c6 chung mot dinh thi tat ca cac tam gidc déu c6
chung dinh d¢, boi vi néu khong thi tam giac thit nam sé cé chung dinh véi mdi mot trong

bdn tam giac dé. Nhuw vay tam giac thi nam nay s€ c¢6 bdm dinh, diéu nay mau thuan.
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Bay gio néu n>8 thi mot tam gidc sé cd chung mot dinh véi moi mot trong 7 tam giac con

lai. Theo nguyén li Dirichlet thi mot trong cac dinh ctia nd sé ¢ chung dinh véi it nhat ba
tam gidc khdc, tirc 1a ton tai 4 tam giac c6 chung mot dinh.

Cudi cting vi du sau day ching to rang treong hop n=7 khong thoa man dé bai.
Trong bang dudi day ta dung dau chéo (x) dé€ chi hoc sinh dat diém tdi vu & modn hoc

teong tng

Hoc
sinh 1 2 3 4 5 6 7

Mon hoc

II X X X

111 X X X

vV X X X

Vv X X X

VI X X X

VII X X X

Nhu vay gia tri nho nhat cian la 8.
Bai 7. Ta xét mot cach ndi thoa man dé bai nhu sau: V6i n may tinh dau tién moi may noi

v6éi mot may in, con véi m—n may tinh con lai, moi may ndi voi tat ca n mdy in.
Khi d6 s6 day cap can dung trong cach ninay la S=n+n(m-n)=n(m-n+1)

Ta s& chiig minh rang néu s8 day cap S<n(m-n+1) thi khong thoa man diéu kién dau

bai.
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That vay, néu S<n(m-n+1) thi ¢6 it nhat mdt mdy in x nao d6 dwoc ndi véi khong qua
m-—n may tinh. Tt d6 suy ra rang c6 m mdy tin ma trong s dé c6 may nao néi véi may
in x, diéu nay c6 nghia la may tinh d6 khong thé nao dong thoi in duoc.

T6m lai s6 s¢i day cap it nhat can phai ding la S=n(m-n+1)
Bai 7. Ta c6 529 hoc sinh ¢6 diém bai thi tix 5 diém dén 10 diém. Theo nguyén ly Dirichlet
ta 6 89 hoc sinh ¢6 diém bai thi nhu nhau (ttr 5 diém dén 10 diém).

Ta c6 89 hoc sinh c6 diém bai thi nhw nhau va dén tir 16 dia phwong. Theo nguyén ly

Dirichlet tim dwogc 6 em c6 cung diém thi mon toan va dén tir cung mét dia phuong.

Bai 8. Xét tap hop {2;4;6;8;10;12;14;16;18;20}, ta thdy tong ctia hai phan tir bat ki ctia tap
hop nay déu khong phai la s6 nguyén t6. Do d6 k=11, ta sé chitng minh k=11 la s6 nho
nhat thdéa man yéu cau bai toan. That vay, ta chia tap hop A= {1; 2; 3;...;20} thanh 10 cap

(1,2),(3,16),(4,19),(5,6),(7,10),(8,9),(11,20),(12,17),(13,18),(14,15)

Tong ctia hai s8 trong mdi cgp s6 trén 1a s8 nguyén t3. Khi d6 mdi tap con ctia A ¢6
11 phén tir thi ton tai it nhat hai phan t thudc cuing vao mot trong 10 cdp s6 trén. Suy ra

trong A ludn c6 hai phan t&r phan biét c6 tong la mot s6 nguyén to.

Bai 9. Chia 2012 58 1;4/2;/3;...;4/2024 thanh 44 doan gom

[\/I;Jﬂ,[\/l; \/8_},...,[\/@; M} Cac doan trén c6 dang tong quat la
{E;«’(k+1)2 —1]

Nhuw vay 45 s6 thudc tap hop X nam trong 44 doan trén. Theo nguyén li Dirichlet thi ton

tai hai s& trong 45 s§ trén nam trong ciing mot doan. Khong mat tinh tong quat ta gia st

hai s8 d6 12 x, y va ching nam trong doan [\/k_z;a/(kJrl)z —1} .

Khi d6 ta c6 [x—y| <y[(k+1) ~1-Vi < (k+1)’ =V =k+1-k=1.



Tl d6 ta c6 diéu phai chitng minh.
Bai 10. Dt a =3"", khi d6 ta duoc (a,13579)=1.
Xét a+1 s8 c6 dang 13579;13579%;13579°;...;,13579™"".

Chia a+1 s8 trén cho a=3"" ta dugc a+1 sd du . Ma trong phép chia cho a thi c6 a s6
du. Nhu vy Trong a+1 s6 du nhu trén ton tai hai s6 du bang nhau hay tong tai hai s&
trong day s trén c6 cung s6 du khi chia cho a. Gia st hai s6 d6 1a 13579™ va 13579" voi

m > p .
Khi d6 ta dwoc (13579™ ~13579° )ia hay 13579°(13579™F -1}ia.

Do (a,13579) =1 nén (a,13579° ) =1, suy ra (13579™* ~1)a

313579

biéu nay c6 nghia la tong tai s6 c6 dang (13579n —1) chia hét cho

Bai 11. Lay modi hat vitng lam tdm dung hinh tron ban kinh 1 cm. Cac hinh tron nay nam
hoan toan trong hinh vudng c6 canh 20cm thu duoc tir hinh vudng da cho bang cach tinh
tién bon canh ctia né mot khoang 1cm ra phia ngoai. Tong dién tich cua cac hinh tron ban
kinh 1cm nay la 128 7 > 402,112 > 400. Do d6 tong dién tich cac hinh tron nay 16n hon dién
tich hinh vuong canh 20 cm.

Bai 12. Cac duong trung binh ctia tam gidc déu canh 1 s€ chia n6 ra lam 4 tam giac déu
canh 0,5.

Do d6 trong mot tam gidc nho dé cé it nhat 2 diém da cho, va cac diém d6 khong thé roi
vao cac dinh ctia tam gidc ABC.Vay khoang cach gitta hai diém d6 nhoé hon 0,5.

Bai 13. Gia stt AB la doan thang c6 do dai bang 1, a va a’ 1a hai duong thang bat ki vuong
goc voi nhau. Goi A’B’ va A”B” la cac hinh chiéu ctia AB lén a va a’. Khi d6 ta co:

A'B’ +A”B”>ABhay AB'+A”B">1.
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Ap dung vao bai toan ta goi d” 1a dueong thang bat ki vudng géc véi d. Chidu vudng goc
tat ca 4n doan thang 1én d va d”. tir (1) suy ra tong d6 dai hinh chiéu cta tat ca 4n doan
thang khong bé hon 4n.

Vi vay, theo nguyén li Dirichlet trong hai drong thang d va d” c6 it nhat mot duong thang
ma tong do dai ctia hinh chiéu cac doan thang 1én né khong bé hon 2n. Khdng mat tinh
tong quat ta co thé gia st do6 1a d.

Mit khac, mdi doan thang dau ndm tron trong hinh tron ban kinh n (dwong kinh 2n), nén

hop céac hinh chiéu cua ching trén d ¢6 d6 dai khong vuot qua 2n.

Vi vay, theo nguyén li dirichlet trén d ton tai it nhat mot diém M thudc vao hinh chiéu cua
it nhat hai doan thang trong s& 4n doan thang da cho. Goi d’ 1a duong thang vudng goc

véi d tai M. Puong thang d’ chinh la dwong thang can tim.

Bai 14. Chon ra n hang c6 chtra s6 6 duwoc danh ddu nhiéu trén cac hang dé nhat. Ta ching

minh rang cac 6 duwgc danh ddu con nho hon hodc bang n.

Gia stt nguoc lai khong phai nhu vay,

tirc 1a sO 6 duoc danh dau 16n hon hodc

bang n+1. S8 cac hang con lai chwa chon

la n. Vay theo nguyeén li Dirichlet s€ c¢ it X X

nhat mot hang ( tong s6 n hang con lai)

chtra it nhat hai 6 da danh dau. Chay

rang theo cach chon thi n hang da chon

co chira sO 0 duoc danh dau nhiéu trén

cac hang d6 nhat. C6 mot hang con lai
chwa chon c6 it nhat hai 6 danh dau, nén
suy ra moi hang trong sd n hang da chon
déu co it nhat hai 6 duwoc chon, tic la
trén n hang da chon cé khong it hon 2n 6

da duwoc danh dau.
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Nhu vay, s0 6 duoc danh dau 16n hon hoac béng 2n +(n +1) >3n. Volivichicé3n b

duogc danh ddu. Vay nhan xét duoc chtirng minh.

Nhu vay, sau khi da chon ra n hang(véi cach chon nhu trén), theo nhéan xét con lai co
khong qua n 6 dwoc danh du. Vi thé cling 1dm 1a ¢6 n cot chira chiing. Vi 1& d6 sé khong

thay con 6 danh ddu nao nam ngoai cac hang hay cot dwoc chon.

N nin-— 3
Bai 15. Ta gia thiét rang néu mot da giac c6 n canh thi c6 % duong chéo.

Xét mot da gidc 16i bat ki véi s& canh 1a chdn (da gidc 16i 2k canh véi k>2).

. . 2k(2k-3)
Khi d6 s6 duong chéo ciano la s = —

Ta co s:k(Zk—3):2k(k—2)+k nén suy ra s>2k(k—2).

Gia str nguoc lai da giac nay cé tinh chat mdi duong chéo cia né déu song song véi mot
canh nao d¢6 cta da giac. Da giac nay c6 2k canh, vi thé tix s > Zk(k— 2) suy ra ton tai it
nhat k-1 duong chéo d,,d,,d,, ... d,_, ma cic duong chéo nay cung song song v6i mot
canh a nao d6 cua tam giac da cho. That vay, néu nguoc lai mdi canh t8i da 1a song song
k—2 dudng chéo thi t6i da ta chi c6 k(k—2) duong chéo va s<2k(k-2). Diéu nay mau
thuan véi (1).

Nhu thé ta ¢6 k duong théng song song voinhau a,d,,d,,d,,...d, ;.

Mit khac da gidc da cho 1a da gidc 16i nén cdc dwong chéo d,,d,,d,,....d, , cung ndm trén
mot nita mit phang bo x4c dinh canh a. Khong mat tinh tdng quat c6 thé cho d, 1a duong
chéo xa nhat d6i véi a. Ta c6 tat ca k doan thang phan biét, nén mdi dinh ctia da giac déu
la dau mat caa mot doan nao d6 trong k doan trén. T d6 suy ra toan bo da giac nam hin
vé mot ntra mat phang xac dinh boi d,. Do d, 1a dwong chéo, nén diéu nay mau thuan véi

tinh 161 ctia da giac. Vay gia thiét phan chiing la sai.

Tt d6 ta c6 diéu phai chitng minh.
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Bai 16. Chia mdi canh ctia hinh 1ap phuong thanh 13 phan bang nhau. Nhuw thé hinh lap
phuong da cho duoc chia thanh 13° =2197 hinh 1ap phwong nho. Do
11000 > 5.2197 — 10985, nén ton tai it nhat 1 hinh 1ap phuwong nho, ma hinh 1ap phuong nay

chtra it nhat 6 diém. Nhw da biét, néu goi canh hinh lap phurong bang a, thi hinh cau ngoai

i€ c6 bén kinh R voi R = %aﬁ .

Vi thé hinh cau ngoai ti€p hinh lap phwong nho(canh ctia né la %) duoc xac dinh la

_115 15 f675 1
1
T 213 \/_ \j 13 169 \/_
Hinh cau ban kinh R nay di nhién chtta it nhat 6 diém trong s6 11000 diém da cho.

Bai 17. Mau son mau cé thé xay ra véi ban co nay c6 dang tir 1 dén 8. Gia st mot trong s&
cac cot thudc dang 1. Bai toan sé duwgc chitng minh néu tat ca cac cot con lai thudc dang 1,
2, 3 hodc 4. Gia st tat ca cac cot con lai thudc dang 5, 6, 7, 8. Khi d6 theo nguyén 1i Dirichlet

2 trong sd 6 cOt ¢ 2 cft cung 1 dang va nhu vay bai toan cling dwgc chiing minh.

Chiing minh hoan toan twong ty néu 1 cot c6 dang 8. Gia str khong c6 cdt nao trong
cac cot 1, 8 thi theo nguyén 1i Dirichlet cling cd 2 ¢t cuing dang va bai toan cling dwoc

chiing minh.

Bai 18. LAy mdi 16 kim 1a tdm dyng mot hinh tron ban kinh 1em. Téng dién tich caa 31
hinh tron nay sé 1a 31z nho hon dién tich ctia hinh vudng canh 10 cm . Do d6 phai c6 mot
diém M trong hinh vudng canh 10 cm(la hinh vudng thu duoc tix hinh vuéng canh 12 cm
da cho bang cach thu hep cac chiéu 1em) va khong nam trong 31 hinh tron ban kinh dugc
dung nhu da trinh bay 6 trén. Ldy diém M lam tdm ta cat mot hinh tron ban kinh 1em, thi
hinh tron nay ndm hoan toan trong hinh vuéng da cho cé canh dai 12 cm va khong chira

mot 16 kim chaAm nao ca.
Bai toan tong quat c thé duoc phat biéu nhu sau: Trong mét to gidy hinh vudng co

canh bang b c6 a 16 kim cham. (trong d6 b >+ar’z ). Chtiing minh rang ta van c6 thé cat tir

to gidy nay ra mét hinh tron c6 ban kinh r cm ma khong chita mot 16 kim cham nao.
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Bai 19. Chia hinh tron thanh (C) thanh 8 hinh quat bang nhau, mdi hinh quat c6 dién tich
bang 1. Theo nguyén ly Dirichlet, ton tai it nhat mot hinh quat (a) chita 3 diém trong s6 17
diém da cho. Tam giac c6 3 dinh 1a 3 diém d6 nam tron trong hinh quat nén c6 dién tich
nho hon dién tich hinh quat, tc la bé hon 1.

Bai 20. Xét hinh gom tat ca cac diém cach hinh vuéng nho canh 1 mét khoang khong 16n
hon 1. RS rang hinh tron ban kinh 1 cé tdm ndm ngoai hinh d6 nén khong thé cat hinh
vudng nho. Dién tich hinh d6 bang 5+ 7. TAm hinh tron can tim cling can phai cach cac
canh cta hinh vudng 16n hon mét khoang 16n hon 1, ttec 1a 6 bén trong hinh vudng canh
13. Vi 20(5+7)<13%. Hinh tron ¢6 tam tai di€m khong bi phu sé c6 tinh chat thoa man dé
bai.

Bai 21. Goi d la khoang cach hai diém A, A, xa nhét trong tét ca cac di€ém thudc tap hop
S.Gid st A, c6 khoang cach dén duong thang A;A; 16n nhat. Khi d6 tam gidc A,A/A, c6
Siaa, <1 valon nhat T cac di€m A, A; va A, vé cdc duong thang song song vdi cac
canh cua tam giac A;A/A, thi ta thu duoc bon tam gidc con bang nhau va mot tam giac
16n. Tam giac 16n c6 dién tich khong vuot qua 4 don vi. Tam gidc nay chira 8065 diém da
cho. Vi 8065:4 =2016 du 1. Nén theo nguyén li Dirichlet thi ton tai mot tam giac con chita
2017 diém thudc tap hop S thdéa man dé bai.

Bai 22. Tam giac déu c6 canh bang 2 cm thi dién tich bang J3 em?, tam giac déu c6 canh

bang 1 cm thi dién tich bang 73 cm? . Néu tam giac déu c6 canh 16n hon 1em thi dién tich
. 3
16n hon R cm?

Goi t 1a s6 tam gidc déu c6 canh 16n hon hodc bang lem chita duwoc trong tam gidc déu c6

canh 2 cm:

1<t<4 (vditlasdnguyén duong). Suyra t_ =3.

X

Theo nguyén ly Drichlet sé€ c6 1 trong t tam gidc déu c6 canh 16n hon 1em d6 chira

t6i da 2 di€ém thoa man khoang cach gitta hai diém bat ky luén 1é6n hon 1cm.
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Vay s6 diém thoa yéu cau bai toan la 2 <n <4 nén gia trj 16n nhat cua n 4

Bai 23. Xét hai diém A va B trong 25 diém da cho thoa man diéu kién AB c6 do dai l6n

nhat. Ta xét cac truong hop sau:

e Trwong hop 1: Vi AB <1. Khi d6 moi diém C bat ki trong 25 diém da cho ta déu co
AC< AB<1. Suy ra toan bd 25 diém trén cing nam trong duong tron tam A c6 ban kinh

bang 1.

e Truong hop 2: V6i AB>1. Khi d6 xét di€m C trong so cac di€m con lai.

Theo gia thiét vdi ba diém A, B, C ta luén ¢c6 AC <1 hodc BC<1.

Nhu vay voéi cac diém con lai ¢6 it nhat 12 doan théng xuat phat ttr A c6 d¢ dai nhé nhon
1 hoac cd it nhat 12 diém xuat phat tir B ¢6 d6 dai nho hon 1. Vé duong tron tam A ban
kinh bang 1 hodc duong tron tam B ban kinh bang 1.

Suy ra duong tron tam A hoac duong tron tam B chita it nhat 13 diém tron so cac diém da

cho.

Tt d6 bai toan dwgc chitng minh.

Bai 24. Xét da giac 16i 2n canh A A A, ... A, . Ta xét cac truong hop sau:

o Truong hop 1: Diém P nam trén mot duong chéo cua da gidc A ALA,..A, .

Khon mat tinh téng quat ta gia sit P nam trén duong chéo AA; cta da gidc. Khi d¢ hai
duong thang PA. va PA, trung nhau va khong cat phan trong ctia bat ctt canh nao ctia da

gidc. Khi d6 2n -2 chi cat t6i da 2n—-2 canh ctia da giac. Vay cd it nhat hai canh ctia da
giac thdéa méan yéu cau cua bai toan.

o Truong hop 2: Diém P khong nam trén bat ki duong chéo nao cua da gidc A ALA,..A,_.
Vé duong chéo A A_, , khi d6 mdi phia ctia dudong chéo chita n canh cta da gidc. Khong
mat tinh tdng quat ta gia st diém P nam trong da gidc A A A,..A__.Khi d6 n+1 duong

théng PA,  ;PA_;PA_,;..;PA, khong thé cit cdc canh A A A A oA AL
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Con lai n—1 duong thang cit phan trong t3i da ctia n—1 canh trong n canh nay. Nhu vay

ton tai mot trongncanh A A ;A A ;.;A, A, thoaman yéu cau bai toan.

Bai 25. Gia st 19 diém nam trong tam gidc déu ABC canh bang 3. Chia tam gidc ABC

thanh 9 tam giac déu, c6 canh bang 1 (goi la tam giac nho). Mdi tam giac nho ¢ dién tich

1a S:g.Dé’yIé 19=29+1

Vi c6 19 diém ndm trong 9 tam giac nhé nén theo nguyén ly Dirichlets thi c6 it nhat 3 diém
cung thuéc mot hinh tam gidc nho. Gia stt 3 diém déla I,,1,,1,.

Khi 6 tam gidc ALLI, ndm trong mot tam gidcnhonén S, |, <
17273

%3
1
Bai 26. Chia hinh vudng da thanh 4 hinh vuéng con. Dé dang tinh dugc, canh ctia mot

hinh vuong con la % va duong chéo la 72 . Gieo 5 diém da cho vao hinh vuéng ban dau,

5 diém d6 sé nam trong 4 hinh vudng con. Theo nguyén tac Dirichlets thi ton tai 2 diém
nam trong cung mot hinh vuéng. do d6 khoang cach giita 2 diém d6 sé khong 16n hon
duong chéo ctia hinh vuong chtta ng, titc la khong 16n hon g .

Bai 27. Goi O la tam duwong tron ngoai tiép AABC. Ké OH, OK, OG lan luot vudng gbc véi
cac canh AB, AC, BC. Dé dang chiing minh dwoc cac t¢ giac AHOK, BHOG, KOGC noi
ti€p cac duong tron duong kinh OA=0B=0C=2 cm. Ta c6 2017 diém nén theo nguyén
li Diriclet thi sé ton tai mot t&t giac c6 chira it nhat 673 diém, gia st d6 la t& giac OKCG.

Xét tir gidc OKCG. Goi I la trung diém OC nén I la tam duong tron ngoai ti€p t& giac
OKCG

Khi d6 ta duoc IO=IK=IC=IG=1 cm. Ké IM, IN, IP, IQ Ian luot vudéng géc véi OK, KC,
CG, GO. Suy ra bon tir giac OMIQ, MKNI, INCP, PGQI ndi tiép cac duong tron duong
kinh bang 1 cm

ma c6 673 diém. Nhu vay theo nguyén li Diriclet thi sé ton tai mot t& gidc ¢d chira it nhat

169 diém, gia st d6 la t giac MKNI. Khi d6 169 di€m nay sé thudc duong tron ngoai ti€p
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t¢ giac MKNI ¢6 dwong kinh IK =1cm. Do dé khoang cach 169 diém nay khong 16n hon
lem

Bai 28. Gia st 5 diém dé 1a A, B, C, D, E. Vi trong nam diém nay khong c6 ba diém nao
thing hang nén ta ton tai2 diém trong ndm diém da cho sao cho duong thing di
qua 2 diém nay chia mit phang thanh hai ntta mit phang va 3 diém con lai nam cling vé
mot nita mit phang bo la dwong thang trén. Gia st d6 la 2 diém A va B. Xét 3 goc sau
ACB; ADB;AEB. Khi d6 do trong 5 diém khong c6 bon diém nao cung thudéc mot duong
tron nén ta hoan toan cé thé sap thit ty chiing nhu sau: ACB < ADB < AEB. Khi d6 dé
thdy diém Enam bén trong duwong tron ngoai tiép tam gidc ADB con diém C nam bén
ngoai duong tron ngoai tiép tam giac ADB.(chiing minh don gian dwa theo cach tinh sd do

cta goc c6 dinh nam trong, nam ngoai duong tron)

Bai 29. Chia hinh ch® nhat 4x3 thanh 24 hinh chit nhat %x 1, mdi hinh chit nhat ¢6 dién

tich la % Vi ¢6 49 diém nam trong 24 hinh ch nhat nén ton tai mot hinh ch nhat %x 1
chtta it nhat 3 diém trong 49 diém da cho. Tam gic c6 ba dinh 1a 3 diém nam trong hinh chir

nhat nay c6 dién tich nho hon % .

Bai 30. Chia mdi canh ctia tam giac thanh 8 doan
thang bang nhau. N&i cac diém chia d6 bang cac doan
thang song song vdi cac canh cta tam giac. Ta dwoc
cac tam gidc déu c6 canh bang 1

S6 tam gidc déula 1+3+...+15=8" =64

D3t ngiu nhién 193 diém vao 64 tam giac nay (
193:64=3dw 1) Theo nguyén li dirichlet thi s€ cé it
nhdt 1 tam giac déu c6 it nhat 4 diém. Xét tam gidc déu
nay, goi G la trong tam cuia tam gidc, tir G vé cac doan
thdng vudng goc dén cc canh, tao thanh 3 & giac

bang nha
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D4t ngau nhién 4 diém vao tam gidc nay theo nguyeén li Dirichlet s& c6 mot tit gidc

chtta it nhat 2 diém. Ma tt gidc nay noi ti€p trong dwong tron duong kinh GA nén khoang

cach cua chung d < AGMa ta c6 AH=AB—\/§:>GA=E.AH=E.AB—\/§=£. Do do
2 3 3 2 3
a<P3
3

Bai 31. Lay 1 di€ém A bat ki trong 403 diém d6 vé duong tron tam A ban kinh 1.

+ Néu 4032 diém con lai thudc hinh tron thi bai toan dwoc chirng minh.

+ Né&u tat ca 4032 diém d6 nam ngoai hinh tron thi ta 1dy 1 diém B bat ki trong s d6 vé
duong tron tam B ban kinh 1.

+ Neéu 4031 diém con lai thudc hinh tron thi bai toan dwoc chirng minh.

+ Neéu trong d6 c6 mot diém C khong thudc ca 2 hinh tron thi AC>1; AB>1,BC>1 diéu
nay trai voi gia thiét dau bai.

Suy ra 4033 diém d6 phai thudc hinh tron tam A hodc tam B. Nhw vay theo nguyén ly
Dirichlet thi ton tai 1 hinh tron cé ban kinh 1 chita it nhat 2016 diém

Bai 32. Goi 2015 diém trén mat phéng lan lwot 1a A;AA LA

o5+ V€ cac duong tron

tamOban kinh Ian Iwot la OA;OA,;OA;;..OA,,.. Ta goi diém A, gan
diém Ohon A, néu OA, <OA,. Gia st A la diém ganOnhdt thi ta c6 nhiéu
nhat 2015 duong tron tdm OO. V& hai duong thang vudng goéc véi nhau tai O thi hai
duong thang d6 sé chia mit phang lam 4 phan. Tt 4 phan trén & mdi phan ta chon diém
xa O nhét o ting phan roi tir 4 diém &y ta vé duong tron theo yéu cau dé bai thi 44 duong
tron Ay sé phti kin toan bd 2015 diém trén hodc sé phti hau hét cdc diém va van con mot
vai diém chuwa dregce phti. Tuy nhién cac diém chwa dwoc pht sé nam trong ving cét ctia

ba duong tron. Khi d6 tr mot trong cac diém dé ta cd thé vé mot duong tron bao
pht 2015 diém con lai.

Bai 33. Gia sit 6 doi bong do la A, B, C, D, E, F. Xét d¢i A, theo nguyén ly Dirichlé ta suy ra
A phai dau hodc khong ddu vdi it nhat 3 doi khac. Khong mat tinh tong quat ta gia st A
da dau vdiB, C, D.

+Néu B,C, D ting cdp chwa dau véi nhau thi bai toan duwgc chiing minh.
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+Neéu B, C, D ¢6 hai d6i da dau vdi nhau, vi du B va C thi 3 d6i A, B, C tiing cap da dau
voinhau.
Nhu vay bat ctt ltic nao cling c6 3 doi trong do ting cdp da ddu voéi nhau hoac chua dau

vOi nhau tran nao.
Bai 34. Goi (O) 1a duong tron ngoai tiép luc gidc déu c6 canh bang 2, khi d6 (O) cb ban
kinh R =2.Goi ABCD la hinh vudng ngoai tiép (O). Canh ctia hinh vudéng nay bang 4.
Chia hinh vudng thanh 16 hinh vudng nho, c¢6 canh bang 1.

R0 rang 16 hinh vudng nay chira 81 diém da cho. Vi 81=16.5+1 nén theo nguyén

ly Dirichlet sé ton tai hinh vudéng canh bang 1 chita it nhat 6 diém trong sd cac diém da

cho.
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BAI TAP TU LUYEN

Bai 1. C6 15 ddi bong tham du giai vo dich qudc gia theo thé thirc ddu vong tron mot luot.
Chttng minh rang tai bat ki thoi diém nao cta giai ta ludn tim dwoc 2 ddi cé cling s8 tran

d4u bang nhau tai thoi diém dé(cé thé'1a 0 tran).

Bai 2. Mot ba me chiéu con nén ngay nao cling cho con &n it nhat mot chiéc keo. D& han
ché&, mdi tuan ba cho con khdng &n qua 12 chiéc keo. Chiing minh rang trong mot s ngay
lién tiép nao d6 ba me da cho con tong sb 20 chiéc keo.
Bai 3. Chitng minh rang trong 2001 ngudi bat ky, luon cé it nhat hai nguoi cé s6 nguoi
quen bang nhau(sd nguoi quen chi tinh trong nhom)
Bai 4. Trong mot thoi gian no ctia mot 16p hoc Toan ¢ mdt nhém gom 5 hoc sinh ma cie
mdi ngudi trong nhdm ndy thi roi vao trong trang thai ngt guc trong 16p dung 2 lan. Véi
mdi cdp hoc sinh, déu c6 ca hai cling ngti guc mot [an. Chirng minh rang tai mot thoi diém
nao dé cé ba hoc sinh trong nhém dé dong thoi nga guc .
Bai 5. C6 5 nguoi ddu co véi nhau. Hay xac dinh két qua cua tat ca cac tran dau néu biét
rang mdi ngudi choi mot 1an véi 4 ngudi kia va s6 diém ctia mdi ngrdi nhan duge déu
khéac nhau. Ngoai ra:

a) Nguoi xép thit nhat khong hoa tran nao.

b) Nguoi xép tht nhi khong thua tran nao.

c) Nguoi xép thit tu khdng thang tran nao.
Bai 6. Cac hoc sinh dwgc phat bai kiém tra véi moi mén mot bai va trong n(n=>3) mon
hoc. Biét rang véi mot mdn hoc bat ky cé dung 3 hoc sinh dat diém t&i wu, con véi hai mon
tuy y thi cé dtng 1 hoc sinh dat diém t6i wu cho mdi mdn trong ca hai mén d6. Hay xac
dinh s8 n bé nhat sao cho tit cac diéu kién trén c6 thé suy ra rang c6 dung 1 hoc sinh dat

diém t6i wu cho moi moén trong ca n mon hoc.
Bai 7. Cho m may tinh va n may in (m > n) moi soi day cap chi néi dwgc mot may tinh va

mot mdy in. Tai mot thoi diém bat ky moi may tinh chi c6 thé diéu khién dwgc mot may in
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va nguoi lai mdi mdy in chi in dwoc cho mdt may tinh. Hoi phai dung it nhat 1a bao nhiéu

soi ddy cap d€ n may tinh bat ky c6 thé dong thoi in dwoc?

Bai 7. Ki thi tuyén sinh vao truong THPT chuyén Long An nam nay c6 529 hoc sinh dén ti
16 dia phwong khac nhau tham du. Gia st diém bai thi mon Toan ctia mdi hoc sinh déu la
s6 nguyén 16n hon 4 va bé hon hoic bang 10. Chting minh rang ludn tim dwoc 6 hoc sinh
c6 diém mon Toan gidng nhau va cung dén tir mot dia phuong.

Bai 8. Xét 20 s6 nguyén duwong dau tién 1, 2, 3, ..., 20. Hay tim s6 nguyén duong k nho
nhat ¢6 tinh chat: Vi mdi cach 18y ra k s& phan biét tir 20 s trén, déu 14y duoc hai s&

phan biét a va b sao cho a+b la mot s6 nguyén to.

Bai 9. Cho tap hop X= {1; J2;\3 ;...;x/2024}. Chitng minh rang trong 45 s& khac nhau bat

ky dwgc 1dy ra titr tap X ludn ton tai hai s6 x, y sao cho ‘x - y‘ <1.

Bai 10. Chttng minh rang ton tai s6 nguyén duwong n thdéa man (13579n —1) chia hét cho

313579

Bai 11. Trong mot cai bat hinh vudng canh 18 cm c6 128 hat virng. Chting minh rang ton

tai hai hat vitng c6 khoang cach t6i nhau nho hon 2 cm.

Bai 12. Bén trong tam giac déu ABC canh 1 d4t 5 diém. Ching minh rang ton tai 2 diém c6
khoang cach nho hon 0,5.

Bai 13. Cho hinh tron ¢é ban kinh n, & day n la s6 nguyén duong. Trong hinh tron cé 4n
doan thang déu cé d6 dai bang 1. Cho tredc mot duong thang d. Chiing minh rang ton tai
duong thang d’ hodc song song véi d, hodc 1a vudng géc véi d sao cho d’ cat it nhat hai

doan thang da cho.

Bai 14. Cho mét bang c6 kich thudc 2nx2n 6 vudng. Nguoi ta danh ddu vao 3n 6 bat ki
ctia bang. Chitng minh rang cé thé chon ra n hang va n cdt ctia bang sao cho cac 6 dugc

danh dau déu nam trén n hang va n ¢t nay.

Bai 15. Chiing minh rdng trong moi da giac 16i v6i s6 canh chén, ton tai duwong chéo khong

song song voi mdt canh nao ctia da giac.
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Bai 16. M6t hinh 14p phuwong c6 canh bang 15 chita 11000 diém. Chirng minh rang cé mot

hinh cau ban kinh 1 chtta it nhat 6 diém trong s& 11000 di€ém da cho.

Bai 17. Gia stt 1 ban co hinh chi nhat c6 3x7 6 vudng duwoc son den hogc trang. Chiing
minh rf“mg véi cach son mau bat ki, trong ban ¢ ludn ton tai hinh chi* nhat gom cac 6 ¢ 4
goc la cac 6 cung mau.

Bai 18. Trong mot to giady hinh vudng bang gidy 6 canh bang 12 cm ¢6 31 16 kim cham.
Chitng minh rang ta van c6 thé cit ti to gidy nay ra mot hinh tron cé ban kinh 1 cm ma

khong chira mot 16 kim cham nao.

Bai 19. Cho hinh tron (C) c6 dién tich bf“mg 8, dat 17 diém phan biét bat ki. Chiing minh

rang bao gio cling tim dugc it nhat ba diém tao thanh mot tam gidc c6 dién tich bé hon 1.

Bai 20. Trong hinh vuong canh bang 15 dat 20 hinh vuéng nho canh bang 1 va ting doi
mot khong cat nhau. Chitng minh rang trong hinh vudng 16n cé thé dit mot hinh tron ban

kinh 1 sao cho né khéong cat hinh vudng nao.

Bai 21. Trong mat phang cho tap S gom 8065 diém d6i mot phan biét ma dién tich ctia moi tam
giac c6 3 dinh thuoc tap S déu khong 16n hon 1 (quy wéc néu 3 diém thang hang thi dién tich
ctia tam giac tao bdi 3 diém nay bang 0). Chiing minh rang ton tai mot tam giac T c6 dién tich
khong 16n hon 1 chita it nhat 2017 diém thudc tap S (mdi diém trong s& 2017 diém d6 nam

trong hodc nam trén canh ctia tam giac T).

Bai 22. Cho tam gidc déu MNP c6 canh bang 2 cm. L&y n diém thudc cac canh hodc & phia
trong tam gidc déu MNP sao cho khoang cach gitta hai diém tuy y 16n hon 1 cm (véin la

sO nguyén duong). Tim n 16n nhat thoa man diéu kién da cho.

Bai 23. Trén m4t phang cho 25 diém phan biét va trong ba diém bat ki bao gio cling tim
duoc hai diém c6 khoang cach gitta ching nho hon 1. Chitng minh rang ton tai mot hinh
tron c6 ban kinh bang 1 chita khong it hon 13 diém trong cac diém trén.

Bai 24. Cho diém P nam trong da giac 16i 2n canh. V& cac duong thang di qua P va moi
dinh cta da gidc. Chitng minh rang bao gio ciing tim dwge mdt canh ctia da giac sao cho

khong mot duong thang nao trong cac dwong thang trén c6 diém chung véi canh dé.
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Bai 25. Cho 19 diém phan biét nam trong mot tam gidc déu cd canh bang 3, trong d6 khong
6 3 diém nao thang hang. Chiing minh rang ludn tim dwoc mot tam giac c6 3 dinh 1a 3

NG

trong 19 di€ém da cho ma c6 dién tich khong 16n hon o

Bai 26. Trong hinh vuong canh bang 1 cho 5 diém bat ky. Chitng minh rang, trong cac
diém da cho c6 thé tim duoc 2 diém sao cho khoang cach gitra ching khong 16n hon v2

Bai 27. Cho tam gidc nhon ABC c¢6 BAC=60° va BC=23cm. Bén trong tam gidc nay
cho 2017 diém bat ki. Chting minh rang trong 2017 diém &y ludn tim dwoc 169 diém ma

khoang cach gitra hai diém trong chung khéng 16n hon 1cm.

Bai 28. Trén mat phang cho ndm diém phan biét sao cho khéng c6 ba diém nao thang hang
va khong c6 bon diém nao thudc cling mdt duwong tron. Chiing minh rang ton tai mot
duong tron di qua ba diém trong nam diém da cho va hai diém con lai ¢6 ding mot diém
nam bén trong duong tron

Bai 29. Trong hinh chit nhat c6 chiéu dai va rong lan lugt bang 4 va 3 cho 49 diém, trong

d6 khong c6 ba diém nao thang hang. Chiing minh rang ton tai mot tam gidc c6 cac dinh

thudc 49 diém trén ma dién tich nho hon %

Bai 30. Trong tam giac déu c6 canh bang 8 dat 193 diém phan biét. Chitng minh ton tai 2
diém trong 193 diém da cho c6 khoang cach khong vuot qua ?3

Bai 31. Trén cling mdt mat phang cho 4033 diém, biét rang 3 diém bat ki trong 4033 diém
trén ludn chon duwoc hai diém c6 khoang cach nhé hon 1. Chitng minh rang trong cac diém

néi trén cé it nhat 2016 diém nam trong duong tron ban kinh 1.

Bai 32. Trong mit phang cho 2015 diém. Mdi diém 1a tdm mot duong tron di qua mot
diém cd dinh O. Chttng minh rang tit nhitng hinh tron tao ra c6 thé chon dwoc 5 hinh tron

ma chung phu tat ca 2015 diém.
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Bai 33. C6 6 d06i bong thi ddu véi nhau(mdi dodi phai dau 1 tran véi 5 d6i khac). Ching

minh rang vao bat ct ltic nao ciing ¢6 3 ddi trong d6 ting cap da dau véi nhau hogc chua
dau v6i nhau tran nao.

Bai 34. Bén trong hinh luc gidc déu c canh bang 2 cho 81 diém phan biét. Chiing minh
rf?mg ton tai mot hinh vudng ¢ canh bﬁng 1 (k€ ca bién) chira it nhdt 6 diém trong s6 cac

diém da cho.
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HUONG DAN GIAI

Bai 1. SO lan gap nhau ma mdi do6i cd, c6 thé nhan 15 gia tri khdac nhau: 0; 1; 2; ........... : 14.
Trong treong hop nay khong thé 4p dung nguyén tic Dirichlet dwoc vi s d6i ciing 1a 15.
Hai treong hop 0 tran va 14 tran khong thé xay ra dong thoi vi néu c6 mot ddi nao chua
dau tran nao thi dong thoi khong thé cé mot dodi nao dé da dau hét 14 tran, nguoc lai néu
c6 mot doi da da 14 tran thi khong thé co 1 doi chua da mot tran nao. Vi vay so lan gap
nhau ma mdi déi da thuce hién trong thuee t€ co thé nhan thém 14 gia tri tir 0 dén 13 hodc tie
1 dén 14. Khi d6 theo nguyén tic Dirichlet ta ludn c6 thé tim dwoc hai doi ¢ cung mot s6
tran dau .

Bai 2. Xét 21 ngay lién ti€p ké tir mot ngay thit hai nao dé. Goi S(n) la tong s6 keo ma ba

me da cho con tinh dén ngay thin (1<n<21).

Taco S(m)#S(n),Vm#n (1<m,n<21) va 1<S(n)<3.12=36.

Vi c6 21 ngay vachu y rang 0<S(m)—-S(n)<36 nén ton tai m>1 sao cho
S(m)=S(n)(mod20)=S(m)-5(n):20=5(m)-S(n)=20

Nhu véy tir ngdy n+1 dén ngay thit m, ba me da cho con tdng cong dting 20 chiéc keo.

Bai 3. Goi s6 nguoi quen ctia A, la a,, khi dé tacé 0<a, <2001 véi 1<i<2001. Xét cac
treong hop:
e TOn tai mot nguoi trong 2001 khong quen ai, suy ra khong c6 ai quen ca 2000 nguoi con
lai trong nhém.

Khi d6 dé ta c6 0<a, <1999 véi 1<i<2001 tir d6 suy ra ton tai hai sd a, =a_ vdi
1<k, m <2001 hay ton tai hai nguoi cé s8 ngudi quen bang nhau
o Mdi nguoi déu quen it nhat mot nguoi suy ra, khi d6 ta c6 0<a, <2000 véi 1<i<2001
tte d6 suy ra ton tai hai s6 a, =a_ voi 1<k,m <2001 hay ton tai hai nguoi c6 s6 nguoi
quen bang nhau

Vay bai todn duoc chitng minh.
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Bai 4. Gia stt nguoc lai rang khong hé c6 chuyén 3 hoc sinh dong thoi ngt guc. Ta sé

chitng minh diéu nay mau thuan.

That vay, trong khoang thoi gian c6 hai nguoi dong thoi ngu guc, 3 nguoi con lai
tinh tdo. Theo dé bai, mdi hoc sinh trong nhém déu ngt guc ding hai [an nén mot trong

hai nguoi(dang ngt guc) sé co luc lai ngt guc véi mot trong 3 ngwoi con lai.

Nhuw vay nhiéu nhat sé cé tat ca 1a 9 khoang thoi gian dién ra ngu guc tiing cap.
Nhung nhém nay c6 5 hoc sinh nén s8 cip 1a hoc sinh ¢6 thé ra 1a 10, ma chi ¢6 nhiéu 1am
la 9 khoang thoi gian. Do vay sé c6 it nhat mot cdp khong dong thoi nga guc. Ta c6 diéu

mau thuan.

Bai 5. Theo diéu kién ctia bai ra ta thdy ngay nguoi xép thit nhat thang nguoi xép thit ba,
tht tu, tht nam va dwoc tat ca 3 diém. Con nguodi tht nhi thang nguoi xép thit nhat.
Nguoi th nhi hoa trong cac tran dau véi nguoi xép tha ba, thit tu, tht ndm va nhan 2,5
diém.

Nhitng nguwoi con lai chi nhan sd diém 16n nhat [an lwet 1a 2; 1; 5; 1. Ta ching

minh ho khong thé nhan it hon.

That vay, vi ¢6 5 nguroi nén ho choi tat ca 10 tran va nhan tat ca 10 diém. Nhung
nguoi xép thit nhét va tht nhi da nhéan 5,5 diém nén ba nguoi con lai nhan 4,5 diém. Mt

khac 2+1,5+1=4,5 nén ho khong thé nhan it hon.

Nhu vay, do nguoi thtt te khong thang tran nao nén anh ta hoavéi ngudi xép thie

ba va thit ndgm. Con lai ngudi thi ba thang ngudi thit nam.

Bai 6. Ta biéu thi mdi hoc sinh bang mot diém trong mat phang sao cho khong c6 ba diém
nao thang hang. Néu hai hoc sinh dat diém t3i vu & mot mén nao d6, ta ndi hai diém
tuong tng lai véi nhau. Khi d6, theo dé bai, mdi mon hoc sé& cho twong ting duy nhat mot
tam gidc vabat ct hai tam gidc nao ciing c6 dung mot dinh chung.

Chti y rang néu nhu bdn tam gidc ¢ chung mot dinh thi tat ca cac tam gidc déu c6
chung dinh dé, boi vi néu khong thi tam gidc thtr ndm sé c6 chung dinh véi mbi mot trong

bdn tam giac dé. Nhuw vay tam giac th nam nay s€ c¢6 bdm dinh, diéu nay mau thuén.
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Bay gio néu n>8 thi mot tam gidc sé cd chung mot dinh véi moi mot trong 7 tam giac con

lai. Theo nguyén li Dirichlet thi mot trong cac dinh ctia nd sé ¢ chung dinh véi it nhat ba
tam gidc khdc, tirc 1a ton tai 4 tam giac c6 chung mot dinh.

Cudi cting vi du sau day ching to rang treong hop n=7 khong thoa man dé bai.
Trong bang dudi day ta dung dau chéo (x) dé€ chi hoc sinh dat diém tdi vu & modn hoc

teong tng

Hoc
sinh 1 2 3 4 5 6 7

Mon hoc

II X X X

111 X X X

vV X X X

Vv X X X

VI X X X

VII X X X

Nhu vay gia tri nho nhat cian la 8.
Bai 7. Ta xét mot cach ndi thoa man dé bai nhu sau: V6i n may tinh dau tién moi may noi

v6éi mot may in, con véi m—n may tinh con lai, moi may ndi voi tat ca n mdy in.
Khi d6 s6 day cap can dung trong cach ninay la S=n+n(m-n)=n(m-n+1)

Ta s& chiig minh rang néu s8 day cap S<n(m-n+1) thi khong thoa man diéu kién dau

bai.
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That vay, néu S<n(m-n+1) thi ¢6 it nhat mdt mdy in x nao d6 dwoc ndi véi khong qua
m-—n may tinh. Tt d6 suy ra rang c6 m mdy tin ma trong s dé c6 may nao néi véi may
in x, diéu nay c6 nghia la may tinh d6 khong thé nao dong thoi in duoc.

T6m lai s6 s¢i day cap it nhat can phai ding la S=n(m-n+1)
Bai 7. Ta c6 529 hoc sinh ¢6 diém bai thi tix 5 diém dén 10 diém. Theo nguyén ly Dirichlet

ta 6 89 hoc sinh c6 diém bai thi nhuw nhau (tir 5 diém dén 10 diém).

Ta c6 89 hoc sinh c6 diém bai thi nhw nhau va dén tir 16 dia phwong. Theo nguyén ly

Dirichlet tim dwogc 6 em c6 cung diém thi mon toan va dén tir cung mét dia phuong.

Bai 8. Xét tap hop {2;4;6;8;10;12;14;16;18;20}, ta thdy tong ctia hai phan tir bat ki ctia tap
hop nay déu khong phai la s6 nguyén t6. Do d6 k=11, ta sé chitng minh k=11 la s6 nho
nhat thdéa man yéu cau bai toan. That vay, ta chia tap hop A= {1; 2; 3;...;20} thanh 10 cap

(1,2),(3,16),(4,19),(5,6),(7,10),(8,9),(11,20),(12,17),(13,18),(14,15)

Tong ctia hai s8 trong mdi cgp s6 trén 1a s8 nguyén t3. Khi d6 mdi tap con ctia A ¢6
11 phén tir thi ton tai it nhat hai phan t thudc cuing vao mot trong 10 cdp s6 trén. Suy ra

trong A ludn c6 hai phan tir phan biét c6 tdng la mot s& nguyén td.

Bai 9.

Chia 2012 58 1;4/2;4/3;..;4/2024 thanh 44 doan gom | V1,43 |, V4;8 |,... | V1936; 2024 |.
Céc doan trén c6 dang tdng quat I [\/k_z ;4/(k+1)2 —1} .

Nhu vay 45 s6 thudc tap hop X ndm trong 44 doan trén. Theo nguyeén li Dirichlet thi ton

tai hai s6 trong 45 s8 trén ndm trong cling mot doan. Khong mat tinh tdng quat ta gia st

hai s8 d6 1 x, y va chiing nam trong doan [«/k_z;«/(k+1)2 —1} .

Khi d6 ta 6 [x—y| < \J(k+1)" =1 —VIE < (k1) ~ i€ =k+1-k=1.



Tl d6 ta c6 diéu phai chitng minh.
Bai 10. Dt a =3"", khi d6 ta duoc (a,13579)=1.
Xét a+1 s8 c6 dang 13579;13579%;13579°;...;,13579™"".

Chia a+1 s8 trén cho a=3"" ta dugc a+1 sd du . Ma trong phép chia cho a thi c6 a s6
du. Nhu vy Trong a+1 s6 du nhu trén ton tai hai s6 du bang nhau hay tong tai hai s&

trong day s6 trén co cung s6 dw khi chia cho a.

Gia str hai s6 d6 1a 13579™ va 13579° véi m>p.

Khi d6 ta dwoc (13579™ ~13579F )ia hay 135797 (13579™F -1)ia.

Do (a,13579) =1 nén (a,13579° ) =1, suy ra (13579"" ~1):a

Diéu nay c6 nghia 1a téng tai s c6 dang (13579“ —1) chia hét cho 37

Bai 11. Ldy mdi hat virng lam tdm dung hinh tron ban kinh 1 cm. C4c hinh tron nay nam
hoan toan trong hinh vudng cé canh 20cm thu duoc tir hinh vudng da cho bang cach tinh
tién bon canh ctia né mot khoang 1cm ra phia ngoai. Tong dién tich cua cac hinh tron ban
kinh 1em nay la 128 7 > 402,112 > 400. Do d6 tong dién tich cac hinh tron nay 16n hon dién
tich hinh vuong canh 20 cm.

Bai 12. Cac duong trung binh ctia tam gidc déu canh 1 sé chia né ra lam 4 tam gidc déu
canh 0,5.

Do d6 trong mot tam gidc nho dé cé it nhat 2 diém da cho, va cac diém d6 khong thé roi
vao cac dinh ctia tam gidc ABC.Vay khoang cach gitta hai diém d6 nhé hon 0,5.

Bai 13. Gia st AB 1a doan thang c6 do dai bang 1, a va a’ 1a hai duwong thang bat ki vuong
goc voi nhau. Goi A’B’ va A”B” la cac hinh chiéu ctia AB lén a va a’. Khi d6 ta co:

A’'B" +A”B”>ABhay A’'B'+A”B”">1
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Ap dung vao bai toan ta goi d” 1a dueong thang bat ki vudng géc véi d. Chidu vudng goc
tat ca 4n doan thang 1én d va d”. tir (1) suy ra tong d6 dai hinh chiéu cta tat ca 4n doan
thang khong bé hon 4n.

Vi vay, theo nguyén li Dirichlet trong hai drong thang d va d” c6 it nhat mot duong thang
ma tong do dai ctia hinh chiéu cac doan thang 1én né khong bé hon 2n. Khdng mat tinh
tong quat ta co thé gia st do6 1a d.

Mit khac, mdi doan thang dau ndm tron trong hinh tron ban kinh n (dwong kinh 2n), nén

hop céac hinh chiéu cua ching trén d ¢6 d6 dai khong vuot qua 2n.

Vi vay, theo nguyén li dirichlet trén d ton tai it nhat mot diém M thudc vao hinh chiéu cua
it nhat hai doan thang trong s& 4n doan thang da cho. Goi d’ 1a duong thang vudng goc

véi d tai M. Puong thang d’ chinh la dwong thang can tim.

Bai 14. Chon ra n hang c6 chtra s6 6 duwoc danh ddu nhiéu trén cac hang dé nhat. Ta ching

minh rang cac 6 duwgc danh ddu con nho hon hodc bang n.

Gia stt nguoc lai khong phai nhu vay,

tirc 1a sO 6 duoc danh dau 16n hon hodc

bang n+1. S8 cac hang con lai chwa chon

la n. Vay theo nguyeén li Dirichlet s€ c¢ it X X

nhat mot hang ( tong s6 n hang con lai)

chtra it nhat hai 6 da danh dau. Chay

rang theo cach chon thi n hang da chon

co chira sO 0 duoc danh dau nhiéu trén

cac hang d6 nhat. C6 mot hang con lai
chwa chon c6 it nhat hai 6 danh dau, nén
suy ra moi hang trong sd n hang da chon
déu co it nhat hai 6 duwoc chon, tic la
trén n hang da chon cé khong it hon 2n 6

da duwoc danh dau.
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Nhu vay, s0 6 duoc danh dau 16n hon hoac béng 2n +(n +1) >3n. Volivichicé3n b

duogc danh ddu. Vay nhan xét duoc chtirng minh.

Nhu vay, sau khi da chon ra n hang(véi cach chon nhu trén), theo nhéan xét con lai co
khong qua n 6 dwoc danh du. Vi thé cling 1dm 1a ¢6 n cot chira chiing. Vi 1& d6 sé khong

thay con 6 danh ddu nao nam ngoai cac hang hay cot dwoc chon.

N nin-— 3
Bai 15. Ta gia thiét rang néu mot da giac c6 n canh thi c6 % duong chéo.

Xét mot da gidc 16i bat ki véi s& canh 1a chdn (da gidc 16i 2k canh véi k>2).

. . 2k(2k-3)
Khi d6 s6 duong chéo ciano la s = —

Ta co s:k(Zk—3):2k(k—2)+k nén suy ra s>2k(k—2).

Gia str nguoc lai da giac nay cé tinh chat mdi duong chéo cia né déu song song véi mot
canh nao d¢6 cta da giac. Da giac nay c6 2k canh, vi thé tix s > Zk(k— 2) suy ra ton tai it
nhat k-1 duong chéo d,,d,,d,, ... d,_, ma cic duong chéo nay cung song song v6i mot
canh a nao d6 cua tam giac da cho. That vay, néu nguoc lai mdi canh t8i da 1a song song
k—2 dudng chéo thi t6i da ta chi c6 k(k—2) duong chéo va s<2k(k-2). Diéu nay mau
thuan véi (1).

Nhu thé ta ¢6 k duong théng song song voinhau a,d,,d,,d,,...d, ;.

Mit khac da gidc da cho 1a da gidc 16i nén cdc dwong chéo d,,d,,d,,....d, , cung ndm trén
mot nita mit phang bo x4c dinh canh a. Khong mat tinh tdng quat c6 thé cho d, 1a duong
chéo xa nhat d6i véi a. Ta c6 tat ca k doan thang phan biét, nén mdi dinh ctia da giac déu
la dau mat caa mot doan nao d6 trong k doan trén. T d6 suy ra toan bo da giac nam hin
vé mot ntra mat phang xac dinh boi d,. Do d, 1a dwong chéo, nén diéu nay mau thuan véi

tinh 161 ctia da giac. Vay gia thiét phan chiing la sai.

Tt d6 ta c6 diéu phai chitng minh.
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Bai 16. Chia mdi canh ctia hinh 1ap phuong thanh 13 phan bang nhau. Nhuw thé hinh lap
phuong da cho duoc chia thanh 13° =2197 hinh 1ap phwong nho. Do
11000 > 5.2197 — 10985, nén ton tai it nhat 1 hinh 1ap phuwong nho, ma hinh 1ap phuong nay

chtra it nhat 6 diém. Nhw da biét, néu goi canh hinh lap phurong bang a, thi hinh cau ngoai

i€ c6 bén kinh R voi R = %aﬁ .

Vi thé hinh cau ngoai ti€p hinh lap phwong nho(canh ctia né la %) duoc xac dinh la

_115 15 f675 1
1
T 213 \/_ \j 13 169 \/_
Hinh cau ban kinh R nay di nhién chtta it nhat 6 diém trong s6 11000 diém da cho.

Bai 17. Mau son mau cé thé xay ra véi ban co nay c6 dang tir 1 dén 8. Gia st mot trong s&
cac cot thudc dang 1. Bai toan sé duwgc chitng minh néu tat ca cac cot con lai thudc dang 1,
2, 3 hodc 4. Gia st tat ca cac cot con lai thudc dang 5, 6, 7, 8. Khi d6 theo nguyén 1i Dirichlet

2 trong sd 6 cOt ¢ 2 cft cung 1 dang va nhu vay bai toan cling dwgc chiing minh.

Chiing minh hoan toan twong ty néu 1 cot c6 dang 8. Gia str khong c6 cdt nao trong
cac cot 1, 8 thi theo nguyén 1i Dirichlet cling cd 2 ¢t cuing dang va bai toan cling dwoc

chiing minh.

Bai 18. LAy mdi 16 kim 1a tdm dyng mot hinh tron ban kinh 1em. Téng dién tich caa 31
hinh tron nay sé 1a 31z nho hon dién tich ctia hinh vudng canh 10 cm . Do d6 phai c6 mot
diém M trong hinh vudng canh 10 cm(la hinh vudng thu duoc tix hinh vuéng canh 12 cm
da cho bang cach thu hep cac chiéu 1em) va khong nam trong 31 hinh tron ban kinh dugc
dung nhu da trinh bay 6 trén. Ldy diém M lam tdm ta cat mot hinh tron ban kinh 1em, thi
hinh tron nay ndm hoan toan trong hinh vuéng da cho cé canh dai 12 cm va khong chira

mot 16 kim chaAm nao ca.
Bai toan tong quat c thé duoc phat biéu nhu sau: Trong mét to gidy hinh vudng co

canh bang b c6 a 16 kim cham. (trong d6 b >+ar’z ). Chtiing minh rang ta van c6 thé cat tir

to gidy nay ra mét hinh tron c6 ban kinh r cm ma khong chita mot 16 kim cham nao.
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Bai 19. Chia hinh tron thanh (C) thanh 8 hinh quat bang nhau, mdi hinh quat c6 dién tich
bang 1. Theo nguyén ly Dirichlet, ton tai it nhat mot hinh quat (a) chita 3 diém trong s6 17
diém da cho. Tam giac c6 3 dinh 1a 3 di€m d6 ndm tron trong hinh quat (a) nén c6 dién tich
nho hon dién tich hinh quat, tc la bé hon 1.

Bai 20. Xét hinh gom tat ca cac diém cach hinh vuéng nho canh 1 mét khoang khong 16n
hon 1. RS rang hinh tron ban kinh 1 cé tdm ndm ngoai hinh d6 nén khong thé cat hinh
vudng nhé. Dién tich hinh d6 bang 5+ 7. TAm hinh tron can tim cling can phai cach cac
canh cta hinh vudng 16n hon mét khoang 16n hon 1, ttec 1a 6 bén trong hinh vudng canh
13. Vi 20(5+7)<13%. Hinh tron ¢6 tam tai di€m khong bi phu sé c6 tinh chat thoa man dé
bai.

Bai 21. Goi d la khoang cach hai diém A, Aj xa nhat trong tat ca cac diém thudc tap hop
S.Gid st A, c6 khoang cach dén duong thang A;A; 16n nhat. Khi d6 tam gidc A,A/A, c6
Siaa, <1 valon nhat T cac di€m A, A; va A, vé cdc duong thang song song vdi cac
canh cua tam giac A;A/A, thi ta thu duoc bon tam gidc con bang nhau va mot tam giac
16n. Tam giac 16n c6 dién tich khong vuot qua 4 don vi. Tam gidc nay chira 8065 diém da
cho. Vi 8065:4 =2016 du 1. Nén theo nguyén li Dirichlet thi ton tai mot tam giac con chita
2017 diém thudc tap hop S thdéa man dé bai.

Bai 22. Tam giac déu c6 canh bang 2 cm thi dién tich bang J3 em?, tam giac déu c6 canh

bang 1 cm thi dién tich bang 73 cm? . Néu tam giac déu c6 canh 16n hon 1em thi dién tich
. 3
16n hon R cm?

Goi t 1a s6 tam gidc déu c6 canh 16n hon hodc bang lem chita duwoc trong tam gidc déu c6

canh 2 cm:

1<t<4 (vditlasdnguyén duong). Suyra t_ =3.

X

Theo nguyén ly Drichlet sé€ c6 1 trong t tam gidc déu c6 canh 16n hon 1em d6 chira

t6i da 2 di€ém thoa man khoang cach gitta hai diém bat ky luén 1é6n hon 1cm.
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Vay s6 diém thoa yéu cau bai toan la 2 <n <4 nén gia trj 16n nhat cua n 4

Bai 23. Xét hai diém A va B trong 25 diém da cho thoa man diéu kién AB c6 do dai l6n

nhat. Ta xét cac truong hop sau:

e Trwong hop 1: Vi AB <1. Khi d6 moi diém C bat ki trong 25 diém da cho ta déu co
AC< AB<1. Suy ra toan bd 25 diém trén cing nam trong duong tron tam A c6 ban kinh

bang 1.

e Truong hop 2: V6i AB>1. Khi d6 xét di€m C trong so cac di€m con lai.

Theo gia thiét vdi ba diém A, B, C ta luén ¢c6 AC <1 hodc BC<1.

Nhu vay voéi cac diém con lai ¢6 it nhat 12 doan théng xuat phat ttr A c6 d¢ dai nhé nhon
1 hoac cd it nhat 12 diém xuat phat tir B ¢6 d6 dai nho hon 1. Vé duong tron tam A ban
kinh bang 1 hodc duong tron tam B ban kinh bang 1.

Suy ra duong tron tam A hoac duong tron tam B chita it nhat 13 diém tron so cac diém da

cho.

Tt d6 bai toan dwgc chitng minh.

Bai 24. Xét da giac 16i 2n canh A A A, ... A, . Ta xét cac truong hop sau:

o Truong hop 1: Diém P nam trén mot duong chéo cua da gidc A ALA,..A, .

Khon mat tinh téng quat ta gia sit P nam trén duong chéo AA; cta da gidc. Khi d¢ hai
duong thang PA. va PA, trung nhau va khong cat phan trong ctia bat ctt canh nao ctia da

gidc. Khi d6 2n -2 chi cat t6i da 2n—-2 canh ctia da giac. Vay cd it nhat hai canh ctia da
giac thdéa méan yéu cau cua bai toan.

o Truong hop 2: Diém P khong nam trén bat ki duong chéo nao cua da gidc A ALA,..A,_.
Vé duong chéo A A_, , khi d6 mdi phia ctia dudong chéo chita n canh cta da gidc. Khong
mat tinh tdng quat ta gia st diém P nam trong da gidc A A A,..A__.Khi d6 n+1 duong

théng PA,  ;PA_;PA_,;..;PA, khong thé cit cdc canh A A A A oA AL
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Con lai n—1 duong thang cit phan trong t3i da ctia n—1 canh trong n canh nay. Nhu vay

ton tai mot trongncanh A A ;A A ;.;A, A, thoaman yéu cau bai toan.

Bai 25. Gia st 19 diém nam trong tam gidc déu ABC canh bang 3. Chia tam gidc ABC

thanh 9 tam gidc déu, c6 canh bang 1 (goi 14 tam giac nhé) nhu hinh vé.
Mbi tam gidc nho c6 dién tich1a S = g .béyla19=29+1

Vi ¢6 19 diém ndm trong 9 tam gidc nhé nén theo nguyén ly Dirichlets thi c6 it nhat 3 diém

cung thuéc mot hinh tam gidc nho. Gia stt 3 diém déla I,,1,,1,.

V3

Khi d6 tam gidc ALLI, ndm trong mot tam giac nhé nén S sy S

Bai 26. Chia hinh vudng da thanh 4 hinh vuéng con. Dé dang tinh dugc, canh ctia mot
hinh vudng con la % va duong chéo la 72 . Gieo 5 diém da cho vao hinh vuong ban dau,

5 diém do sé nam trong 4 hinh vuong con. Theo nguyén tac Dirichlets thi ton tai 2 diém

nam trong cing mot hinh vuéng. Va do d6 khoang cach gifta 2 diém d6 sé khong 16n hon

dwong chéo ctia hinh vudng chita né, titc la khong 16n hon 72 .

Bai 27. Goi O la tam duong tron ngoai tiép AABC. Ké OH, OK, OG lan luot vudng gbc véi
cac canh AB, AC, BC. Dé dang chiing minh dwoc cac t¢ giac AHOK, BHOG, KOGC noi
ti€p cac duong tron duong kinh OA=0B=0C=2 cm. Ta c6 2017 diém nén theo nguyén
li Diriclet thi sé ton tai mot ti giac cd chira it nhat 673 diém, gia st d6 la t giac OKCG.

Xét tir gidc OKCG. Goi I la trung diém OC nén I la tam duong tron ngoai ti€p t& giac
OKCG

Khi d¢ ta duwgc IO=IK=IC=IG=1cm.Ké IV, IN, IP, IQ Ian lwgt vuoéng goc véi OK, KC,
CG, GO. Suy ra bon tir giac OMIQ, MKNI, INCP, PGQI ndi tiép cac duong tron duong
kinh bang 1 cm

ma c6 673 diém. Nhu vay theo nguyén 1i Diriclet thi sé ton tai mot t& giac cd chira it nhat

169 diém, gia st d6 la t& giac MKNI. Khi d6 169 diém nay sé thudc duong tron ngoai tiép
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t¢ giac MKNI ¢6 dwong kinh IK =1cm. Do dé khoang cach 169 diém nay khong 16n hon
lem

Bai 28. Gia st 5 diém dé 1a A, B, C, D, E. Vi trong nam diém nay khong c6 ba diém nao
thing hang nén ta ton tai2 diém trong ndm diém da cho sao cho duong thing di
qua 2 diém nay chia mit phang thanh hai ntta mit phang va 3 diém con lai nam cling vé
mot nita mit phang bo la dwong thang trén. Gia st d6 la 2 diém A va B. Xét 3 goc sau
ACB; ADB;AEB. Khi d6 do trong 5 diém khong c6 bon diém nao cung thudéc mot duong
tron nén ta hoan toan cé thé sap thit ty chiing nhu sau: ACB < ADB < AEB. Khi d6 dé
thdy diém Enam bén trong duwong tron ngoai tiép tam gidc ADB con diém C nam bén
ngoai duong tron ngoai tiép tam giac ADB.(chiing minh don gian dwa theo cach tinh sd do

cta goc c6 dinh nam trong, nam ngoai duong tron)

Bai 29. Chia hinh ch® nhat 4x3 thanh 24 hinh chit nhat %x 1, mdi hinh chit nhat ¢6 dién

tich la % Vi ¢6 49 diém nam trong 24 hinh ch nhat nén ton tai mot hinh ch nhat %x 1
chtta it nhat 3 diém trong 49 diém da cho. Tam gic c6 ba dinh 1a 3 diém nam trong hinh chir
nhat nay c6 dién tich nhé hon % :

Bai 30. Chia mdi canh ctia tam giac thanh 8 doan
thang bang nhau. N&i cac diém chia d6 bang cac doan

thang song song vdi cac canh cua tam gidc. Ta duwoc

cac tam gidc déu c6 canh bang 1

S6 tam gidc déula 1+3+...+15=8" =64

Dit ngau nhién 193 diém vao 64 tam gidc nay (

193:64=3du 1)

Theo nguyén li dirichlet thi sé c6 it nhdt 1 tam

giac déu cd it nhat 4 diém.
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Xét tam gidc déu nay, goi G la trong tam ctia tam giac, tit G vé cac doan thing

vudng goc dén cac canh, tao thanh 3 it giac bang nhau
D4t ngau nhién 4 diém vao tam gidc nay theo nguyeén li Dirichlet s& c6 mot ti gidc

chtra it nhat 2 diém. Ma t gidc nay ndi tiép trong duong tron dwong kinh GA nén khoang

AB\3 _2 ABJ3 _\3
2 ' 3

3 2 3

cach ctia ching d< AGMataco AH= .Do do

NG

d<—
3

= GA=§.AH

Bai 31. Ldy 1 diém A bat ki trong 403 diém d6 vé duong tron tam A ban kinh 1.

+ Néu 4032 diém con lai thudc hinh tron thi bai toan dwoc chirng minh.

+ Né&u tat ca 4032 diém d6 nam ngoai hinh tron thi ta 1dy 1 diém B bat ki trong s d6 vé
dwong tron tam B ban kinh 1.

+ Neéu 4031 diém con lai thudc hinh tron thi bai toan dwgc chiing minh.

+ Néu trong d6 c6 mot diém C khong thudc ca 2 hinh tron thi AC>1; AB>1;BC>1 diéu
nay trai véi gia thiét dau bai.

Suy ra 4033 diém do6 phai thudc hinh tron tam A hodc tam B. Nhu vay theo nguyén ly
Dirichlet thi ton tai 1 hinh tron cé ban kinh 1 chira it nhat 2016 diém

Bai 32. Goi 2015 diém trén mat phang lan luot1a A; AL A A

2015 *

V& cac duong tron tam O ban kinh Ian luot la OA;OA,;OA;;..OA

2015 *

Ta goi di€ém A, gan di€m O hon A, néu OA, <OA,

Gia st A, la diém gan O nhat thi ta ¢ nhiéu nhat 2015 duong tron tam OO.

Vé hai dwong thang vuong géc véi nhau tai O thi hai duong thang d6 sé chia mit phang
lam 4 phan.

Tt 4 phan trén & mdi phan ta chon diém xa O nhat & timg phan roi tir 4 diém &y ta vé
duong tron theo yéu cau dé bai thi 44 duong tron dy sé phu kin toan bd 2015 diém trén
hodc sé phti hau hét cac diém va van con mot vai diém chuwra dwgc phu. Tuy nhién cac
diém chura dwoc phti sé ndm trong viing cat ctia ba duong tron. Khi d6 tir mot trong cac

diém do ta co thé vé mot duong tron bao phu 2015 diém con lai.
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Bai 33. Gia sit 6 dgi bong do la A, B, C, D, E, F. Xét d¢i A, theo nguyén ly Dirichlé ta suy ra
A phai ddu hodc khong ddu véi it nhdt 3 d6i khac. Khong mat tinh tong quat ta gia st A
da dauvéiB, C, D.
+Néu B,C, D ting cdp chwa dau véi nhau thi bai toan dugc chiing minh.
+Neéu B, C, D c6 hai d6i da dau véi nhau, vi du B va C thi 3 d6i A, B, C tung cap da dau
vdinhau.
Nhu vay bat ctt ltic nao cling ¢6 3 di trong do ting cdp da ddu véi nhau hoac chua dau
vOi nhau tran nao.
Bai 34. Goi (O) la duong tron ngoai ti€p luc giac déu c6 canh b?ng 2, khi d6 (O) c6 ban
kinh R=2.Goi ABCD la hinh vudng ngoai tiép (O). Canh cta hinh vudng nay bang 4.
Chia hinh vuéng thanh 16 hinh vudng nhé, cé canh bang 1.

Ro rang 16 hinh vuong nay chita 81 diém da cho. Vi 81=16.5+1 nén theo nguyén

ly Dirichlet sé ton tai hinh vudéng canh bang 1 chtta it nhat 6 diém trong s& cac diém da

cho.
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CHU PE 2: UNG DUNG NGUYEN LI DIRICHLET
TRONG CHUNG MINH BAT PANG THUC

Nha toan hoc Ptrc P.G.Lejeune Dirichlet (1805-1859) da néu ra mot dinh i ma vé
sau nguoi ta goi la Nguyén Ii Dirichlet, nguyén ly dwoc phat biéu nhu sau:

“Néu nhot vao n chiéc Iong mot so"chii tho ma so'lwong lon hon n thi ta sé tim dwgc mot
chiéc [ong ma trong do cé nhiéu hon mot con tho”

Chting ta biét bt dang thtrc 1a mot dang todn hay va khé, thuong c6 trong cac ki
thi hoc sinh gioi cdp Tinh, cdp Qudc gia va Qudc t€. Co rat nhiéu phuong phap dé ching
minh bat dang thitc nhu phwong phap chitng minh bang phép bién d6i tuong duong,
phuwong phép quy nap, phuong phap chitng minh bang phan chiing, dung cac BDT c6
dién: Cauchy, Bunhiacopxki, ...

Trong bai viét nay chung t6i mudn gidi thiéu mdt phwong phép chiing minh bat
dang thtec khd thu vi 1a tng dung nguyén li Dirichlet. Véi phwong phap nay, gitp ching
ta chting minh dwoc mot s8 bai toan bt dang thite mot cach rat gon gang va doc déo.

T nguyén 1i Dirichlet c6 mot ménh dé c6 y nghia hét sttcc quan trong: Trong 3 s6”
thuc bdt ki a, b, c bao gio ciing tim dugc hai sé ciing diu.

Day la mot ménh d@é rat quan trong, béi khi ta da chon dwgc “diéin roi” (tic 1a dang
thitc ctia bai toan) thi ta c6 thé 4p dung ménh dé trén d€ ching minh bat dang thuc.
Chéang han dang thtic xay ra khi a =b=c =k thi ta c6 thé gia st 2 s6 (a - k); (b - k)
cung dau, khi d6 thi (e —k)(b—k)>0. Ching ta sé tim hi€u mot s6 vi du sau dé thay
dugc y nghia viéc ting dung nguyén li Dirichlet trong viéc giai bat dang thitc nhw thé

nao?

Bai toan 1. Cho a, b, c 1a cac s8 thuc duong bat ki. Chitng minh rang:

(a2 +2)(b2 +2)(02 +2) > 9(ab+bc+ca)

Phan tich va loi giai
Dé dang du doan duwoc dang thitc xay ra tai a = b = ¢ = 1. Theo mét danh gia quen

thudctacod 9 (ab + bc + ca) <3 (a +b+ c)2 . Nhu vay ta can chitng minh
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2
(a2 +2)(b2 +2)(c2 +2) > 3(a+b+c)
Quan sat bat ddng thikc trén ta nghi dén bat dang thitc Bunhiacopxki. Nhw vay ta
can dénh gié tir (a + b+ c)2 1am xudt hién a® + 2, d€'y ta thay
2
(a+b+c) < (a2 +1+1)(1+b2 +02) = (a2 +2)(1+b2 +c2)
Phép chiing minh sé hoan tat néu ta chi ra duoc
3(a2 +2)(1+b2 + 02) < (a2 +2)(b2 + 2)((:2 +2)
= 3(1 +b’ + cz) < (b2 + 2)((:2 +2)
Bién d6i twong duong ta thu duoc
3(1+b2 +<:2) < (b2 +2)(c2 +2) < 3+3b” +3¢® <b%? +2b° +2¢ +4
S -b - +120 e (b -1)(c 1) 20
Nhuw vay ta chi can chi ra duoc (b2 — 1)(02 — 1) > 0, tuy nhién vi vai tro cua a, b, ¢
nhu nhau nén theo nguyén li Dirichlet thi trong ba s§ a’ —1; b* —1; ¢ — 1 ludn ton tai hai
s6 cung ddu va ta hoan toan cé thé gia st hai s6 d6 1a b* —1; ¢* —1. Nhu vay bai toan

duwoc chitng minh xong.
Nhdn xét: Ta c6 thé chitng minh bit ding thirc trén theo cich khic sau:

Theo nguyén li Dirichlet trong ba s6" ab—1; bc —1; ca —1 ton tai hai s6"khong trdi diu,
Khong mat tinh tong qudat ta gia s hai s6'do ta ab —1; be — 1khi do ta dieoc
(ab-1)(bc—1)2 0= ab’c+1= ab+be
Suy ra a’b’c® +b* +2>2 (abQC + 1) >2 (ab + bc)
Bit diing thitc ciin chitng minh viét lai thanh
a’b’c® + 2(@21)2 +b°c” + 02a2) + 4((12 +0° + 02) +8 = 9(ab +bc + ca)
Tacé a’b’c® +b° +2> Z(ab + bc) v 3(&2 +b° + 02) > 3(ab +bc + ca,)
Lai thdy a’b® +1 > 2ab nén 2(&262 +b%? + czaQ) +6 2> 4(ab +be + ca)
Vi a® + ¢ > 2ac. Tir cic bat dang thikc trén ta dwoc
a’b’c® + 2(@21)2 +b°c” + 02a2) + 4(a2 +0° + 02) +8 2= 9(ab +bc + ca)

Viy bit ding thic trén dweoc chitng minh. Dang thitc xdy rakhi va chikhi a =b=c =1.

Bai toan 2. Cho a, b, ¢ 1a cac s8 thuc khong am bat ki. Chitng minh rang:

a2+b2+02+2abc+122(ab+bc+ca)
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Loi giai
Trudc hét ta d€ y dén dang thic xay ra tai a =b =c =1 diéu nay c6 nghia 1a khi
dang thitc xay ra thi a —1; b—1; ¢ —1 cling bang 0, ngoai ta trong bat dang thitc chita cac
dai luong ab,abc,... nén ta nghi dén tich ¢(a—1)(b—1), tuy nhién ta chua thé khing

dinh duogc tich d6 c6 khong am hay khong nén ta st dung nguyén li Dirichlet.

Theo nguyén 1i Dirichlet trong ba s6 a —1; b—1; ¢ —1 ludn ton tai hai s6 cung dau,
khong mat tinh tong quat ta gia s hai d61a a —1; b—1, khi d6 ta c6
(a—l)(b—l) >0 < c(a—l)(b—l) 20 < abc—ac—-bc+c=0
Khi dé ta cé
a’+b’>+c’ +2abc+1= (a—b)2 +(1—c)2 +2(abc—ac—bc+c)+2(ab+bc+ca)
Dé thay (a—b)2 +(1—c)2 +2(abc—ac—bc+c) > (0 nén ta cd
(a - b)2 + 2ab + (1 - c) +2c + 2abc — 2ac —2bc + 2 (bc + ca) (ab + bc + ca)

Suyra a’ +b’ +c” +2abc+1> 2(ab+bc+ca)
Vay bat dang thiic duoc chiing minh. Déng thitc xdy ra khivachikhi a=b=c=1.
Nhan xét: Ta c6 thé chitng minh duwoc bit ding thirc diing v6i moi so thiee néu thay déi mot chiit:
a’ +b>+c +a’b’c’ +2 > 2(ab+bc+ca)
Theo nguyén li Dirichlet thi ¢* (a2 — 1)(()2 — 1) > 0= a’b’c® +c 2 b’c’ +c’a’
Nén ta chi cin chitng minh
a’ +b* +2+b°c +c’a’ > 2(ab+bc+ca) = (a—b)2 +(bc— ) (ca 1) 0

Bit ding thitc nay hién nhién ding. Ding thitc xdy ra khiva chikhi a =b = ¢ = +1

Bai toan 3. Cho cac s6 thuc dwong a, b, c. Chting minh rang

a2+b2+02+2abc+32(a+1)(b+1)(c+1)

Loi giai
Sau khi nhan 2 vé& cho 2 thi bat dang thitc trén tuwong duong véi
2(&2 +b? +c2)+2abc+4 > 2(&b+bc+ca)+2(a+b+c)
Theo bai toan 2 ta dwoc a” + b> + ¢ +2abc +1 > 2<ab + bc + Ca)
Phép chitng minh sé hoan tat néu ta chi ra duoc
a’+b’+c” +3> 2(a+b+c) =3 (a—l)2 +(b—1)2 +(c—1)2 >0

Bat dang thitc cudi cting luén dung. Vay bai toan duregc ching minh.
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Déng thitc xdy rakhivachikhia=b=c=1

Bai toan 4. Cho cac s thuc duong a, b, c. Chitng minh rang

(a2 +2)(b2 +2)(c® +2) > 3(a+b+c)2 +(abc—1)2

Loi giai
B4t dang thic trén twong duong voi
2(a2b2 +b*c? +cza2) +4(a2 +b* + 02) +2abc+7 2 9(ab + bc +ca)
Theo bat dang thitc Cauchy thi
2a’b’ +2 +2b’c® +2 +2c’a® + 2 > 4ab + 4bc + 4ca
Va 3a’ + 3b° + 3¢* > 3ab + 3bc + 3ca
Tt d6 két hop vdi bai toan 2 ta suy ra diéu phai chtiing minh.
Dang thitc xay ra khiva chikhi a=b=c =1.

Bai toan 5. Cho a, b, c 1a cic s6 thuc duong théa man a’® + b’ +¢” +abc = 4

Chttng minh rang; ab+bc+ca—abc <2

Loi giai
Du doan d&u dang thiic xdy rataia=b=c=1
Cach 1: Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s6 (a - 1); (b - 1); (C - 1) cung dau. Khong
madt tinh tong quat, gia st (a - 1) (b - 1) > 0 thi
c(a—l)(b—l) >(0=abc=bc+ca-c
Mitkhictacé 4 =a’>+b’+c* +abc>2ab+c® +abc

Suy ra 4—c*>2ab+abc<>2—c>ab

Suy ra OSab+bc+ca—abcS2—c+bc+ca—(bc+ca—c):2
Cach 2: Theo nguyén ly Dirichlet ta cd c(a—l)(b—l) >(0=abc=bc+ca-c

:>ab+bc+ca—abc£ab+bc+ca—(ac+bc—c)
= ab+bc+ca—abc<ab+c
Ta di chitng minh ab +c¢ <2

a’ + b

Tkt a> +b”> + ¢ +abc =4 tadwoc a* < 4; b* < 4; ab < <4,

Mt khac cling tir a” +b” +c¢? +abc =4 suyra ¢ +abc+a’+b*> -4 =0

Xem dang thtc trén 1a 1a phurong trinh 1a bac hai theo bién c.
2
Khi d6 ta dwoc A = (ab) —4(&2 +b° —4) = (4—a2)(4—b2) >0

Do d6 phuong trinh c6 hai nghiém
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—ab+\/(4—a2)(4—b2) —ab—\/(4—a2)(4—b2)

vac=

C =

2 2
Vies0nen e o —ab+\/(4—2a2)(4—b2)
Do d6 ta dugc
ab + —ab+\/(4—2a2)(4—b2) <9 aba —ab+\/(4—2a2)(4_b2) L,

<:>4—ab2\/(4—a2)(4—b2) & (4-ab) 2 (4-a%)(4-1*) = (a=b) 20

Vay bat dang thikc phai chiing minh.

Bai toan 6. Cho a, b, c1a cac s6 thyc dwong thdéa man ab + be + ca + abe = 4. Ching minh

rang: a+b+c>ab+bc+ca

Loi giai
Khong mat tinh tong quat, gia st hai s a —1 va b —1cung khong am

Khi d6 ta dwoc c(a—l)(b—l)z0:>ab02bc+ca—c

Suy ra a+b+c+ab(:2a+b+c+ac+bc—c<:>a+b+c+abcz(a+b)(c+1)

Mait khac ta co6
(a+b)2 c(a+b)2
4=ab+bc+ca+abc=c(a+b)+ab+abc£c(a+b)+ +
4 4
Suyra ¢ = a+b—1:>(a+b)(c+1)24

Do d6 ta dwoc a+ b +c+abc > 4 nén ta co

a+b+c+abc >ab+bc+ca+abc
Hay a+b+c > ab + bc + ca. Vay bat dang thitc dugc chitng minh.

Nhin xét: Ta ciing c6 thé’chirng minh theo cdch sau ddy

Theo nguyén Ii Dirichlet thi 2 trong 3 s6’ (a - 1) : (b - 1),(0 —1) cung ddu, khong mat tinh

tong qudt, gid sir (a - 1)(() - 1) > 0.

Khi do c(a—l)(b—l)ZO:>cZac+bc—abc.
Do d6 ta chi cin chitng minh a +b = ab + abc
N .2 A% 4-&[)
Tir gid thiét ab+bc+ca+abc =4 suyra c = ————
a+b+ab

Thay vao bt dang thitc trén ta dwoc bat dang thirc twong dwong la:

TAI LIEU TOAN HOC



4 —ab
a+b+ab

a+b2ab(1+ ]<:>(a+b)(a+b+ab)2ab(4+a+b)<:>(a—b)2 >0

Bit ding thitc trén hién nhién diing. Phép chitng minh hoan tat.

Bai toan 7. Cho a, b, ¢ 1a cac s8 thuc duong thoa man abc = 1. Chiing minh rang;

l?+l2+l2+322(a+b+c).
a~ b” ¢
Loi giai
. 22 , VI 1 1 1
Bat dang thitc dugc viét lai la P=—2+§+—2+3—2(a+b+c)20
a C

Khong mat tinh tong quat gia st a —1 va b —1cung khong am.

Khi dé suy ra (a—l)(b—l) >0.Taco

2
1 1 1 1 1 2 1
P:¥+§+§+3—2(a+b+(?):(;—g} +£+§—2(a+b+C)+3

2 2
_(1.1 +2c+a2b2—2(a+b+c)+3: L ) o —2a—2b+3
a b a b

:[i—%f+2(a—1)(b—1)+(ab—1)2 20

Vay bat déng thiic dwoc chiing minh.

Bai toan 8. Cho a, b, c 14 cac s6 thuc duwong. Chiing minh réng:

[a%_l][b%_l]+(b+%_1][C+i_l}[ﬁi_l}[a%_l)23

Loi giai

1 1 1 ’, J A 7 .
bat x = a+g; y =b+—; z =c+ —, khi d6 bat dang thiic can chitng minh dwoc
¢ a

viét lai thanh

(x=1)(y=1)+(y-1)(z—1)+(z—1)(x -1) 2 3

Hay ta can chtng minh xy + yz + zx = 2 (X +y+ z)
Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s6 (X — 2) : (y - 2) ,(z—2) cung d&u.
Khong mat tinh tong quat, gia st (X - 2) (y - 2) >0, suy ra

Xy+422X+2y:>2(x+y+z)32z+xy+4

1
Lai c6 Xyz=abc+?+x+y+222+x+y+z22+2»\/Xy+z
abc
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z(xy—l)ZQ(\/g—l):z(\/X_—l)ZQ

Tt hai bat dang thitc trén ta dwoc 2(X+ y +Z) <2z4+xy+4<xy+yz+2zx

Suy ra

Vay ta c6 diéu phai chtiing minh. Dang thiec xay ra khi vachikhi a=b=c =1,

Bai toan 9. Cho a, b, cla cac s6 thuc duong thoa man a + b + ¢ = 3. Chitng minh rﬁmg:

(a”—a+1) (b’ =b+1)(c’ —c+1) 21

Loi giai
Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s& (a —1),(b —1),((: —1) cuing d4u, khong mat
tinh téng quat gia str (b—1)(c—1) > 0. Khi d6 ta duoc
(b2 —b+1)(c2 —c+1) = bc(b—l)(c—l)+b2 +c¢"—b-c+1
>Db’ +¢” —b—c+12%(b+c)2 —(b+c)+1
Do do ta dwoc
(a2 —a+1)(b2 —b+1)(c2 —c+1)
> (aQ —a+1){%(b+c)2 —(b+c)+1} = %(aQ —a+1)(a2 —4a+5)
Nén ta chi can chitng minh
(a2 —a+1)(a2 —4a+5) >2& (a—1)2 (a2 —3a+3)2 0

Bat dang thitc cudi cting ludn ding. Vay bat dang thic dwoc chiing minh.

Déng thitc xdy rakhivachikhia=b=c=1

Bai toan 10. Cho a, b, c 1a cac s6 thuc dwong thdéa man abc = 1. Chiing minh r%mg:

a2+b2+cz+a+b+022(ab+bc+ca)

Loi giai
Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s6 (a - 1) ) (b - 1) ,(c—1) cung d&du, khong
mat tinh tong quat gia sk (a -1)(b—- 1) > (0= abc>ac+bc—c.

Theo bat déng thitc Cauchy ta cé a +b+c > 3%/abc = 3

Phép chiing minh sé hoan tat néu ta chi ra dugc

a2+b2+c2+322(ab+bc+ca)

That vay ta c6 a’+b’+c+3=a’+b>+c* +2abc+1
Theo bat dang thitc Cauchy ta c6 a® +b* > 2ab; ¢* +1 > 2c

Két hop v6i abc = ac + be — ¢ ta duoc
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a2+b2+02+322ab+20+2(bc+ca—c):2(ab+bc+ca)

Vay bat dang thiic duoc chitng minh. Dang thitc xay ra khivachikhia=b=c=1

Bai toan 11. Cho a, b, ¢ 1a cac s6 thuc khong am bat ki. Chitng minh rang:

abc+2+i|:(a—1)2+(b—1)2+(c—1)2}2a+b+c

V2

Loi giai
Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s& (a - 1) , (b - 1) ; (c - 1) cung ddu. Khong
mét tinh tong quat, gia st (a—1)(b-1)=0=ab>a+b-1.

Vi vay dé hoan tat bai toan ta chi can chtirng minh

c(asb-1)s24 | (a-1) (-1 +(c-1) [zasbrc

-
Hay %[(a_lf+(b_1)2+(c_1)2]2(a+b_2)(1_c)

Ap dung bat dang thitc Cauchy ta co
(a +b-2

(a=1) +(b=1) +(c-1) ZT)Q+(C—1)2
Z\E‘(a+b—2)(1—c)‘2\/§(a+b—2)(1—c)

Vay bat dang thiic duoc chitng minh. Dang thiic xay ra khi va chikhi a=b =c¢

Bai toan 12. Cho a, b, c 1a cac s8 thuc dwong. Chting minh rang:

2(a2+b2+c2)+abc+825(a+b+c)

Loi giai
Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s& (a — 1), (b — 1), (c — 1) cung dau, khong
mat tinh tong quat gia sw (a - 1)(b - 1) >(0 = abc >ac+bc—c.
Suy ra 2(&2 +b’ +CQ)+abc+8 > Q(a2 +b’ +c2)+ac+bc—c+8
Phép chitng minh sé hoan tat néu ta chi ra duoc
Q(a2 +b’ +(22)+ac+bc—c+8 > 5(a+b+c)
That vay, bat dang trén tuong duong véi
(b+c-2) +(cta-2) +3(a-1) +3(b-1) +2(c~1) 20
Bat dang thic trén ludn ding.

Vay bai todn dugc chtiing minh xong. Dang thitc xay ra khia chikhi a=b=c=1.

Nhdn xét: Hoan toan tirong tie ta co thé'tong qudt héa bai todn trén:
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88

a). Choa, b, c la cdc 0 thyee dwong. Chieng minh ring:

m(a2+62+62)+abc+3m+22(2m+1)(a+b+c).

, . 2
Trong dé m la so’ thiec cho trude thoa man m 2 g

b) Choa, b, ¢ la cdc s6 thyee diwong. Chieng minh ring:

(2m—1)(a2 +b° +c2)+2abc+1 > 2m(ab+bc+ca).

Trong dé m la sothwc cho truée thoa man m > 1
¢) Choa, b, ¢ la cic so' thiee dwong. Chitng minh ring ta luén cé bat dang thikc:
abc+a’ +b* +c+2>a+b+c+ab+bc+ca

d) Cho a, b, c la cdc s6'thyec diwong. Chitng minh rang:

2abc+a4+b4+c4+1326(a+b+c)

Bai toan 13. Cho a, b, c 1a cac s6 thuc khong am. Ching minh réng:

5(&3 + b’ +03)+3abc+9 29(ab+bc+ca)

Loi giai
Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s& (a - 1), (b - 1), (c - 1) cung dau,
khong mat tinh tong quat gia st (a —1)(b— 1) > 0 = 3abc > 3ac + 3bc — 3c.
Suy ra 5(&3 +b?* +03)+3abc+9 > 5(&3 +b’ +03)+3a(:+3bc—3c+9
Phép chitng minh sé hoan tat néu ta chi ra duoc
5(&3 +b’ +C3)+3ac+3bc—3(:+9 > 9(ab+bc+ca)
= 5(a3 +b’ +c3)+9 > 9ab + 6bc + 6ca + 3c

That vay, 4p dung bat dang thitc Cauchy ta c6

3c=3c’1.1<c® +1+1; 6ca=6%c’a’1<2c®+2a° +2

6be = 63b’.c’.1 <2b° +2¢* +2; 9ab = 9a’b’.1 < 3a’ +3b’ +3
Cong vé theo vé& cac bat dang thiic trén ta dugc

5(a3+b3+c3)+929ab+6bc+6ca+30

Vay bat ding thikc dwoc chiing minh. Dang thitc xay rakhivachikhia=b=c=1

Bai toan 14. Cho a, b, ¢ 1a cac s6 thuc khong am thdéa man a + b + ¢ = 1. Chitng minh rang:

9abc+1 > 4(ab+bc+ca)

Loi giai
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Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s& (a - %J, [b - %j, (c - %) cung ddu,

khong mat tinh tong quat gia sw (a - %J (b - %J > (0 = 9abc > 3ac + 3bc —c.
Suy ra 1+9abc > 1+ 3ac +3bc—c
Phép chitng minh sé€ hoan tat néu ta chi ra duoc 1+ 3ac+3bc—c >4 (ab + bc + ca)
That vay bat dang thitc trén tiong drong véi
1> c+c(a+b)+4ab <12 c+c(1—c)+4ab
2 2 2
= (1—0) > 4ab < (a+b) > 4ab < (a—b) >0
Vay bat dang thirc dugc chitng minh xong. Dang thikc thic xay ra khi va chi khi
a=b:c=é hoécazbza; ¢ = 0 va cac hoan vi

Nhdn xét: Hoan toan twong tw ta cé thé chitng minh bai todn: Cho a, b, ¢ la cdc s6 thwc khong dm

thod man a +b+c = k. Chitng minh rang: 9abc + k* > 4k (ab +bc + ca)

Bai toan 15. Cho a, b, ¢ 1a cac s6 thuc duong thdéa man abc = 1. Chiing minh rang:

1 1 1 2
+ + + >1

(a+1) (b+1) (c+1) (a+1)(b+1)(c+1)

Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s& (a - 1), (b - 1), (c - 1) cung dau,

khong mat tinh tong quat gia sw (a—l)(b—l) >20=>a+b<1l+ab= C+1.
C
Do do ta dwoc
2
(a+1)(b+1)(c+1) = (1+a+b+ab)(c+1) :2(1+ab)(1+c) < M
C
Ap dung bat dang thiic Bunhiacopxki ta c6
1 1 1 1
(1ra) (1+b] A’ b
(1+ab)[l+b] (1+ab)£1 +€J
b a 1 c

(1+ab)(a+b) (1+ab)(a+b) I+ab c+l

Do do ta dwoc
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(1+a)2 +(1+b)2 +(1+C)2 +(1+a)(1+b)(1+c) ( )
ZCJrl-‘_(c+1)2+(c+1)2: (c+1)2 i

Nhu vay bat dang thizc ban dau duoc chitng minh. Déng thiicc xdy rakhi a=b=c =1

Bai toan 16. Cho a, b, c 1a cic s8 thuc dwong thoa man abe = 1. Chttng minh rang:
L -+ L -+ L -+ L >1
(a+1) (b+1) (c+1) at+b+c+l
Loi giai

1 1
>+ _—
(a+1) (b+1) 1+ab
That vay, bat dang thiic trén twong duong véi
(ab+1)((a+1) + (b+1)" )2 (a 1) (b+1) @ abla=b) + (ab-1)

Nhu vay bat dang thiic trén duoc chiing minh.

Trudc hét ta chiing minh

. , 1 C N , 1 1 C
Ma ta co = nén ta co ;T 5 >
1+ab 1+c¢ (a+1) (b+1) 1+c¢
Phép chiing minh sé€ hoan tat néu ta chi ra duoc
C 1 1

+ -+ >1
1+c (C+1) a+b+c+1

Theo nguyén li Dirichlet thi 2 trong 3 s& (a - 1), (b - 1), (c - 1) cung dau,

1
khong mat tinh tong quat gia su (a—l)(b—1)203a+b£1+abzc+ :
c

Khi do ta dwoc

¢ 1 1 c 1 1 c(c+1)+1+c

ot Tt 121 + st = > =1
+c (c+1) at+b+c+ +c (C+1) c+ tet1 (c+1)
¢

Vay bat déng thiic dwoc chiing minh. Dang thitc xay ra khivachikhi a=b=c=1.

Bai toan 17. Cho a, b, ¢ 1a cac s8 thyc duwong thoa man abc = 1. Chitng minh rang:
a+3 b+3 c+3
2 + 2 + 2

(a+1) (b+1) (c+1)

Loi giai

>3

Trudc tién ta chitng minh 2 bd dé sau:
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1 1 1 2
+ + >
l1+4a 1+b 1+c¢c 1l+a+b+c

BoO dé 2. 1 + 1 + 1 + 1 >1

(1+a)2 (1+b)2 (1+c)2 at+b+c+l

+B& d@é 1: Bat dang thic trén twong dwong véi

+1

3+ab+bc+ca+2(a+b+c)>3+a+b+c©a2+b2+cz >3

2+ab+bc+ca+ta+b+c  l+a+b+c
Dénh gia cudi cting ludn ding vi theo bat dang thikc Cauchy thi
a’ +b’ +c* > 3a’h’c® =3
Vay bd dé 1 duoc chitng minh.
+ B6 dé 2: Theo nguyén 1i Dirichlet thi 2 trong 3 s8 (a - 1) ) (b — 1) ,(c—=1) cung d4u,

1
khong mat tinh tong quat gia s (a—l)(b—l) >0= " —ab+1za+b.
c

1 1 2 2
Ta cé -+ =2 <:>(ab—1) +(a—b) > (0 (dung)
(1+a) (1+b) 1+ab
Do do ta duoc 1 -+ 1 52 1 -_C
(1+a) (b+1) 1+ab c+1
Suy ra
12+12+12+ L 20+12+ ! =1
(1+a) (1+b) (1+C) a+b+c+l c+1 (C+1) C+1+C+1
c
Vay bd dé 2 duoc chitng minh.
Tro lai bai toan thi bdt dang thitc cAn chitng minhtwong dwong véi
1+1+1+22+22+2223
1+a 1+b 1+Db (a+1) (b+1) (b+1)
Ma theo bd dé trén ta co
1 1 1 2 2 2
+ + - -+ -+ 5
l+a 1+b 14D (a+1) (b+1) (b+1)
> 2 + 2 + 2 + 2 +122=1=3

(a+1)2 (b+1)2 (b+1)2 at+b+c+l
Vay bat ding thikc dwoc chiing minh. Dang thiic xay ra khivachikhi a=b=c=1

Bai toan 18. Cho a, b, c 1 cac s8 thic dwong théa man a + b + ¢ = 1. Chiing minh rang:
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(b+c—a)2 (C+a—b)2 (a+b—c)2
+
a?+(b+cf lf+(c+af <¥+(a+bf

>3
5

Loi giai
Chti y dén gia thiét ta viét lai bat dang thiec thanh
2 2 2
(1-2a) . (1-2b) . (1-2¢)
a2+(b+c)2 b2+(c+a)2 02+(a+b)
Ap dung bat dang thitc Bunhiacopxki dang phan thitc
(1-2b) (1-2¢) (2-2b-2¢) 9,

> _
b2+(c+a)2 +(32+(a+b)2 b2+c2+(1—a)2+(1—b)2 b’ +c’ +a

2
\ 902 (1-2a)
Ta quy bai toan vé chung minh ——— + 5
b"+c" +a a2+(b+c)

>3
5)

2

>3
5

Theo nguyén 1i Dirichlet thi 2 trong 3 so [a —%J, [b—lj, (c—%) cung dau,

2
khong mat tinh tong quat gia s (b—%)(c—%) >0=b’+c” < (b+c—%j +é.
2 2 2 2 1 2
Do d6 ta duwoc 5 a2 > ? =— 8a
b"+c +a 9 1 9a” —3a+5
a—-—|+-+a
2 2
Suy ra 2a° + (1—2&) > 18a° + (1—2&)
Y b2+C2+a a2+(b+c)2_9a2—3a+5 a2+(b+c)2
Dé dang chitng minh duoc
18a’ (1—2&)2 3 2
5 + 22—<:>(3a—1) (17&2—8a+5)20
9a” —3a+5 a2+(b+c) 5)
1

Vay bat ding thikc dwoc chiing minh. Dang thitc xay ra khivachikhi a=b =c = 3

Qua mot s3 bai toan trén, ta thdy rang nguyén li Dirichlet khdng nhiing ¢ tng
dung trong viéc giai toan roi rac, cac bai toan vé s6 hoc, td hop, ... ma con rat c¢6 hiéu qua
trong viéc chtiing minh mot s§ bai toan vé bat dang thitc, trong mot s6 truong hop cho ta
loi giai vo cung dep dé va trong sang, gop phan trong viéc nang cao tu duy va tao sy hting

thti cho cac hoc sinh yéu thich mén todn. Hy vong rang, véi suy nghi va nhiing vi du trén
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sé gop phan bd sung thém kién thitc va kinh nghiém trong viéc chitng minh bat dang
thirc.
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