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STT Tên bài/chuyên đề 
Dự kiến 

số tiết 
Đơn vị phụ trách biên soạn Ghi chú 

1 

Ứng dụng của Đạo hàm 

- Tính đơn điệu của hàm số 

- Cực trị của hàm số 

- GTLN, GTNN của hàm số. Bài 

toán tối ưu 

- Đường tiệm cận của đồ thị hàm 

số 

- Đồ thị của hàm số 

- Sự tương giao giữa các đồ thị. 

Tiếp tuyến của đồ thi hàm số. 

12 
THPT Chuyên 

THPT Hòa Phú 

THPT Yên Hoa 
 

2 

Lũy thừa - Mũ – Logarit 

- Lũy thừa, Mũ, Logarit 

- Hàm số lũy thừa, Hàm số mũ, 

Hàm số logarit 

- Bài toán lãi suất 

- Phương trình, Bất phương trình 

mũ  

- Phương trình, Bất phương trình 

logarit 

12 

THPT Dân tộc Nội trú tỉnh 

THPT Sơn Nam 

THPT Minh Quang 

 

3 

Nguyên hàm -Tích phân và ứng 

dụng 

- Nguyên hàm 

- Tích phân 

- Ứng dụng của tích phân 

12 

THPT Tân Trào 

THPT Thái Hòa 

THPT Lâm Bình 

 

4 

Số phức 

- Dạng đại số và các phép toán 

trên tập số phức 

- Phương trình bậc hai với hệ số 

thực 

- Biểu diễn hình học của số phức 

12 

THPT Nguyễn Văn Huyên 

THPT Tháng 10 

THPT Thượng Lâm 

 

5 

 Khối đa diện. Mặt nón, Mặt trụ, 
Mặt cầu 
- Khối đa diện và thể tích khối đa 
diện 
- Mặt nón, Mặt trụ, Mặt cầu 

12 

THPT Ỷ La 

THPT Đầm Hồng 

THPT Na Hang 

 

6 Phương pháp tọa độ trong 

không gian  
12 

THPT Sơn Dương 

PTDTNT ATK Sơn Dương 

THPT Hà Lang 

 



STT Tên bài/chuyên đề 
Dự kiến 

số tiết 
Đơn vị phụ trách biên soạn Ghi chú 

- Hệ tọa độ trong không gian 

- Phương trình mặt cầu 

- phương trình mặt phẳng 

- Phương trình đường thẳng 

- Vị trí tương đối giữa đường 

thẳng, mặt phẳng, mặt cầu 

- Góc và khoảng cách 

7 

Lượng giác 

- Cung và góc lượng giác. Giá trị 

lượng giác của một cung. Công 

thức lượng giác 

- Hàm số lượng giác 

- Phương trình lượng giác cơ bản 

và thường gặp 

9 
THPT Đông Thọ 

THPT Kim Bình 
 

8 

Tổ hợp - xác suất 

- Quy tắc đếm 

- Hoán vị. Chỉnh hợp. Tổ hợp 

- Nhị thức Niu-Tơn 

- Phép thử và biến cố 

- Xác suất của biến cố 

9 
THPT Kim Xuyên 

THPT Sông Lô 
 

9 

Dãy số - Giới hạn 

- Phương pháp quy nạp toán học. 

Dãy số. Cấp số cộng. Cấp số 

nhân. 

- Giới hạn của dãy số 

- Giới hạn của hàm số 

- Hàm số liên tục 

9 
THPT Kháng Nhật 

THPT Xuân Huy 
 

10 

 Đạo hàm 
- Định nghĩa và ý nghĩa đạo hàm 
- Quy tắc tính đạo hàm 
- Đạo hàm của hàm số lượng giác 
- Vi phân 
- Đạo hàm cấp cao 

9 
THPT Hàm Yên 

THPT Xuân Vân 
 

11 
Phép dời hình, phép đồng dạng 

trong mặt phẳng 
9 

THPT Chiêm Hóa 

THPT Trung Sơn 
 

12 

Hình học không gian lớp 11 

- Quan hệ song song trong không 

gian 

- Quan hệ vuông góc trong không 

gian 

- Khoảng cách. Góc 

9 
THPT Phù Lưu 

THPT ATK Tân Trào 
 

  126   

  

 



Ghi chú: 

YÊU CẦU ĐỐI VỚI TÀI LIỆU 

- Tài liệu ôn tập được xây dựng theo các chủ đề/chuyên đề của cả lớp 11 và lớp 12; 

mỗi chủ đề/chuyên đề bao gồm các phần: Kiến thức cơ bản, Luyện tập và Các câu hỏi 

trắc nghiệm (trừ môn Ngữ văn theo hình thức tự luận). 

- Tài liệu ôn tập phải đảm bảo phù hợp với chuẩn kiến thức, kĩ năng của chương 

trình; bao quát toàn bộ nội dung của lớp 11 và lớp 12; đảm bảo tính chính xác, khoa 

học; câu hỏi trắc nghiệm đạt yêu cầu theo quy định của ra đề thi trắc nghiệm chuẩn 

hóa. 

- Thời lượng chương trình ôn tập: Tối đa bằng thời lượng chương trình chính khóa 

của các bộ môn. 

QUY ĐỊNH CÁCH THỨC TRÌNH BÀY CÁC CHUYÊN ĐỀ 

- Đặt lề trái, phải, trên, dưới: 2cm (Paper size: A4) 

- Font chữ: Times New Roman 

- Cỡ chữ:  

  Tên chuyên đề (in hoa đậm cỡ 18); 

  Tên các chủ đề trong chuyên đề (in hoa đậm cỡ 16); 

  Các chữ in hoa khác: in đậm cỡ 14 

  Nội dung: cỡ 12 

- Công thức toán: Dùng phần mềm MathType, cỡ chữ trong công thức là 12 

- Hình vẽ và bảng biểu phải trực quan, chính xác, rõ ràng. Phải group lại để không bị 

vỡ hình khi di chuyển. 

- Về nội dung và cách trình bày chuyên đề: (Xem phần minh họa) 

Chú ý:  

- Mỗi chuyên đề đều đã ấn định số tiết cụ thể. Các thầy cô biên soạn tách buổi (mỗi 

buổi 3 tiết). Trong 3 tiết học sẽ gồm đủ các nội dung: 

   A. Kiến thức cơ bản;  

  B. Kĩ năng cơ bản (bao gồm cả kĩ năng sử dụng máy tính cầm tay);  

  C. Bài tập luyện tập;  

D. Bài tập TNKQ (25 câu hỏi trắc nghiệm khách quan đủ 4 mức độ: nhận biết 

(khoảng 5 câu), thông hiểu (khoảng 10 câu), vận dụng (khoảng 5 đến 8 câu), 

vận dụng cao (khoảng 2 đến 5 câu)). 

- Sau mỗi chuyên đề biên soạn một bài kiểm tra 45 phút (có ma trận) gồm 25 câu 

hỏi TNKQ.  
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Buổi 1. 

CHỦ ĐỀ 1+2. TÍNH ĐƠN ĐIỆU VÀ CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 
I. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
A. Tính đơn điệu của hàm số 

1. Định nghĩa: Cho hàm số ( )y f x= xác định trên K , với K  là một khoảng, nửa khoảng hoặc một 
đoạn. 
• Hàm số ( )y f x= đồng biến (tăng) trên K  nếu ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,x x K x x f x f x∀ ∈ < ⇒ < . 

• Hàm số ( )y f x= nghịch biến (giảm) trên K  nếu ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,x x K x x f x f x∀ ∈ < ⇒ > . 

2. Điều kiện cần để hàm số đơn điệu: Giả sử hàm số ( )y f x= có đạo hàm trên khoảng K . 

• Nếu hàm số đồng biến trên khoảng K  thì ( ) 0,f x x K′ ≥ ∀ ∈ . 

• Nếu hàm số nghịch biến trên khoảng K  thì ( ) 0,f x x K′ ≤ ∀ ∈ . 

3. Điều kiện đủ để hàm số đơn điệu: Giả sử hàm số ( )y f x= có đạo hàm trên khoảng K . 

• Nếu ( ) 0,f x x K′ > ∀ ∈ thì hàm số đồng biến trên khoảng K . 

• Nếu  ( ) 0,f x x K′ < ∀ ∈ thì hàm số nghịch biến trên khoảng K . 

• Nếu  ( ) 0,f x x K′ = ∀ ∈ thì hàm số không đổi trên khoảng K . 

 Chú ý. 
 Nếu K  là một đoạn hoặc nửa khoảng thì phải bổ sung giả thiết “ Hàm số ( )y f x=  liên tục trên 

đoạn hoặc nửa khoảng đó”. Chẳng hạn: Nếu hàm số ( )y f x= liên tục trên đoạn [ ];a b và có đạo 

hàm ( ) 0,f x x K′ > ∀ ∈ trên khoảng ( );a b thì hàm số đồng biến trên đoạn [ ];a b . 

 Nếu ( ) 0,f x x K′ ≥ ∀ ∈ ( hoặc ( ) 0,f x x K′ ≤ ∀ ∈ ) và ( ) 0f x′ = chỉ tại một số điểm hữu hạn của K  

thì hàm số đồng biến trên khoảng K  ( hoặc nghịch biến trên khoảng K ). 

4. Kĩ năng cơ bản 

  4.1. Lập bảng xét dấu của một biểu thức ( )P x  
Bước 1.  Tìm nghiệm của biểu thức ( )P x , hoặc giá trị của x làm biểu thức ( )P x  không xác định.  
Bước 2.  Sắp xếp các giá trị của x tìm được theo thứ tự từ nhỏ đến lớn. 
Bước 3.  Sử dụng máy tính tìm dấu của ( )P x  trên từng khoảng của bảng xét dấu. 

4.2 . Xét tính đơn điệu của hàm số ( )y f x=  trên tập xác định 
Bước 1.  Tìm tập xác định D. 
Bước 2.  Tính đạo hàm ( )y f x′ ′= . 
Bước 3.  Tìm nghiệm của ( )f x′  hoặc những giá trị x làm cho ( )f x′  không xác định. 
Bước 4.  Lập bảng biến thiên. 
Bước 5.  Kết luận. 

4.3. Tìm điều kiện của tham số m để hàm số ( )y f x=  đồng biến, nghịch biến trên khoảng ( );a b  
cho trước. 

Cho hàm số ( , )=y f x m  có tập xác định D, khoảng ( ; ) ⊂a b D : 
 Hàm số nghịch biến trên ( ; )a b ' 0, ( ; )⇔ ≤ ∀ ∈y x a b  



 2 

 Hàm số đồng biến trên ( ; )a b ' 0, ( ; )⇔ ≥ ∀ ∈y x a b  

 Chú ý: Riêng hàm số 1 1a x by
cx d

+
=

+
 thì :  

 Hàm số nghịch biến trên ( ; )a b ' 0, ( ; )⇔ < ∀ ∈y x a b  
 Hàm số đồng biến trên ( ; )a b ' 0, ( ; )⇔ > ∀ ∈y x a b  

* UNhắc lại một số kiến thức liên quanU:  
Cho tam thức 2( ) ( 0)= + + ≠g x ax bx c a  

a) 
0

( ) 0,
0

>
≥ ∀ ∈ ⇔ ∆ ≤



a
g x x  b)

0
( ) 0,

0
<

> ∀ ∈ ⇔ ∆ >


a
g x x  

c) 
0

( ) 0,
0

<
≤ ∀ ∈ ⇔ ∆ ≤



a
g x x  d)

0
( ) 0,

0
<

< ∀ ∈ ⇔ ∆ <


a
g x x  

 Chú ý: Nếu gặp bài toán tìm m để hàm số đồng biến (hoặc nghịch biến) trên khoảng ( ; )a b : 
 UBước 1U: Đưa bất phương trình ( ) 0′ ≥f x  (hoặc ( ) 0′ ≤f x ), ( ; )∀ ∈x a b  về dạng ( ) ( )≥g x h m  (hoặc 

( ) ( )≤g x h m ), ( ; )∀ ∈x a b . 
 UBước 2U: Lập bảng biến thiên của hàm số ( )g x  trên ( ; )a b .  
 UBước 3U: Từ bảng biến thiên và các điều kiện thích hợp ta suy ra các giá trị cần tìm của tham số m. 

 
B. Cực trị của hàm số 

1. Định nghĩa: Cho hàm số ( )y f x= xác định và liên tục trên khoảng ( ; )a b  (có thể a  là −∞ ; b  là +∞ ) 
và điểm 0 ( ; )x a b∈ . 

• Nếu tồn tại số 0h >  sao cho ( ) ( )0f x f x<  với mọi 0 0( ; )x x h x h∈ − +  và 0x x≠  thì ta nói hàm số 

( )f x  đạt cực đại tại 0x . 

• Nếu tồn tại số 0h >  sao cho ( ) ( )0f x f x>  với mọi 0 0( ; )x x h x h∈ − +  và 0x x≠  thì ta nói hàm số 

( )f x  đạt cực tiểu tại 0x . 

2. Điều kiện đủ để hàm số có cực trị: Giả sử hàm số ( )y f x=  liên tục trên 0 0( ; )K x h x h= − + và có đạo 

hàm trên K  hoặc trên 0\{ }K x , với 0h > . 

• Nếu ( )' 0f x >  trên khoảng 0 0( ; )x h x−  và '( ) 0f x <  trên 0 0( ; )x x h+  thì 0x  là một điểm cực đại 

của hàm số ( )f x . 

• Nếu ( ) 0f x′ <  trên khoảng 0 0( ; )x h x−  và ( ) 0f x′ >  trên 0 0( ; )x x h+  thì 0x  là một điểm cực tiểu 

của hàm số ( )f x . 
Minh họa bằng bảng biến thiên 

 
 Chú ý. 

x  0x h−   0x   0x h+   x  0x h−   0x   0x h+  
( )f x′   +   −    ( )f x′   −   +   

( )f x  
  CÑf     

( )f x  
  

CTf  
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 Nếu hàm số ( )y f x=  đạt cực đại (cực tiểu) tại 0x  thì 0x  được gọi là điểm cực đại (điểm cực 

tiểu) của hàm số; 0( )f x  được gọi là giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) của hàm số, kí hiệu là 

( )CTf fCÑ , còn điểm 0 0( ; ( ))M x f x  được gọi là điểm cực đại (điểm cực tiểu) của đồ thị hàm số. 
 Các điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. Giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) 

còn gọi là cực đại (cực tiểu) và được gọi chung là cực trị của hàm số. 

3. Kĩ năng cơ bản 

3.1.Quy tắc tìm cực trị của hàm số 
• UQuy tắc 1:  

Bước 1.  Tìm tập xác định của hàm số. 
Bước 2.  Tính ( )f x′ . Tìm các điểm tại đó ( )f x′ bằng 0 hoặc ( )f x′  không xác định. 

Bước 3.  Lập bảng biến thiên. 
Bước 4.  Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị. 

• UQuy tắc 2: 
Bước 1.  Tìm tập xác định của hàm số. 
Bước 2.  Tính ( )f x′ . Giải phương trình ( )f x′ và ký hiệu ix  ( )1,2,3,...i = là các nghiệm của nó. 

Bước 3. Tính ( )f x′′  và ( )if x′′  . 

Bước 4.  Dựa vào dấu của ( )if x′′ suy ra tính chất cực trị của điểm ix . 

3.2. Kỹ năng giải nhanh các bài toán cực trị hàm số bậc ba ( )3 2 0y ax bx cx d a= + + + ≠   

Ta có 23 2y ax bx c′ = + +  

• Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị khi phương trình 0y′ =  có hai nghiệm phân biệt 2 3 0b ac⇔ − >  

. Khi đó đường thẳng qua hai điểm cực trị đó là : 
22 2

3 9 9
c b bcy x d

a a
 

= − + − 
 

 . 

• Bấm máy tính tìm ra đường thẳng đi qua hai điểm cực trị : 

( )3 2 23 2
3 9

x ix bax bx cx d ax bx c Ai B y Ax B
a

= + + + − + + + → + ⇒ = + 
 

 

Hoặc sử dụng công thức .
18
y yy

a
′ ′′

−  . 

• Khoảng cách giữa hai điểm cực trị của đồ thị hàm số bậc ba là:  
34 16e eAB

a
+

=  với 
2 3

9
b ace

a
−

=  

3.3. Kỹ năng giải nhanh các bài toán cực trị hàm trùng phương. 
Cho hàm số: ( )4 2 0y ax bx c a= + + ≠  có đồ thị là ( )C . 

3
2

0
4 2 ; 0

2

x
y ax bx y bx

a

=
′ ′= + = ⇔
 = −


 

( )C có ba điểm cực trị 0y′ = có 3 nghiệm phân biệt 0
2
b
a

⇔ − > . 

Khi đó ba điểm cực trị là: ( )0; , ; , ;
2 4 2 4
b bA c B C
a a a a

   ∆ ∆
− − − − −      
   

 với 2 4b ac∆ = −  
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Độ dài các đoạn thẳng: 
4

2 , 2
16 2 2

b b bAB AC BC
a a a

= = − = − . 

Các kết quả cần ghi nhớ: 
• ABC∆  vuông cân 2 2 2BC AB AC⇔ = +  

4 4 3 3

2 2

2 2 0 1 0 1 0
16 2 16 2 2 8 8

b b b b b b b b
a a a a a a a a

   
⇔ − = − ⇔ + = ⇔ + = ⇔ + =   

   
 

• ABC∆  đều 2 2BC AB⇔ =  
4 4 3 3

2 2

2 3 0 3 0 3 0
16 2 16 2 2 8 8

b b b b b b b b
a a a a a a a a

 
⇔ − = − ⇔ + = ⇔ + = ⇔ + = 

 
 

• BAC α=  , ta có: 
3

3 3

8 8cos tan
8 2

b a a
b a b

αα +
= ⇔ = −

−
 

• 
2

4 2ABC
b bS

a a∆ = −  

• Bán kính đường tròn ngoại tiếp ABC∆  là 
3 8
8

b aR
a b
−

=  

• Bán kính đường tròn nội tiếp ABC∆  là 

2

2

4 2 3

2

4 2

4 16 2
16 2 2

b b
a a br

b b b a a ab
a a a

−
= =

+ −
− + −

 

• Phương trình đường tròn ngoại tiếp ABC∆  là: 2 2 2 2 0
4 4

x y c y c
b a b a

∆ ∆   + − − + + − =   
   

  

II. LUYỆN TẬP 

A. Tính đơn điệu của hàm số 
Bài 1: Xét sự đồng biến, nghịch biến của hàm số:  

1/ 4 28 5y x x= + + ;                                                  2/  2 3
4
xy

x
−=
−

 

3/ 
2 1

2
x xy

x
+ −=
−

 ;                                                     4/ 225y x= −  

Bài 2: Cho hàm số y m x mx m x3 21 ( 1) (3 2)
3

= − + + −  (1) 

  Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số (1) đồng biến trên tập xác định của nó. 
HD giải. Tập xác định: D = R.  y m x mx m2( 1) 2 3 2′= − + + − .  

 (1) đồng biến trên R ⇔ y x0,′≥ ∀  ⇔ m 2≥  

Bài 3: Cho hàm số y x x mx3 23 4= + − −   (1) 
  Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số (1) đồng biến trên khoảng ( ;0)−∞ . 

HD giải. Tập xác định: D = R.  y x x m23 6′= + − . y′ có m3( 3)∆′ = + . 
 + Nếu m 3≤ −  thì 0∆′ ≤  ⇒ y x0,′ ≥ ∀  ⇒ hàm số đồng biến trên R ⇒ m 3≤ −  thoả YCBT. 
 + Nếu m 3> −  thì 0∆′ >  ⇒ PT y 0′ =  có 2 nghiệm phân biệt x x x x1 2 1 2, ( )< . Khi đó hàm số đồng biến 

trên các khoảng x x1 2( ; ),( ; )−∞ +∞ . 
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 Do đó hàm số đồng biến trên khoảng ( ;0)−∞  ⇔ x x1 20 ≤ <  ⇔ P
S

0
0
0

∆′ >
≥

 >
 ⇔ 

m
m

3
0

2 0

 > −
− ≥
− >

 (VN) 

 Vậy: m 3≤ − . 

Bài  4: Cho hàm số y x mx3 22 3 1= − + −    (1). 
   Tìm các giá trị của m để hàm số (1) đồng biến trong khoảng x x1 2( ; )  với x x2 1 1− = . 

HD giải. y x mx2' 6 6= − + , y x x m' 0 0= ⇔ = ∨ = . 
 + Nếu  m = 0 y x0,′⇒ ≤ ∀ ∈ ⇒ hàm số nghịch biến trên   ⇒ m = 0 không thoả  YCBT. 
 + Nếu m 0≠ , y x m khi m0, (0; ) 0′ ≥ ∀ ∈ > hoặc y x m khi m0, ( ;0) 0′ ≥ ∀ ∈ < . 
 Vậy hàm số đồng biến trong khoảng x x1 2( ; )  với x x2 1 1− = . 

=⇔  =
x x m
x x m

1 2

1 2

( ; ) (0; )
( ; ) ( ; 0)  và − =− = ⇔ ⇔ = ± − =

mx x mm2 1
0 11 10 1  

 
B. Cực trị của hàm số 
Bài 1: Tìm cực trị của các hàm số:  

 1) y = 31 4
3

x x−  2) y = 4 2 11 4
4

x x −−  

 3) y = 
2 3

1
−
+

x x
x

 4) y = 2 7
4 3

+
+

x
x

 

 5) 
2 2 2

1
x xy

x
− +=
−

 6) 3
4

xy
x
+=
−

 

Bài 2: Tìm m để hàm số:  

1) y = 
mx

mxx
+

++ 12

  đạt cực đại tại x = 2                                          

2) y = 
1

12

+
−+−

x
mmxx   đạt cực tiểu tại x = 1 

3) 
2 2

1
x x my

x
+ +

=
+

 đạt cực tiểu tại x = 2  

4) 3 23 5y mx x x m= + + +  đạt cực tiểu tại x = 2   

5) 2)2()2(
3
1 23 +−+−+= xmxmmxy đạt cực đại tại x = –1 

Bài 3: Cho hàm số y x m x mx m2 2 32 3( 1) 6= − + + + . 

  Tìm m để đồ thị hàm số có hai điểm cực trị A, B sao cho AB 2= . 
HD giải. Ta có: y x x m6( 1)( )′ = − − . Hàm số có CĐ, CT ⇔ y 0′ =  có 2 nghiệm phân biệt ⇔ m 1≠ . 

 Khi đó các điểm cực trị là A m m B m m3 2(1; 3 1), ( ;3 )+ − .  

 AB 2=  ⇔ m m m m2 2 3( 1) (3 3 1) 2− + − − + = ⇔ m m0; 2= =  (thoả điều kiện). 

Bài 4: Cho hàm số y x m x x m3 23( 1) 9= − + + − , với m  là tham số thực. 

  Xác định m  để hàm số đã cho đạt cực trị tại x x1 2,  sao cho x x1 2 2− ≤ . 

HD giải. Ta có y x m x2' 3 6( 1) 9.= − + +  
 + Hàm số đạt cực đại, cực tiểu tại x x1 2,  ⇔ PT y ' 0=  có hai nghiệm phân biệt x x1 2,     
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   ⇔  PT x m x2 2( 1) 3 0− + + =  có hai nghiệm phân biệt là  x x1 2, . 

  mm
m

2 1 3' ( 1) 3 0
1 3

∆
 > − +⇔ = + − > ⇔ 

< − −
                   (1)  

 + Theo định lý Viet ta có x x m x x1 2 1 22( 1); 3.+ = + =  Khi đó: 

 ( ) ( )x x x x x x m
2 2

1 2 1 2 1 22 4 4 4 1 12 4− ≤ ⇔ + − ≤ ⇔ + − ≤ m m2( 1) 4 3 1⇔ + ≤ ⇔ − ≤ ≤  (2) 

 + Từ (1) và (2) suy ra giá trị của m cần tìm là m3 1 3− ≤ < − −  và m1 3 1.− + < ≤  
 
III. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1. Cho hàm số +
=

−
1

1
xy

x
. Khẳng định nào sao đây là khẳng đinh đúng? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ) ( );1 1;−∞ ∪ +∞ . 
B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ) ( )−∞ ∪ +∞;1 1; .  

C.  Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( );1−∞  và ( )1;+∞ . 
D.  Hàm số đồng biến trên các khoảng ( );1−∞  và ( )1;+∞ . 

Câu 2. Cho hàm số 3 23 3 2y x x x= − + − + . Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 
A. Hàm số luôn nghịch biến trên  . 
B. Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( );1−∞  và ( )1;+∞ . 

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )−∞;1  và nghịch biến trên khoảng ( )+∞1; . 

D. Hàm số luôn đồng biến trên  . 

Câu 3. Cho hàm số 4 24 10y x x= − + +  và các khoảng sau: 

(I):   ( ); 2−∞ − ;  (II):   ( )2;0− ; (III):   ( )0; 2 ; 

Hàm số đồng biến trên các khoảng nào?
 A. Chỉ (I). B. (I) và (II). C. (II) và (III). D. (I) và (III). 

Câu 4. Cho hàm số 3 1
4 2
xy

x
−

=
− +

. Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. Hàm số luôn nghịch biến trên  . 
B. Hàm số luôn nghịch biến trên từng khoảng xác định. 
C. Hàm số đồng biến trên các khoảng ( );2−∞ và ( )2;+∞ . 

D. Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ); 2−∞ −  và ( )2;− +∞ . 

Câu 5. Hỏi hàm số nào sau đây luôn nghịch biến trên  ? 
A. 4 2( ) 4 4h x x x= − + . B. 3 2( ) 3 10 1g x x x x= + + + . 

C. 5 34 4( )
5 3

f x x x x= − + − . D. 3 2( ) 10 cosk x x x x= + − . 

Câu 6. Hàm số 
2 3 5

1
x xy

x
− +

=
+

 nghịch biến trên các khoảng nào ? 

A. ( ; 4)−∞ − và (2; )+∞ . B. ( )4;2− . 
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C. ( ); 1−∞ −  và ( )1;− +∞ . D. ( )4; 1− −  và ( )1;2− . 

Câu 7. Hàm số 5 4 33 3 4 2
5

y x x x= − + −  đồng biến trên khoảng nào? 

A. ( ;0)−∞ . B.  . C. (0;2) . D. (2; )+∞ . 

Câu 8. Cho hàm số 3 2y ax bx cx d= + + + . Hàm số luôn đồng biến trên  khi nào? 

A. 
2

0, 0
0; 3 0

a b c
a b ac
= = >

 > − ≤
. B. 

2

0, 0
0; 3 0

a b c
a b ac
= = >

 > − ≥
. 

C. 
2

0, 0
0; 3 0

a b c
a b ac
= = >

 < − ≤
.
 

D. 
2

0
0; 3 0

a b c
a b ac
= = =

 < − <
. 

Câu 9. Cho hàm số 3 23 9 15y x x x= + − + . Khẳng định nào sau đây là khẳng định sai? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )3;1− .  

B. Hàm số đồng biến trên  . 
C. Hàm số đồng biến trên ( )9; 5− − .  

D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )5;+∞ . 

Câu 10. Tìm điều kiện để hàm số 4 2y ax bx c= + +  ( 0)a ≠  có 3 điểm cực trị . 
A. 0.ab <  B. 0.ab >  C. 0.b =  D. 0.c =  

Câu 11. Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên: 

 
Khẳng định nào sau đây là đúng? 
A. Hàm số đạt cực đại tại 2x = .  B. Hàm số đạt cực đại tại 3x = .  

     C. Hàm số đạt cực đại tại 4x =  .                      D. Hàm số đạt cực đại tại 2x = − . 

Câu 12. Cho hàm số 3 23 2y x x= − +  . Khẳng định nào sau đây là đúng? 
A. Hàm số đạt cực đại tại 2x =  và đạt cực tiểu tại 0x = .  
B. Hàm số đạt cực tiểu tại 2x =  và đạt cực đại 0x = .  
C. Hàm số đạt cực đại tại 2x = − và cực tiểu tại 0x = .  
D. Hàm số đạt cực đại tại 0x = và cực tiểu tại 2x = − . 

Câu 13. Cho hàm số 4 22 3y x x= − + . Khẳng định nào sau đây là đúng? 
A. Hàm số có ba điểm cực trị. B. Hàm số chỉ có đúng 2 điểm cực trị. 
C. Hàm số không có cực trị. D. Hàm số chỉ có đúng một điểm cực trị. 

Câu 14. Biết đồ thị hàm số 3 3 1y x x= − +  có hai điểm cực trị ,A B . Viết phương trình đường  
thẳng AB . 
A. 2.y x= −  B. 2 1.y x= −   
C. 2 1.y x= − +  D. 2.y x= − +  

x −∞   2  4  +∞  
y′  +  0 −  0 +   

y 
−∞  

 3  

2−  

 +∞  
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Câu 15. Gọi ,M n  lần lượt là giá trị cực đại, giá trị cực tiểu của hàm số 
2 3 3

2
x xy

x
+ +

=
+

. Tính giá 

trị của biểu thức 2 2M n−  ? 
A. 2 2 8.M n− =   B. 2 2 7.M n− =  C. 2 2 9.M n− =  D. 2 2 6.M n− =  

Câu 16. Cho hàm số 3 217 24 8y x x x= + − +  . Kết luận nào sau đây là đúng? 

A. 1.CDx =  B. 2 .
3CDx =   C. 3.CDx = −   D. 12.CDx = −   

Câu 17. Cho hàm số 4 23 6 1y x x= − +  . Kết luận nào sau đây là đúng? 
A. 2.CDy = −  B. 1.CDy =   C. 1.CDy = −   D. 2.CDy =   

Câu 18. Trong các hàm số sau, hàm số nào đạt cực đại tại 3
2

x =  ? 

A. 4 3 21 3 .
2

y x x x x= − + −  B. 2 3 2.y x x= − + −   

C. 24 12 8.y x x= − −  D. 1 .
2

xy
x
−

=
+

  

Câu 19. Trong các hàm số sau, hàm số nào chỉ có cực đại mà không có cực tiểu? 
A. 4 210 5 7.y x x= − − +   B. 3 217 2 5.y x x x= − + + +   

C. 2 .
1

xy
x
−

=
+

 D. 
2 1.

1
x xy

x
+ +

=
−

  

Câu 20. Cho hàm số 3 26 4 7y x x x= − + − . Gọi hoành độ 2 điểm cực trị của đồ thị hàm số là 

1 2,x x . Tính 1 2x x+  ? 

A. 1 2 6.x x+ = −    B. 1 2 4.x x+ = −  C. 1 2 6.x x+ =  D. 1 2 4.x x+ =   

Câu 21. Tính hiệu số giữa giá trị cực đại và giá trị cực tiểu của hàm số 3 23 4y x x= − +  . 
D. 4− . B. 2− .  C. 2 . A. 4 .  

Câu 22. Xác định hàm số 3 2y ax bx cx d= + + + . Biết đồ thị hàm số có 2 điểm cực trị là gốc tọa độ 
và điểm ( 1; 1)A − −  . 

A. 3 22 3y x x= − .  B. 3 22 3y x x= − − .  

C. 3 23 3y x x x= + + .  D. 3 3 1y x x= − − . 

Câu 23. Hàm số nào dưới đây có cực trị? 
A. 4 1y x= +  .  B. 3 2 2 1y x x x= + + − .  

C. 2 1y x= −  .  D. 1
2 1
xy
x
+

=
−

. 

Câu 24. Tìm các giá trị của tham số m  để đồ thị hàm số: ( )4 23 1 2 1y x m x m= − − + +  có ba điểm 

cực trị. Đồng thời ba điểm cực trị đó cùng với điểm ( )7;3D  nội tiếp được một đường 

tròn. 
A. 3.m =                         B. 1.m =   C. 1.m = −                   D. Không tồn tại m. 
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Câu 25. Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đồ thị hàm số: 4 22 1y x mx m= − + −  có ba điểm 
cực trị . Đồng thời ba điểm cực trị đó là ba đỉnh của một tam giác có bán kính đường tròn 
ngoại tiếp bằng 1. 

A.
1

.1 5
2

m

m

=


− + = ±

 B.
1

.1 5
2

m

m

=


− + =

 C. 1 5 .
2

m − +
= ±  D. 1.m =    

IV. ĐÁP ÁN BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
D A D B C D D B A A D A B A A D B B B D 

                    

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
B C C A B                

                    

 
 
Buổi 2.  
Chủ đề 3+4. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA  

HÀM SỐ VÀ ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
 
I. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
A. Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 

1. Định nghĩa: Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên miền D  

• Số M gọi là giá trị lớn nhất của hàm số ( )y f x=  trên D  nếu: 
0 0

( ) ,
, ( )

f x M x D
x D f x M

≤ ∀ ∈
∃ ∈ =

.  

Kí hiệu: max ( )
x D

M f x
∈

=  hoặc max ( )
D

M f x= . 

• Số m gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số ( )y f x=  trên D  nếu: 
0 0

( ) ,
, ( )

f x m x D
x D f x m

≥ ∀ ∈
∃ ∈ =

. 

Kí hiệu: min ( )
x D

m f x
∈

= hoặc min ( )
D

m f x=  

2. Kĩ năng cơ bản 

Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số ( )y f x= liên tục trên K (K có thể là khoảng, 
đoạn, nửa khoảng, ...) 
2.1 Quy trình tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số sử dụng bảng biến thiên 
 Bước 1. Tính đạo hàm ( )′f x . 
 Bước 2. Tìm các nghiệm của ( )′f x  và các điểm ( )′f x trên K. 
 Bước 3. Lập bảng biến thiên của ( )f x  trên K. 
 Bước 4. Căn cứ vào bảng biến thiên kết luận min ( ),max ( )

K K
f x f x  

2.2 Quy trình tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số không sử dụng bảng biến 
thiên  
 Trường hợp 1. Tập K là đoạn [ ; ]a b  
 Bước 1.  Tính đạo hàm ( )f x′ . 
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 Bước 2.  Tìm tất cả các nghiệm [ ; ]ix a b∈  của phương trình ( ) 0f x′ =  và tất cả các 

điểm [ ; ]i a bα ∈  làm cho ( )f x′  không xác định. 

 Bước 3.  Tính ( )f a , ( )f b , ( )if x , ( )if α . 

 Bước 4.  So sánh các giá trị tính được và kết luận 
[ ];

max ( )
a b

M f x= , 
[ ];
min ( )

a b
m f x= . 

 Trường hợp 2. Tập K là khoảng ( ; )a b  
 Bước 1.  Tính đạo hàm ( )f x′ . 
 Bước 2.  Tìm tất cả các nghiệm ( ; )ix a b∈  của phương trình ( ) 0f x′ =  và tất cả các 

điểm ( ; )i a bα ∈  làm cho ( )f x′  không xác định. 

 Bước 3.  Tính lim ( )
x a

A f x
+→

= , lim ( )
x b

B f x
−→

= , ( )if x , ( )if α . 

 Bước 4.  So sánh các giá trị tính được và kết luận 
( ; )
max ( )

a b
M f x= , 

( ; )
min ( )

a b
m f x= .  

 Chú ý: Nếu giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) là A hoặc B thì ta kết luận không có giá trị lớn 
nhất (nhỏ nhất).  

B. Đường tiệm cận của đồ thị hàm số 
1. Đường tiệm cận ngang 

• Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên một khoảng vô hạn (là khoảng dạng ( ; )a +∞ , ( ; )b−∞  
hoặc ( ; )−∞ +∞ ). Đường thẳng 0y y=  là đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) của 
đồ thị hàm số ( )y f x=  nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn  

0 0lim ( ) , lim ( )
x x

f x y f x y
→+∞ →−∞

= =  

• Nhận xét: Như vậy để tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số ta chỉ cần tính giới hạn của 
hàm số đó tại vô cực. 

2. Đường tiệm cận đứng 
• Đường thẳng 0x x=  là đường tiệm cận đứng (hay tiệm cận đứng) của đồ thị hàm số 

( )y f x=  nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn  

0 0 0 0

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) , lim ( )
x x x x x x x x

f x f x f x f x
+ − + −→ → → →

= +∞ = −∞ = −∞ = +∞ . 

Ngoài ra cần nhớ các kiến thức về giới hạn sau: 
3) Quy tắc tìm giới hạn vô cực 
Quy tắc tìm giới hạn của tích ( ). ( )f x g x : Nếu 

0

lim ( ) 0
x x

f x L
→

= ≠  và 
0

lim ( )
x x

g x
→

= +∞  (hoặc −∞ ) thì 

0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

 được tính theo quy tắc cho trong bảng sau 

0

lim ( )
x x

f x
→

 
0

lim ( )
x x

g x
→

 
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

 

0L >  +∞  +∞  
−∞  −∞  

0L <  +∞  −∞  
−∞  +∞  

Quy tắc tìm giới hạn của thương ( )
( )

f x
g x

: Nếu 
0

lim ( ) 0
x x

f x L
→

= ≠  và 
0

lim ( )
x x

g x
→

= +∞  (hoặc −∞ ) thì 

0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

 được tính theo quy tắc cho trong bảng sau 
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0

lim ( )
x x

f x
→

 
0

lim ( )
x x

g x
→

 Dấu của ( )g x  
0

( )lim
( )x x

f x
g x→

 

0 ±∞  Tùy ý 0 
0L >   

 
0 

+ +∞  
−  −∞  

0L <  + −∞  
−  +∞  

       (Dấu của ( )g x  xét trên một khoảng K  nào đó đang tính giới hạn, với 0x x≠ ) 

Chú ý: Các quy tắc trên vẫn đúng cho các trường hợp 0 0, ,x x x x x+ −→ → → +∞  và x → −∞ . 

+) Nếu 2x x 0 x x x→+∞⇒ > ⇒ = =  

+) Nếu 2x x 0 x x x→−∞⇒ < ⇒ = = −  

II. LUYỆN TẬP 
A. Giá tri ̣ lớn nhất và giá tri ̣ nhỏ nhất của hàm số 
Bài 1: Tı̀m giá tri ̣lớn nhất và giá tri ̣ nhỏ nhất của các hàm số sau: 

a/    3 23 7 1y f x x x x      trên đoaṇ 0;2    .   

b/    3 28 16 9y f x x x x     trên đoaṇ 1;3    .  

c/    4 22 4 3y f x x x     trên đoaṇ 0;2    .   

d/    3 22 6 1y f x x x    trên đoaṇ 1;1    . 

HD giải. a/  UTı̀m max – min của hàm sốU:     3 23 7 1 0;2y f x x x x trên          . 

 Hàm số đa ̃cho liên tuc̣ và xác điṇh trên đoaṇ 0;2    . 

 Ta có:   2' ' 9 2 7y f x x x   
 
 

     

 
2

1 0;2
' 0 9 2 7 0 7

0;2
9

x N
y x x

x L

                      

 

 Tı́nh  
     

 khi 

 khi 

[0;2]

[0;2]

0 1; 2 9; 1 6

max ( ) 1 0

min ( ) 9 2

f f f

f x x

f x x

    

      

 

b/  UTı̀m max – min của hàm sốU:     3 28 16 9 1;3y f x x x x trên          . 

 Hàm số đa ̃cho liên tuc̣ và xác điṇh trên đoaṇ 1;3    . 
 Ta có: 

 
 
 

 

 
2 2

4 1;3
' ' 3 16 16 ' 0 3 16 16 0 4

1;3
3

x L
y f x x x y x x

x N

                         

 

 Tı́nh:  
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 khi 

  khi 
[1;3]

[1;3]

4 13
1 0; 3 6;

3 27
13 4

max ( )
27 3

min ( ) 6 3

f f f

f x x

f x x

      
      

 

c/  UTı̀m max – min của hàm sốU:     4 22 4 3 0;2y f x x x trên          . 

 
 Hàm số đa ̃cho liên tuc̣ và xác điṇh trên đoaṇ 0;2    . 

 Ta có:  
 
 
 

   
 

    

3 3

0 0;2

' ' 8 8 ' 0 8 8 0 1 0;2

1 0;2

x N

y f x x x y x x x L

x N

                               

. 

 Tı́nh:  
     

 

 

      khi 

  khi 
0;2

0;2

0 3; 2 13; 1 5

max 5 1

min 13 2

f f f

f x x

f x x

 
  

 
  

   
      

 

d/  UTı̀m max – min của hàm sốU:     3 22 6 1 1;1y f x x x trên         . 

 Hàm số đa ̃cho liên tuc̣ và xác điṇh trên đoaṇ 1;1    . 

 Ta có:    
 

 
 

2 2
0 1;1

' ' 6 12 ' 0 6 12 0
2 1;1

x N
y f x x x y x x

x L

                       
. 

 Tı́nh: 

 

     
 

 

     khi 

  khi 
1;1

1;1

1 7; 1 3; 0 1

max 1 0

min 7 1

f f f

f x x

f x x

 
  

 
  





     
       

 

Bài 2: Tı̀m giá tri ̣lớn nhất và giá tri ̣ nhỏ nhất của các hàm số sau: 

a/     4
, 0y x x

x
   .    b/  

2

1

1

x
y

x x




 
. 

c/  1
, 0;2y x x

x
    .    d/      

2

2

1 9
, 0

8 1

x x
y x

x

 
 


. 

HD giải. a/  UTı̀m max – min của hàm sốU:    4
, 0y x x

x
    

 
*   Hàm số đa ̃cho xác điṇh và liên tuc̣ trên  0; . 

∗ Ta có:  
2

2

2 2

4 4
' 1 , 0; ' 0 4 0 2

x
y x y x x

x x


              . 

∗ Bảng biến thiên: 
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x  2  0                                         2                                       
'y          0                                        0                         

 
y  
 

  
 
                                          4  

∗ Dưạ vào bảng biến thiên  
 

 khi 
0;

min 4 2f x x


    và hàm số không có giá tri ̣lớn nhất. 

b/  UTı̀m max – min của hàm sốU: 
2

1

1

x
y

x x




 
   

∗ Hàm số đa ̃cho xác điṇh và liên tuc̣ trên D   . 

∗ Ta có: 
 

2
2

2
2

02
' ' 0 2 0

21

xx x
y y x x

xx x

              
 

∗ Bảng biến thiên: 
x                                   0                                      2                                   

  
'y                                     0                                  0                     

 
y  
 

 0                                                                             1
3

 

                                      1                                                                                 
                                                                                                              0   

∗ Dưạ vào bảng biến thiên, ta đươc̣:  khi 1
max 0

3
y x 



và  khi 1
min 2

3
y x 



. 

c/  UTı̀m max – min của hàm sốU: 1
, 0;2y x x

x
     

∗ Hàm số đa ̃cho xác điṇh và liên tuc̣ trên0;2 . 

∗ Ta có: 
2

2 2

1 1
' 1 , 0;2

x
y x

x x

       . 

∗ Cho 2' 0 1 0 1y x x       . 
∗ Bảng biến thiên: 

 
x        1       0                                  1                             2            

'y             0                                        0                   
 
 
y  
 

                                                                   
3
2

    

 
                           0   

 
 
 

∗ Dưạ vào bảng biến thiên:  


 khi 
0;2

min 0 1f x x



  . 

d/  UTı̀m max – min của hàm sốU:    
2

2

1 9
, 0

8 1

x x
y x

x
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 Hàm số đa ̃cho xác điṇh và liên tuc̣ trên khoảng 0, . 

 Ta có:  
  

2 2 2

2 22 2

1 9 9 1 1

8 1 9 18 1 9 1

x x x x
y f x

x x xx x x

   
   

    
. 

 Hàm số  y f x đaṭ giá tri ̣lớn nhất trên khoảng 0, khi và chı̉ khi hàm số: 

  29 1g x x x    đaṭ giá tri ̣nhỏ nhất trên khoảng 0, . 

 Ta có    
    

2
2

2

09 1
' 1 ' 0 9 1 9

72 1 6 29 1

xx
g x g x x x x

xx

            
. 

 Vâỵ: 
   

  khi  khi 
0; 0;

2 2 1 1 3 2 1
min ( ) max ( )

3 46 2 2 2 6 2
3

g x x f x x
 

      . 

Bài 3:  
a/  Chu vi của môṭ tam giác là  16 cm , đô ̣dài của môṭ caṇh tam giác là  6 cm . Tı̀m hai caṇh 

còn laị của tam giác sao cho tam giác có diêṇ tı́ch lớn nhất. 
b/  Cho Parabol   2:P y x  và điểm  3;0A  . Xác điṇh điểm ( )M P  sao cho khoảng 

cách AM  là ngắn nhất. Tı̀m khoảng cách đó. 
HD giải. a/  Goị đô ̣dài caṇh thứ nhất của tam giác là  x cm , caṇh thứ hai có đô ̣dài là  y cm  và 

caṇh thứ ba là  6 cm . 

 Theo đề bài ta có:                                   
                             
0, 0 10 ; 0;10

2 6 16 16

x y y x x

Chu vi p x y p

                  
 

 Công thức tı́nh diêṇ tı́ch Δ theo Hêrông: 

          26 8 8 8 8 6 4 10 16S x p p x p y p x y x x             . 

 Ta có:  
    '

2

5
4. ; 0;10

10 16

x
S x

x x



  

  
. 

    '

2

5
0 4. 5; 0;10

10 16

x
S x x

x x



     

  
. 

 Bảng biến thiên: 
 

x                         0                              5                            10                       
'S

               +              0              –  

 
( )S x

 

 

                              12 
 
 

 

 Dưạ vào bảng biến thiên:  Max 212S cm  khi mỗi caṇh còn laị 

dài     5 ; 5cm khi x y  . 

b/Goị    2; ( ) ;
o o o o

M x y P M x x  . 
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 Khoảng cách:      22 2 4 23 6 9
o o o o o o

AM d x x x x x x        . 

 Ta có:     
3

3

4 2

2 3
' ; ' 0 2 3 0 1

6 9

o o
o o o o o

o o o

x x
d x d x x x x

x x x

 
        

  
. 

 Bảng biến thiên:  
o

x                                             1                                              

 '
o

d x                                                     0                          

 

 o
AM d x  

 

                                                                                             
 

                                                   5  

Dưạ vào bảng biến thiên: 
min

5AM  khi điểm     21;1 :M P y x   . 

 
II. Đường tiệm cận của đồ thị hàm số 
1) Tìm giới hạn theo quy tắc 
Ví dụ 1. Tìm 3lim ( 2 )

x
x x

→−∞
− . 

Giải. Ta có 3 3
2

2lim ( 2 ) lim 1
x x

x x x
x→−∞ →−∞

 − = − = −∞ 
 

 (vì 3lim
x

x
→−∞

= −∞  và 2

2lim 1 1 0
x x→−∞

 − = > 
 

). 

Ví dụ 2. Tìm 
3 2

2

2 5 1lim
1x

x x
x x→+∞

− +
− +

. 

Giải. Ta có 
3 2 2

2

2

5 122 5 1lim lim .
1 11 1

x x

x x x xx
x x

x x
→+∞ →−∞

 − + − +
= = +∞ 

− +  − + 
 

 (vì lim
x

x
→+∞

= +∞  và 

2

2

5 12
lim 2 0

1 11
x

x x

x x
→+∞

 − + 
= > 

 − + 
 

) 

Ví dụ 3. Tìm 
1

2 3lim
1x

x
x+→

−
−

. 

Giải. Ta có 
1

lim( 1) 0
x

x
+→

− = , 1 0x − > 1x∀ >  và 
1

lim(2 3) 1 0
x

x
+→

− = − < . Do đó 
1

2 3lim
1x

x
x+→

−
= −∞

−
. 

Ví dụ 4. Tìm 
1

2 3lim
1x

x
x−→

−
−

. 

Giải. Ta có 
1

lim( 1) 0
x

x
−→

− = , 1 0x − < 1x∀ <  và 
1

lim(2 3) 1 0
x

x
−→

− = − < . Do đó 
1

2 3lim
1x

x
x+→

−
= +∞

−
. 

2) Kĩ năng sử dụng máy tính 
Ý tưởng: Giả sử cần tính lim ( )

x a
f x

→
 ta dùng chức năng CALC để tính giá trị của ( )f x  tại các giá 

trị của x  rất gần a . 
a) Giới hạn của hàm số tại một điểm 

lim ( )
x a

f x
+→

 thì nhập ( )f x  và tính giá trị tại 910x a −= + . 
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lim ( )
x a

f x
−→

 thì nhập ( )f x  và tính giá trị tại 910x a −= − . 

lim ( )
x a

f x
→

 thì nhập ( )f x  và tính giá trị tại 910x a −= +  hoặc 910x a −= − . 

b) Giới hạn của hàm số tại vô cực 
lim ( )
x

f x
→+∞

 thì nhập ( )f x  và tính giá trị tại 1010x = . 

lim ( )
x

f x
→−∞

 thì nhập ( )f x  và tính giá trị tại 1010x = − . 

Ví dụ 1. Tìm giới hạn 
2

1

2 3lim
1x

x x
x+→

+ −
−

. 

Giải. Nhập biểu thức 
2 2 3

1
x x

x
+ −
−

. Ấn tổ hợp phím:                                             . Máy hiện số 4. 

Vậy 
2

1

2 3lim 4
1x

x x
x+→

+ −
=

−
. 

Ví dụ 2. Tìm giới hạn 
1

2 3lim
1x

x
x+→

−
−

. 

Giải. Nhập biểu thức 2 3
1

x
x
−
−

. Ấn tổ hợp phím:                                             .  

Máy hiện số -999999998. Vậy 
1

2 3lim
1x

x
x+→

−
= −∞

−
. 

Ví dụ 3. Tìm giới hạn 
2

2

2 2 3lim
1x

x x
x→+∞

+ −
+

. 

Giải. Nhập biểu thức 
2

2

2 2 3
1

x x
x
+ −
+

. Ấn tổ hợp phím:                                        . Máy hiện số 2. 

Vậy
2

2

2 2 3lim 2
1x

x x
x→+∞

+ −
=

+
. 

3) Dạng toán thường gặp: Tìm các đường tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
( )y f x= . 

Phương pháp:  
- Tìm TXĐ của hàm số. 
- Tìm các giới hạn của hàm số khi 0 0, , ,x x x x x x+ −→ +∞ → −∞ → →  rồi dựa vào định nghĩa các 
đường tiệm cận để kết luận. 
Chú ý.  

• Đồ thị hàm số ( )y f x=  chỉ có thể có tiệm cận ngang khi TXĐ của nó là một khoảng vô hạn 
hay một nửa khoảng vô hạn (nghĩa là biến x  có thể dần tới +∞  hoặc −∞ ). 

• Đồ thị hàm số ( )y f x=  chỉ có thể có tiệm cận đứng khi TXĐ của nó có một trong các dạng 
sau ( ; ),[ ; ), ( ; ], ( ; ), ( ; )a b a b a b a a+∞ −∞  hoặc là hợp của các tập hợp này và TXĐ không có 
một trong các dạng sau ,[ ; ), ( ; ],[ ; ]c c c d+∞ −∞ . 

• Đối với hàm phân thức ( )
( )

P xy
Q x

=  trong đó ( ), ( )P x Q x  là hai đa thức của x  ta thường dùng 

phương pháp sau để tìm các đường tiệm cận của đồ thị hàm số. 
i) Tiệm cận đứng 

CALC 1010
               

= 

CALC 91 10−+                = 

CALC 91 10−+                = 
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 Nếu 0

0

( ) 0
( ) 0

P x
Q x

≠
 =

 thì đường thẳng 0x x=  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

ii) Tiệm cận ngang 

 Nếu bậc của ( )P x  bé hơn bậc của ( )Q x  thì đường thẳng 0y =  (trục hoành) là tiệm cận 
ngang của đồ thị hàm số. 

 Nếu bậc của ( )P x  bằng bậc của ( )Q x  thì đường thẳng Ay
B

=  là tiệm cận ngang của đồ thị 

hàm số ( )P x  trong đó ,A B  lần lượt là hệ số của số hạng có số mũ lớn nhất của ( )P x  và ( )Q x . 

 Nếu bậc của ( )P x  lớn hơn bậc của ( )Q x  thì đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang. 

Đặc biệt, mọi hàm phân thức hữu tỉ bậc nhất trên bậc nhất ax by
cx d

+
=

+
 đồ thị đều có hai tiệm cận 

Tiệm cận đứng dx
c
−

= ; tiệm cận ngang ay
c

= . Đồ thị nhận giao điểm của hai tiệm cận làm 

tâm đối xứng. 

Ví dụ 1. Tìm tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 2 3
1

xy
x
−

=
−

. 

Giải. TXĐ: \ {1}D =  . Ta có 
lim lim 2
x x

y y
→+∞ →−∞

= =  nên đồ thị nhận đường thẳng 2y =  làm tiệm cận ngang. 

1 1
lim , lim
x x

y y
+ −→ →

= −∞ = +∞  nên đồ thị nhận đường thẳng 1x =  làm tiệm cận đứng. 

Chú ý: Có thể cho HS áp dụng luôn nhận xét ở phần trên để luyện tập. 

Ví dụ 2. Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
2

2016
2016

xy
x
+

=
−

. 

Giải. TXĐ: ( ; 12 14) (12 14; )D = −∞ − ∪ +∞ . Ta có  

          lim 1
x

y
→+∞

=  và lim 1
x

y
→−∞

= −  nên đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là 1y =  và 1y = − .  

Ví dụ 3. Tìm các đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 1
2

xy
x
+

=
−

.  

Giải. TXĐ: [0;4) (4; )D = ∪ +∞ . Ta có 
lim lim 1
x x

y y
→+∞ →−∞

= =  nên đồ thị nhận đường thẳng 1y =  làm tiệm cận ngang. 

4 4
lim , lim
x x

y y
+ −→ →

= +∞ = −∞  nên đồ thị nhận đường thẳng 4x =  làm tiệm cận đứng. 

III. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1. Gọi 1 2;y y  lần lượt là giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 1 1
1 2

y
x x

= +
− −

 trên 

đoạn[ ]3;4 . Tính tích 1 2.y y . 

A. 3
2

. B. 5
6

.  C. 5
4

. D. 7
3

. 



 18 

Câu 2. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số 1 1 1
1 2

y
x x x

= + +
+ +

trên đoạn [ ]5; 3− − . 

A. Giá trị lớn nhất bằng 13
12

− .  B. Giá trị lớn nhất bằng 11
6

.  

C. Giá trị lớn nhất bằng  47
60

− . D. Giá trị lớn nhất bằng 11
6

− .  

Câu 3. Cho hàm số 1y x x= − − . Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. Hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng 3
4

 và không có giá trị lớn nhất.  

B. Hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng 3
4

 và giá trị lớn nhất bằng 1. 

C. Hàm số không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất. 
D. Hàm số đạt giá trị lớn nhất tại điểm có hoành độ 1x =  và giá trị lớn nhất bằng 1. 

Câu 4. Hàm số 2 21 1y x x= + + −  đạt giá trị nhỏ nhất tại điểm có hoành độ bằng bao nhiêu?  

A. 0 . B. 1± . C. 2± . D. 2 .  

Câu 5. Tìm giá trị lớn nhất M và giá trị nhỏ nhất N của hàm số 4 4sin cosy x x= + .   

               A. 2; 1N M= − = .      B. 0; 2N M= =        C. 1 ; 1
2

N M= = .      D. 0; 1N M= = .  

Câu 6. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số 4 4sin cosy x x= −  . 
A. 0 . B. 1. C. 1− . D. Không tồn tại. 

Câu 7. Tìm điểm có hoành độ trên 0;
2
π 

  
 để hàm số 1 2sin .cosy x x= +  đạt giá trị nhỏ nhất . 

A. 
4

x π
= . B. 

6
x π
= .   C. 0x =  và 

2
x π
= .  D. 

3
x π
= .  

Câu 8. Tìm giá trị lớn nhất M và giá trị nhỏ nhất N của hàm số 6 6sin cosy x x= + .  

                A. 1; 1M N= = − .  B. 2; 0M N= = . C. 1 ; 1
4

M N= = − . D. 11;
4

M N= = . 

Câu 9. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số 3 3 3y x x= − +  trên 31;
2

 −  
 . 

A. 
31;
2

maxy 5
x  ∈ −  

= .               B. 
31;
2

maxy 3
x  ∈ −  

= .              C. 
31;
2

maxy 4
x  ∈ −  

= .       D. 
31;
2

maxy 6
x  ∈ −  

=  

Câu 10. Hàm số 3 22 7 5y x x x= − − +  có giá trị nhỏ nhất là m và giá trị lớn nhất là M trên [ ]1;3 . 

Tính tổng m + M. 

A. 338
27

m M+ = − . B. 446
27

m M+ = −  

C. 10m M+ = − . D. 14
27

m M+ = − . 
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Câu 11. Tìm các giá  trị của tham số m > 0 để hàm số 3 3 1y x x= − +  đạt giá trị nhỏ nhất trên  

[ ]1; 2m m+ +  luôn bé hơn 3.  

A. (0;1)m∈ . B. 1( ;1)
2

m∈ . 

C. { }( ;1) \ 2m∈ −∞ − .                                   D. (0;2)m∈ . 

Câu 12. Một công ti bất động sản có 50 căn hộ cho thuê. Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ với 
giá 2.000.000 đồng một tháng thì mọi căn hộ đều có người thuê và cứ mỗi lần tăng giá 
cho thuê, mỗi căn hộ thêm 50.000 đồng một tháng thì có thêm một căn hộ bị bỏ trống. 
Công ti đã tìm ra phương án cho thuê đạt lợi nhuận lớn nhất. Hỏi thu nhập cao nhất công 
ti có thể đạt được trong một tháng là bao nhiêu? 
A. 115.250.000.       B. 101.250.000. 
C. 100.000.000.                                                D. 100.250.000. 

Câu 13. Doanh nghiêp Hồng Anh cần sản xuất một mặt hàng trong đúng 10 ngày và phải sử dụng 
hai máy A và B. Máy A làm việc trong x ngày và cho số tiền lãi là 3 2x x+  ( triệu đồng ), 
máy B làm việc trong y ngày và cho số tiền lãi là 2326 27y y−  ( triệu đồng ). Hỏi doanh 
nghiệp Hồng Anh cần sử dụng máy A làm việc trong bao nhiêu ngày sao cho số tiền lãi là 
nhiều nhất? (Biết rằng hai máy A và B không đồng thời làm việc, máy B làm việc không 
quá 6 ngày). 
A. 6.                              B. 5.                                C. 4.                                   D. 7. 

Câu 14. Một người thợ xây cần xây một bể chứa 108 mP

3
P nước có dạng hình hộp chữ nhật với đáy 

là hình vuông và không có nắp. Hỏi chiều cao của lòng bể bằng bao nhiêu để số viên 
gạch dùng xây bể là ít nhất. Biết thành bể và đáy bể đều được xây bằng gạch, độ dày 
thành bể và đáy bể là như nhau, các viên gạch có kích thước như nhau và số viên gạch 
trên một đơn vị diện tích là bằng nhau. 
A. 9m.                              B. 6m.                                C. 3m.                                   D. 2m. 

Câu 15. Kỳ thi THPT Quốc gia năm 2016 vừa kết thúc, Nam đỗ vào trường đại học kinh tế quốc 
dân Hà Nội. Kỳ I của năm thứ nhất gần qua, kỳ II sắp đến. Hoàn cảnh không được tốt nên 
gia đình rất lo lắng về việc đóng học phí cho Nam, kỳ I đã khó khăn, kỳ II càng khó khăn 
hơn. Gia đình đã quyết định bán một phần mảnh đất hình chữ nhật có chu vi 50m, lấy tiền 
lo cho việc học của Nam cũng như tương lai của em. Mảnh đất còn lại sau khi bán là một 
hình vuông cạnh bằng chiều rộng của mảnh đất hình chữ nhật ban đầu. Tìm số  tiền lớn 
nhất mà gia đình Nam nhận được khi bán đất, biết giá tiền 1mP

2
P đất khi bán là 1500.000 

VN đồng. 

                 A. 112687500VN đồng.                       B. 114187500VN đồng.                      

                 C. 115687500VN đồng.                       D. 117187500VN đồng.               
Câu 16. Đồ thị hàm số 4 22x 5y x= − + có bao nhiêu đường tiệm cận ? 
               A. 0.         B. 1.     C. 2.                        D. 3. 
Câu 17. Đồ thị hàm số nào sau đây nhận đường thẳng 2y = là một đường tiệm cận ? 

               A. 3
2

xy
x

=
−

.          B. 2 1
2
xy

x
−

=
−

.     C. 2 1
2

xy
x

− +
=

−
.       D. 2y x= − .                 
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Câu 18. Tìm tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
3 1

1
x

y
x
+

=
−

. 

 A. 1x = − .                     B. 1x = .                       C. 3x = .                       D. 3x = − . 

Câu 19. Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
2 1

1
x

y
x
+

=
−

. 

 A. 1y = − .                    B. 1y = .                         C. 2y = − .                   D. 2y = . 

Câu 20. Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để các đường tiệm cận của đồ thị hàm số 
2x m

y
x m
+

=
+

 

tạo với 2 trục tọa độ một hình vuông. 
 A. 2m = .                 B. 2m = − .                      C. A và B sai.                  D. A và B đều đúng. 
Câu 21. Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để khoảng cách từ giao điểm của 2 đường tiệm cận 

của đồ thị hàm số 
2

1
mx

y
x
+

=
+

 tới gốc tọa độ O bằng 5 . 

 A. 4m = ± .               B. 2m = ± .                     C. A và B sai.                   D. A và B đều đúng. 

Câu 22. Cho hàm số 
2 3
3

x
y

x m
−

=
−

. Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để tiệm cận đứng của đồ thị 

hàm số nằm bên trái trục tung. 
 A. 0m < .                  B. 0m = .                       C. m  tùy ý.                      D. m∈∅ . 
Câu 23. Cho hàm số  y f x  có  lim 1

x
f x


  và  lim 1

x
f x


 . Khẳng định nào sau đây là 

khẳng định đúng ? 
A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang.  
B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang. 
C. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 1y   và 1y  . 

D. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 1x  và 1x . 

Câu 24. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để đồ thị hàm số 
2

1
1

xy
mx



 có hai đường tiệm 

cận ngang. 
A. m .        B. 0m .             C. 0m .                       D. 0m . 

Câu 25. Cho hàm số 
2

1
mx m

y
x

+
=

−
. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để đường tiệm cận 

đứng, tiệm cận ngang của đồ thị hàm số cùng với hai trục tọa độ tạo thành một hình chữ nhật có 
diện tích bằng 8. 

 A. 2m = .                  B. 
1
2

m = ± .                    C. 4m = .                           D. 4m = ± . 

IV. ĐÁP ÁN BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
C C B B C B C D A A A B A C D A C D D D 
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
A B C D D                
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Buổi 3.  
CHỦ ĐỀ 5. ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 

 
I. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Sơ đồ khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số 

a) Tập xác định: Tìm tập xác định của hàm số. 
b) Sự biến thiên của hàm số 

• Tìm các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tiệm cận (nếu có). 
• Xét chiều biến thiên của hàm số: 

Tính đạo hàm. Tìm các điểm tại đó đạo hàm bằng 0 hoặc không xác định. 
Lập bảng biến thiên và kết luận khoảng đồng biến, nghịch biến và cực trị của hàm 
số. 

c) Đồ thị: Dựa vào bảng biến thiên và các yếu tố xác định ở trên để vẽ đồ thị. 
2. Đồ thị hàm số bậc ba: 3 2  ( 0)y ax bx cx d a= + + + ≠  

• Các dạng đồ thị của hàm số bậc 3:  

 0a >  0a <  

Phương trình  

y’ = 0 

có hai nghiệm 
phân biệt 

 

 

 

 

 

 

Phương trình  

y’ = 0 

có nghiệm kép 

 

 

 

 

 

 

Phương trình  

y’ = 0 

vô nghiệm 

 

 

 

 

 

 

3. Đồ thị hàm số bậc bốn trùng phương: 4 2  ( 0)y ax bx c a= + + ≠  
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• Các dạng đồ thị của hàm số bậc 4 trùng phương:  

 a > 0 a < 0 
 

y’= 0 có 1 
nghiệm 
(a.b > 0) 

 
 
 
 

 
 

y’= 0 có 3 
nghiệm 
(a.b<0) 

 
 

4) Đồ thị của hàm số  ( 0, 0)
ax b

y c ad bc
cx d

+
= ≠ − ≠

+
 

Các dạng đồ thị hàm số: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chú ý: Cần hướng dẫn học sinh cách “đọc” đồ thị để suy ra chiều biến thiên, lập bảng biến thiên 
trong mỗi trường hợp và chỉ ra các đường tiệm cận của đồ thị (nếu có) 

5) Các phép biến đổi đồ thị 

Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị ( )C . Khi đó với số 0a > , ta có 
+ Hàm số ( )y f x a= +  có đồ thị ( ')C  bằng cách tịnh tiến đồ thị ( )C  theo phương Oy  lên 

trên a  đơn vị. 
+ Hàm số ( )y f x a= −  có đồ thị ( ')C  bằng cách tịnh tiến đồ thị ( )C  theo phương Oy  lên 

trên a  đơn vị. 

O 
x 

y 

x 
O 

y 

x 
O 

y 

 

x O 

y 
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+ Hàm số ( )y f x a= +  có đồ thị ( ')C  bằng cách tịnh tiến đồ thị ( )C  theo phương Ox  sang 
trái a  đơn vị. 

+ Hàm số ( )y f x a= −  có đồ thị ( ')C  bằng cách tịnh tiến đồ thị ( )C  theo phương Ox  sang 
phải a  đơn vị. 

+ Hàm số ( )y f x= −  có đồ thị ( ')C  là đối xứng của đồ thị ( )C  qua trục Ox . 
+ Hàm số ( )y f x= −  có đồ thị ( ')C  là đối xứng của đồ thị ( )C  qua trục Oy . 

+ Hàm số ( ) ( )  0
( )  0

f x khi x
y f x

f x khi x
≥

= =  − <
 có đồ thị ( ')C  suy từ đồ thị ( )C  bằng cách: 

Giữ nguyên phần đồ thị ( )C  nằm bên phải trục Oy  và bỏ phần đồ thị ( )C  nằm bên trái Oy . 
Lấy đối xứng phần đồ thị ( )C  nằm bên phải Oy  qua Oy . 

+ Hàm số 
( )  ( ) 0

( )
( )  ( ) 0

f x khi f x
y f x

f x khi f x
≥

= = − <
 có đồ thị ( ')C  suy từ đồ thị ( )C  bằng cách: 

Giữ nguy ên phần đồ thị ( )C  nằm phía trên trục Ox . 
Lấy đối xứng phần đồ thị ( )C  nằm bên phía dưới Ox  qua Ox  và bỏ phần đồ thị ( )C  nằm dưới 
Ox . 
II. LUYỆN TẬP (KĨ NĂNG CƠ BẢN) 
Dạng 1. Nhận dạng đồ thị hàm số 
Ví dụ 1. Đường cong trong hình bên là đồ thị của hàm số nào dưới đây? 

A. 4 22 2.y x x= − +  

B. 3 3 1.y x x= + +  

C. 4 24 2.y x x= − + +  

D. 
1

.
2

x
y

x
−

=
−

 

 
 
Hướng dẫn giải. Đây là dạng đồ thị hàm bậc 4 trùng phương với hệ số a > 0. Chọn A.  
Ví dụ 2. Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. 2 2 3.y x x= + −  

B. 3 3 1.y x x= − + +  

C. 4 22 1.y x x= − +  

D. 3 3 1.y x x= − +  

 
Hướng dẫn giải 
Ta thấy đường cong là đồ thị của hàm bậc ba, lim

x
y

→+∞
= +∞  . Vậy đáp án là D. 
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Ví dụ 3. Hàm số 
1
2

x
y

x
−

=
−

 có đồ thị là hình vẽ nào dưới đây? 

A. Hình 1. 

 

B. Hình 2.  

 

C. Hình 3. 

 

D. Hình 4.  

 
Hướng dẫn giải 
Do hàm số đã cho là hàm phân thức nên loại đáp án B và D. 

( )2

1 1
' 0

2 2

x
y

x x
y

− −
= ⇒ = <

− −
 nên hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định. Đáp án là C. 

Dạng 2. Dựa vào đồ thị hoặc bảng biến thiên chỉ ra số nghiệm của phương trình 
Ví dụ 4. Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên { }\ 0 , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có 

bảng biến thiên sau: 
x  −∞              0                  2                  +∞  

'y          −        +       0              −  
y  +∞

         
2− −∞

          
4

               
−∞

 

Tìm tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho phương trình ( )f x m= có ba nghiệm 

thực phân biệt. 
A. [ ]2;4 .−  B.( )2;4 .−  C.( ]2;4 .−  D.( ];4 .−∞  

Hướng dẫn giải 
Phương trình có 3 nghiệm khi và chỉ khi đồ thị hàm số ( )y f x=  cắt đường thẳng :d y m=  tại 3 

điểm phân biệt. Từ bảng biến thiên suy ra ( )2 4 2;4m m− < < ⇒ ∈ − . Chọn B. 

Ví dụ 5. Cho hàm số ( )y f x=  xác định, liên tục trên   và có bảng biến thiên:  

x  −∞              1−                  0                     1                 +∞  
'y          −           0         +       0         −                  +  

y  +∞
             

0
                   

4
3

                  
0                   

+∞
 

Tìm tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho phương trình ( )f x m=  có hai nghiệm 

thực phân biệt.  

A. 0.m =  B. 
4

.
3

m >   C.
4

0 .
3

m< <  D. 0m =  hoặc 
4

.
3

m >  

Hướng dẫn giải 
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Phương trình có 2 nghiệm khi và chỉ khi đồ thị hàm số ( )y f x=  cắt đường thẳng :d y m=  tại 2 

điểm phân biệt. Từ BBT suy ra 0m =  hoặc 
4

.
3

m >
 
 Chọn D.  

Ví dụ 6. Xét hàm số 3 23 2y x x= − +  có đồ thị (C) được cho ở hình bên. Tìm tất cả các giá trị của 

tham số thực m sao cho phương trình 3 23 2x x m− + =  có 2 nghiệm thực phân biệt . 
A. 2 2.m− ≤ ≤                 
B. 2m = −

 
hoặc 2m =   

C. 2m < −
 
hoặc 2m >                        

D. 2m ≤ −
 
hoặc 2.m ≥  

 
Ví dụ 7. Cho hàm số ( )y f x=  xác định, liên tục trên   và có bảng biến thiên : 

 
Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m  sao cho phương trình ( ) 3f x m= − +  có đúng một 
nghiệm thực. 

A.  1 3m− < < .  B. 1 3m− ≤ ≤ .  C. 1
3

m
m
≤ −
≥




. D. 1
3

m
m
< −
>




. 

Hướng dẫn giải 
Số nghiệm của phương trình bằng số giao điểm của đồ thị hàm số ( )y f x=  và đường thẳng 

3y m= − + . Từ BBT ta được 3 4 1
3 0 3

m m
m m

− + > < −⇔
− + < >
 
  

 . Chọn D. 

Ví dụ 8. Cho hàm số ( )y f x=  xác định, liên tục trên   và có bảng biến thiên: 

x –  0  2                        + 

'y    – 0 + 0 – 

y  
+        3   

    –1                                   – 

Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho phương trình ( ) 1f x m= −  có nghiệm thực lớn 

hơn 2. 
A.  4m ≤ . B. 4m < . C. 0m ≤ . D. 0 4m< < . 
Hướng dẫn giải 

x 
y’ 
y 

-∞ -1 1 +∞ 
0 0 + - + 
4 +∞ 

-∞ 0 
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Nghiệm của phương trình ( ) 1f x m= −  là hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số ( )y f x=  và 

đường thẳng 1y m= − . Từ BBT ta được 1 3 4m m− < ⇔ < . Chọn B. 

Ví dụ 9. Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên { }\ 0 , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có 

bảng biến thiên sau: 
x  −∞            1−                 0                 2                 +∞  

'y    +                0        −           −       0              +  
y  

−∞
           

2−
          

−∞
+∞

          
2

           
+∞

 

Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m  sao cho phương trình ( ) 1f x m= −  có hai nghiệm thực 

phân biệt . 

A. 3 .
1

m
m
>
< −




 B. 1 3.m− < <  C. 1 3.m− ≤ ≤  D. 3 .
1

m
m
≥
≤ −




 

Hướng dẫn giải 
Số nghiệm của phương trình là số giao điểm của đồ thị hàm số giao điểm của đồ thị hàm số 

( )y f x=  và đường thẳng 1y m= − . Từ BBT ta được 
1 2 3

1 2 1

m m

m m

− > >
⇔

− < − < −

 
  

 . Chọn A. 

Ví dụ 10. Cho hàm số 3 3 2y x x= − + có đồ thị được cho ở hình 1. Đồ thị ở hình 2 là đồ thị của 
hàm số nào dưới đây? 

A. 3| | 3 | | 2.y x x= − +  

B. 3 3 2 .y x x= − +  

C. 3 3 2.y x x= − +  

D. ( )21 2 .y x x x= − + −  

Hình 1. 

 

Hình 2. 

 
Hướng dẫn giải 
Cách 1. Đồ thị ở hình 2 được vẽ như sau: 
+ Giữ nguyên phần đồ thị (C)  ở phía trên trục hoành Ox 
+ Lấy đối xứng phần đồ thị (C) ở dưới Ox qua Ox, bỏ đi phần đồ thị (C) ở dưới Ox. 

+ Đồ thị thu được nằm hoàn toàn trên Ox. Đây là đồ thị hàm số 3 3 2y x x= − + . Chọn B. 

Cách 2. Đồ thị ở hình 2 nằm ở phía trên trục hoành 0y⇒ ≥  . Chọn B.  
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x

y

O

x

y

1

2

-1 2O

x

y

1

2
1

O

 
 
III. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
 

Câu 1. (ĐỀ MINH HỌA QUỐC GIA NĂM 2017)  

 Đồ thị hình bên là của hàm số nào? 

A. 2 1y x x   . 

B. 3 3 1y x x   . 

C. 4 2 1y x x   . 

D. 3 3 1y x x   . 

 

Câu 2. Đồ thị hình bên là của hàm số nào? 

 A.    21 1y x x   . 

 B.    21 1y x x   . 

 C.    21 2y x x   . 

 D.    21 2y x x   . 

Câu 3. Đồ thị sau đây là của hàm số nào? 

 

      A. 3 1y x  . 

      B. 3 3 2y x x   . 

      C. 3 2y x x   . 

       D. 3 2y x  . 

Câu 4. Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên sau: 

 

 

 

 

y  

x  
'y  

    1  

2    

2    

    
1 

0  0    
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x

y

1

2

-1 O

-2

x

y

O

2

1

1-1

x

-1

O

y

1-1

1

x

y

1

2

-1 O

-2

x

y

1

2

-1 O

-2

Đồ thị nào thể hiện hàm số  y f x ? 

x

y

1

2

-1 O

-2

A

 

x

y

1

2

-1 O

4
B

 
 

x

y

1

-4

-1
O

-2

C

 

x

y

1

2

-1
O

-2

D

 
(Đáp án : A). 

Câu 5. Cho hàm số 3 2y ax bx cx d     có đồ thị như hình bên.  

 Chọn đáp án đúng? 

A. Hàm số có hệ số 0a . 

B. Hàm số đồng biến trên các khoảng  2; 1   và  1;2 . 

C. Hàm số không có cực trị. 

D. Hệ số tự do của hàm số khác 0 . 

Câu 6. Đồ thị hình bên là của hàm số nào? 

A. 4 22 2y x x   . 

B. 4 22 2y x x   . 

C. 4 24 2y x x   . 

D. 4 22 3y x x   . 

Câu 7. Đồ thị sau đây là của hàm số nào? 

 

 

       A. 4 22 1y x x   . 
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x
-1

O

y

1

3

x
-1

O

y

1

2

x1
2



1
2

y

O

      B. 4 22 4 1y x x   . 

      C. 4 22 1y x x   . 

        D. 4 22 1y x x   . 

Câu 8. Đồ thị hình bên là của hàm số nào? 

A. 4 22 3y x x   . 

B. 4 22 3y x x   . 

C. 4 22 3y x x   . 

D. 4 22 3y x x   . 

Câu 9. Đồ thị sau đây là của hàm số nào? 

       A. 4 2 2y x x   . 

      B. 4 2 2y x x   . 

      C. 4 2 1y x x   . 

      D. 4 2 1y x x   . 

 

Câu 10. Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên như sau. Chọn phát biểu sai? 

 

 

 

 

A. Hàm số đồng biến trên các khoảng  1;0  và  1; . 

B. Hàm số đạt cực đại tại 0x  . 

C. Đồ thị hàm số đã cho biểu diễn như hình bên. 

D. Hàm số đã cho là 4 22 2y x x   .  

Câu 11. Đồ thị sau đây là của hàm số nào? 

      A. 1 .
2 1
xy
x





 

      B. 3 .
2 1
xy
x





 

      C. .
2 1

xy
x




 

      D. 1 .
2 1
xy
x





 

Câu 12. Cho hàm số 3 26 9y x x x    có đồ thị như Hình 1. Đồ thị Hình 2 là của hàm số nào dưới 

y  

x  
'y  

    -1 

-4  

  -3    
    

0  
0  0    

1 
  0  

-4  

x

O

-3

-4

1-1

y 
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x

y

1

2

-1 O

đây? 

  

x

y

4

31O

           

x

y

4

31O-3 -1

 
      Hình 1  Hình 2 

A. 3 26 9 .y x x x       B. 3 26 9 .y x x x        C. 
3 26 9y x x x   .      D. 3 26 9 .y x x x    

Câu 13. Cho hàm số 3 23 2y x x    có đồ thị như Hình 1. Đồ thị Hình 2 là của hàm số nào dưới 
đây? 

x

y

2

31O

-2

-1-2

           

x

y

2

1O-1-2-3

 
     Hình 1  Hình 2 

 A. 3 23 2.y x x        B. 3 23 2 .y x x        C. 3 23 2 .y x x        D. 3 23 2.y x x    

Câu 14. Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị như hình dưới đây.  

(I). Hàm số nghịch biến trên khoảng  0;1 . 

(II). Hàm số đồng biến trên khoảng  1;2 . 

(III). Hàm số có ba điểm cực trị. 

(IV). Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 2.  

 Số mệnh đề đúng trong các mệnh đề trên là: 

 

A. 1.       B. 2 .                             C. 3 .        D. 4 . 

Câu 15. Cho hàm số 
2 1

xy
x




 có đồ thị như Hình 1. Đồ thị Hình 2 là của hàm số nào dưới đây? 
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x1
2



1
2

y

O

      

x1
2



1
2

y

O

 
      Hình 1  Hình 2 

 A. .
2 1

xy
x




 B. .
2 1

x
y

x



 C. .

2 1
xy

x



 D. .

2 1
x

y
x




 

Câu 16. Cho hàm số 2
2 1
xy
x





 có đồ thị như Hình 1. Đồ thị Hình 2 là của hàm số nào dưới đây? 

  

x1
2

1
2

y

O-2

-2

      

x1
2

1
2

y

O-2

-2

 
      Hình 1  Hình 2 

 

A. 2 .
2 1
xy
x

     
         B. 2

2 1
x

y
x





        C. 2 .
2 1
xy
x





        D. 2
.

2 1
x

y
x





 

Câu 16. Cho hàm số 3 2y x bx cx d    .  

  

x

y

  

x

y

   

x

y

  

x

y

 
   (I)   (II)  (III)  (IV) 

Các đồ thị nào có thể là đồ thị biểu diễn hàm số đã cho? 

A. (I).  B. (I) và (III).      C. (II) và (IV).            D. (III) và (IV). 

Câu 17. Cho hàm số   3 2y f x ax bx cx d     .  

O 

O 
O 

O 
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x

y

   

x

y

   

x

y

  

x

y

 
   (I)    (II)  (III)  (IV) 

 Trong các mệnh đề sau hãy chọn mệnh đề đúng: 

A. Đồ thị (I) xảy ra khi 0a  và  ' 0f x   có hai nghiệm phân biệt. 

B. Đồ thị (II) xảy ra khi 0a  và  ' 0f x   có hai nghiệm phân biệt. 

C. Đồ thị (III) xảy ra khi 0a  và  ' 0f x   vô nghiệm hoặc có nghiệm kép. 

D. Đồ thị (IV) xảy ra khi 0a  và  ' 0f x   có có nghiệm kép. 

Câu 18. Cho đường cong  C  có phương trình   21y f x x   . Tịnh tiến  C  sang phải 2  đơn vị, 
ta được đường cong mới có phương trình nào sau đây? 

 A. 2 4 3y x x    .    B. 2 4 3y x x    .     C. 21 2y x   .       D. 21 2y x   . 

Câu 19. Tịnh tiến đồ thị hàm số 4
2 3
xy
x





 sang phải 1 đơn vị, sau đó lên trên 5  đơn vị ta được đồ 

thị hàm số nào dưới đây? 

 A. 11
2 1

xy
x




.            B. 5 5
2 3
xy
x


 


.            C. 3 5
2 3
xy
x


 


.         D. 11 22
2 5
xy
x





. 

Câu 20. Bảng biến thiên sau đây là của hàm số nào          
                     x       ∞−           -1                 0                 1              ∞+    
                     y’           -           0         +      0         -      0          + 
                     y     ∞+                               -3                                ∞+  
                                              

- 4                                 - 4               

A. 33 24 −−= xxy .      B.  33
4
1 24 −+−= xxy .     C. 32 24 −−= xxy .       D.  32 24 −+= xxy . 

Câu 21. Bảng biến thiên sau đây là của hàm số nào?         
                     x       ∞−                               0                               ∞+    
                     y’                         -                0                + 
                     y         ∞+                                                              ∞+  
                                                                  1                                                                                                                                                            
 
A. 4 23 1.y x x= − +     B.  4 23 1.y x x= − + +       C. 4 23 1.y x x= + +       D.  4 23 1.y x x= − − +  
Câu 22. Bảng biến thiên sau đây là của hàm số nào? 
                     x       ∞−                              - 1                             ∞+    
                     y’                       +                                   + 
                     y                                      ∞+                                   2 
                              

O 

O 
O 

O 
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                             2                                       ∞−  

A. 2 1.
1

xy
x
+

=
+

        B.  1 .
2 1
xy
x
−

=
+

       C.  2 1.
1

xy
x
+

=
−

    D.  2 .
1
xy

x
+

=
+

 

Câu 23. Cho hàm số 3 2= + + +y ax bx cx d có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 0,  0,  0,  0< > > <a b c d .  
B. 0,  0,  0,  0< < > <a b c d .  
C. 0,  0,  0,  0> < < >a b c d .  
D. 0,  0,  0,  0< > < <a b c d . 

 
 
Câu 24. Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị ( )y f x′=  cắt trục Ox 
tại ba điểm có hoành độ a b c< <  như hình vẽ. Mệnh đề nào 
dưới đây là đúng? 

A. ( ) ( ) ( ).f c f a f b> >   
B. ( ) ( ) ( ).f c f b f a> >  
C. ( ) ( ) ( ).f a f b f c> >   
D. ( ) ( ) ( ).f b f a f c> >  

 

Câu 25. Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên { }\ 0 , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có 

bảng biến thiên sau 
x  −∞            1−                 0                 2                 +∞  

'y    +                0        −           −       0              +  
y  

−∞
           

2−
          

−∞
+∞

          
2

                
+∞

 

Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m  sao cho đường thẳng : 2 2d y m= −  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x=  tại điểm có tung độ nhỏ hơn 0. 

A. 0.m <              B. 0m >            C. 0.m ≤              D. Không có giá trị thực nào của m thỏa mãn.  

 

IV. ĐÁP ÁN BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
D C D A B B B A D D C D B 
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 
B A B C B A C C A A A C  
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Buổi 4.  
CHỦ ĐỀ 6.               SỰ TƯƠNG GIAO GIỮA CÁC ĐỒ THỊ. 

TIẾP TUYẾN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

I. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1) Cho hai đồ thị (CR1R): y f x( )= và (CR2R): y g x( )= . Để tìm hoành độ giao điểm của (CR1R) và (CR2R) ta 
giải phương trình: f x g x( ) ( )=  (*) (gọi là phương trình hoành độ giao điểm). 
 Số nghiệm của phương trình (*) bằng số giao điểm của hai đồ thị. 
Nghiệm x0 của phương trình (*) chính là hoành độ giao điểm. Thay giá trị này vào một trong hai 
hàm số ban đầu ta được tung độ giao điểm. 
Điểm yM x0 0; )(  là giao điểm của (CR1R) và (CR2R). 
2) Các dạng bài tập thường gặp và phương pháp giải 
Bài toán 1. Tìm tọa độ giao điểm của hai đồ thị hàm số 
Phương pháp:  
Cho 2 hàm số ( ) ( )y f x , y g x= =  có đồ thị lần lượt là (C) và (C’).  

 +) Lập phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (C’): ( ) ( )f x g x= . 

 +) Giải phương trình tìm x từ đó suy ra y và tọa độ giao điểm. 
 +) Số nghiệm của (*) là số giao điểm của (C) và (C’). 
Bài toán 2. Tương giao của đồ thị hàm bậc ba 3 2y ax bx cx d (a 0)= + + + ≠  
Phương pháp 1: Bảng biến thiên (phương pháp đồ thị) 
+) Lập phương trình hoành độ giao điểm dạng ( )F x,m 0= 39T(phương trình ẩn x tham số m) 

+) Cô lập m đưa phương trình về dạng ( )m f x= . 

+) Lập BBT cho hàm số ( )y f x= . 

+) Dựa vào giả thiết và BBT từ đó suy ra m. 
*) Dấu hiệu: Sử dụng phương pháp này khi m độc lập với x.  
Phương pháp 2: Nhẩm nghiệm – tam thức bậc 2. 
39T+) Lập phương trình hoành độ giao điểm ( )F x,m 0=  

39T+) Nhẩm nghiệm (Khử tham số): Giả sử 0x x=  là 1 nghiệm của phương trình.  

39T+) Phân tích ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

x x
F x,m 0 x x .g x 0

g x 0
=

= ⇔ − = ⇔  =
 ( ( )g x 0=  là phương trình bậc 2 ẩn x 

tham số m ). 
39T+) Dựa vào yêu cầu bài toán để xử lý phương trình bậc hai ( )g x 0= . 

Phương pháp 3: Cực trị  
*) Nhận dạng: Khi bài toán không cô lập được m và cũng không nhẩm được nghiệm. 
*) Quy tắc: 
+) Lập phương trình hoành độ giao điểm ( )F x,m 0= (1). Xét hàm số ( )y F x,m=   
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+) Để (1) có đúng 1 nghiệm thì đồ thị 
( )y F x,m=  cắt trục hoành tại đúng 1 

điểm. (2TH) 
- Hoặc hàm số luôn đơn điệu trên  ⇔  
hàm số không có cực trị y ' 0⇔ =  hoặc 
vô nghiệm hoặc có nghiệm kép 

y' 0⇔ ∆ ≤  

- Hoặc hàm số có CĐ, CT và cd cty .y 0>  
(hình vẽ) 

y

x

q x( ) = x3 + x + 1

O

y

x

f x( ) = x3  3∙x  3

O

 
 

+) Để (1) có đúng 3 nghiệm thì đồ thị 
( )y F x,m=  cắt trục hoành tại 3 điểm 

phân biệt ⇔  Hàm số có cực đại, cực 
tiểu và cd cty .y 0<     

y

x

f x( ) = x3  3∙x + 1

O

y

x

f x( ) = x3 + 3∙x + 1

O

 
+) Để (1) có đúng 2 nghiệm thì đồ thị 

( )y F x,m=  cắt trục hoành tại 2 điểm 

phân biệt ⇔  Hàm số có cực đại, cực 
tiểu và cd cty .y 0=     

y

x

y

x

g x( ) = x3  3∙x + 2 f x( ) = x3 + 3∙x + 2

OO

 
Bài toán. Tìm m để đồ thị hàm bậc 3 cắt trục hoành tại 3 điểm lập thành 1 cấp số cộng 
a) Định lí Vi-ét 
*) Cho bậc 2: Cho phương trình 2ax bx c 0+ + =  có 2 nghiệm 1 2x , x  thì ta có: 

1 2 1 2
b cx x , x x
a a

+ = − =  

*) Cho bậc 3: Cho phương trình 3 2ax bx cx d 0+ + + =  có 3 nghiệm 1 2 3x , x , x  thì ta có:  

1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3
b c dx x x , x x x x x x , x x x
a a a

+ + = − + + = = −  

c) Tính chất của cấp số cộng 
+) Cho 3 số a, b,c  theo thứ tự đó lập thành 1 cấp số cộng thì: a c 2b+ =   
d) Phương pháp giải toán:  

+) Điều kiện cần: 0 3
bx
a

= −  là 1 nghiệm của phương trình. Từ đó thay vào phương trình để tìm m. 

+) Điều kiện đủ: Thay m tìm được vào phương trình và kiểm tra. 
Bài toán 3. Tương giao của hàm phân thức 
Phương pháp  
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Cho hàm số ( )ax by  C
cx d

+
=

+
 và đường thẳng d : y px q= + . Phương trình hoành độ giao điểm của 

(C) và (d): ( )ax b px q F x,m 0
cx d

+
= + ⇔ =

+
 (phương trình bậc 2 ẩn x tham số m). 

*) Các câu hỏi thường gặp: 

1. Tìm m để d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt ( )1⇔  có 2 nghiệm phân biệt khác d
c

− . 

2. Tìm m để d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt cùng thuộc nhánh phải của (C) ( )1⇔  có 2 nghiệm phân 

biệt 1 2x , x  và thỏa mãn 1 2
d: x x
c

− < < . 

3. Tìm m để d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt cùng thuộc nhánh trái của (C) ( )1⇔  có 2 nghiệm phân 

biệt 1 2x , x  và thỏa mãn 1 2
dx x
c

< < − . 

4. Tìm m để d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt thuộc 2 nhánh của (C) ( )1⇔  có 2 nghiệm phân biệt 

1 2x , x  và thỏa mãn 1 2
dx x
c

< − < . 

5. Tìm m để d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt A và B thỏa mãn điều kiện hình học cho trước:  
 +) Đoạn thẳng AB k=  

+) Tam giác ABC  vuông. 
+) Tam giác ABC có diện tích 0S . 

 * Quy tắc:  
 +) Tìm điều kiện tồn tại A, B ⇔  (1) có 2 nghiệm phân biệt. 
 +) Xác định tọa độ của A và B (chú ý định lý Vi-ét) 
 +) Dựa vào giả thiết xác lập phương trình ẩn m. Từ đó suy ra m. 
*) Chú ý: Công thức khoảng cách:  

 +) ( ) ( ) ( ) ( )B

22
A A B B B A AA x ; y , B x ; y : AB x x y y= − + −  

 +) ( ) ( ) 0 00 0

2 2
0 0

Ax By CM x ; y
d M,

: Ax By C 0 A B

+ +
⇒ ∆ =

∆ + + = +
 

Bài toán 4. Tương giao của hàm bậc 4 trùng phương: 4 2  ( 0)y ax bx c a= + + ≠  

39TNGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH BẬC 4 TRÙNG PHƯƠNG: 39T

4 2  ( 0)y ax bx c a= + + ≠ 39T (1) 

1. Nhẩm nghiệm: 
39T- Nhẩm nghiệm: Giả sử 0x x=  là một nghiệm của phương trình. 

39T- Khi đó ta phân tích: ( ) ( ) ( ) ( )
02 2

0

x x
f x,m x x g x 0

g x 0
= ±

= − = ⇔  =
 

39T- Dựa vào giả thiết xử lý phương trình bậc hai ( )g x 0=  

39T2. Ẩn phụ - tam thức bậc 2: 
39T - Đặt ( )2t x , t 0= ≥ . Phương trình: 2at bt c 0+ + =  (2). 

39T - Để (1) có đúng 1 nghiệm thì (2) có nghiệm 1 2t , t  thỏa mãn: 1 2

1 2

t 0 t
t t 0
< =

 = =
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39T - Để (1) có đúng 2 nghiệm thì (2) có nghiệm 1 2t , t  thỏa mãn: 1 2

1 2

t 0 t
0 t t
< <

 < =
 

39T- Để (1) có đúng 3 nghiệm thì (2) có nghiệm 1 2t , t  thỏa mãn: 1 20 t t= <  

39T- Để (1) có đúng 4 nghiệm thì (2) có nghiệm 1 2t , t  thỏa mãn: 1 20 t t< <  
39T3. Bài toán: Tìm m để đồ thị  hàm bậc bốn trùng phương (1) cắt Ox tại 4 điểm có hoành độ 
lập thành cấp số cộng.  
39T- Đặt ( )2t x , t 0= ≥ . Phương trình: 2at bt c 0+ + =  (2). 

39T- Để (1) cắt Ox tại 4 điểm phân biệt thì (2) phải có 2 nghiệm dương ( )1 2 1 2t , t t t< thỏa mãn 2 1t 9t= . 

39T- Kết hợp 2 1t 9t=  vơi định lý Vi – ét tìm được m. 

TIẾP TUYẾN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

Bài toán 1: Tiếp tuyến tại điểm ( )0 0M x ; y  thuộc đồ thị hàm số: 

Cho hàm số ( ) ( )C : y f x=  và điểm ( ) ( )0 0M x ; y C∈ . Viết phương trình tiếp tuyến với (C) tại M. 

- Tính đạo hàm ( )f ' x . Tìm hệ số góc của tiếp tuyến là ( )0f ' x  

- Phương trình tiếp tuyến tại điểm M là: ( )( )0 0 0y f ' x x x y= − +  

Bài toán 2: Tiếp tuyến có hệ số góc k cho trước 
 - Gọi ( )∆  là tiếp tuyến cần tìm có hệ số góc k.  

 - Giả sử ( )0 0M x ; y  là tiếp điểm. Khi đó 0x  thỏa mãn: ( )0f ' x k= (*) . 

 - Giải (*) tìm 0x . Suy ra ( )0 0y f x= . 

 - Phương trình tiếp tuyến cần tìm là: ( )0 0y k x x y= − +  

Bài toán 3: Tiếp tuyến đi qua điểm  
Cho hàm số ( ) ( )C : y f x=  và điểm ( )A a;b . Viết phương trình tiếp tuyến với (C) biết tiếp tuyến đi 

qua A. 
- Gọi ( )∆  là đường thẳng qua A và có hệ số góc k. Khi đó ( ) ( ): y k x a b∆ = − + (*) 

 - Để ( )∆  là tiếp tuyến của (C) 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x k x a b 1

f ' x k 2

= − +⇔ 
=

 có nghiệm. 

 - Thay (2) vào (1) ta có phương trình ẩn x. Tìm x thay vào (2) tìm k thay vào (*) ta có 
phương trình tiếp tuyến cần tìm. 
Cách khác: Gọi 0 0( ; )M x y  là tiếp điểm. Vì ∈ ⇒ =0 0( ) ( )M C y f x . 

PTTT của (C) tại M  có dạng: ( )0 0 0y y '(x ) x x f (x )= − +  (1) 

Tiếp tuyến đi qua ( ; )A a b  nên ( )0 0 0b y '(x ) a x f (x )= − +  

Giải phương trình với ẩn 0x , thay vào (1) ta được PTTT. 
Chú ý: 
 1. Hệ số góc của tiếp tuyến với (C) tại điểm ( )0 0M x ; y  thuộc (C) là: ( )0k f ' x=  

 2. Cho đường thẳng ( ) dd : y k x b= +  
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 +) ( ) ( )/ / d∆  dk k∆⇒ =    +) ( ) ( )d∆ ⊥  d
d

1k .k 1 k
k∆ ∆⇒ = − ⇔ = −   

 +) ( ) d

d

k k,d tan
1 k .k

∆

∆

−
∆ = α⇒ α =

+
   +) ( ),Ox k tan∆∆ = α⇒ = ± α  

 3. Tiếp tuyến tại các điểm cực trị của đồ thị (C) có phương song song hoặc trùng với trục 
hoành. 
 4. Cho hàm số bậc 3: ( )3 2y ax bx cx d, a 0= + + + ≠   

+) Khi a 0> : Tiếp tuyến tại tâm đối xứng của (C) có hệ số góc nhỏ nhất. 
+) Khi a 0< : Tiếp tuyến tại tâm đối xứng của (C) có hệ số góc lớn nhất. 
 

II. LUYỆN TẬP 

Ví dụ 1. Biện luận số giao điểm của hai đồ thị hàm số sau: 1
1

xy
x
+

=
−

 (C) và y = m – x (d). 

HD giải. Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (d) là: 

1
1

x m x
x
+

= −
−

21
1

1 ( )( 1)
x

x mx m x x
x m x x
≠

⇔ ⇔ + = − − + + = − −
2 1 0x mx m⇔ − + + = . 

Biện luận: 

Nếu 0 2 2m∆ > ⇔ < − hoặc 2 2m > +  thì (C) và d có hai điểm chung. 

Nếu 0 2 2m∆ = ⇔ = − hoặc 2 2m = +  thì (C) và d có một điểm chung. 

Nếu 0 2 2 2 2m∆ < ⇔ − < < +  thì (C) và d  không có điểm chung. 

Chú ý: Nhấn mạnh cho HS tùy theo yêu cầu của bài toán để chọn phương án thích hợp vì khi đó chỉ 
hỏi một ý trong bài. 

Ví dụ 2. Tìm tất cả các giá trị thực của m để đồ thị hàm số (C): 3 5y x mx= + +  cắt đường thẳng d: 
y = 6x + m tại ba điểm phân biệt. 

A. 
21
4

3

m

m

 <

 ≠

.             B. 21
4

m < .               C. 21
4

m > .            D. 
21
4

3

m

m

 >

 ≠

. 

HD giải. Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (d) là: 

 3 5 6x mx x m+ + = +  (*) ( )( )3 2( 6) 5 0 1 5 0x m x m x x x m⇔ + − + − = ⇔ − + + − =  

 2
1 (1)

5 0 (2)

x

x x m

=
⇔ 

+ + − =
. 
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Đồ thị (C) cắt đường thẳng d tại ba điểm phân biệt ⇔  phương trình (*) có ba nghiệm phân biệt ⇔  

phương trình (2) có hai nghiệm phân biệt khác 1 2

2121 4 0
4

1 1 5 0 3

m m
m m

∆ = − > < ⇔ ⇔ 
+ + − ≠  ≠

. Chọn A. 

Ví dụ 3. Cho hàm số 4 2(3 2) 3y x m x m= − + +  có đồ thị (CRmR). Xác định tất cả các giá trị thực của 
tham số m để (CRmR) cắt đường thẳng y = - 1 tại bốn điểm phân biệt. 

A. 
0

1
3

m

m

≠



< −

.            B. 1
3

m > − .             C.  1
3

m < − .           D. 
0

1
3

m

m

≠



> −

. 

HD giải. Phương trình hoành độ giao điểm:  

4 2(3 2) 3 1x m x m− + + = − ⇔ 4 2(3 2) 3 1 0x m x m− + + + =  (1) . 

Đặt 2, 0t x t= ≥ , phương trình (1) trở thành: 2 (3 2) 3 1 0t m t m− + + + =  (2). 

Đồ thị (CRmR) cắt đường thẳng y = - 1 tại bốn điểm phân biệt ⇔  phương trình (2) có hai nghiệm 

dương phân biệt 
0
0
0

P
S

∆ >
⇔ >
 >

2 09 0 0
13 1 0 13

3 2 0 32
3

mm m
m m

m
m

m


 ≠ > ≠  ⇔ + > ⇔ > − ⇔  

> −  + >   > −

. Chọn D. 

Ví dụ 4. Cho hàm số 3
2

xy
x
+

=
+

. Biết đồ thị hàm số đã cho luôn cắt đường thẳng 1
2

y x m= +  tại hai 

điểm phân biệt A và B. Tìm giá trị của m sao cho độ dài đoạn thẳng AB nhỏ nhất. 

A. 1m = − .            B . 1m = .               C. 2m = .                D. 2m = − . 

HD giải. Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (d) là: 

3 1
2 2

x x m
x
+

= +
+

2
13 ( 2)
2

x

x x m x

≠ −
⇔   + = + +   

2 2 4 6 (*)x mx m⇔ + + − . 

Ta có ( )2/ 2 21(4 6) 4 6 2 2 0,m m m m m m∆ = − − = − + = − + > ∀ . Suy ra (C) luôn cắt d tại A và B 

với mọi m. Gọi ( ; ), ( ; )A A B BA x y B x y . Ta có 1 1;
2 2A A B By x m y x m= + = + . 

Lại có ,A Bx x  là nghiệm của phương trình (*) nên 
2

. 4 6
A B

A B

x x m
y y m

+ = −
 = −

. 

2 2( ) ( )B A B AAB x x y y= − + − = 2 21( ) ( )
4B A B Ax x x x− + − = 25 ( )

4 B Ax x− =  

      2 2
.

5 ( 2 )
4 A B A Bx x x x= + − = ( ) ( )22

.
5 5(( ) 4 ) 2 4 4 6
4 4A B A Bx x x x m m + − = − − −  
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      ( )25 2 2 10m = − + ≥  
. 

Do đó, độ dài đoạn AB nhỏ nhất bằng 10 2 0 2m m⇔ − = ⇔ = . Chọn C. 

Ví dụ 5. Cho hàm số 4 22( 1) 2 1 ( )my x m x m C= − + + + . Tìm tất cả các giá trị của tham số m để 

( )mC  cắt trục hoành tại bốn điểm phân biệt có hoành độ lập thành một cấp số cộng. 

A. 4m = − .              B. 4m = .                  C. 94;
4

m  ∈ − 
 

.                D. 9
4

m = . 

HD giải. Phương trình hoành độ giao điểm của (CRmR) và trục hoành là: 

4 22( 1) 2 1 0x m x m− + + + =  (1). 

Đặt 2, 0t x t= ≥ , phương trình (1) trở thành 2 2( 1) 2 1 0t m t m− + + + =  (2). 

Đồ thị ( )mC  cắt trục hoành tại bốn điểm phân biệt ⇔  phương trình (2) có hai nghiệm dương phân 

biệt 

/ 0
0
0

P
S

∆ >


⇔ >
 >

2 00 0
12 1 0 12

2( 1) 0 21

mm m
m m

m
m m

≠ > ≠  ⇔ + > ⇔ > − ⇔  
> −  + > > − 

. 

Với 
0

1
2

m

m

≠



> −

 đồ thị ( )mC  cắt trục hoành tại bốn điểm phân biệt. 

Gọi 1 2t t<  là hai nghiệm của (2). Khi đó (1) có bốn nghiệm 2 1 1 2t t t t− < − < <  là hoành độ 

giao điểm của (CRmR) và trục hoành. Các hoành độ trên lập thành cấp số cộng thì 1 29t t=  (3). 

Ta cũng có 1 2,t t  là nghiệm của (2) nên 1 2

1 2

2( 1) (4)
. 2 1 (5)

t t m
t t m
+ = +

 = +
. 

Từ (3) 2 19t t⇒ =  vào (4) và (5) ta được: 
1

1
22

1

1 (6)
10 2( 1) 5

19 2 1 9 2 1 (7)
5

mt
t m

mt m m

+ == + ⇔ 
+= +    = +   

. 

Ta có (7) 2
4 ( )

9 18 9 50 25 9 ( )
4

m tm
m m m

m l

=
⇔ + + = + ⇔
 = −


. Chọn B. 

Ví dụ 6. Cho hàm số 3 22 (1 )y x x m x m= − + − + (1). Tìm tất cả các giá trị thực của m để đồ thị hàm 
số (1) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt khi có hoành độ 1 2 3, ,x x x  thỏa mãn điều kiện 

2 2 2
1 2 3 4x x x+ + < . 
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A. 1 ;1 \ {0}
4

m  ∈ − 
 

.     B. 1 ;1
4

m  ∈ − 
 

.      C. 11; \ {0}
4

m  ∈ − 
 

.      D. 11;
4

m  ∈ − 
 

. 

HD giải. Phương trình xác định hoành độ giao điểm của đồ thị với trục hoành là: 

3 22 (1 )  0 (1)x x m x m− + − + = . 

      2( 1).( ( 1) ) 0 ( 1)( ) 0x x x m x x x m⇔ − − − = ⇔ − − − = 2
1

- 0 (2)

x

x x m

=
⇔ 

− =
. 

Đặt xR3R = 1. Yêu cầu bài toán sẽ được thực hiện khi và chỉ khi (2) có hai nghiệm phân biệt 1 2, 1x x ≠  

thỏa mãn điều kiện: 2 2 2
1 21 4 (3)x x+ + < . 

Điều kiện để (2) có 2 nghiệm phân biệt khác 1 là: 2

11 4 0
( )4

1 1 0 0

m m
a

m m

∆= + > > − ⇔ 
− − ≠  ≠

. 

Theo Viet ta có: 1 2 1 21,x x x x m+ = = −  nên  

( )21 2 1 2(3) 2 3 1 2 3 1 ( )x x x x m m b⇔ + − < ⇔ + < ⇔ < . 

Tổng hợp các điều kiện (a) và (b) ta được 1 ;1 \ {0}
4

m  ∈ − 
 

. Chọn A. 

Ví dụ 7. Cho hàm số 3 23 2y x x= − + . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 

a) Tại điểm có hoành độ bằng – 1. 

b) Tại điểm có tung độ bằng 2. 

c) Biết tiếp tuyến song song với đường thẳng y = 9x + 7. 

d) Biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 1
45

y x= − . 

HD giải. Gọi 0 0( ; )M x y  là tiếp điểm. 

a) Ta có / 23 6y x x= − . Từ 0 01 2x y= − ⇒ = − , / ( 1) 0y − = ⇒phương trình tiếp tuyến cần tìm là:  

y + 2 = 9(x + 1)⇔ y = 9x + 7. 

b) Ta có / 23 6y x x= − . 

Cho yR0R = 2 03 2 3 2
0 0 0 0

0

0
3 2 2 3

3
x

x x x x
x

=
⇔ − + = ⇔ − ⇔  =

. 

Với 0 0x = , yR0R = 2, / (0) 0y = ⇒phương trình tiếp tuyến cần tìm là: y – 2 = 0( x – 0)⇔ y = 2. 

Với 0 3x = , yR0R = 2, / (3) 9y = ⇒phương trình tiếp tuyến cần tìm là: y – 2 = 9( x – 3)⇔ y = 9x – 25. 

c) Gọi M(xR0R; yR0R) là tiếp điểm. Ta có / 23 6y x x= − . Suy ra hệ số góc của tiếp tuyến là  
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/ 2
0 0 0( ) 3 6y x x x= − . 

Do tiếp tuyến song song với đường thẳng y = 9x + 7 nên 0/ 2
0 0 0

0

1
( ) 9 3 6 9

3
x

y x x x
x

= −
= ⇔ − = ⇔  =

. 

Với 0 01 2x y= − ⇒ = − , / ( 1) 0y − = ⇒phương trình tiếp tuyến là: y + 2 = 9(x + 1)⇔ y = 9x + 7 (l). 

Với 0 03 2x y= ⇒ = , / (3) 9y = ⇒phương trình tiếp tuyến là: y – 2 = 9( x – 3)⇔ y = 9x – 25. 

Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là: y = 9x – 25. 

d) Gọi M(xR0R; yR0R) là tiếp điểm. Ta có / 23 6y x x= − . 

Hệ số góc của tiếp tuyến là / 2
0 0 0( ) 3 6y x x x= − . 

Do tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 1
45

y x= −  nên  

0/ 2
0 0 0

0

51( ) 45 3 6 451 3
45

x
y x x x

x
=−

= = ⇔ − = ⇔  = −−
. 

Với 0 05 52x y= ⇒ = ⇒phương trình tiếp tuyến cần tìm là: y – 52 = 45( x – 5)⇔ y = 45x – 173. 

Với 0 03 52x y= − ⇒ = − ⇒phương trình tiếp tuyến cần tìm là: y + 52 = 45( x + 3)⇔ y = 45x + 83. 

Ví dụ 8. Cho đồ thị (C) của hàm số 2 1
1

xy
x
−

=
−

. Viết các phương trình tiếp tuyến của (C), biết 

khoảng cách từ điểm I(1; 2) đến tiếp tuyến bằng 2 . 

A. 1 0x y+ − = .                                             B. 1 0x y+ − =  và 5 0x y+ − = . 

C. 1 0x y+ + =  và 5 0x y+ + = .                   D. 5 0x y+ − = . 

HD giải. Tiếp tuyến của (C) tại điểm 0 0( ; ( )) ( )M x f x C∈  có phương trình  

0 0 0'( )( ) ( )y f x x x f x= − +  hay 2 2
0 0 0( 1) 2 2 1 0x x y x x+ − − + − =  (*). 

Khoảng cách từ điểm I(1; 2) đến tiếp tuyến (*) bằng 2 khi và chỉ khi 

0
4

0

2 2
2

1 ( 1)

x

x

−
=

+ −
⇔ 0 0x =  hoặc 0 2x = . 

Suy ra các tiếp tuyến cần tìm là: 1 0x y+ − =  và 5 0x y+ − = . Chọn B. 

Ví dụ 9. Cho hàm số 2 1
1

xy
x
−

=
+

 (C). Tìm tất cả các điểm M thuộc đồ thị (C) để tiếp tuyến của (C) 

tại M với đường thẳng đi qua M và giao điểm hai đường tiệm cận có tích hệ số góc bằng -9.   

A. M(0; 3) và M(2; 5).                         B. M(0; 3) và M(-2; 5).  

C. M(0; -3) và M(-2; 5).                        D. M(0; -3) và M(2; 5). 
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HD giải. Ta có I(-1; 2). Gọi 0 20 0

3 3( ) ( ;2 )
1 ( 1)

M I
IM

M I

y yM C M x k
x x x x

− −
∈ ⇒ − ⇒ = =

+ − +
. 

 Hệ số góc của tiếp tuyến tại M: 
( )

0 2
0

3'( )
1

Mk y x
x

= =
+

. 

 . 9M IMycbt k k⇔ = − 2 2
0 0

3 3. 9
( 1) ( 1)x x

−
⇔ = −

+ +
⇔ xR0R = 0; xR0R = -2.  

Suy ra có 2 điểm M thỏa mãn: M(0; -3) và M(-2; 5). Chọn C. 
 
III. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
  
Câu 1. Cho hàm số 3 4y x x= − . Tìm số giao điểm của đồ thị hàm số và trục Ox. 
A. 0.   B. 2.   C. 3.   D. 1. 
Câu 2. Tìm số giao điểm của đường cong 3 22 2 1y x x x= − + +  và đường thẳng 1y x= − . 
A. 0.   B. 2.   C. 3.   D. 1. 

Câu 3. Gọi M, N là giao điểm của đường thẳng 1y x= +  và đường cong 2 4
1

xy
x
+

=
−

. Tìm hoành độ 

trung điểm I của đoạn thẳng MN. 

A. 5
2

− .  B. 1.   C. 2.             D. 5
2

. 

Câu 4 (ĐỀ MINH HỌA QUỐC GIA NĂM 2017). Biết rằng đường thẳng 2 2y x   cắt đồ thị hàm 
số 3 2y x x    tại điểm duy nhất; ký hiệu  0 0;x y  là toạ độ của điểm đó. Tìm 0y . 

A. 0 4y  .     B. 0 0y  .       C. 0 2y  .         D. 0 1y  . 

Câu 5. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số 3 23 1y x x= − +  cắt đường thẳng 
y m=  tại 3 điểm phân biệt. 
A. 3 1m− < < .   B. 3 1m− ≤ ≤ .  C. m>1.  D. m<- 3. 
Câu 6. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đường thẳng y m=  cắt đồ thị hàm số 3 3 2y x x= − +  
tại 3 điểm phân biệt. 
A. m>4.  B. 0 4m≤ < .  C. 0 4m< ≤ .  D. 0 4m< < . 
Câu 7. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đường thẳng y m=  không cắt đồ thị hàm số 

4 22 4 2y x x= − + + . 
A. 0 4m< < .  B. m>4.  C. m<0.  D. m=0; m=4. 
Câu 8. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình 3 23 2x x m+ − =  có 3 nghiệm phân biệt. 
A. m<-2.  B. m>2.  C. 2 2m− < < . D. m = -2. 

Câu 9. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình 2 2 2x x m− =  có đúng 6 nghiệm thực 

phân biệt. 

A. 0 1.m< <                  B. 0.m >                 C. 1.m ≤                D. 0.m =  
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Câu 10. Cho đường cong ( ) 3 1:
2

xC y
x
−

=
−

. Có bao nhiêu điểm trên đồ thị ( )C sao cho tổng khoảng 

cách từ điểm đó đến 2 đường tiệm cận của ( )C bằng 6? 

A. 4.                                B. 2.                  C. 0.                D. 6. 

Câu 11. Cho hàm số 4 22( 1) 2y x m x m= − + + +  có đồ thị ( )C . Gọi ( )∆ là tiếp tuyến với đồ thị 
( )C tại điểm thuộc ( )C có hoành độ bằng 1. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để ( )∆  vuông góc 

với đường thẳng 1
( ) : 2016.

4
d y x= −  

A. 1.m = −                       B. 0.m =                   C. 1.m =                  D. 2.m =  

Câu 12. Gọi M là giao điểm của đồ thị hàm số 
R

2 1
2

xy
x
−

=
−

R

 với trục Oy. Viết phương trình tiếp 

tuyến với đồ thị trên tại điểm M.  

A.  3 1 .
4 2

y x= − +       B. 3 1 .
4 2

y x= +          C. 3 1 .
2 2

y x= − −         D. 3 1 .
2 2

y x= −   

Câu 13. Tìm số các tiếp tuyến đi qua gốc toạ độ O của đồ thị 4 2( ) : 2C y x x= − . 

A. 0.                                      B.1.                     C. 2.                   D.3. 

Câu 14. Cho hàm số 
2 1

 ( ).
1

x
y C

x
−

=
−

 Tìm hệ số góc k  của tiếp tuyến với đồ thị (C) sao cho tiếp 

tuyến đó cắt các trục Ox, Oy lần lượt tại các điểm A, B thoả mãn 4OA OB= . 

A.
1

.
4

k = −                          B.
1
4

.k =                   C. 1.k = −                         D. 1k = . 

Câu 15. Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đường thẳng 6y x m   là tiếp tuyến của đường 

cong 3 3 1y x x   . 

A.
3

1
m
m
 

 

.                   B.
1
3

m
m
 

 

.                 C.
1

3
m
m
 

 

.                       D.
1

.
3

m
m
 

 

 

Câu 16. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
3

23 2
3
xy x= + − biết tiếp tuyến có hệ số góc  

9k = − .  
A. ( )–16 –9 – 3y x= .   B. ( )16 –9 3y x+ = +  C. ( )–16 –9 3y x= + .      D. –9 – 27y x= . 

Câu 17. Cho hàm số 
2 1

1
xy

x
+

=
+

có đồ thi (̣ )C . Tı̀m các điểm M  trên đồ thi (̣ )C  sao cho khoảng cách 

từ hai điểm ( )2;4A và ( )4; 2B − − đến tiếp tuyến của ( )C taị M là bằng nhau. 

A. ( )0;1M .                   B.
 

31;
2

M  
 
   

và
 

52;
2

M  
 
 

. 

C. 31;
2

M  
 
 

.                                                       D. ( ) ( )0;1 , 2;3M M −
 
và

 

31;
2

M  
 
 

. 
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Câu 18. Tìm hệ số góc nhỏ nhất của các tiếp tuyến tại các điểm trên đồ thị hàm số 3 23 2y x x= − + . 
A. 3− .                             B. 3 .                     C. 4− .                          D. 0 . 

Câu 19. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để qua điểm ( )2;M m  kẻ được ba tiếp tuyến phân biệt 

đến đồ thị hàm số 3 23 .y x x= −  
A. ( )4; 5∈m .               B. ( )2; 3∈ −m .      C. ( )5; 4∈ − −m .         D. ( )5; 4∈ −m . 

Câu 20. Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đường thẳng : – 2 – 4d y mx m=  cắt đồ thị  

( ) 3 2: – 6 9 – 6C y x x x= +  tại 3  điểm phân biệt.  

A. 3m > − .                       B. 1m < .                       C. 3m < − .                      D. 1m > .  

Câu 21. Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đường thẳng : –d y x m= +  cắt đồ thị 

( ) 2: 1
1

xyC
x

− +
=

+
 tại hai điểm ,A B  sao cho 2 2AB = .  

A. 1; 7m m= = − .             B. 1; 2m m= = .             C. 7; 5m m= − = .            D. 1; 1m m= = − .  

Câu 22. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình ( )2 2 – 2 3x x m+ =  có 2  nghiệm phân 

biệt.  
A. 3m < .                       B. 3m > .                       C. 3m > .                         D. 3m > hoặc 2m = .  

Câu 23. Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đường thẳng y x m= − +  cắt đồ thị hàm số 
1xy

x
−

=  tại hai điểm phân biệt có hoành độ 1 2;x x  thỏa mãn 1 2 5x x− = . 

A. { 3;1}.m∈ −                    B. { 2; 1}.m∈ − −                     C. {0;2}.m∈                       D. 3.m =  

Câu 24. Gọi ( ) 2 1: 
1

xM C y
x
+

∈ =
−

 có tung độ bằng5 . Tiếp tuyến của ( )C  tại M cắt các trục tọa độ 

Ox , Oy  lần lượt tại A  và B . Tính diện tích S  của tam giác OAB . 

A. 121S .
6

=                   B. 119 .
6

S =                   C. 123.
6

S =                      D. 125 .
6

S =
 

Câu 25. Cho hàm số 
2 1

1
xy

x
+

=
+  

( )C  và đường thẳng :md y x m= + . Tìm giá trị của tham số m  để 

( )C  cắt md  tại hai điểm phân biệt A , B  sao cho OAB∆  vuông tại O . 

A. 
1
3

m = .                      B. 
4
3

m = .                    C.
2
3

m = .                       D. 
1
3

m = − . 

IV. ĐÁP ÁN BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12  
C D B C A D B C A A C A  
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
B B A C D A C A A D C A C 
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ĐỀ LUYỆN TẬP TỔNG HỢP CHUYÊN ĐỀ 
 

MA TRÂṆ ĐỀ 
(Chuyên đề hàm số) 

1. Ma trận 
                         Cấp độ 

Chủ đề 
Nhận biết Thông hiểu 

Vận dụng 
Cộng 

Cấp độ thấp Cấp độ cao 

Tính đơn điệu của hàm 
số 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 4 
Số điểm: 1,6 

(16%) 

0BCực trị của hàm số Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 2 
Số điểm: 0,8 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

 
Số câu: 4 

Số điểm: 1,6 
(16%) 

1BGiá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất của hàm số 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

 
Số câu: 3 

Số điểm: 1,2 
(12%) 

2BĐường tiệm cận của đồ 
thị hàm số 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

 
Số câu: 3 

Số điểm: 1,2 
(12%) 

3BKhảo sát sự biến thiên 
và vẽ đồ thị hàm số 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 2 
Số điểm: 0,8 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

 
Số câu: 4 

Số điểm: 1,6 
(16%) 

4BMột số bài toán thường 
gặp về đồ thị  

Số câu: 3 
Số điểm: 1,2 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 5 
Số điểm: 2,0 

(20%) 

5BỨng dụng thực tế   
Số câu: 1 

Số điểm: 0,4 
Số câu: 1 

Số điểm: 0,4 

Số câu: 2 
Số điểm: 0,8 

(8%) 

Tổng 
 

Số câu: 5 
Số điểm: 2,0 

( 20%) 

Số câu: 10 
Số điểm: 4,0 

(40%) 

Số câu: 7 
Số điểm: 2,8 

(28%) 

Số câu: 3 
Số điểm: 1,2 

(12%) 

Số câu: 25 
Số điểm: 10 

(100%) 
 
2. Các chuẩn đánh giá 

Chủ đề Chuẩn đánh giá 

Tính đơn điệu 
của hàm số 

I. Mức độ nhận biết: 
- Nhớ được điều kiện để hàm số đồng biến, nghịch biến trên một khoảng. 
- Biết mối liên hệ giữa tính đồng biến, nghịch biến của một hàm số và dấu của 
đạo hàm cấp một của nó. 
- Nhận dạng được bảng biến thiên của một số hàm số đơn giản. 
Ví dụ. Phát biểu nào sau đây là đúng? 
A. Hàm số  y f x  nghịch biến trên  ;a b  khi và chỉ khi 
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   ' 0, ;f x x a b   . 

B. Nếu    ' 0, ;f x x a b    thì hàm số  y f x  nghịch biến trên  ;a b . 

C. Hàm số  y f x  nghịch biến trên  ;a b  khi và chỉ khi 

   ' 0, ;f x x a b   . 

D. Nếu    ' 0, ;f x x a b    thì hàm số  y f x  nghịch biến trên  ;a b . 

II. Mức độ thông hiểu 
- Biết xét tính đồng biến, nghịch biến của một hàm số trên một khoảng dựa vào 
dấu đạo hàm cấp một của nó. 

Ví dụ: Chỉ ra khoảng nghịch biến của hàm số 3 2y = x - 3x - 9x+m  trong các 
khoảng dưới đây: 
 A.  1;3 .  B.  ; 3   hoặc  1; . 

 C.  .   D.  ; 1   hoặc  3; . 

III. Mức độ vận dụng thấp 
-Vận dụng khái niệm, điều kiện hàm số đồng biến, nghịch biến tìm điều kiện 
của tham số để hàm số thường gặp đơn điệu trên một khoảng. 
 Ví dụ:  

Hàm số 1xy
x m



 nghịch biến trên khoảng  ;2  khi và chỉ khi: 

A. 2m .  B. 1m .  C. 2m .  D. 1m . 
IV. Mức độ vận dụng cao 
-Vận dụng khái niệm, điều kiện hàm số đồng biến, nghịch biến kết hợp phương 
pháp đổi biến tìm điều kiện của tham số để hàm số đơn điệu trên một khoảng. 

Ví dụ:Tìm tất cả giá trị thực của tham số m  sao cho hàm số tan 2
tan

xy
x m



 

đồng biến trên khoảng 0;
4
    

.  

A. 0m  hoặc 1 2m  . B. 0m . 
C. 1 2m  .  D. 2m . 

Cực trị của hàm 
số 

I. Mức độ nhận biết: 
-Nhớ các khái niệm: Điểm cực đại, điểm cực tiểu, điểm cực trị của hàm số. 
-Nhớ các điều kiện đủ để có các điểm cực trị của hàm số. 
- Từ bảng biến thiên nhận dạng được các điểm cực trị của hàm số, của đồ thị 
hàm số.  
Ví dụ. Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên   và có bảng biến thiên 

như sau:  
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Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng ?  
A. Hàm số có đúng một cực trị.  
B. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1. 
C. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ nhất bằng -1. 
D. Hàm số đạt cực đại tại x=0 và đạt cực tiểu tại x=1. 

II. Mức độ thông hiểu 
- Tìm được điểm cực trị của hàm số, giá trị cực trị của hàm số và cực trị của đồ 

thị hàm số. 
- Tìm điều kiện của tham số sao cho hàm bậc ba có hai cực trị, không có cực 

trị. 
- Tìm điều kiện của tham số sao cho hàm bậc bốn có ba cực trị, một cực trị. 
Ví dụ: Đồ thị của hàm số 3 23y x x   có hai điểm cực trị là: 

A. (0;0) hoặc (1;-2). B. (0;0) hoặc (2;4). 
     C. (0;0) hoặc (2;-4).                   D. (0;0) hoặc (-2;-4). 
III. Mức độ vận dụng thấp 
Vận dụng khái niệm, điều kiện hàm số có cực trị tìm điều kiện của tham số để 
hàm số có cực trị thỏa mãn điều kiện cho trước. 
Ví dụ: Cho hàm số  3 2 32 3 1 6y x m x mx m     . Tìm m để đồ thị hàm 

số có hai điểm cực trị A,B sao cho độ dài 2AB .  
A. m=0.         B. m=0 hoặc m=2.       C. m=1.    D. m=2. 

 

Giá trị lớn nhất 
và nhỏ nhất của 

hàm số 

I. Mức độ nhận biết: 
-Nhớ các khái niệm giá trị lớn, giá trị nhỏ nhất của một hàm số trên một tập 
hợp số. 
-Từ bảng biến thiên nhận dạng được giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất( nếu có) 
của hàm số trên một tập hợp số. 
- Từ tính chất đơn điệu của hàm số trên một đoạn, nhận dạng được GTLN, 
GTNN của hàm số trên đoạn đó.  
Ví dụ: Giá trị lớn nhất của hàm số 3 5 7y x x    trên đoạn  5;0  là  

A. 7.                  B. -143.               C. 6.                 D.  8 
II. Mức độ thông hiểu 
Tìm được giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất( nếu có) của hàm số trên một tập hợp 
số..  

Ví dụ: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số 
2 3

1
xy
x





 trên đoạn  2;4 . 
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A. 
 2;4

min 6y  .  B. 
 2;4

min 2y  .  C. 
 2;4

min 3y  .  D. 
 2;4

19min
3

y  . 

III. Mức độ vận dụng thấp 
Vận dụng khái niệm giá trị lớn, giá trị nhỏ nhất của một hàm số trên một tập 
hợp số tìm giá trị của tham số để hàm số có GTLN, GTNN thỏa mãn điều kiện 
nào đó. 
Ví dụ: Tìm các giá trị của tham số m để giá trị nhỏ nhất của hàm số 

 
2

1
x m mf x

x
 




 trên đoạn  0;1  bằng 2 ? 

A. 
1
2

m
m
 

 

.  B. 
1

2
m
m
 

 

.  C. 
1
2

m
m
 

 

.  D. 
1

2
m
m
 

 

. 

Đường tiệm cận 
của đồ thị hàm số 

I. Mức độ nhận biết: 
-Nhớ được khái niệm đường tiệm cận đứng, đường tiệm cận ngang, đường 
tiệm cận xiên của đồ thị hàm số.  
- Nhận dạng được tiệm cận của đồ thị của hàm số khi biết một số giới hạn. 
- Nhận biết được số tiệm cận của một số đồ thị hàm số đơn giản. 
Ví dụ:  Cho hàm số  y f x  có  lim 2

x
f x


  và  lim 2

x
f x


 . Khẳng 

định nào sau đây là khẳng định đúng ? 
A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang.  
B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang. 
C. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 2y   và 

2y   
D. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 2x   và 

2x  . 
II. Mức độ thông hiểu 
Tìm được tiệm cận của đồ thị hàm số bằng cách tính các giới hạn từ đó suy ra 
số tiệm cận của đồ thị hàm số.  

Ví dụ: Đồ thị hàm số 
2 1

1
x xy

x
 




 có: 

A. Tiệm cận đứng 1x  , tiệm cận xiên y x . 
B. Tiệm cận đứng 1x  , tiệm cận xiên y x . 
C. Tiệm cận đứng 1x  , tiệm cận xiên y x . 
D. Kết quả khác. 

III. Mức độ vận dụng thấp 
Vận dụng khái niệm tiệm cận của đồ thị hàm số tìm giá trị của tham số để đồ 
thị hàm số có tiệm cận. 
Ví dụ: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số 

2

2
2

xy
mx





 có hai tiệm cận ngang. 

A. Không có giá trị thực nào của m thỏa mãn yêu cầu đề bài.   
B. 0m .  C. 0m  .   D. 0m . 

Khảo sát sự biến I. Mức độ nhận biết: 
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x

y

-2

-2

-1 O

x1
2



1
2

y

O

thiên và vẽ đồ thị 
hàm số 

- Nhận dạng được đồ thị của một số hàm thường gặp qua một số đặc điểm đặc 
trưng của đồ thị từng loại hàm khi cho biết nhiều loại hàm. 
Ví dụ:   Đồ thị sau đây là của hàm số nào? 
                                                               A. 2 3 2y x x   . 

      B. 3 23 2y x x   . 

      C. 4 23 2y x x   . 

            D. 2
1

xy
x





. 

 
 
 
 
II. Mức độ thông hiểu 
Nhận dạng được đồ thị của một số hàm thường gặp qua một số dấu hiệu như 
nhánh vô cực, điểm trên đồ thị, tính đơn điệu, cực trị, tiệm cận khi cho biết một 
số hàm cùng loại… 
- Từ đồ thị, biện luận theo tham số số nghiệm của phương trình. 
Ví dụ:   
Đồ thị sau đây là của hàm số nào? 

      A. 1 .
2 1
xy
x





 

      B. 3 .
2 1
xy
x





 

      C. .
2 1

xy
x




 

      D. 1 .
2 1
xy
x





 

 III. Mức độ vận dụng thấp 
Từ đồ thị của hàm số  y f x  tìm được đồ thị các hàm chứa dấu trị tuyệt đối 
liên quan. 
Ví dụ: Cho hàm số 3 26 9y x x x    có đồ thị như Hình 1. Đồ thị Hình 2  là 

của hàm số nào dưới đây? 
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x

-1

O

y

1-1

1

  

x

y

4

31O

           

x

y

4

31O-3 -1

 
      Hình 1  Hình 2  

A. 3 26 9 .y x x x    B. 3 26 9 .y x x x    

C. 3 26 9y x x x    D. 3 26 9 .y x x x    

Một số bài toán 
thường gặp về đồ 

thị 

I. Mức độ thông hiểu 
- Biện luận số nghiệm của phương trình bằng đồ thị. 
- Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại một điểm thuộc đồ thị hàm 
số. 

- Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường cong tại tiếp điểm. 

Ví dụ: Cho đồ thị hàm số ( )y f x=  như hình vẽ. Giá trị m để phương trình 

( )f x m=  có hai nghiệm phân biệt là: 

                                                               A. 1m > . 

      B. 1m = . 

      C. 1m < − . 

        D. 1m = − . 

II. Mức độ vận dụng : 

- Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số khi biết điều kiện về hệ số góc 
hoặc đi qua một điểm. 

-Vận dụng kiến thức về sự tương giao của hai đồ thị và kiến thức về phương 
trình tìm điều kiện của tham sao giao điểm của hai đồ thị thỏa mãn điều 
kiện cho trước. 

Ví dụ 1: 
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Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đường thẳng 2y x m= −  cắt đồ thị hàm 

số 3
1

xy
x
−

=
+

 tại hai điểm phân biệt có hoành độ dương. 

A. 0 1m< < .  B. 
2

5
m
m
< −

 >
.  C. 31

2
m< < .  D. 10

3
m< < . 

Ví dụ 2: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đường thẳng : 2d y x m= − +  

cắt đồ thị hàm số 2
1

xy
x

=
−

 tại hai điểm phân biệt A  và B  sao cho độ dài 

AB  ngắn nhất. 
      A. 3m = − .    B. 1m = − .      C. 3m = .             D. 1m = .   

Ứng dụng thực tế 

Giải quyết một số bài toán ứng dụng thực tế liên qua tới nhiều kiến thức tổng 
hợp như đạo hàm, giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhât, diện tích, thể tích,.. 
Ví dụ ở mức độ vận dụng thấp: 

Sau khi phát hiện một bệnh dịch, các chuyên gia y tế ước tính số người nhiễm 
bệnh kể từ ngày xuất hiện bệnh nhân đầu tiên đến ngày thứ t  là 
( ) 2 345f t t t= −  (kết quả khảo sát được trong tháng 8 vừa qua). Nếu xem 

( )'f t  là tốc độ truyền bệnh (người/ngày) tại thời điểm t . Tốc độ truyền 

bệnh sẽ lớn nhất vào ngày thứ: 

A. 12.   B. 30.  C. 20.  D. 15 . 
Ví dụ ở mức độ vận dụng cao: 
Một bác thợ gò hàn muốn làm một chiếc thùng hình hộp chữ nhật (không nắp) 
bằng tôn thể tích 362,5 dm . Chiếc thùng này có đáy là hình vuông cạnh 

( )x dm , chiều cao ( )h dm . Để làm chiếc thùng, bác thợ phải cắt một miếng tôn 

như hình vẽ. Tìm x  để bác thợ sử dụng ít nguyên liệu nhất.             
 

A. ( )7 dm  

B. ( )6 dm  

C. ( )4 dm  

D. ( )5 dm  

 
 

 
 
 
 
 
 
 

x 

h 

h 

h 

h 

x 
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ĐỀ LUYỆN TẬP TỔNG HỢP CHUYÊN ĐỀ HÀM SỐ 
 

Các câu hỏi sau chỉ có 1 phương án trả lời đúng. Hãy khoanh tròn vào phương án trả lời đúng đó. 
Câu 1: Cho hàm số ( )y f x=  có lim ( ) 1

x
f x

→+∞
= và lim ( ) 1

x
f x

→−∞
= − . Khẳng định nào sau đây là khẳng 

định đúng ? 
     A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang. 
     B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang. 
     C. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng  x = 1 và x = −1. 
     D. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng  y = 1 và y = −1. 

Câu 2: Tìm đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 2 1
1

xy
x
−

=
−

. 

A. 2; 1.x y= =  B. 1; 2.x x= =  C. 1; 2.x y= =  D. 1; 1.x y= =  

Câu 3: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình 4 24 0x x m− + =  có 2 nghiệm. 

A. 4.m =  B. 0.m <  C. 
0

.
4

m
m
≤

 =
 D. 

0
.

4
m
m
<

 =
 

Câu 4: Tìm các khoảng đồng biến của hàm số 2
1

xy
x
−

=
−

. 

A. .  B. \{1}.  C. ( ;1)−∞  và (1; ).+∞  D. ( ;1) (1; ).−∞ ∪ +∞  

Câu 5: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đồ thị hàm số 4 2 22( 1)y x m x m= − + +  có các điểm 
cực trị tạo thành một tam giác vuông. 

A. 1.m = ±  B. 1.m = −  C. 0.m =  D. 1.m =  
Câu 6: Xác định hàm số có đồ thị sau 

 

A. 2 1.
1

xy
x
−

=
−

 B. 2 1.
1

xy
x
+

=
−

 C. 1 .
2

xy
x
+

=
−

 D. 2 1.
1

xy
x
+

=
+

 

Câu 7: Tìm điểm cực đại của hàm số 3 23 4y x x= − + . 
A. 1.x =  B. 0.x =  C. 2.x =  D. 2.x = −  

Câu 8: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để hàm số 
2 2x m my

x m
− +

=
−

 nghịch biến trên khoảng 

( ;1).−∞  
A. 1 3.m≤ <  B. 0 3.m≤ ≤  C. 1 3.m< ≤  D. 0 3.m< <  

Câu 9: Xác định hàm số có đồ thị sau  
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A. 3 23 2.y x x= + +   B. 3 3 2.y x x= + +   

C. 3 3 2.y x x= − +   D. 3 23 2.y x x= − +  

Câu 10: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số 2 1
1

xy
x
−

=
+

 trên đoạn [ ]0;1 . 

A. -1. B. 0. C. 1. D. 1 .
2

 

Câu 11: Cho đồ thị (C) có phương trình 2 1
1

xy
x
−

=
+

. Tịnh tiến đồ thị (C) theo vectơ (2;1)v =


 ta 

được đồ thị (C’). Tìm phương trình của đồ thị (C’). 

A. 3 6 .
1

xy
x
−

=
−

 B. 3 5 .
1

xy
x
−

=
+

 C. 3 5 .
1

xy
x
−

=
−

 D. 3 5 .
1

xy
x
+

=
−

 

Câu 12: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đường thẳng (d): y x m= +  cắt đồ thị (C): 
2 1

1
xy

x
−

=
−

 tại hai điểm phân biệt A, B sao cho độ dài đoạn AB ngắn nhất. 

A. 1.m = −  B. 1.m =  C. 0.m =  D. 2.m =  
Câu 13: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để một tiếp tuyến bất kì của đồ thị hàm số 

2 3mxy
x m

+
=

−
 (C) tạo với hai đường tiệm cận của (C) một tam giác có diện tích bằng 10. 

A. 2.m =  B. 1.m = ±  C. 0.m =  D. 2.m = ±  
Câu 14: Một công ty sữa cần làm hộp sữa hình trụ, có thể tích 0,2 (lít). Tính bán kính đáy hộp để 
công ty tốn ít nguyên liệu làm hộp nhất. 

A. 3
200
π

 (cm). B. 3
150
π

 (dm). C. 3
250
π

 (dm). D. 3
100
π

 (cm). 

Câu 15: Tìm hàm số không có cực trị trong các hàm số cho dưới đây. 

A. 3 3 2.y x x= − +  B. 
2

.
1

xy
x

=
−

 

C. 3 23 3 2.y x x x= − + +  D. 4 2 1.y x x= − +  

Câu 16: Cho hàm số 4 24 3y x x= − +  có đồ thị (H1) như hình vẽ. Tìm hàm số có đồ thị (H2) trong 
các hàm số cho dưới đây. 
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              (H1)                                                       (H2) 
A. 4 2( 1) 4( 1) 3.y x x= − − − +  B. 4 24 2.y x x= − +  

C. 4 2( 1) 4( 1) 3.y x x= + − + +  D. 4 24 4.y x x= − +  

Câu 17: Cho 20; 6y x x y≥ + + = . Tìm giá trị nhỏ nhất m  và giá trị lớn nhất M  của 
4 2.P x y xy= + − +  

A. 6m =  và 10.M =                                            B. 10m = −  và  6.M =   
C. 6m = −  và 10.M =                                           D. 10m = −  và 10.M =  

Câu 18: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  thì hàm số ( )3 2 23 2 9y x x m m x= − − − − +  đồng biến 

trên khoảng ( 1;0).−  

A. 1 2.m− < <  B. 1 2.m− ≤ ≤  C. 
1
.

2
m
m
≤ −

 ≥
 D. 

1
.

2
m
m
< −

 >
 

Câu 19: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
3 2 1

3 2 6
x xy = − −  biết tiếp tuyến đó cắt trục 

hoành tại A, cắt trục tung tại B sao cho 2OB OA=  (O là gốc tọa độ). 

A. 
2 3

.
2 3

y x
y x
= −

 = +
 B. 

2 1
.72

2

y x

y x

= +

 = −


 C. 
2 3

.
2 3

y x
y x
= − −

 = − +
 D. 

2 1
.72

2

y x

y x

= − +

 = − −


 

Câu 20: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để hàm số 4 2 22 3 2y x m x m= − + +  đạt cực tiểu tại 
điểm 1.x =  

A. 0.m =  B. 1.m = ±  C. 2.m =  D. 2.m = −  

Câu 21: Tìm số đường tiệm cận của đồ thị hàm số 
2 1

1
xy
x

+
=

−
. 

A. 2. B. 1. C. 0. D. 3. 
Câu 22: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đường thẳng (d) : y x m= − +  cắt đồ thị hàm số 

3 23 9 10y x x x= − − +  (C) tại ba điểm phân biệt có hoành độ lập thành cấp số cộng. 
A. 1.m =  B. 1.m = −  C. 2.m = −  D. 0.m =  

Câu 23: Tìm các khoảng nghịch biến của hàm số 4 22 3y x x= − + . 
A. ( ; 1)−∞ −  và (0;1).  B. .  

C. ( ; 1) (0;1).−∞ − ∪  D. { }\ ( 1;0) (1; ) .− ∪ +∞  

Câu 24: Từ một tấm tôn hình vuông cạnh 15(cm) người ta cắt ở mỗi góc tấm tôn một hình vuông 
nhỏ rồi gò thành một cái hộp (hình hộp chữ nhật) không có nắp như hình vẽ dưới đây. Tìm thể tích 
lớn nhất của hộp. 
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A. 3400( ).cm  B. 3300( ).cm  C. 3250( ).cm  D. 3200( ).cm  

Câu 25: Tìm giá trị lớn nhất M  của hàm số 4 24 3y x x= − +  trên đoạn 0; 5 
  . 

A. 0.M =  B. 9M = . C. 3M = . D. 8M = . 
 

------------- HẾT ---------- 
 
 

ĐÁP ÁN 
----- 

Câu 1 D Câu 6 A Câu 11 A Câu 16 A Câu 21 D 
Câu 2 C Câu 7 B Câu 12 B Câu 17 D Câu 22 D 
Câu 3 D Câu 8 A Câu 13 B Câu 18 B Câu 23 A 
Câu 4 C Câu 9 C Câu 14 D Câu 19 B Câu 24 C 
Câu 5 C Câu 10 A Câu 15 C Câu 20 B Câu 25 D 

 
 
Tên các trường thực hiện Chuyên đề Hàm số: 

1) Trường THPT Chuyên Tuyên Quang 
2) Trường THPT Yên Hoa 
3) Trường THPT Hòa Phú 



CHUYÊN ĐỀ II: 

HÀM SỐ LŨY THỪA, HÀM SỐ MŨ, HÀM SỐ LÔGARIT 
Chủ đề 2.1:Lũy thừa, mũ, logarit 

A. Kiến thức cơ bản 
I. Lũy thừa  

1. Định nghĩa lũy thừa  

Số mũ  α Cơ số  a Lũy Thừa  aα  

*Nn ∈=α  a ∈ R . ......na a a a aα = = (n thừa số a) 

0=α  0≠a  10 == aaα  

)( *Nnn ∈−=α  0≠a  n
n

a
aa 1

== −α  

),( *NnZm
n
m

∈∈=α  0>a  )( abbaaaa nnn mn
m

=⇔===α  

*lim ( , )n nr r Q n Nα = ∈ ∈  0>a  nraa lim=α  

2. Tính chất của lũy thừa  

 • với mọi  a > 0, b > 0 ta có :  

  α

αα
αααβαβαβα

β

α
βαβα

b
a

b
abaabaaa

a
aaaa =






==== −+ ;.)(;)(;;. .  

 •  a > 1 : a a> ⇔ >α β α β ;    0 < a < 1 : a a> ⇔ <α β α β  
 • Với  0 < a < b ta có : 
  0m ma b m< ⇔ > ;  0m ma b m> ⇔ <  
 Chú ý:  + Khi xét lũy thừa với số mũ 0 và số mũ nguyên âm thì cơ số a phải khác 0  
   + Khi xét lũy thừa với số mũ không nguyên thì cơ số a phải dương  
3. Định nghĩa và tính chất của căn bậc n  
 • Căn bậc n (n ∈ N*,  ) của a là số b sao cho  nb a= . 
       • nếu n là số nguyên dương lẻ  thì n a  xác định ∀a  , nếu  n là số nguyên dương chẵn thì n a  xác 

định ∀ ≥ 0a  

       • n là số nguyên dương lẻ  = ∀  n na a a  ,  n là số nguyên dương chẵn   ∀ ≥= = − ∀
  a 0

 a<0
n n aa a

a
  

 
 • Với  a, b ≥ 0, m, n ∈ N*, p, q ∈ Z ta có : 



  .n n nab a b= ; ( 0)
n

n
n

a a b
b b

= > ; ( ) ( 0)
pn p na a a= > ;       m n mna a=  

 • Nếu n là số nguyên dương lẻ và  a < b thì n na b< . 

    Nếu n là số nguyên dương chẵn và  0 < a < b thì n na b< . 
II. LÔGARIT 

1.Định nghĩa  

• Với a > 0, a ≠ 1, b > 0 ta có :  αα= ⇔ =loga b a b  

chú ý : loga b  có nghĩa khi 0, 1
0

a a
b

 > ≠
 >

 

 • Loogarit thập phân :   10lg log logb b b= =  

 • Loogarit tự  nhiên (logarit Nepe): ln logeb b=   (vôùi  1lim 1 2,718281
n

e
n

 
= + ≈ 

 
) 

2. Tính chất  

 • log 1 0a = ;  log 1a a = ;  log b
a a b= ;  log ( 0)a ba b b= >  

 • Cho a > 0, a ≠ 1, b, c > 0. Khi đó : 

   + Nếu  a > 1 thì log loga ab c b c> ⇔ >  

   + Nếu  0 < a < 1 thì log loga ab c b c> ⇔ <  

3. Các qui tắc  tính logarit 

 Với  a > 0, a ≠ 1, b, c > 0, ta có : 

 • log ( ) log loga a abc b c= +  • log log loga a a
b b c
c

 
= − 

 
 • log loga ab b=α α  

4. Đổi cơ số  

 Với  a, b, c > 0  và  a, b ≠ 1, ta có :  

 • 
log

log
log

a
b

a

c
c

b
=    hay   log .log loga b ab c c=  

 • 1log
loga

b
b

a
=    • 1log log ( 0)aa c c= ≠α α

α
 

B. Kĩ năng cơ bản: 



- Tìm điều kiện và rút gọn biểu thức  
- Đưa biểu thức về dạng lũy thừa 
- So  sánh lũy thừa 
- Tính giá trị biểu thức logarit theo các biểu thức đã cho  
- Chứng minh đẳng thức 

C. Bài tập luyện tập 
        Bài 1 Viết các biểu thức sau dưới dạng lũy thừa  

 a) ( )>4 2 3 , 0x x x   b) ( )5 3 , , 0b a a b
a b

≠   c) 5 32 2 2   

         Bài 2 Tìm điều kiện  và rút gọn các biểu thức sau   

 a) 

1,5 1,5
0,5 0,5

0,50,5 0,5

0,5 0,5
2

a b a b
ba b

a b a b

+
−

+ +
− +

  b) 

1 1 1 1 3 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2.x y x y x y y
x y x y

xy x y xy x y

 
 − +

+ − 
+ − 

+ − 

  

 c) 
3 3

6 6
a b

a b

−

−
(a,b>0 , a ≠ b)     

         Bài 3 So sánh m và n    

  a) ( ) ( )2 2
m n

>   b) 1 1
9 9

m n
   

>   
   

 

   Bài 4 Tìm điều kiện của a và x biết     

 a) ( ) ( )
2 1
3 31 1a a

− −
− < −    b) 

−
 

> 
 

0,2
21 a

a
 

 c) 54 1024x =    d) 
1

5 2 8
2 5 125

x+
 

= 
 

   

 e) 0,1 100x >    f) 31 0,04
5

x
 

> 
 

  

Bài 5.  Rút gọn biểu thức : 

  a) 3loga a  (a > 0)                        b ) 
3 4

1/3

7
1

log .log

log
a a

a

a a

a
 ( 0 1a< ≠ )  

Bài 6: Tính giá trị biểu thức logarit theo các biểu thức đã cho : 
 a) Cho 2log 14 a= . Tính  49log 32  theo a. 

 b) Cho 15log 3 a= . Tính 25log 15  theo a. 



 a) Cho 25log 7 a=  ; 2log 5 b= . Tính 3 5
49log
8

 theo a, b.  

 b) Cho 30log 3 a= ; 30log 5 b= . Tính 30log 1350   theo a, b.  

Bài 7: Chứng minh các biểu thức sau (với giả thuyết các biểu thức đều có nghĩa ) : 
 

 a) log loga ac bb c=   b) 
log log

log ( )
1 log
a a

ax
a

b x
bx

x
+

=
+

   

     c) 1log (log log )
3 2c c c

a b a b+
= + , với  2 2 7a b ab+ = . 

 
D. Bài tập TNKQ 

Câu 1: Cho a > 0 và  a ≠ 1. Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau :  

 A. alog x  có nghĩa  ∀x   B. logRaR1 = a và  logRaRa = 0 

 C. logRaRxy = logRaRx.logRaRy  D. n
a alog x n log x=  (x > 0,n ≠ 0) 

Câu 2: Cho a > 0 và  a ≠ 1, x và  y là hai  số dương . Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau :  

 A. a
a

a

log xx
log

y log y
=    B. a

a

1 1
log

x log x
=  

 C. ( )a a alog x y log x log y+ = +  UD.U b b alog x log a.log x=  

Câu 3: 3 7
1

a

log a  (a > 0, a ≠ 1) bằng : 

 UA.U - 7

3
        B. 2

3
          C. 5

3
           D. 4 

câu 4 : 
3 52 2 4

a 15 7

a a a
log

a

 
  
 

 bằng : 

 UA.U 3     B. 12

5
    C. 9

5
         D. 2 

Câu 5: a3 2 log ba −  (a > 0, a ≠ 1, b > 0) bằng : 

 UA.U 3 2a b−     B. 3a b      C. 2 3a b      D. 2ab  

Câu 6 : Nếu  a a a a

1
log x log 9 log 5 log 2

2
= − +  (a > 0, a ≠ 1) thì  x bằng : 



 A. 2

5
     B. 3

5
       C. 6

5
      D. 3 

Câu 7: Nếu  2 2 2log x 5 log a 4 log b= +  (a, b > 0) thì  x bằng : 

 A. 5 4a b  B. 4 5a b  C. 5a + 4b D. 4a + 5b 

Câu 8 : nếu  2 3
7 7 7log x 8log ab 2 log a b= −  (a, b > 0) thì  x bằng : 

 A. 4 6a b  UB.U 2 14a b  C. 6 12a b  D. 8 14a b  

Câu 9: Cho log2 = a. Tính  log25 theo a? 

 A. 2 + a  B. 2(2 + 3a)  UC.U 2(1 - a)  D. 3(5 - 2a) 

Câu 10 : Cho log 2 35 a; log 5 b= = . Khi đó  6log 5  tính theo  a và  b là : 

 A. 1

a b+
  UB.U ab

a b+
  C. a + b  D. 2 2a b+  

Câu 11 : Cho hai số thực dương a  và ,b  với 1.a ≠  Khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng ? 

A. ( )2

1log log .
2 aa

ab b=                                    B. ( )2

1log log .
4 aa

ab b=                           

C. ( )log 2 2log .2 ab baa
= +                                 UD.U ( )2

1 1log log .
2 2 aa

ab b= +  

Câu 12. Cho log2 a . Tính 324log 5  theo a, ta được: 

 A.  1 6 14 a    
 .  B.   1 5 14 a . UC.U   1 6 14 a . D.   1 6 14 a . 

Câu 13. Rút gọn biểu thức 
2log 233 log .log 25 (0 1)5

a
P a aa    , ta được: 

 A.  2 4P a  .  B.  2 2P a  . UC.U  2 4P a  . D.  2 2P a  . 

Câu 14: Cho a là một số dương, biểu thức 
2

3a a  viết dưới dạng luỹ thừa với số mũ hữu tỷ là:  

           UA.U 
7

6a       B. 
5

6a           C. 
6

5a    D. 
11

6a  

Câu 15: Biểu thức a
4

3 23 : a viết dưới dạng luỹ thừa với số mũ hữu tỷ là: 

 A. 
5

3a   UB.U 
2

3a   C. 
5

8a   D. 
7

3a  

Câu 16: Biểu thức 6 53x. x. x (x > 0) viết dưới dạng luỹ thừa với số mũ hữu tỷ là: 



 A. 
7

3x   B. 
5

2x   C. 
2

3x   D. 
5

3x  

Câu17: Trong các phương trình sau đây, phương trình nào có nghiệm? 

 A. 
1

6x  + 1 = 0  B. x 4 5 0− + =  C. ( )
1 1
5 6x x 1 0+ − =  D. 

1

4x 1 0− =  

Câu18: Cho K = 
121 1

2 2
y y

x y 1 2
x x

−
  

− − +       
. biểu thức rút gọn của K là: 

 UA.U x       B. 2x             C. x + 1                     D. x - 1 

Câu19: Rút gọn biểu thức: 4 281a b , ta được: 

 A. 9aP

2
Pb  B. -9aP

2
Pb UC.U 29a b   D. Kết quả khác  

Câu20: Rút gọn biểu thức: ( )484 x x 1+ , ta được: 

 A. xP

4
P(x + 1)  UB. U

2x x 1+   C. - ( )24x x 1+   D. ( )x x 1+  

Câu21: Nếu ( )1
a a 1

2
α −α+ =  thì giá trị của α là: 

 A. 3  UB.U 2  C. 1  D. 0 

Câu22: Cho 3 27α < . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

 A. -3 < α < 3  B. α > 3  C. α < 3  D. α ∈ R 

Câu23: Rút gọn biểu thức 
2 1

2 1
a

a

−
 
 
 

 (a > 0), ta được: 

 A. a  B. 2a  C. 3a  D. 4a 

Câu24: Rút gọn biểu thức ( )2
3 1 2 3b : b

− −  (b > 0), ta được: 

 A. b  B. bP

2
P  C. bP

3
P  D. bP

4 

Câu25: Cho x x9 9 23−+ = . Khi đo biểu thức K = 
x x

x x

5 3 3

1 3 3

−

−

+ +
− −

 có giá trị bằng: 

 A. 5

2
−   B. 1

2
  C. 3

2
  D. 2 

 

 

Chuyên đề 2: HÀM SỐ LŨY THỪA HÀM SỐ MŨ 



Chủ đề 2.2: Hàm số lũy thừa, mũ, logarit 

A. Kiến thức cơ bản 
I. HÀM SỐ LŨY THỪA 

a) ĐN: Hàm số có dạng y xα=  với Rα ∈  
b) Tập xác định: 

• D = R với α  nguyên dương 
• { }D R\ 0=  với α  nguyên âm hoặc bằng 0 

• D = ( )0;+∞  với αkhông nguyên 
c) Đạo hàm 

Hàm số y xα=  ( Rα∈ ) có đạo hàm với mọi x > 0 và ( ) 1x ' xα α−=α  

d) Tính chất của hàm số lũy thừa trên khoảng ( )0;+∞  
Đồ thị luôn đi qua điểm (1; 1) 

Khi α  > 0 hàm số luôn đồng biến, khi α  < 0 hàm số luôn nghịch Biến 

Đồ thị hàm số không có tiệm cận khi α  > 0. khi α  < 0 đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là trục Ox, 
tiệm cận đứng là trục Oy. 

II. HÀM SỐ MŨ 
a) ĐN: Hàm số có dạng xy a (0 a 1)= < ≠  

b) Tập xác định: D = R, tập giá trị ( )0;+∞  

c) Đạo hàm: Hàm số  xy a (0 a 1)= < ≠  có đạo hàm với mọi x và  

    ( )x xa ' a ln a= , Đặc biệt: ( )x xe ' e=  

d) Sự biến thiên: 

  Khi a > 1: Hàm số đồng biến 

  Khi  0 < a < 1: hàm số nghịch biến 

e) Đồ thị: đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là trục Ox và luôn đi qua các điểm (0; 1), (1; a) và nằm về 
phía trên trục hoành 

f)  Lãi kép: tiền lãi của kì hạn trước nếu người gửi không rút ra thì được tính vào vốn để tính lãi cho 
kì hạn sau. 

      Công thức tính: Khách hàng gửi vào ngân hàng A  đồng với lãi kép %r  /kì hạn thì số tiền khách 
hàng nhận được cả vốn lẫn lãi sau n  kì hạn ( *n∈  ) là:  

( )1 n
nS A r= +   (2) 

Chú ý: Từ công thức (2) ta có thể tính được:  



( )1log n
r

Sn
A+

 =  
 

  (3) 

% 1nn
Sr
A

= −   (4) 

( )1
n

n
SA

r
=

+
  (5) 

 

III. HÀM SỐ LÔGARIT 

a) ĐN: Hàm số có dạng y log x (0 a 1)a= < ≠  

b) Tập xác định: D = ( )0;+∞ , tập giá trị R 

c) Đạo hàm: Hàm số  y log x (0 a 1)a= < ≠  có đạo hàm với mọi x > 0 và  

    ( ) 1log x 'a x ln a
= , Đặc biệt: ( ) 1ln x '

x
=  

d) Sự biến thiên: 

  Khi a > 1: Hàm số đồng biến 

  Khi  0 < a < 1: hàm số nghịch biến 

e) Đồ thị:  thị hàm số có tiệm cận đứng  là trục Oy và luôn đi qua các điểm (1; 0), (a; 1) và nằm về phía 
phải trục tung. 

B. Kĩ năng cơ bản 
- Tìm tập xác định của hàm số lũy thừa ,hàm số logarit 
- Tính đạo hàm của hàm số lũy thừa , hàm số mũ , hàm số logarit 
- Tính tiền lãi , thời gian giửi tiết kiệm và tăng trưởng … , lãi suất hay % tăng trưởng  

trong bài toán lãi suất  
- Khảo sát  hàm số lũy thừa , hàm số mũ , hàm số logarit 
 

C. Bài tập luyện tập 

Bài 1:  Tìm đạo hàm của các hàm số sau:    

a, y= eP

3x 
P             b, y=2P

x 
P             c, y=

213 x−  

HD: 

a,(eP

3x
P)’ = eP

3x
P.(3x)’ = 3eP

3x
P  

b, (2P

x
P)’ = 2P

x
P.ln2;   



c,(
213 x− )’ = 

213 x− .(ln3). (1-xP

2
P)’ = -2x.

213 x− .ln3 

Bài 2:  Tìm TXĐ của các hàm số sau:  

 a, y = xP

3
P            b, y = x P

-3
P                c, y = 3

2

x      d, y = 2−x   

HD: 

a, y = xP

3
P    có D = R           (vì α = 3 nguyên dương) 

b, y = x P

-3
P  có  D = R\{0}   (vì α = - 3 nguyên âm) 

c, y = 3
2

x (α hữu tỉ); 

d, y = 2−x  (α  vô tỉ) nên có D = RP

+
P = (0;+ ∞ ) 

Bài 3: Tìm đạo hàm của các hàm số sau:  

 a, y=
3
4x  (x>0)                                        b, y= 3 21 x−  ( 1 1x− < < ) 

HD: 

+ 
1

4
3

4
3

4
3)'(

−
= xx = 4

1

4
3 −

x = 
4
1

4

3

x
= 

44
3

x
 

 +( 3 21 x− )’=[ 3
1

2 )1( x− ]’= 3
2

2 )1(
3
1 −

− x .(-2x) =
3 22 )1(3

2
x
x

−

−  

Bài 4: Tìm đạo hàm của các hàm số sau:  

a, 2x 3y 2 +=                                             b, ( )2 xy x 2x 2 e= − +   

HD 

a , y’ =  2 32.2 .ln 2x+    

b, 2' xy x e=         

Bài 5: Chú Việt gửi vào ngân hàng 10 triệu đồng với lãi kép 5%/năm. 

a) Tính số tiền cả gốc lẫn lãi chú Việt nhận được sau khi gửi ngân hàng 10 năm. 

b) Với số tiền 10 triệu đó, nếu chú Việt gửi ngân hàng với lãi kép 5 %
12

/tháng thì sau 10 năm chú Việt 

nhận được số tiền cả gốc lẫn lãi nhiều hơn hay ít hơn? 

HD 



a) Số tiền cả gốc lẫn lãi nhận được sau 10 năm với lãi kép 5%/năm là  

10

10
510. 1 16,28894627

100
S  = + ≈ 

 
triệu đồng. 

b) Số tiền cả gốc lẫn lãi nhận được sau 10 năm với lãi kép 5 %
12

/tháng là   

120

120
510. 1 16,47009498

12 100
S  = + ≈ × 

 triệu đồng. 

Vậy số tiền nhận được với lãi suất 5 %
12

/tháng nhiều hơn. 

 

Bài 6: Bạn An gửi tiết kiệm một số tiền ban đầu là 1000000 đồng với lãi suất 0,58%/tháng (không kỳ 
hạn). Hỏi bạn An phải gửi bao nhiêu tháng thì được cả vốn lẫn lãi bằng hoặc vượt quá 1300000 đồng ? 

HD 

Ta có 1,0058
1300000log 45,3662737
1000000

n  = ≈ 
 

 nên để nhận được số tiền cả vốn lẫn lãi bằng hoặc vượt 

quá 1300000 đồng thì bạn An phải gửi ít nhất là 46 tháng. 

Bài 7: Một người có  58 000 000đ gửi tiết kiệm ngân hàng (theo hình thức lãi kép ) trong 8 tháng thì 
lĩnh về được 61 329 000đ. Tìm lãi suất hàng tháng? 

HD lãi suất hàng tháng  là 8
61329 000% 1 0.7%
58000 000

r = − ≈  

Bài 8: Tìm tập xác định của các hàm số sau: 

2
3 1 5

2

1, log ( 1);     , log ;       , log 1 ;     , ln(1 );
2 3

a y x b y c y x d y x
x

= + = = − = −
+

 

HD: a, D=(-1; +∞ )               b, D= 3( ; )
2

− +∞      c, D=( −∞ ;1)      d, D=(-1;1) 

Bài 9: Tính  đạo hàm của các hàm số sau: 

a, y= ln x                        b, y=logR2R(3xP

2
P - 5) 

HD: 

a, (ln x )’ = 
x
x )'(  = 

x2
1              (vì )'( x  = 

x2
1 ) 



b,  [logR2R(3xP

2
P - 5)]’ = 

2ln).53(
)'53(

2

2

−
−

x
x = 

2ln).53(
6

2 −x
x  

 
D. Bài tập TNKQ 

 

Câu 1: Đạo hàm của hàm số ( ) 23 1y x= −  là: 

UA. U ( ) 2 13 2 3 1 −−x  B. ( ) 2 13 2 3 1 −− −x  C. ( )1 23 2 3 1 −−x    D. 
( ) 2 1

3 2

3 1 −−x  

Câu 2: Tập xác định của hàm số ( )
3

423 5y x x= + − −  là: 

A. ( )3;D = − +∞ . B. ( )3;5D = − . C. ( ) { }3; \ 5D = − +∞  UD. U ( ]3;5D = − . 

 

Câu 3. Hàm số  ( )= −
42y 4x 1  có tập xác định là: 

          A. R                    B. (0; +∞)         C. R\ 1 1
;

2 2
 − 
 

          D. 1 1
;

2 2
 − 
 

 

Câu 4 Hàm số nào sau đây là đạo hàm của hàm số  ? 

UA. U  B.  C.  D.  

Câu 5: Hàm số 
2ln2 x xy +=  có đạo hàm 'y  là: 

A. 
2ln1 2 2 .x xx

x
+ + 

 
 UB.U 

2ln1 2 2 ln 2.x xx
x

+ + 
 

 

C. 
2ln2 .

ln 2

x x+

 D. 
2ln1 22 .

ln 2

x x

x
x

+ + 
 

 

 

Câu 6: Đạo hàm của hàm số s inxxy e= là: 

UA.U s inx'  +cos .
2

xy x e
x

 =  
 

 B. ( )' s inx +cos .xy x e=  

C. s inx'  -cos .
2

xy x e
x

 =  
 

 D. ( )' s inx -cos .xy x e=  



Câu 7: Đạo hàm của hàm số 2 3y 2 x+=  là: 

A. 2 32 .ln 2x+ . B. ( ) 2 22 3 2 xx ++ ln2. C. 2 32.2 x+ . UD.U 2 32.2 .ln 2x+ . 

Câu 8: Một người gửi tiết kiệm với lãi suất 6,8% năm và lãi hàng năm được nhập vào vốn, hỏi sau bao 
nhiêu năm người đó thu được gấp đôi số tiền ban đầu? 

A. 8           B. 9                 C. 10                    UD.U 11 

Câu 9:  Một khu rừng có trữ lượng gỗ 54.10  mét khối. Biết tốc độ sinh trưởng của các cây ở khu rừng 
đó là 4% mỗi năm. Tìm khối lượng gỗ của khu rừng đó sau 5 năm. 

UA.U 5 34,8666.10  (m ).    B. 5 34,0806.10  (m ).     C. 5 34,6666.10  (m ).      D. 5 34,6888.10  (m ).  

 

Câu 10: Tập xác định của hàm số ( )2
2log 2 3y x x= − −  là: 

A. ( )3; 1;
2

 −∞ − ∪ +∞ 
 

            UB. U ( ) 3; 1 ;
2

 −∞ − ∪ +∞ 
 

  

C. 
31;
2

 − 
 

                                                  D. 
3 ;1
2

 − 
 

 

Câu11: Tập xác định của hàm số 2
1ln

3
xy

x x
−

=
−

 là: 

A. ( )0;1 (3; )∪ +∞             B. ( ) ( );1 3;−∞ ∪ +∞   

UC.U  ( ) ( );0 1;3−∞ ∪                                   D. ( )0;1  

 

Câu 12. Đạo hàm của hàm số ( ) ( )= + +3 2ln 1y x x x  là: 

UA.U ( ) ( )2 2 2' 3 1 ln 1 2 .y x x x= + + +   B. ( ) ( )2 2 2' 3 1 ln 1 2 .y x x x= + + −   

C. ( ) ( )2 2' 3 1 ln 1 2 .y x x x= + + +   D. ( ) ( )2 2' 3 1 ln 1 2 .y x x x= + + −  

Câu 13: Đạo hàm của hàm số ( )= +3log 1y x  là : 

A. =
+

1' .
(1 )ln 3

y
x

            B. =
+

1' .
(1 )ln 3

y
x x

 

 C. =
1' .

2 ln 3
y

x
                      UD.U =

+

1' .
2( )ln 3

y
x x

 



 

Câu 14: Hàm số y = 3 22x x 1− +  có đạo hàm f’(0) là: 

  UA.U 1

3
−    B. 1

3
   C. 2  D. 4 

Câu 15: Cho hàm số y = 4 22x x− . Đạo hàm f’(x) có tập xác định là: 

 A. R  UB.U (0; 2) C. (-∞;0) ∪ (2; +∞)  D. R\{0; 2} 

Câu 16: Hàm số y = 3 3a bx+  có đạo hàm là: 

A. y’ = 
3 3

bx

3 a bx+
 UB.U y’ = 

( )

2

233

bx

a bx+
 C. y’ = 32 33bx a bx+       D. y’ = 

2

3 3

3bx

2 a bx+
 

Câu 17: Cho f(x) = 32 2x x . Đạo hàm f’(1) bằng: 

 A. 3

8
  UB.U 8

3
  C. 2  D. 4 

Câu18: Cho f(x) = 3
x 2

x 1

−
+

. Đạo hàm f’(0) bằng: 

 A. 1  UB.U 
3

1

4
  C. 3 2   D. 4 

Câu19: Trong các hàm số sau đây, hàm số nào đồng biến trên các khoảng nó xác định? 

 A. y = xP

-4
P B. y  =

3

4x
−

      C. y = xP

4
P                UD.U y = 3 x  

Câu20: Cho hàm số y = ( ) 2
x 2

−
+ . Hệ thức giữa y và y” không phụ thuộc vào x là: 

A. y” + 2y = 0  UB.U y”  - 6yP

2
P = 0 C. 2y” - 3y = 0 D. (y”)P

2
P - 4y = 0 

Câu21: Cho hàm số y = xP

-4
P. Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau: 

 A. Đồ thị hàm số có một trục đối xứng.  

 B. Đồ thị hàm số đi qua điểm (1; 1)  

 C. Đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận  

 UD.U Đồ thị hàm số có một tâm đối xứng  

Câu 22: Trên đồ thị (C) của hàm số y = 2x
π

 lấy điểm MR0R có hoành độ xR0R = 1. Tiếp tuyến của (C) tại 
điểm MR0R có phương trình là: 



 A. y = x 1
2

π
+  UB.U y = x 1

2 2

π π
− +  C. y  = x 1π − π +  D. y = x 1

2 2

π π
− + +  

Câu23: Trên đồ thị của hàm số y = 
1

2x
π

+
lấy điểm MR0R có hoành độ xR0R = 

2

2π . Tiếp tuyến của (C) tại điểm 
MR0R có hệ số góc bằng: 

 UA.U π + 2         B. 2π      C. 2π - 1             D. 3 

Câu 24: Trong các hình sau hình nào là dạng đồ thị của hàm số , 1xy a a= >  

 

Câu 25: Cho đồ thị hai hàm số xy a=  và by log x=  như hình 
vẽ: Nhận xét nào đúng? 

A. a 1,b 1> >              UB. U a 1,0 b 1> < <  

 

C. 0 a 1,0 b 1< < < <  D. 0 a 1,b 1< < >  

y

x

y=logbx

y=ax

-1

4

2

-2 -1 2O 1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chủ đề 2.3: Phương trình mũ , bất phương trình mũ  
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 

U1. Một số tính chất đối với hàm số mũ. 

a) Luỹ thừa:  

* Các công thức cần nhớ: 

0 11; ;
m

nn mn
na a a a

a
−= = =  

 * Tính chất của lũy thừa:  

.m n m na a a += ;   ( )nm mna a= ;  
n n

n

a a
b b

  = 
 

;  

m
m n

n

a a
a

−= ;   ( ) .n n nab a b=  

 * Quy tắc so sánh: 

  + Với a > 1 thì m na a m n> ⇔ >  

  + Với 0 < a < 1 thì m na a m n> ⇔ <  

b) Căn bậc n 

 . .n n na b a b= ;  
n

n
n

a a
b b

=   ( )mn m na a=  m n mna a=  

 .( ) ( )x y y x x ya a a= =  

  ( ), . .
xx

xx x
x

a a a b a b
b b

 = = 
   

1

;
x

y yxy ya a a a= =  

U2. Phương trình mũ cơ bảnU: 

 Là phương trình dạng: aP

x
P = b  (*) với a, b cho trước và 0 < a ≠ 1 

+  b ≤ 0: (*) VN 

+  b > 0: logx
aa b x b= ⇔ =  (0<a≠1 và b>0) 

Minh họa bằng đồ thị 

Phương trình  aP

x
P = b (a > 0, a≠ 1) 

b > 0 Có nghiệm duy nhất x = logRaRb 



b ≤ 0 Vô nghiệm 

 

B. KĨ NĂNG CƠ BẢN 

I. Phương trình mũ 

1. Phương pháp đưa về cùng cơ số 

2. Phương pháp dùng ẩn phụ. 

Khi sử dụng phương pháp này ta nên thực hiện theo các bước sau: 

B1: Đưa pt, bpt về dạng ẩn phụ quen thuộc. 

B2: Đặt ẩn phụ thích hợp và tìm điều kiện cho ẩn phụ. 

B3: Giải pt, bpt với ẩn phụ mới và tìm nghiệm thỏa điều kiện. 

B4: Thay giá trị t tìm được vào ⇒  giải PT, bpt mũ cơ bản 

B5: Kết luận. 

USau đây là một số dấu hiệu. 

Loại 1: Các số hạng trong pt, bpt có thể biểu diễn qua ( )f xa  ⇒  đặt t = ( )f xa  

Hay gặp một số dạng sau: 

+ Dạng 1: 2 ( ) ( ). . 0f x f xA a B a C+ + =    ⇒  bậc 2 ẩn t. 

+ Dạng 2: 3 ( ) 2 ( ) ( ). . . 0f x f x f xA a B a C a D+ + + =  ⇒  bậc 3 ẩn t. 

+ Dạng 3: 4 ( ) 2 ( ). . 0f x f xA a B a C+ + =   ⇒  trùng phương ẩn t. 

Lưu ý: Trong loại này ta còn gặp một số bài mà sau khi đặt ẩn phụ ta thu được một phương trình, Bpt 
vẫn chứa x ta gọi đó là các bài toán đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 

Loại 2: Phương trình đẳng cấp bậc n đối với ( )f xa  và ( )f xb . 

Hay gặp một số dạng sau: 

+ Dạng 1: 2 ( ) ( ) 2 ( ). .( . ) . 0f x f x f xA a B a b C b+ + =   

⇒  Chia 2 vế cho 2 ( )f xa      ⇒  loại 1(dạng 1) 

+ Dạng 2: 3 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 3 ( ). .( . ) ( . ) . 0f x f x f x f xA a B a b C a b D b+ + + =   

⇒  Chia 2 vế cho 3 ( )f xa      ⇒  loại 1(dạng 2) 

UTổng quátU: Với dạng này ta sẽ chia cả 2 vế của Pt cho ( )nf xa  hoặc ( )nf xb  với n là số tự nhiên lớn nhất có 
trong pt Sau khi chia ta sẽ đưa được pt về loại 1. 

Loại 3: Trong phương trình có chứa 2 cơ số nghịch đảo 



+ Dạng 1: ( ) ( ). .. 0f x f xA a B b C+ + =    với a.b = 1 

+ Dạng 2: ( ) ( ) ( ). .. . 0f x f x f xA a B b C c+ + = , với a.b = cP

2 

Với dạng 1 ta đặt ẩn phụ t = ( )f xa  ⇒  ( )f xb = 1/t ; còn với dạng 2 ta chia cả 2 vế của pt cho ( )f xc  để đưa 
về dạng 1.  

3. Phương pháp logarit hóa 

Đôi khi ta không thể giải một PT, BPT  mũ bằng cách đưa về cùng một cơ số hay dùng ấn phụ được, 
khi đó ta thể lấy logarit hai vế theo cùng một sơ số thích hợp nào đó ⇒  PT, BPT mũ cơ bản (phương 
pháp này gọi là logarit hóa) 

UDấu hiệu nhận biết:U PT loại này thường có dạng ( ) ( ) ( ). .f x g x h xa b c d=  ( nói chung là trong phương trình 
có chứa nhiều cơ số khác nhau và số mũ cũng khác nhau) ⇒  khi đó ta có thể lấy logarit 2 vế theo cơ số 
a (hoặc b, hoặc c). 

II. Bất phương trình mũ 

1. Bất phương trình mũ cơ bản 

Xét bất phương trình aP

x
P > b 

     - Nếu 0b ≤ , tập nghiệm của bất PT là R vì aP

x
P > 0 ,b x R≥ ∀ ∈  

     - Nếu b > 0  thì BPT tương đương với loga bxa a>  

Nếu a > 1 thì nghiệm của bất PT là x > logRaRb 

Nếu 0 <a < 1 thì nghiệm của bất PT là  x < logRaRb 

2. Giải bất phương trình bằng phương pháp đưa về cùng một cơ số 

3. Giải bất phương trình mũ bằng phương pháp đặt ẩn phụ 
 

C. Bài tập luyện tập 

1. Phương pháp đưa về cùng cơ số 

Ví dụ: Giải các phương trình sau: 

 1) 82 2x− =                            2) 
2 3 2 22 2x x x− + +=  

 3) 
22 33 3x x− − =                        4) 2 8x− =  

LG 

1) 8 8Pt x x⇔ − = ⇔ = −  

2) 2 2 0
3 2 2 4 0

4
x

PT x x x x x
x

=
⇔ − + = + ⇔ − = ⇔  =

 



3) 2 2 1
2 3 3 2 0

2
x

PT x x x x
x

= −
⇔ − − = ⇔ + + = ⇔  = −

 

4) 32 2 3xPt x−⇔ = ⇔ = −  

Ví dụ: Giải các phương trình sau : 
2 3 2 12

4
x x+ − =  

HD: 
2 23 2 3 2 212 2 2

4
x x x x+ − + − −= ⇔ = 2 2 0

3 2 2 3 0
3

x
x x x x

x
=

⇔ + − = − ⇔ + = ⇔  = −
 

Vậy phương trình có nghiệm: 0, 3x x= = −  

Ví dụ: Giải các phương trình sau : 
2 3 11 3

3

x x− +
  = 
 

 

HD: 
2

2
3 1

( 3 1) 11 3 3 3
3

x x
x x

− +
− − +  = ⇔ = 

 
2 2 1

( 3 1) 1  3 2 0
2

x
x x x x

x
=

⇔ − − + = ⇔ − + = ⇔  =
 

Vậy phương trình có nghiệm: 1, 2x x= =  

Ví dụ: Giải phương trình sau : 1 22 2 36x x+ −+ =  

HD: 1 2 22 2 36 2.2 36
4

x
x x x+ −+ = ⇔ + =  

x x x 48.2 2 36 9.2 36.4 2 16 2 2 4
4

x x

x+
⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

2. Dùng ẩn phụ. 

Ví dụ: Giải các phương trình 

1)9 4.3 3 0x x− + =  

2) 9 3.6 2.4 0x x x− + =  

3) 15 6 5 0x x−− + =  

LG 

1) 9 4.3 3 0x x− + = 23 4.3 3 0x x⇔ − + =  

Đặt 3xt = với t>0 ta được phương trình: 2 4 3 0t t− + =  
1
3

t
t

=
⇔  =

 

Với t=1 ta có x=0 

Với t=3 ta có x=1 



2) 9 3.6 2.4 0x x x− + =
23 33 2 0

2 2

x x
   ⇔ − + =   
   

 

   Đặt 3 0
2

x

t  = > 
 

 ta được phương trình: 2 1
3 2 0

2
t

t t
t

=
− + = ⇔  =

 

    Với t=1 ta có 3 1 0
2

x

x  = ⇔ = 
 

 

    Với t=2 ta có 3
2

3 2 log 2
2

x

x  = ⇔ = 
 

 

Ví dụ: Giải các phương trình sau : 2 8 53 4.3 27 0x x+ +− + =  

HD: 8 2 53 .3 4.3 .3 27 0x x− + = ( )2
6561. 3 972.3 27 0x x⇔ − + =    (*) 

Đặt 3 0xt = >  Phương trình (*) 2

1
96561 972 27 0
1
27

t
t t

t

 =
⇔ − + = ⇔ 

 =

 

Với  21 3 3 2
9

xt x−= ⇔ = ⇔ = −  

Với  31 3 3 3
27

xt x−= ⇔ = ⇔ = −  

Vậy phương trình có nghiệm: 2, 3x x= − = −  

Ví dụ: Giải các phương trình sau : 25 2.5 15 0x x− − =  

HD: ( )2
25 2.5 15 0 5 2.5 15 0x x x x− − = ⇔ − − =  (*) 

Đặt 5 0xt = > Phương trình (*) 2 5
2 15 0

3 (loai)
t

t t
t

=
⇔ − − = ⇔  = −

 

Với  5 5 5 1xt x= ⇔ = ⇔ =  

Vậy phương trình có nghiệm: 1x =  

Ví dụ: Giải các phương trình sau : 2 23 3 24x x+ −− =  

HD: ( )22 2 93 3 24 9.3 24 0 9. 3 24.3 9 0
3

x x x x x
x

+ −− = ⇔ − − = ⇔ − − =  (*) 



Đặt 3 0xt = >  Pt (*) 2
3

9t 24 9 0 1  ( loai)
3

t
t

t

=
⇔ − − = ⇔
 = −


 

Với  3 3 3 1xt x= ⇔ = ⇔ =  

Vậy phương trình có nghiệm: 1x =  

3. Phương pháp logarit hóa 

Ví dụ: Giải các phương trình sau: 

1)3 2x =                                       2) 2 .3 1x x =  

LG 

1) Pt 3 3 3log 3 log 2 log 2x x⇔ = ⇔ =  

( )2 2 2 2 2

2

2) log 2 .3 log 1 log 2 log 3 0 .log 3 0

(1 log 3) 0 0

x x x x x x

x x

= ⇔ + = ⇔ + =

⇔ + = ⇔ =  

4. Bất phương trình 

UBài 1:U Giải các bất phương trình sau:   

a) 12 5x− <                          b)  20,3 7x+ >  

ULời giải: 

a) Ta có: 1
2 22 5 1 log 5 1 log 5x x x− < ⇔ − < ⇔ < + . 

- Bất phuơng trình đã cho có tập nghiệm là: ( )2;1 log 5S = −∞ +  

b) Ta có: 2
0,3 0,30,3 7 2 log 7 2 log 7x x x+ > ⇔ + < ⇔ < − +  

- Bất phương trình đã cho có tập nghiệm là: ( )0,3; 2 log 7S = −∞ − + . 

UBài 2:U Giải bất phương trình : 
2 3 4 12 4x x x+ − −>   

ULời giải: 

Ta có:  
2 23 4 1 3 4 2( 1) 2 22 4 2 2 3 4 2( 1) 2 0 ( 2;1)x x x x x x x x x x x x+ − − + − −> ⇔ > ⇔ + − > − ⇔ + − > ⇔ ∈ −  

Bất phuơng trình đã cho có tập nghiệm là: ( )2;1S = −  

UBài 3:U Giải bất phương trình: 1 2 127
3

x− <  

ULời giải: 



Ta có 1 2 3(1 2 ) 11 227 3 3 3(1 2 ) 1 6 4
3 3

x x x x x− − −< ⇔ < ⇔ − < − ⇔ − < − ⇔ >  

Bất phuơng trình đã cho có tập nghiệm là: 2 ;
3

S  = +∞ 
   

UBài 4:U Giải bất phương trình: ( )
2

2 13
9

x x−

>  

ULời giải: 

Ta có: ( )
2

2 13
9

x x−

> 2 44 163 3 2 4 8 16
4 7

x
x x x x x x−⇔ > ⇔ > − ⇔ > − ⇔ <  

Bất phuơng trình đã cho có tập nghiệm là: 16;
7

S  = −∞ 
 

 

UBài 5:U Giải bất phương trình: ( ) ( )
21 3

5 2 5 2
x x− − +

+ ≥ −       

ULời giải: 

Ta có: ( )( ) ( ) 115 2 5 2 1 5 2 5 2
5 2

−
+ − = ⇔ − = = +

+
 

 Khi đó ( ) ( )
21 3

5 2 5 2
x x− − +

+ ≥ − ( ) ( )
21 3 25 2 5 2 1 3

x x
x x

− −
⇔ + ≥ + ⇔ − ≥ −

 

UBài 6:U Giải bất phương trình:  25 5 26 x x−+ <      
 

ULời giải: 

 - Ta có: ( )22 255 5 26 5 26 0 5 26.5 25 0
5

x x x x x
x

−+ < ⇔ + − < ⇔ − + <  

 - Đặt 5 0xt = > . Điều kiện: t > 0. 

- Ta có: 2 26 25 0t t− + < 1 25t⇔ < <  

- Khi đó: 0 21 5 25 5 5 5 0 2x x x< < ⇔ < < ⇔ < <  

- Vậy bất phương trình có tập nghiệm là: ( )0;2S =  

UBài 7:U Giải bất phương trình:  2x+13 10.3 3 0x− + ≤  

  ULời giải: 

 - Ta có:  2x+13 10.3 3 0 x− + ≤ ( )2
3. 3 10.3 3 0x x⇔ − + ≤  (1) 

 - Đặt  3 0xt = > . Điều kiện: t > 0. 



- Ta có: 2 13 10 3 0 3
3

t t t− + ≤ ⇔ ≤ ≤ 1 11 3 3 3 3 3 1 1
3

x x x−⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤  

- Vậy bất phương trình có tập nghiệm là: [ ]1;1S = −  

UBài 8:U Giải bất phương trình: 5.4 2.25 7.10 0   (1)x x x+ − >  

ULời giải: 

- Ta có:5.4 2.25 7.10 0   (1)x x x+ − >  

 Chia hai vế của (1) đã cho 4 0x >  ta được: (1) ⇔
2

5 55 2. 7. 0
2 2

x x    + − >    
     

  (2) 

 - Đặt  5 0
2

x

t  = > 
 

.  Điều kiện: t > 0. 

- Khi đó (2) có dạng 2
0 1

2 7 5 0 5
2

t
t t

t

< <
− + > ⇔
 >


 

- Với 0 1t< < ta có: 5 1 0
2

x

x  < ⇔ < 
 

. 

- Với 5
2

t > ta có: 5 5 1
2 2

x

x  > ⇔ > 
 

. 

- Vậy bất phương trình (1) có tập nghiệm: ( ) ( );0 1;S = −∞ ∪ +∞  

* Bài tập tự luyện 

Bài 1: Giải các phương trình: 

1) 82 2x− =  

2) 
2 3 2 22 2x x x− + +=  

3) 
22 33 3x x− − =  

4) 2 8x− =  

5) 2 33 9x− =  

6) 
23 22 32x x− =  

7) 
2 3 13

9
x x− =  



8)9 4.3 3 0x x− + =                                          

9) 9 3.6 2.4 0x x x− + =                                     

10) 15 6 5 0x x−− + =                                           

11) 25 6.5 5 0x x− + =  

12) 36 3.30 2.25 0x x x− + =  

13) 16.5 5 1 0x x−− − =  

14) 2P

x - 2 
P = 3   

15) 3P

x + 1
P = 5P

x – 2
P      

16) 3P

x – 3
P = 

2 7 125x x− +  

17) 
22 5 62 5x x x− − +=   

18) 
1

5 .8 500
x

x x
−

=            

19) 5P

2x + 1
P- 7P

x + 1
P = 5P

2x
P + 7P

x 

Bài 2: Giải các bất phương trình: 

1) 82 2x− >  

2) 
2 3 2 22 2x x x− + +>  

3) 
22 33 3x x− − >  

4) 2 8x− >  

5) 2 33 9x− >  

6) 
23 22 32x x− >  

7) 
2 3 13

9
x x− >  

8)9 4.3 3 0x x− + >                                          

9) 9 3.6 2.4 0x x x− + >                                     

10) 15 6 5 0x x−− + >                                           

11) 25 6.5 5 0x x− + >  

12) 36 3.30 2.25 0x x x− + >  

13) 16.5 5 1 0x x−− − >  



D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 

Câu 1: Phương trình 3 24 16x− =  có nghiệm là: 

 A. x = 3
4

  B. x = 4
3

  C. 3  D. 5 

Câu 2: Tập nghiệm của phương trình: 
2 4 12

16
x x− − =  là: 

 A. Φ    B. {2; 4} C. { }0; 1  D. { }2; 2−  

Câu 3: Phương trình 2 3 44 8x x+ −=  có nghiệm là: 

 A. 6
7

  B. 2
3

  C. 4
5

  D. 2 

Câu 4: Phương trình 2 3 20,125.4
8

x

x

−

−  
=   

 
 có nghiệm là: 

 A. 3  B. 4  C. 5  D. 6 

Câu 5: Phương trình: 1 2 1 22 2 2 3 3 3x x x x x x− − − −+ + = − +  có nghiệm là: 

 A. 2  B. 3  C. 4  D. 5 

Câu 6: Phương trình: 2 6 72 2 17x x+ ++ =  có nghiệm là: 

 A. -3  B. 2  C. 3  D. 5 

Câu 7: Tập nghiệm của phương trình: 1 35 5 26x x− −+ =  là: 

 A. { }2; 4  B. { }3; 5  C. { }1; 3  D. Φ   

Câu 8: Phương trình: 3 4 5x x x+ =  có nghiệm là: 

 A. 1  B. 2  C. 3  D. 4 

Câu 9: Phương trình: 9 6 2.4x x x+ =  có nghiệm là:  

 A. 3  B. 2  C. 1  D. 0 

Câu 10: Phương trình: 2 6x x= − +  có nghiệm là: 

 A. 1  B. 2  C. 3  D. 4 

Câu 11: Xác định m để phương trình: 4 2 .2 2 0x xm m− + − =  có hai nghiệm phân biệt? Đáp án là: 

 A. m < 2  B. -2 < m < 2  C. m > 2  UD.U m R∈  



Câu 12: Tập nghiệm của bất phương trình: 
1 4

11 1
2 2

x−   <   
   

 là: 

 A. ( )0; 1  B. 51;
4

 
 
 

 C. ( )2;+∞  D. ( );0−∞  

Câu 13: Bất phương trình: ( )
2 32

22 2
x x−

≤  có tập nghiệm là: 

 A. ( )2;5  B. [ ]2;1−  C. [ ]1; 3−  D. Kết quả khác  

Câu 14: Bất phương trình: 
23 3

4 4

x x−
   ≥   
   

 có tập nghiệm là: 

 A. [ ]1; 2  B. [ ]; 2−∞  C. (0; 1) D. Φ   

Câu 15: Bất phương trình: 14 2 3x x+< +  có tập nghiệm là: 

 A. ( )1; 3  B. ( )2; 4  C. ( )2log 3; 5   D. ( )2; log 3−∞  

Câu 16: Bất phương trình: 9 3 6 0x x− − <  có tập nghiệm là: 

 A. ( )1;+∞  B. ( );1−∞  C. ( )1;1−  D. Kết quả khác  

Câu 17: Bất phương trình: 2P

x
P > 3P

x
P có tập nghiệm là: 

 A. ( );0−∞  B. ( )1;+∞  C. ( )0;1  D. ( )1;1−  

Câu 18: Nghiệm của bất phương trình 1 39 36.3 3 0x x− −− + ≤  là: 

A. 1 3x≤ ≤    B. 1 2x≤ ≤    C. x 1≥    D. x 3≤   

Câu19: Tập nghiệm của bất phương trình: 
1 4

11 1
2 2

x−   <   
   

 là: 

 A. ( )0; 1  UB.U 51;
4

 
 
 

 C. ( )2;+∞  D. ( );0−∞  

Câu20: Bất phương trình: ( ) ( )
2 2 3

2 2
x x−

≤  có tập nghiệm là: 

 A. ( )2;5  B. [ ]2;1−  UC.U [ ]1; 3−  D. ( )1;5  

Câu21: Bất phương trình: 
23 3

4 4

x x−
   ≥   
   

 có tập nghiệm là: 

 UA.U [ ]1; 2  B. [ ]; 2−∞  C. (0; 1) D. Φ   

Câu22: Bất phương trình: 14 2 3x x+< +  có tập nghiệm là: 



 A. ( )1; 3  B. ( )2; 4  C. ( )2log 3; 5   UD.U ( )2; log 3−∞  

Câu23: Bất phương trình: 9 3 6 0x x− − <  có tập nghiệm là: 

 A. ( )1;+∞  UB.U ( );1−∞  C. ( )1;1−  D. ( )2;5  

Câu 24: Bất phương trình: 2P

x
P > 3P

x
P có tập nghiệm là: 

 A. ( );0−∞  B. ( )1;+∞  C. ( )0;1  D. ( )1;1−  

Câu 25: Nghiệm của bất phương trỡnh 1 39 36.3 3 0x x− −− + ≤  là: 

            A. 1 3x≤ ≤    B. 1 2x≤ ≤    C. x 1≥    D. x 3≤   

 

 

Chủ đề 2.4: Phương trình lôgarit , bất phương trình lôgarit 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 

I. phương trình lôgarit 

U1. Phương trình lôgarit cơ bảnU: 

PT logRaRx = b  ( a > 0, 1a ≠ ) luôn có nghiệm duy nhất x = aP

b
P với mọi b 

U2.cách giải một số phương trình loogarit đơn giản U: 

a.  Đưa về cùng cơ số: 

1. log ( ) log ( )a af x g x=  ⇔  f(x) = g(x) 2. log ( )a f x b=  ⇔  f(x) = aP

b 

Lưu ý rằng với các PT, BPT logarit ta cần phải đặt điều kiện để các biểu thức logRaRf(x) có nghĩa là   

f(x) ≥  0. 

b.  Đặt ẩn phụ 

Với các PT, BPT mà có thể biểu diễn theo biểu thức logRaRf(x) thì ta có thể sử dụng phép đặt ẩn phụ t = 
logRaRf(x).  

Ngoài việc đặt điều kiện để  biểu thức logRaRf(x) có nghĩa là f(x) > 0, chúng ta cần phải chú ý đến đặc 
điểm của PT, BPT đang xét ( chứa căn, có ẩn ở mẫu) khi đó ta phải đặt điều kiện cho các PT, BPT có 
nghĩa. 

c. Mũ hóa 

Đôi khi ta không thể giải một PT, BPT  logarit bằng cách đưa về cùng một cơ số hay dùng ấn phụ 
được, khi đó ta thể đặt x = aP

t
PR ⇒ R PT, BPT cơ bản (phương pháp này gọi là mũ hóa) 

UDấu hiệu nhận biết:U PT loại này thường chứa nhiều cơ số khác nhau 



UII. Bất phương trình lôgarit 

U1. Bất phương trình lôgarit cơ bản 

Xét bất phương trình logRaRx > b : - Nếu a > 1 thì log b
a x b x a> ⇔ >  

                                                    - Nếu 0 <a < 1 thì  log 0 b
a x b x a> ⇔ < <  

U2.cách giải một số bất phương trình loogarit đơn giản U: 

a.  Đưa về cùng cơ số:  

b.  Đặt ẩn phụ 

c. Mũ hóa 

C. BÀI TẬP LUYỆN TẬP 

U1. Đưa về cùng cơ sốU: 

Ví dụ: Giải các phương trình sau: 

a. 3 3(2 1) log 5log x + =    (*) 

        Đk: 12 1 0
2

x x+ > ⇔ > −  

        (*) 2 1 5 2x x⇔ + = ⇔ =  (t/m đk) 

b. 2
3 3log ( 3) log (2 1)x x x+ = − −  (*) 

Đk: 2

3
13 0 1

132 1 0 1 2
2

x
xx x

xx x
x

> −
>+ >  > ⇔ ⇔  − < < −− − >  < − 

  

Khi đó PT (*)  23 2 1x x x⇔ + = − − 2 22 2 4 0 2 0x x x x⇔ − − = ⇔ − − =
1

2
x
x

= −
⇔  =

 (t/m đk)  

c. 3 ( 1) 2log x − =  (*) 

Đk: 1 0 1x x− > ⇔ >  

Khi đó PT 2(*) 1 3 10x x⇔ − = ⇔ =  (t/m đk) 

d. log( 1) log(2 11) log 2x x− − − =   (*) 

Đk:   
11 0
112 11 0
2

xx
x x

>− > ⇔ − > > 

    11
2

x⇔ >  



Với điều kiện trên thì PT (*) 1log log 2
2 11

x
x

−
⇔ =

−
 1 2 1 2(2 11) 3 21

2 11
x x x x
x

−
⇔ = ⇔ − = − ⇔ =

−
 

                                              7x⇔ =  (t/m đk). 

e. 2 2log ( 5) log ( 2) 3x x− + + =   (*) 

Đk: 
5 0 5

5
2 0 2

x x
x

x x
− > > 

⇔ ⇔ > + > > − 
 

Với điều kiện trên thì PT m(*) 2log ( 5)( 2) 3x x⇔ − + =  

                                                 3 2 6
( 5)( 2) 2 3 18 0

3
x

x x x x
x

=
⇔ − + = ⇔ − − = ⇔  = −

 

So sánh với điều kiện ta thấy PT đã cho chỉ có một nghiệm là 6x =  

U2. Đặt ẩn phụ 

Ví dụ: Giải các phương trình sau: 

a. 2
3 3log 2log 3 0x x+ − =  

Với điều kiện 0x >  đặt 3logt x=  ta được PT 2 2 3 0t t+ − = 1t⇔ =  hoặc 3t = −  

+ 1t =  ta có 3log 1 3x x= ⇔ =  

+ 3t = −  ta có 3
1log 3
27

x x= − ⇔ =  

b. 4 9log log 3 3xx + =  (*) 

   Với đk: 0 1x< ≠  (*) 3
3

12log 3
log

x
x

⇔ + =  

Đặt 3logt x=  và 0t ≠  Ta được PT:   12 3t
t

+ = 2
1

2 3 1 0 1
2

t
t t

t

=
⇔ − + = ⇔
 =


 

+ 1t =  ta có 3log 1 3x x= ⇔ =  (t/m đk) 

+ 1
2

t =  ta có 3
1log 3
2

x x= ⇔ =  (t/m đk) 

Vậy BPT đã cho có hai nhghiệm là 3x =  và 3x =  

VD: Giải phương trình sau: +
1 2 =1

5+log x 1+log x3 3
 



Giải 

ĐK : x >0, logR3Rx ≠5, logR3Rx ≠-1 

Đặt t = logR3Rx, (ĐK:t ≠5,t ≠-1) Ta được phương trình : +
1 2 =1

5+t 1+t
 tP

2
P - 5t + 6 = 0  

t =2, t = 3 (thoả ĐK) 

Vậy logR3Rx = 2, logR3Rx = 3 Phương trình đã cho có nghiệm : xR1R = 9, xR2R = 27 

UVí dụU: Giải các phương trình sau : 2
2 2log 2log 2 0x x+ − =  

HD: 2
2 2log 2log 2 0x x+ − =   (1) 

Điều kiện: 0x >  Phương trình 2
2 2(1) log log 2 0x x⇔ + − =  

Đặt 2logt x=  ta có 2
2 2log log 2 0x x+ − = ⇔ 22

2

2log 11
t 2 0 12 log 2

4

xxt
t

t x x

===  + − = ⇔ ⇔ ⇔ = − = − =  

 

Vậy phương trình có nghiệm 12,
4

x x= =  

UVí dụU: Giải các phương trình sau : 2 11 log ( 1) log 4xx −+ − =  

HD: 2 11 log ( 1) log 4xx −+ − =   (2) 

Điều kiện: 
1 0 1

     (*)
1 1 2

x x
x x

− > > 
⇔ − ≠ ≠ 

 

Phương trình 2
2 2

2 2

log 4 2(1) 1 log ( 1) 1 log ( 1)
log ( 1) log ( 1)

x x
x x

⇔ + − = ⇔ + − =
− −

 

[ ]2
2 2log ( 1) log ( 1) 2 0x x⇔ − + − − = (2) 

Đặt 2log ( 1)t x= −  phương trình (2) 2 1
2 0

2
t

t t
t

=
⇔ + − = ⇔  = −

 

2

2

1 2 3log ( 1) 1
1 5log ( 1) 2 1
4 4

x xx
x x x

− = = − =  ⇔ ⇔ ⇔  − = − − = =  

   tm đk (*) 

Vậy phương trình có nghiệm 53,
4

x x= =  

U3. Mũ hóa 

Ví dụ Giải các phương trình sau: 



a. 2log ( 2) 2x + =  

Đk: 2 0 2x x+ > ⇔ > −  (*) 

Với đk (*) thì PT đã cho tương đương với PT 2 4 2x x+ = ⇔ =  (t/m đk (*)) 

b. ln( 3) 1 3x + = − +  

Đk: 3 0 3x x+ > ⇔ > −  (*) 

Với đk (*) mũ hóa 2 vế của PT đã cho ta được PT ln( 3) 1 3xe e+ − += 1 33x e− +⇔ + = 1 3 3x e− +⇔ = −  (t/m) 

c. 2 2log ( 5) log ( 2) 3x x− + + =  

Đk: 
5 0 5

5
2 0 2

x x
x

x x
− > > 

⇔ ⇔ > + > > − 
 (*) 

Với đk (*) thì PT đã cho tương đương với PT 

  2log ( 5)( 2) 3x x− + = 3 2( 5)( 2) 2 3 18 0x x x x⇔ − + = ⇔ − − =
6

3
x
x

=
⇔  = −

 

Kết hợp với đk (*) ta thấy PT đã cho chỉ cố một nghiệm duy nhất là 6x =  

VD: Giải phương trình sau: logR2R(5 – 2P

x
P) = 2 – x 

Giải. ĐK : 5 – 2P

x
P > 0. 

+ Phương trình đã cho tương đương. 5 – 2P

x
P = 4

2x  2P

2x
P – 5.2P

x
P + 4 = 0. 

Đặt t = 2P

x
P, ĐK: t > 0.Phương trình trở thành:tP

2
P -5t + 4 = 0.  

phương trình có nghiệm : t = 1, t = 4. 

Vậy 2P

x
P = 1, 2P

x
P = 4, nên phương trình đã cho có nghiệm : x = 0, x = 2.  

U* Bất phương trình lôgarit cơ bản 

1. Giải BPT cơ bản: 

Bài 1. Giải các BPT 

a)  2log ( 2) 3x − >              
2

1
2

b) log ( 7 ) 3x x+ > −  

UBài giải: 

  a)  3
2log ( 2) 3 2 2 10x x x− > ⇔ − > ⇔ >  

bất phương trình có tập nghiệm: ( )10;S = +∞  

 



b)  

2
1
2

log ( 7 ) 3x x+ > −
3

2 210 7 0 7 8 0 ( 8;1)
2

x x x x x
−

 ⇔ < + < ⇔ < + − < ⇔ ∈ − 
   

bất phương trình có tập nghiệm: ( )8;1S = −  

 

U2. Giải BPT PP đưa về cùng cơ số: 

UBài 1U: Giải  bất phương trình sau:  2 1
2

log ( 5) log (3 ) 0x x+ + − ≥  

 ULời giải: 

- Điều kiện:
5 0

5 3
3 0
x

x
x

+ >
⇔ − < < − >

 

- Khi đó: 2 1 2 2
2

log ( 5) log (3 ) 0 log ( 5) log (3 ) 0x x x x+ + − ≥ ⇔ + − − ≥  

             2 2log ( 5) log (3 ) 5 3 1x x x x x⇔ + ≥ − ⇔ + ≥ − ⇔ ≥ −  

- Kết hợp với điều kiện, bất phương trình có tập nghiệm: [ )1;3S = −  

UBài 2:U Giải bất phương trình: 0,5 2log ( 1) log (2 )x x+ ≤ −  

 ULời giải: 

- Điều kiện:
1 0 1

1 2
2 0 2
x x

x
x x

+ > > − 
⇔ ⇔ − < < − > < 

 

- Khi đó: 0,5 2log ( 1) log (2 )x x+ ≤ −  2 2log ( 1) log (2 )x x⇔ − + ≤ −  

2 2log (2 ) log ( 1) 0x x⇔ − + + ≥ ( )( )2log 2 1 0x x⇔ − + ≥   ( )( )2 1 1x x⇔ − + ≥

2 1 5 1 51 0
2 2

x x x− +
⇔ − + + ≥ ⇔ ≤ ≤  

- Kết hợp với  điều kiện, bất phương trình có nghiệm là : 1 5 1 5;
2 2

S
 − +

=  
 

 

UBài 3:U Giải bất phương trình: 5 5 5log ( 2) log ( 2) log (4 1)x x x+ + − < +  

ULời giải: 



- Điều kiện:   

22 0
14 1 0 2
4

2 0 2

xx
x x x

x x

> −+ >  + > ⇔ > − ⇔ > 
 − > >

 

- Khi đó: 5 5 5log ( 2) log ( 2) log (4 1)x x x+ + − < +  

( )( ) 2
5 5 5 5log 2 2 log (4 1) log ( 4) log (4 1)x x x x x⇔ + − < + ⇔ − < +     

2 24 4 1 4 5 0 1 5x x x x x⇔ − < + ⇔ − − < ⇔ − < <  

Kết hợp với  điều kiện, bất phương trình có nghiệm là : ( )2;5S =  

3. Giải BPT bằng PP đặt ẩn phụ: 

UBài 1:U Giải bất phương trình: 2
0,5 0,5log log 2x x+ ≤  

 ULời giải: 

- Điều kiện:   0x >  

 - Đặt : 0,5logt x=  

- Khi đó:  2 22 2 0 2 1t t t t t+ ≤ ⇔ + − ≤ ⇔ − ≤ ≤   

- Với 2 1t− ≤ ≤  ta có: ( ) 2

0,5

4
0,52 log 1 1

0,5 2

x
xx

xx

− ≤ ≤ − ≤ ≤ ⇔ ⇔ 
≥≥  

 

- Kết hợp với  điều kiện, bất phương trình đã cho có tập nghiệm là : 1 ;4
2

S  =   
 

UBài 2:U Giải bất phương trình: 2log 13log 36 0x x− + >  

  ULời giải: 

- Điều kiện:   0x >  

 - Đặt : logt x=  

- Khi đó:  2 13 36 0t t− + >
4
9

t
t

<
⇔  >  

- Với t < 4 ta có: 4log 4 10x x< ⇔ <  

- Với t > 9 ta có: 9log 9 10x x> ⇔ >  

- Kết hợp với  điều kiện bất phương trình có tập  nghiệm là :  ( ) ( )4 90;10 10 ;S = +∞

 



Bài 3:Giải bất phương trình:
 

a) 
2

2
2 2log 4 log 8

8
xx + >   ;  Với ĐK : x > 0  

ta có : 
2

2
2 2log 4 log 8

8
xx + > <=> ( )2 2 3

2 2 2 2log 4 log log log 2 8x x+ + − >   

Đặt 2logt x=  BPT trở thành : ( )2 22 2 3 8 6 7 0t t t t+ + − > ⇔ + − >  

<=> 
7

2

2

log 77 2
1 log 1 2

xt x
t x x

−< −< −  <
⇔ ⇔  > > >  

 

Kết hợp với đk : 0x >  ta có nghiệm của BPT đã cho là : ( ) ( )70;2 2;− ∪ +∞  

Bài 4: Giải các bất phương trình : 

a) ( ) ( )3 1
3

2.log 4 3 log 2 3 2x x− + + ≤    (1)   

Với  ĐK : 3
4

x >   thì (1)  <=> ( ) ( )1

2
3 3

log 4 3 log 2 3 2x x−− + + ≤   

<=> ( ) ( ) ( )2
2

3 3 3

4 3
log 4 3 log 2 3 2 log 2

2 3
x

x x
x
−

− − + ≤ ⇔ ≤
+

<=> ( )2
24 3

3
2 3
x
x
−

≤
+

 

<=> ( ) ( )2 24 3 9 2 3 8 21 9 0x x x x− ≤ + ⇔ − − ≤ <=> 3 3
8

x− ≤ ≤  

Kết hợp với ĐK : 3
4

x >  ta được nghiệm của BPT : 3 3
4

x≤ ≤   

b) 
2

0,7 6log log 0
4

x x
x

 +
< + 

   (2) 

(2) ⇔
2 2 2

0
6 6log (0,7) log 1 6

4 4 4
x x x x x x
x x x

+ + +
> ⇔ > ⇔ >

+ + +
 

2 26 24 5 240 0
4 4

x x x x x
x x

+ − − − −
⇔ > ⇔ >

+ +
4 3

8
x

x
− < < −

⇔  >
 

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 

Câu 1: Phương trình: ( )l g l g 9 1o x o x+ − =  có nghiệm là: 

 A. 7  B. 8  C. 9  D. 10 

Câu 2: Phương trình: ( )3lg 54 x−  = 3lgx có nghiệm là: 



 A. 1  B. 2  C. 3  D. 4 

Câu 3: Phương trình: ( )ln ln 3 2x x+ −  = 0 có mấy nghiệm? 

 A. 0  B. 1  C. 2  D. 3 

Câu 4: Phương trình: ( ) ( ) ( )ln 1 ln 3 ln 7x x x+ + + = +  

 A. 0  B. 1  C. 2  D. 3 

Câu 5: Phương trình: 2 4 8log log log 11x x x+ + =  có nghiệm là: 

 A. 24  B. 36  C. 45  D. 64 

Câu 6: Phương trình: 2log 3log 2 4xx + =  có tập nghiệm là: 

 A. { }2; 8  B. { }4; 3  C. { }4; 16  D. Φ   

Câu 7: Phương trình: ( ) ( )2lg 6 7 lg 3x x x− + = −  có tập nghiệm là: 

 A. { }5   B. { }3; 4  C. { }4; 8  D. Φ   

Câu 8: Phương trình: 1 2
4 lg 2 lgx x

+
− +

 = 1 có tập nghiệm là: 

 A. { }10; 100   B. { }1; 20   C. 1 ; 10
10

 
 
 

  D. Φ   

Câu 9: Phương trình: 2 log 1000xx− + =  có tập nghiệm là: 

 A. { }10; 100   B. { }10; 20   C. 1 ; 1000
10

 
 
 

 D. Φ   

Câu 10: Phương trình: 2 4log log 3x x+ =  có tập nghiệm là: 

 A. { }4   B. { }3   C. { }2; 5  D. Φ   

Câu 11: Phương trình: 2log 6x x= − +  có tập nghiệm là: 

 A. { }3   B. { }4   C. { }2; 5  D. Φ   

Câu 12: Nghiệm của phương trình : ( )2log 3 11 4x − =  là: 

UA.U x = 5                 B. 13
3

x =              C. 17
3

x =           D. 20
3

x =   

Câu 13: Phương trình 2
2 2log 5log 4 0x x− + =  có 2 nghiệm 1 2,x x .Khi đó : 

     A. 1 2. 22x x =                B. 1 2. 16x x =                 C. 1 2. 36x x =               U DU. 1 2. 32x x =  



Câu 14. Phương trình ( )1
3 1

3

log 3 1 2 log 2x x+ − = +  có hai nghiệm 1 2,x x . Khi đó tổng 1 227 27x xS = +  là: 

A. 180.S =                      B. 45.S =                       C. 9.S =                          D. 1 

Câu  15. Giá trị của m để phương trình 2 2
2 2log log 3x x m− + =  có nghiệm  

 [ ]1;8x ∈  là: 

A. 3 ≤  m ≤  6                B. 2 ≤  m ≤  3        C.  6 ≤  m ≤  9             UD.U 2 ≤  m ≤  6 

Câu 16.  Phương trình sau 2 2log ( 5) log ( 2) 3x x− + + = có nghiệm là: 

UA.U 6x = .   B. 3x = .                      C. 6 , 1x x= = .   D. 8x = . 

Câu 17. Cho phương trình 2
2log ( 2 5) 2x x m− − − + =  để phương trình có 2 nghiệm thực phân biệt trái 

dấu thì điều kiện của m là: 

A. 1m > .  B. 2m > .                C. 1m < .             D. 2m < . 

Câu 18. Nghiệm của phương trình ( )3log 1 2.x + = là: 

A. 5.x =        B. 8.x =           C. 7.x =           D. 10.x =  

Câu 19. Nghiệm của bất phương trình ( )2log 3 2 0x − <  là: 

A. 1x >                                B. 1x <         C. 0 1x< <                   D. 3log 2 1x< <            

Câu 20. Tập nghiệm S  của bất phương trình ( )2
1
2

log 5 7 0x x− + >  là: 

A. ( );2 .S = −∞                                        B. ( )2;3 .S =  

C. ( )3; .S = +∞                                        D. ( ) ( );2 3; .S = −∞ ∪ +∞  

Câu 21: Tập nghiệm S của bất phương trình ( ) ( )1 1
5 5

og 3 5 og 1l x l x− > + là: 

      A. 5 ; .
3

S  = +∞ 
 

          B. ( );3 .S = −∞             C. 3 ;3 .
5

S  =  
 

            UD.U 5 ;3 .
3

S  =  
 

 

Câu 22 .  Phương trình     1
3 1

3

log 3 1 2 log 2x x  có hai nghiệm 
1 2,x x . Khi đó tổng 

 1 227 27x xS  là: 

A.  180.S                      B.  45.S                       C.  9.S                          D. 1 

Câu 23. Tập nghiệm S  của bất phương trình    2
1
2

log 5 7 0x x  là: 



A.   ;2 .S                                        B.   2;3 .S  

C.   3; .S                                        D.       ;2 3; .S  

Câu  24. Giá trị của m để phương trình 2 2
2 2log log 3x x m− + =  có nghiệm  

 1;8x       là: 

A. 3  m  6                B. 2  m  3        C.  6  m  9             UD.U 2  m  6 

Câu 25. Nghiệm của bất phương trình ( )2log 3 2 0x − <  là: 

A. 1x >                                B. 1x <         C. 0 1x< <                   D. 3log 2 1x< <            

Câu 26:  Phương trình sau 2 2log ( 5) log ( 2) 3x x− + + = có nghiệm là: 

UA.U 6x = .  B. 3x = .                      C. 6 , 1x x= = .   D. 8x = . 

Câu 27. Cho phương trình 2
2log ( 2 5) 2x x m− − − + =  để phương trình có 2 nghiệm thực phân biệt trái 

dấu thì điều kiện của m là: 

A. 1m > .  B. 2m > .                C. 1m < .             D. 2m < . 

Câu 28. Nghiệm của phương trình ( )3log 1 2.x + = là: 

A. 5.x =        B. 8.x =           C. 7.x =           D. 10.x =  

 
 

KIỂM TRA 45 PHÚT 
 

I. MỤC TIÊU KIỂM TRA  

1. Kiến thức: Kiểm tra kiến thức về luỹ thừa, logarit, hàm số mũ, hàm số logarits, hàm số luỹ thừa, 
phương trình bất PT mũ và logarit 

2. Kĩ năng: Kiểm tra kỹ năng: Tìm tập xác định của hàm số logarit, ĐK xác định của lũy thừa,  kỹ 
năng tính đạo hàm của HS mũ và HS logarit. kỹ năng giải PT, bất PT mũ và logarit 

3. Thái độ: Nghiêm túc trong kiểm tra 

II. HÌNH THỨC KIỂM TRA 

      - Hình thức: Trắc nghiệm khách quan 

      - Học sinh làm bài trên lớp 



III. MA TRẬN ĐỀ KIỂM TRA 

MA TRẬN NHẬN THỨC 

 

Chủ đề hoặc mạch 
kiến thức, kĩ năng 

Tầm quan trọng 

(Mức cơ bản trọng 
tâm của   KTKN) 

Trọng số 

(Mức độ nhận thức 
của Chuẩn KTKN) 

Tổng 
điểm 

Điểm 

theo thang 
điểm 10 

Lũy thừa 15 2 30 1 

Hàm số  Luỹ thừa    1 

logarit    2 

Hàm số logarit 20 3 60 1 

Hàm số mũ 15 2 30 1 

Phương trình mũ  25 3 75 1 

Phương trình logarit    1 

Bất PT mũ  25 3 75 1 

Bất phương trình logarit    1 

Tổng 100  270 10 

 

MA TRẬN ĐỀ KIỂM TRA 

Chủ đề\ Mức độ 1 2 3 4 Tổng 

Lũy thừa Câu 1 Câu11 Câu 21,25  4 

Hàm số  Luỹ thừa Câu 2 Câu 16,17   3 

logarit Câu 4 Câu12   2 

Hàm số logarit Câu 3,5,7 Câu13 Câu22  5 

Hàm số mũ  Câu14, 15   2 

Phương trình mũ  Câu 6 Câu19,18  Câu 23 4 

Phương trình logarit Câu 8   Câu 24 2 

Bất PT mũ  Câu10    1 

Bất phương trình logarit Câu9 Câu 20   2 



Tổng 10 10 3 2 25 

 

BẢNG MÔ TẢ TIÊU CHÍ LỰA CHỌN CÂU HỎI, BÀI TẬP 

Câu 1.Tı́nh chất lũy thừa  

Câu 2: Tìm tập xác định của và hàm số lũy thừa       

Câu 3: Tı́nh chát của hà số mũ và HS logarit 

Câu 4: tı́nh giá tri ̣logarit 

Câu 5 .Tı́nh đaọ hàm của môṭ tı́ch : Hàm sốy= lnx và y=x 

Câu 6: Giải PT mũ bằng PP đăṭ ẩn phu ̣

Câu 7: Tâp̣ xác điṇh của hàm số logarit 

Câu 8 .Giải Pt logarit : PP đưa về cùng cơ số 

Câu 9. Giải BPT logarit cùng cơ số và có cơ số 0<a<1 

Câu 10. Quan hê ̣giữa hàm số mũ và logarit 

Câu 11. Đaọ hàm của hàm số căn thức  

Câu 12.Biểu diêñ logarit theo môṭ logarit khác 

Câu 13.Tı̀m TXĐ của hàm số logarit 

Câu14 . So sánh 2 logarit và 2 lũy thừa 

Câu 15. ĐK có nghıã của biểu thức gồm có chứa căn thức và lũy thừa 

Câu 16. So sánh 2 logarti 

Câu 17.Tı́nh đồng biến nghic̣h biến của hàm số lũy thừa 

Câu 18. Giải PT mũ đẳng cấp 

Câu 19.Giải PT mũ bằng logarit hóa 2 vế 

Câu 20. Giải bất PT logarit phối hơp̣ 2 cơ số a<1 và 0<a<1 

Câu 21.Bài toán thuc̣ tế về Pt mũ 

Câu 22. Kết hơp̣ đaọ hàm của hàm số và giải PT 

Câu 23. Tı̀m ĐK của tham số m để PT có mũ có nghiêṃ trong (a;b) 

Câu  24.Tı̀m ĐK của tham số m để PT có logarit có nghiêṃ trong (a;b) 

Câu 25.Tı̀m điều kiêṇ có nghıã của biểu thức phối hơp̣ giữa că bâc̣ chẵn và lũy thừa 

IV. ĐỀ KIỂM TRA 



     Câu 1. Cho a  là một số thực dương. Rút gọn biểu thức )21(2)21( .
2 +− aa  kết quả là: 

A. a    B. 3a    C. 5a    D. 1 

Câu 2. Tập xác định của hàm số ( ) 32y x= −  là: 

A. { }2\RD =  B. );2( +∞=D         C. )2;(−∞=D   D. RD =  

Câu 3: Cho a > 0 ; a ≠1 . Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau: 

A. Tập xác định của hàm số  xay =  là khoảng (0;+∞) 

UB.U Tập giá trị của hàm số xy alog=  là tập ℜ 

C. Tập xác định của hàm số  xy alog=  là tập ℜ 

D. Tập giá trị của hàm số  xay = là tập ℜ  

Câu 4: Giá tri ̣ của )10(log 3 ≠< aaa
 bằng  

A.3   B.
3
1     C.-3   D.

3
1

−  

Câu 5: Đaọ hàm của hàm số y=x.lnx là: 

A.
x
1    B.lnx    C.1   D. lnx+1 

Câu 6: Số nghiêṃ của phương trı̀nh 3P

x
P-3P

1-x
P=2 là: 

A.0   B.1    C.2.   D.3. 

Câu 7: Tâp̣ xác điṇh của hàm số  y=log(1-2x+xP

2
P) là: 

A. D = R  B. D = );0( +∞    C. D = );1( +∞   D. D = R\{1} 

Câu 8:Tâp̣ nghiêṃ phương trı̀nh 1)1(loglog 22 =++ xx  là 

A. S={1}   B. S={1;-2}   C. S=






 ±−

2
51  D. S=







 +−

2
51  

Câu 9: Tâp̣ nghiêṃ của bất phương trı̀nh )3(log)1(log 2,02,0 xx −>+  là: 

A. )3;1(=S   B. S=(-1;1)   C. S= ( )+∞;1   D. S= ( ))1;∞−  

Câu 10:Đồ thi ̣hàm số  xy 3= và xy 3log=  nhâṇ đường thẳng nào sau đây làm truc̣ đối xứng: 

A.y=0   B. x=0   C. y=x   D. y=-x 

Câu 11: Đạo hàm của hàm số 5 3 8y x= +  là: 



A.

 ( )

2

635

3'
5 8

xy
x

=
+

  

B. 
3

5 3

3'
2 8

xy
x

=
+

  C. 
2

5 3

3'
5 8

xy
x

=
+  

D. 
( )

2

435

3'
5 8

xy
x

=
+

 

 

Câu 12:Nếu a=6log12  và b=7log12  thı̀: 

A.
1

7log2 −
=

a
a  B.

b
a
−

=
1

7log2  C.
1

7log2 +
=

b
a   UD.U

a
b
−

=
1

7log2  

Câu 13: Tâp̣ xác điṇh của hàm số 
23

10log 23 +−
−

=
xx
xy  là 

A. D = ( )+∞;1  B. D= ( )10;∞−  C. D = ( ) ( )10;21; ∪∞−  D. D = )10;2(  

Câu 14: Nếu 5
4

4
3

aa >  và 
3
2log

2
1log bb <  thı̀: 

A. a>1; b>1        B. 0<a<1; b>1  C. a>1; 0<b<1     D. 0<a<1; 0<b<1 

Câu 15: Đồ thị hàm số 1
5

x

y  =  
 

 và y = 5P

x
P nhận đường thẳng nào sau đây làm trục đối xứng: 

A. y = 0  UB.U x = 0    C. y = x   D. y = -x 

 

Câu 16: Với 0 < a < 1 và b > 1, bất đẳng thức nào sau đây đúng 

A.
b

b aa
1loglog >   B. bb aa loglog −>  C.

b
b aa

1loglog <  D. 
b

b aa
1loglog ≤  

Câu 17: Hàm số nào sau đây chỉ đồng biến trên khoảng ( )0;+∞ ? 

UA.U 
1
4y x=    B. 2y x−=   C. 6xy

x
−

=
  

D. 6y x=  

Câu 18: Tâp̣ nghiêṃ của 12.9P

x 
P- 35.6P

x 
P+ 18.4P

x 
P= 0 là 

A. S={1;2}   B. S={1;-2}  C. S={-1;-2} UD.U S={-1;2} 

Câu 19: Số nghiệm của phương trình 
2

3 .2 1x x =  là: 

A.0    B. 1   C. 2   D. 3 

Câu 20: Tâp̣ nghiêṃ của bất phương trı̀nh 2loglog
3
12 <x  là  

A. S= 1 ;1
81

 
 
 

  B. S= ( )+∞∪





 ∞− ;1

81
1;   C. S= ( )+∞;1   D. S=(1;81) 



Câu 21:Dân số tı̉nh A năm 2014 là khoảng 15 triêụ người với mức đô ̣tăng hàng năm là 1,3%/năm. Hỏi 
nếu với mức đô ̣tăng như vâỵ thı̀ vào năm nào dân số tı̉nh A khoảng 20 triêụ người: 

A. Năm 2034-2035                                 B. Năm 2036-2037   

C. Năm 2037-2038                                        D. Năm 2039-2040 

Câu 22:Cho hàm số f(x) = xP

2 
P.ln 3 x . Phương trình f ’(x) = x có tất cả nghiệm thuộc khoảng: 

A. (0; 1)         B. (1; 2)       C. (2; 3)     D. Một khoảng khác 

Câu 23: Giá tri ̣của m để phương trı̀nh mxx =+− + 324 1||||  có đúng 2 nghiêṃ là: 

A. m ≥2   B. m ≥ -2  C. m > -2  UD.U m > 3, m = 2 

Câu 24: Để phương trình: 2
1 1
3 3

log 4log 3 0x x m− + − =  có nghiệm thuộc khoảng (1; +∞) thì giá trị của 

m là: 

A. m > 3  B. m > - 1   C. m ≥ - 1  D. m < 3 

Câu 25: Điều kiêṇ có nghıã của  ( )
1

2 2f ( 3 2) 1x x x x= − + + +  là 

A.




≠
<≤−

2
11

x
x

   UB.U





>
<≤−

2
11

x
x

  C.




>
<<−

2
11

x
x

  D. x>2 

 
 
 

 

 

 

 



  

CHUYÊN ĐỀ 3 
 NGUYÊN HÀM - TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG 

CHỦ ĐỀ 1: NGUYÊN HÀM - TÍCH PHÂN 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN:  
1. Nguyên hàm 

+ Định nghĩa : ( ) ( ) '( ) ( )f x dx F x C F x f x= + ⇔ =∫  

+ Tính chất :    1/ '( ) ( )f x dx f x C= +∫  

                          2/ ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫  

                          3/ [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx± = ±∫ ∫ ∫  

+ Bảng nguyên hàm 

dx x C= +∫  

 
( 0, 1)

ln

x
x aa dx C a a

a
= + > ≠∫  

1

1
xx dx C
α

α

α

+

= +
+∫  2

1 t anx
os

dx C
c x

= +∫  

lndx x C
x
= +∫  2

1 cot
sin

dx x C
x

= − +∫  

x xe dx e C= +∫  0dx C=∫  

osx s inxc dx C= +∫  s inx osxdx c C= − +∫  

 
2. Tích phân:  
+  Định nghĩa :  
 
+ Tính chất : 

1/ ( ) 0=∫
a

a

f x dx ;                                                 4/ [ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx± = ±∫ ∫ ∫  

2/ ( ) ( )= −∫ ∫
b a

a b

kf x dx f x dx                                    5/ ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫   ( a < c < b ) 

3/ ( ) ( )
b b

a a

kf x dx k f x dx=∫ ∫  

3. Các phương pháp tìm nguyên hàm, tính tích phân. 
Dạng 1 :  Tìm nguyên hàm, tính tích phân bằng định nghĩa. 
Dạng 2 : Xác định nguyên hàm, tính tích phân bằng phương pháp đổi biến số. 
Dạng 3 : Xác định nguyên hàm, tính tích phân bằng phương pháp nguyên hàm từng phần. 
B. KỸ NĂNG CƠ BẢN 
+ Áp dụng  ĐN, tính chất, bảng nguyên hàm để tìm nguyên hàm, tính tích phân . 

( ) ( ) ( ) ( )
b

b
a

a

f x dx F x F b F a= = −∫  



  

+ Áp dụng phương pháp đổi biến số, phương pháp từng phần để tính tích phân 
+ Sử dụng máy tính cầm tay để giải bài tập về nguyên hàm, tích phân 
C. BÀI TẬP  
UDạng 1U: Áp dụng ĐN, tính chất, bảng nguyên hàm để tìm nguyên hàm, tính tích phân  
 Bài 1.Tìm nguyên hàm của các hàm số. 

a.  f(x) = 2

22 )1(
x

x −  => f(x) = 2
2

12x
x

− +                      ĐS.  F(x) = C
x

xx
++−

12
3

3

 

b. f(x) = 43 xxx ++ => f(x) = 
11 1
32 4x x x+ +            ĐS.  F(x) = Cxxx

+++
5

4
4

3
3

2 4
5

3
4

2
3

 

c.  f(x) = 
3

21
xx

−  => f(x) = 
11
32 2x x

−−
−                      ĐS.  F(x) = Cxx +− 3 232   

d.  f(x) = 
x

x 2)1( −  => f(x) = 
1
2 11 2x

x
−

− +                  ĐS.   F(x) = Cxxx ++− ln4  

e.  f(x) = 
3

1
x

x −
  => f(x) = ( )

1
31 .x x

−
−                           ĐS.  F(x) = Cxx +− 3

2
3
5

 

g. f(x) = 
2

sin2 2 x
 => f(x) = 1 - cosx                              ĐS.  F(x) = x – sinx + C         

h. f(x) = tanP

2
Px  => f(x) = 2

1 1
cos x

−                               ĐS.  F(x) = tanx – x + C   

i. f(x) = 2 1xe +                                                               ĐS. F(x) = 21
2

xe x C+ +  

Bài 2. Tìm nguyên hàm của các hàm số sau :  

a) ( )
5

4 2 4 2 3 23 2 1 3 2
5
xx x x dx x dx x dx xdx dx x x x C− + + = − + + = − + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

b) ( )1 ( 2)x x dx+ −∫  = ( )2 2x x dx− −∫  =  
3 2

2
3 2
x x x C− − +        

c) 2

1 1 1( ) ln 2 ln 1
3 2 2 1

dx dx x x C
x x x x

= − = − − − +
− + − −∫ ∫ = 

2ln
1

x C
x
−

+
−

 

d) 2

1 2
os

xx e dx
c x

 − + 
 ∫  = 2 xtanx x e C− + +                             

e) ( ) 1os3 5s inx os3x 5 s inxdx = s in3x + 5cosx + C
3

c x dx c dx− = −∫ ∫ ∫  

g) 2sin
2
xdx∫  = 

1 .
2
cosx dx−

∫ = 1 1
2 2

cosx dx − 
 ∫ = 

2 2
x sinx C− +    

Bài 3. Tìm hàm số f(x) biết:   
a) f’(x) = 2x + 1 và f(1) = 5  

    Ta có ( ) 2( ) 2 1f x x dx x x C= + = + +∫ ; Vì f(1) = 5 nên C = 3;  Vậy :   f(x) = xP

2
P + x + 3       



  

b)  f’(x) = 2 – xP

2
P và f(2) = 7/3;  Ta có: f(x) = ( )

3
22 2

3
xx dx x C− = − +∫                           

    Vì f(2) = 7/3 nên C = 1;   Vậy:  f(x) =  1
3

2
3

+−
xx        

 Bài 4. Tính các tích phân sau 

a)
1

3

0

( 1)x dx−∫ = 
1 1 1 4

3 3 1
0

0 0 0

3( 1) ( )
4 4
xx dx x dx dx x −

− = − = − =∫ ∫ ∫  

b) ( )
2 22 2

1 1

24 4 4
12

x x xdx x dx x
x

 +
= + = + 

 
∫ ∫ = ( ) 1 112 8 4

2 2
 + − + = 
 

  

c) +∫
1

0

( 2)xe dx    = ( ) 1
2 2 1 1

0
xe x e e+ = + − = +  

  Bài 5. Tính các tích phân sau: 

a) 
2

0

( os 3sinx)c x dx

π

−∫ = ( )
2

2
0

0

( os 3sinx) s inx + 3cosx 2c x dx

π
π

− = = −∫  

b) 

π

+∫
2

0

(3 cos2 ).x dx  = 1 33 sin 2
2 20

x x
π

π + = 
 

  

c) ( )
2 2 2

0 0 0

2cos sin 2 2 cos 2x x dx xdx sin xdx

π π π

− = +∫ ∫ ∫  = 12sin 22 2
20 0

x cos x
π π
+   = 1                      

d) [ ]
2 2

0 0

13 cos 4 2
2

sin x xdx sin x sin x dx

π π

= + =∫ ∫
2 2

0 0

1 4 2
2

sin xdx sin xdx

π π 
 + 
  
∫ ∫  

1 1 14 2
2 4 2

cos x cos x = − −  
= 1 1 1 1 12 0 0

2 4 2 4 2
cos cos cos cosπ π    − − − − −        

 

   = 1 1 1 1 1 1
2 4 2 4 2 2
 − + + + = 
 

 

Bài 6. Tính các tích phân sau: 

a) ( ) ( )
2 1 2 3 3

2 2 2

0 0 1

1 2
1 1 1

0 13 3
x xx dx x dx x dx x x

   
− = − − + − = − + −   

   
∫ ∫ ∫ = 1 8 11 2 1 2

3 3 3
− + − − + =  

b)
03 3

0
2 2

0
sin sin sin cos cos 3

02
xdx xdx xdx x x

π π

π π

π
π

− −

= − + = −
−∫ ∫ ∫ = 

1 31 1
2 2

− + =  

c) ( )
2 2

2

0 0

cos sin cos sinx x dx x xdx

π π

− = −∫ ∫  = ( ) ( )
4 2

0
4

cos sin sin cosx x dx x x dx

π π

π

− + −∫ ∫  



  

                                   = ( ) ( ) 2sin cos cos sin 2 2 24
0

4

x x x x

ππ

π
+ − + = −  

D. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN  
Câu 1. Tìm nguyên hàm 24x dx∫ . 

A.   23
4

x C+     B.   33
4

x C+   C.   24
3

x C+      UD.U 34
3

x C+ . 

Câu 2. Nguyên hàm 25( 2 3)x x dx− +∫  bằng 

A.   − +3 25 10 15 .x x x      B.  − + +3 25 10 15 .x x x C     

UC.U   3 25 5 15
3

x x x C− + +    D.  3 25 10 15
3

x x x C− + + . 

Câu 3. Nguyên hàm 2 25(3 1)x dx−∫ bằng 

UA.U  5 39 10 5x x x C− + +    B.  5 39 10 5x x x C+ − +  
C.  5 315 10 5x x x C− + +    D.   5 315 10 5x x x C+ − + . 
Câu 4. Nguyên hàm (cos sin )x x dx+∫  bằng 
A.  sinx + cosx + C    UB.U  sinx – cosx + C     
C.  –sinx + cosx + C    D.  –sinx – cosx + C. 

Câu 5. Nguyên hàm 2 4( 2 )x x dx
x

− +∫  bằng 

A.  
3

2 4 ln | |
3
x x x C− + +     B.  

3
2 4 ln

3
x x x C− + +  

C.  
3

2 4 ln | |
3
x x x C− − +    D.  

3
2 4 ln

3
x x x C− − + . 

Câu 5. Nguyên hàm 
2 3 2

2

2 1x x x dx
x

+ + +
∫  bằng 

A.  
3

2 1
3
x x x C

x
+ + − +      B.  

3
2 32

3
x x x C

x
+ + − +  

C.  
3

22 2
3
x x x C

x
+ + − +     D.  

3
2 13

3
x x x C

x
− + − + . 

Câu 6.  Nguyên hàm ( )5 43x x x dx+ +∫  bằng 

A.  
4 93
3 523 4 9

2 3 5
x x x C+ + +      B.  

93 3
52 43 3 9

2 4 5
x x x C+ + +  

C.  
4 93
3 522 3 5

3 4 9
x x x C+ + +      D.   

2 53
3 942 3 5

3 4 9
x x x C+ + + .  

Câu 7.  Nguyên hàm 
2 2

2

( 1)x dx
x
+

∫  bằng 

A.  
32 23

3
x x C

x
+ − +        B.  

3 33
3
x x C

x
− + +  



  

C.  
32 32

3
x x C

x
+ − +         UD.U  

3 12
3
x x C

x
+ − + . 

Câu 8.  Nguyên hàm 22 .3x xA dx= ∫  bằng 

A.  12
ln12

x

C+       B. 14
ln14

x

C+   C.  16
ln16

x

C+       UD.U  18
ln18

x

C+ . 

Câu 9.  Nguyên hàm 2cot x dx∫  bằng 
A.  tanx + x + C      B.  –tanx + x + C   UC.U  –cotx – x + C     D.  cotx + x + C. 
Câu 10. Nguyên hàm 2tan x dx∫  bằng 
A.  cotx – x + C       B.  cotx + x + C    UC.U  tanx – x + C     D.  tanx + x + C 

Câu 11. Nguyên hàm 23sin
2
x dx∫  bằng 

A.  3 ( sin )
2

x x C− +         B. 3 sin
2

x x C− +    C. 3 sin
2

x x C+       D. 3sin
2
x C+  

Câu 12. Giả sử 
5

1
ln

2 1
dx c
x

=
−∫  . Giá trị của c là 

A.   3   B.  4   C.  9   D.  16. 

Câu 13. Tích phân 
2 2

1
( 2 3)x x dx− +∫  bằng 

A.  
4
3

    B.  
5
3

   C. 
7
3

     D.  
8
3

. 

Câu 14.  Tích phân 
6

2
2x dx−∫  bằng 

A.  
14
3

   B.  
16
3

  C. 
17
3

    D.  
18
3

. 

Câu 15. Tích phân 
1

30 (1 )
dx

x+∫  bằng 

A.  3
8

    B.  5
8

   C.  7
8

     D. 9
8

. 

Câu 16. Tích phân 
1

0 1
x dx

x +∫  bằng 

A.  ln2   B.  ln3   UC.U  1 – ln2   D. 1 – ln3. 

Câu 17. Tích phân 
1

0

2 9
3

x dx
x
+
+∫ bằng 

A.  ln2 – ln3  B. ln3 – ln2  C.  6ln3 – 3ln2  UD.U  3 + 6ln2 – 3ln3. 

Câu 18. Tích phân 
1

20 4
x dx
x−∫  bằng 

A.  4ln
3

   B. 3ln
5

   UC.U 3ln
4

    D.  3ln
5

. 

Câu 19. Tích phân 2
0

cosx dx
π

∫ bằng 

A.  0   UB.U  1   C.  
2
π      D.  π   

Câu 20. Tích phân 
0

cos x dx
π

∫ bằng 



  

UA.U  0   B.  1   C.  
2
π      D.  π   

Câu 21: Giả sử  
2

0

sin 3 sin 2 ( )I x xdx a b

π

= = +∫  , Khi đó giá trị a+b là: 

A.  2
5

           B. 3
10

                    C. 2
5

−                 D. 1
5

 

Câu 22. Tính 2osc xdx∫  . 

A. 
1 sin 2 .
4 2

xx C + + 
 

                        B. ( )1 2 sin 2 .
4

x x C+ +  

C. ( )1 sin 2 .
2

x x C+ +                          UD. U

1 1( sin 2 ) .
2 2

x x C+ +  

Câu 23. Tính
ln x dx

x∫ . 

A.  ln ln .x C+          B. ( )
2

ln 1 .
2
x x C− +         UC.U 21 ln .

2
x C+        D. 

2
ln .

2
x C+    

Câu  24. Giá trị m để hàm số F(x) =mxP

3
P +(3m+2)xP

2
P-4x+3 là một nguyên hàm của hàm số 

2( ) 3 10 4f x x x= + −  là: 
 A. m = 3.                  B. m = 0.                 UC.U m = 1.           D.  m = 2. 

Câu 25. Nếu 4 3
dx a C
x bx

= − +∫  thì b a−  bằng:  

        UA.U 2.  
                 

 B. -2.             C. 1 .          D. -1.   
     



  

BUỔI 2 
DẠNG 2. PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN SỐ 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN:  
1. Nguyên hàm 

 Tính  I = ∫ dxxuxuf )(')].([  bằng cách đặt t = u(x) 

Đặt t = u(x) dxxudt )('=⇒  

I = ∫ ∫= dttfdxxuxuf )()(')].([  

2. Tính tích phân  f[ (x)] '(x)dx
b

a

ϕ ϕ∫  bằng phương pháp đổi biến. 

     UBước 1U: Đặt t = ϕ (x) ⇒  dt = '( ). dxxϕ  

     UBước 2U: Đổi cận:   x = a ⇒ t =ϕ (a) ;   x = b ⇒ t = ϕ (b) 

     UBước 3U: Viết tích phân đã cho theo biến mới, cận mới rồi tính tích phân tìm được . 
B. KỸ NĂNG CƠ BẢN 
+ Biết cách đặt ẩn phụ 
+ Biết biểu diễn nguyên hàm theo ẩn phụ, đổi cận đối với tích phân. 
+ Biết sử dụng tính chất, công thức vào giải toán. 
C. BÀI TẬP  
1. NGUYÊN HÀM 
 UBài 1.U Tìm nguyên hàm của các hàm số sau: 

a) xdxx .12∫ +            Đặt 2 11 2
2

u x du xdx xdx du= + => = => =    

=> xdxx .12∫ +  = 

3
1 1 3 2
2 2 21 1 1 2. .

2 2 2 3 3
uu du u du u C= = = +∫ ∫   = ( )321 1

3
x C+ +  

b) ( )43 25x x dx+∫       Đặt 3 2 2 15 3
3

u x du x dx x dx du= + => = => =  

=> ( )43 25x x dx+∫ = 
5 5

4 41 1 1 .
3 3 3 5 15

u uu du u du C C= = + = +∫ ∫  = ( )53 5
15

x
C

+
+  

c) ∫ +
dx

x
x

52      Đặt 2 15 2
2

u x du xdx xdx du= + => = => =  

=> ∫ +
dx

x
x

52  = ( )21 1 1 1. ln ln 5
2 2 2

du u C x C
u

= + = + +∫  

d) ∫ −12x
dx     Đặt u = 2x-1=>du = 2dx  

=> ∫ −12x
dx  = 

1 1 1
2 2 21 1 .2 2 1

2 2
u du u C u C u C x C
−

= + = + = + = − +∫  

e) ( ) 2 2 31 x xx e dx− +−∫ ;   Đặt ( )2 2 3 2( 1) 1
2

duu x x du x dx x dx= − + => = − => − =  



  

=> ( ) 2 2 31 x xx e dx− +−∫ = 
2 2 31 1 1.

2 2 2
u u x xe du e C e C− += + = +∫  

Bài 4. Tìm nguyên hàm của các hàm số sau: 

a) 5

sin x dx
cos x∫       Đặt cos sinu x du xdx= => = −  

=> 5

sin x dx
cos x∫ = 

4
5

5 4 4

1 1
4 4 4

du uu du C C C
u u cos x

−
−− = − = + = + = +∫ ∫  

b)
coscot
sin

xxdx dx
x

=∫ ∫       Đặt u = sinx => du = cosxdx 

=>
coscot
sin

xxdx dx
x

=∫ ∫ = 
1 ln ln sindu u C x C
u

= + = +∫  

c)
2
3

23 2
3

sin sin sin .x xdx dx x cos xdx
cos x cos x

−
= =∫ ∫ ∫   Đặt cos sinu x du xdx= => = −  

=>
2 1

33 3
3 2

sin 3 3 cosx dx u du u C x C
cos x

−
= − = − + = − +∫ ∫  

d) ( )2 cot 21 cot 2 xx e dx+∫    Đặt 2
2

2cot 2 2(1 cot 2 )
sin 2

u x du dx du x dx
x

= => = − => = − +  

=> ( )2 cot 21 cot 2 xx e dx+∫ = cot 21 1
2 2

u xe du e C− = − +∫  

2. TÍCH PHÂN 
Bài 1. Tính các tích phân sau : 

a)
1

2

0

1A x x dx= +∫  

Đặt 21 2t x dt xdx= + => = ;  Đổi cận: Khi x = 0=> t = 1; Khi x = 1=> t = 2 

=> ( )
2 2 1 3

2 2

1 1

2 21 1 1 2 1 1. 2 2 1
1 12 2 2 3 3 3

A tdt t dt t t t= = = = = −∫ ∫  

b) ( )
1

53 4

0

1B x x dx= −∫  

 Đặt 4 31 4t x dt x dx= − => = ; Đổi cận:  Khi x = 0 => t = -1; x = 1 => t = 0 

=>
0 6

5 6

1

0 01 1 1 1.
1 14 4 6 24 24

tB t dt t
−

= = = = −
− −∫  

c)
2

1 1

x

x

e dxC
e

=
−∫ ; 

 Đặt 1x xt e dt e dx= − => =  Đổi cận: Khi x = 1=> t = e – 1;Khi x = 2=> t = 2 1e −  

=> ( ) ( )
2 1 2

2

1

1
ln ln 1 ln 1

1

e

e

edtC t e e
t e

−

−

−
= = = − − −

−∫ = ( )
2 1ln ln 1

1
e e
e
−

= = +
−

 



  

d) D =
2

2

0

4 x xdx−∫      Đặt 24 2
2
dtt x dt xdx xdx= − => = − => = −  

                                     Khi x = 0=> t = 4 ;  x = 2 => t = 0 

=> ( ) ( )
0 4 1 3

2 2

4 0

4 41 1 1 2 1 1 84.2 0
0 02 2 2 3 3 3 3

D tdt t dt t t t
 

= − = = = = − = 
 

∫ ∫  

e) 
4

1

xeE dx
x

= ∫              Đặt 
1 2

2
dxt x dt dx dt

x x
= => = => =  

            Khi x = 1=> t = 1 ;  x = 4 => t = 2 ;   => ( )
2

2

1

2
2. 2 2

1
t tE e dt e e e= = = −∫  

f)
2

2
0

2
1

sin xF dx
sin x

π

=
+∫           Đặt  2 2sin cos 2t sin x dt x xdx sin xdx= => = =  

Khi 20 0 0 0;x sin t= => = => =   2 1 1
2 2

x sin tπ π
= => = => =  

=>
1

0

1
ln 1 ln 2 ln1 ln 2

01
dtF t

t
= = + = − =

+∫  

g) G = ( )
ln 2

2

0

1 .x xe e dx−∫    ( Đề thi TN năm 2011-2012) 

    Đặt 1x xt e dt e dx= − => =   ;  Đổi cận : Khi x = 0 => t = 0 ; ln 2 1x t= => =  

=> G = 
1 3

2 1
0

0

1
3 3
tt dt = =∫  

D. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 

Câu 1. Nguyên hàm 5(5 3)x dx+∫  bằng 

A.  
6

30
x C+    B.  

5

25
x C+     C.  

4

24
x C+    D.  

3

20
x C+  . 

Câu 2. Nguyên hàm 4sin . osxx c dx∫  bằng 

A. 
5cos

5
x C+    B.  

5sin
5

x C+    C. 5cos x C+    D. sinP

5
Px + C.  

Câu 3. Nguyên hàm 
1

x

x

e dx
e +∫  bằng 

A. lneP

x
P + C  B.  ln

ln x

x
e

 + C   C.  ln(eP

x
P – 1)  UD.U ln(eP

x
P + 1). 

Câu 4. Nguyên hàm 
3

4 5(6 5)
x dx

x +∫  bằng 



  

A. 
4 4

6
85(6 5)

C
x
−

+
+

      B.  
4 4

2
55(6 5)

C
x
−

+
+

   

UC.U  
4 4

1
96(6 5)

C
x
−

+
+

      D.   
4 4

1
75(6 5)

C
x

+
+

. 

Câu 5. Nguyên hàm 2 cos 1.sinx xdx−∫  bằng 

UA.U  31 (2 cos 1)
3

x C− − +      B.  31 (3cos 2)
3

x C− − +  

C.  31 (2 cos 1)
3

x C− +     D.  31 (3cos 2)
3

x C− + . 

Câu 6. Nguyên hàm 
2

cos
sin

x dx
x∫  bằng 

A.  1
cos

C
x

− +    B.  1
sin

C
x

− +     C.  1
sin

C
x
+        D.  1

cos
C

x
+ . 

Câu 7. Nguyên hàm 
2

s inx
cos

dx
x∫  bằng 

A.  1
cos

C
x

− +    B.  1
sin

C
x

− +     C.  1
sin

C
x
+        UD.U  1

cos
C

x
+ . 

Câu 8. Nguyên hàm 3(tan tan )x x dx+∫  bằng 

UA.U  21 tan
2

x C+     B.  2tan x C+       C.  31 tan
3

x C+          D. 3tan x C+ . 

Câu 9. Nguyên hàm 4 3[ (3 )]x x dx−∫  bằng 

A.  
43

16
x C−

+     B.  
4 3
16

x C−
+      UC.U  

4 4(3 )
16

x C−
− +     D. 

4 4(3 )
16

x C−
+ . 

Câu 10. Nguyên hàm 1 xe dx
x∫  bằng 

A.  xe C− +    B.  xe C+    C.  2 xe C+    D.  3 xe C+ . 

Câu 11. Nguyên hàm 1 ln xdx
x∫  bằng 

UA.U  21 ln
2

x C+    B.  21 ln
2

x C+    C.  2 21 ln
2

x C+    D.  2ln x C+ .  

Câu 12 . Tích phân 
2 2 3

0
1.x x dx+∫  bằng 

A.  43
7

   B.  47
8

   C.  52
9

   D.  57
10

. 

Câu13. Tính tích phân 
−

+∫
0 3

1
1. .x x dx  



  

A.  9
28

−    B.  7
15

−    C.  5
12

   D.  9
17

. 

Câu 14. Tính tích phân + + + + +∫
1 2 2

0
( 1)( 2 2) 2 2 .x x x x x dx  

A.  5 5 4 3
5
−    B.  25 5 3 2

5
−   UC.U  25 5 4 2

5
−    D.  5 5 3 2

5
− . 

Câu 15. Tính tích phân +∫
1 3 2

0
4 .x x dx  

A.  5 5
3

−    B.  64
15

   C.  5 5 64
3 15

− −      D. 5 5 64
3 15

− + . 

Câu 16. Tính tích phân −

−
∫
3

32

2
0

2 .
1

x xdx
x

 

A. 21
25

−    B.  21
23

−    UC.U  19
24

−        D. 19
22

− . 

Câu 17. Tính tích phân −
∫

22

1

4 .x dx
x

 

A.  ( )3 2 ln 2 3− − +     B.  ( )3 2 ln 2 3− +   

C. ( )3 2 ln 2 3+ +     D.  ( )3 2 ln 2 3− + +  

Câu 18. Tính tích phân
2 3

2
5 4

dx

x x +
∫ . 

A.  1 5ln
4 3

   B.  1 3ln
4 5

   C.  34 ln
5

  D.  54 ln
3

 

Câu 19. Tính tích phân 
−

−∫
2 2 2

2
4 .x x dx  

A.  0  B.  15
19

   C.  21
28

  D.   2π   

Câu 20. Tích phân 
1

0

x

x x

e dx
e e−+

∫  bằng 

A.
2 1ln

1 2
e e + + 

 + 
      B.

2 1ln
1 2

e e − + 
 + 

          C. 1ln
1 2

e e + +
  + 

     D. 1ln
1 2

e e − +
  + 

 

Câu 21. Cho 
2

2

1

2 1x x dx−∫   và 2 1u x= − . Chọn khẳng định sai? 

A. 
2

1

I udu= ∫               B. 
3

0

I udu= ∫                  C. 2 27
3

I =                   D. 
33

2

0

2
3

I u=  



  

Câu 22: Biết 1sin x cos
4

a

o

xdx =∫ . Tìm giá trị của a. 

A. 
2
π                   B. 2

3
π                   UC.U 

4
π                      D. 

3
π  

Câu 23.  Biết 
3

2
2

1 ln 2 ln 3dx a b
x x

= +
−∫ .Tìm giá trị S a b= + . 

A.  2.S = −  B.  0.S =  C.  2.S =          UD.U  1.S =  

Câu 24. Cho 
2017 2017

1 1

( ) 2, g( ) 5.f x dx x dx    Tìm  
2017

1

2 ( ) ( )J f x g x dx  . 

 
A. 1.J   B. 1.J   C. 0.J   D. 2.J   

Câu 25.  Giả sử 20

2 1 ln 5 bln 3
4 3

x dx a
x x

−
= +

+ +∫ , với ,a b Q∈ . Khi đó a – b bằng: 

UA.U 5.    B. 1.    C. 5.    D. 1.  



  

BUỔI 3 
DẠNG 3. PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN TỪNG PHẦN 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Nguyên hàm 

Nếu u(x), v(x) là hai hàm số có đạo hàm liên tục trên I 

∫ ∫−= dxxuxvxvxudxxvxu )(').()().()(').(  

Hay ∫ ∫−= vduuvudv  ( với du = u’(x)dx,  dv = v’(x)dx) 

 

2. Tính tích phân từng phần : u( )v'(x) x ( ) ( ) ( ) '( )
b b

b

a
a a

x d u x v x v x u x dx= −∫ ∫  

B. KỸ NĂNG CƠ BẢN 
+ Phân dạng   

UDaṇg 1U:  
sin

( )
ax

ax
f x cosax dx

e

β

α

 
 
 
  

∫        Đặt 

( ) '( )

sin sin
cos

ax ax

u f x du f x dx

ax ax
dv ax dx v cosax dx

e e

= = 
 

    ⇒    = =    
        

∫
 

UDaṇg 2U:  ( ) ln( )f x ax dx
β

α
∫         Đăṭ 

ln( )
( ) ( )

dxduu ax x
dv f x dx v f x dx

 == ⇒ =  = ∫
 

 UDaṇg 3U:  
sin

. 
 
 

∫ ax ax
e dx

cosax

β

α

  đặt: 
sin

xu e
dv axdx
 =


=
 

C. BÀI TẬP 
1.NGUYÊN HÀM 
UBài 1:U Tìm nguyên hàm của các hàm số sau: 

 a) ∫ xdxx sin.             Đặt  
sin cos

u x du dx
dv xdx v x
= = 

=> = = − 
      

   => ∫ xdxx sin. = -xcosx  + cosxdx∫  = cos sinx x x C− + +  

b) ( )1 xx e dx−∫  Đặt 
1

x x

u x du dx
dv e dx v e
= − = 

=> 
= = 

 

   => ( )1 xx e dx−∫ = (x-1). xe - ( )1 ( 2)x x x xe dx x e e C e x C= − − + = − +∫  

c) lnx xdx∫               Đặt 2

1
ln

2

du dxu x x
dv xdx xv

 == => =  =


 



  

=> lnx xdx∫ = 
2 2 2 2 21 1ln . ln ln

2 2 2 2 2 4
x x x x xx dx x xdx x C

x
− = − = − +∫ ∫  

d) ( )1 cosx xdx−∫      Đặt 
1

cos sin
u x du dx
dv xdx v x
= − = − 

=> = = 
 

=> ( )1 cosx xdx−∫ = ( ) ( )1 sin s 1 sin cosx x inxdx x x x C− + = − − +∫  

UBài 2.U Tìm nguyên hàm của các hàm số sau: 

a) ( )1 2 xx e dx−∫  Đặt 
1 2 2

x x

u x du dx
dv e dx v e
= − = − 

=> 
= = 

 

=> ( )1 2 xx e dx−∫ = ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 2 3 2x x x x xx e e dx x e e C e x C− + = − + + = − +∫  

b) lnx xdx∫              Đặt 3
2

1
ln

2
3

du dxu x x
dv xdx v x

 == => 
=  =

 

 => lnx xdx∫ = 
3 3 3 1
2 2 2 22 2 2 2ln . ln

3 3 3 3
dxx x x x x x dx
x

− = −∫ ∫  =                          

=
3 3 3 3
2 2 2 22 2 2 2 4ln . ln

3 3 3 3 9
x x x C x x x C− + = − +  

c) 2sin
xdx dx

x∫                  Đặt 
2

1
sin

u x du dx
v cotxdv dx

x

= = =>  = −= 
 

 => 2sin
xdx dx

x∫ =  -xcotx  + 
cos cot ln sin
sin

xdx x x x C
x

= − + +∫  

d) ( )2 3 xx e dx−+∫         Đặt 
2 3 2

x x

u x du dx
dv e dx v e− −

= + = 
=> 

= = − 
 

 => ( )2 3 xx e dx−+∫  = ( ) ( )2 3 .2 2 3 2x x x xe x e dx e x e dx− − − −− + − − = − + +∫ ∫  

                                 =  ( ) ( )2 3 2 2 1x x xe x e C e x C− − −− + − + = − + +  

2. TÍCH PHÂN 
  Bài 1.  Tính các tích phân sau: 

a/ I=
2

0

.cos .x x dx

π

∫              Đặt :
cos . sin

u x du dx
dv x dx v x
= = ⇒ = = 

  

  Vậy : I = x sinx 2
0

π

  - 
2

0

sin .x dx

π

∫  = 
2
π + cosx 2

0

π

= 
2
π  -1 



  

b/ J=
1

.ln .
e

x x dx∫      Đặt :
2

1 .ln
.

2

du dxu x x
dv x dx xv

 == ⇒ =  =

 

Vậy :  J = lnx. 
2

2
x

1
e

 - 
2 2 2 2

2
1

1 1

1 1 1 1.
2 2 2 2 4 4

e e
ex e e edx xdx x

x
+

= − = − =∫ ∫  

 

c) 
1

0

. xx e dx∫      Đặt x x

u x du dx
dv e dx v e
= = 

=> 
= = 

 

Vậy : 
1 1

1 1
0 0

0 0

. . ( 1) 1x x x xx e dx x e e dx e e e e= − = − = − − =∫ ∫  

Bài 2. Tính các tích phân sau: 

a ) A = 
4

2
0

xdx
cos x

π

∫     Đặt   
2 tan

u x du dx
dx v xdv

cos x

= = =>  == 
 

4

2
0

xdx
cos x

π

∫  =  ( )
4 4

4
0

0 0

sintan tan
4 cos

xx x xdx dx
x

π π
π π
− = −∫ ∫  

                = 4
0

2 2(ln cos ) ln ln1 ln
4 4 2 4 2

x
ππ π π 

+ = + − = +  
 

 

b) B = 

1
2

0

. xx e dx∫        Đặt   22 1
2

xx

du dxu x
v edv e dx

== => 
== 

 

    

1
2

0

. xx e dx∫  = 
1 2

2 1 2 2 1 2 1 2 2
0 0 0

0

1 1 1 1 1 1 1 1. .
2 2 2 4 2 4 4 4

x x x x ex e e dx x e e e e +
− = − = − + =∫  

c) C = 
2

2

0

cosx xdx

π

∫    Đặt  
2 2

sincos
du xdxu x
v xdv xdx

= = 
=>  == 

 

 

   
2

2

0

cosx xdx

π

∫ =  
22 2

2 2
0

0 0

sin 2 sin 2 sin
4

x x x xdx x xdx

π π
π π
− = −∫ ∫   

* Tính : I = 
2

0

xsinxdx

π

∫     Đặt   sin cos
u x du dx
dv xdx v x
= = 

=> = = − 
 

 



  

 I = 
2

0

xsinxdx

π

∫ = 
2

2 2 2
0 0 0

0

cos cos .cos sin 1x x xdx x x x

π
π π π

− + = − + =∫  

    Thế I = 1 vào C ta được : 
2

2

0

cosx xdx

π

∫  = 
2

2
4
π

−  

D. CÂU HỎI TRÁC NGHIỆM KHÁCH QUAN 

Câu 1. Tìm nguyên hàm lnx xdx∫ . 

A. 2 21 1ln
2 4

x x x C− +     B. 2 21ln
4

x x x C− +   

C.  2 21 1ln
3 2

x x x C− +    D. 2 21ln
2

x x x C− + . 

Câu 2. Nguyên hàm .2xx dx∫  bằng 

 A.  
2

2 1 .2
ln 2 ln 2

x
x C− +     UB.U  

2

.2 1 .2
ln 2 ln 2

x
xx C− +  

 C.  
2

2 1 .2
ln 2 ln 2

x
x C+ +    D.  

2

.2 1 .2
ln 2 ln 2

x
xx C+ + . 

Câu 3. Nguyên hàm . lnx x dx∫ bằng 

 A.  2 4ln
3 9

x x x x C− +     B.  2 4ln
3 9

x x x x C− +  

 UC.U  2 4ln
3 9

x x x x x C− +    D.  2 4ln
3 9

x x x x x C+ + . 

Câu 4. Nguyên hàm ln( 2)x x dx+∫ bằng 

A.  
2

2 ln( 2) 2 4 ln( 2)
2
xx x x x C+ − − + + +    B. 

2 21ln( 2) 4 ln( 2)
2 2 2
x xx x C

 
+ − + + + 

 
 

C.   
2 21ln( 2) 2 4 ln( 2)

2 2 2
x xx x x C

 
+ − − + + + 

 
 D.  

21ln( 2) 2 ln( 2)
2 2

xx x x C
 

+ − − + + + 
 

 

Câu 5. Nguyên hàm
2 1. xx e dx+∫  bằng: 

UA.U 
2 11

2
xe C+ +    B. 

2 1xe C+ +   C. 
2 12 xe C+ +   D. 

22 1. xx e C+ +  

Câu 6.  Nguyên hàm ln x dx
x∫  bằng: 

A. ( )33 ln
2

x C+       B. ( )32 ln x C+   UC.U ( )32 ln
3

x C+     D. ( )33 ln x C+  

Câu 7. Nguyên hàm 5
1

.ln
dx

x x∫  bằng: 



  

A. 
4ln
4

x C− +         B. 4
4

ln
C

x
− +   C. 4

1
4 ln

C
x
+        UD.U 4

1
4 ln

C
x

− +  

Câu 8. Nguyên hàm cosx xdx∫  bằng: 

A. 
2

sin
2
x x C+    UB.U sin osx x c x C+ +      

C. sin sinx x x C− +      D. 
2

os
2
x c x C+ . 

Câu 9:  Nguyên hàm 3
x

xe dx∫  bằng: 

UA.U ( ) 33 3
x

x e C− +    B.  ( ) 33
x

x e C+ +   

C. ( ) 31 3
3

x

x e C− +    D. ( ) 31 3
3

x

x e C+ +  

Câu 10. Tìm nguyên hàm ( ) 2 2 31 .− +−∫ x xx e dx  

A. 
2

2
2 3

2
x xx x e C− + 

− + 
 

  B.  ( )
3 21 3

31
x x x

x e C
− +

− +   

C. 
2 21

2
x xe C− +    UD.U  

2 2 31
2

x xe C− + +  

Câu 11. Tích phân 
1

0

xxe dx∫  bằng: 

A. e    B. 1e −   UC.U 1   D. 1 1
2

e − . 

Câu 12. Tích phân 
4

0

os2xc xdx

π

∫  bằng: 

UA.U 2
8

π −   B. 1
4

π −   C. 3
2
π

−   D. 2
2
π

− . 

Câu 13. Tích phân ( ) ( )
3

0

1 ln 1x x dx+ +∫  bằng: 

A. 36 ln 2
2

−   B. 1610ln 2
5

+   C. 78ln 2
2

+   UD.U 1516ln 2
4

− . 

Câu 14. Tích phân ( )
1

2

0

ln 1x x dx+∫  bằng: 

A. 1 ln 2 1
2

−   B. ln 2 1−   UC.U 1ln 2
2

−   D. ( )1 ln 2 1
2

− . 

Câu 15. Tính tích phân 2

1

ln .∫
e

x xdx  

A. 
2 1
4

e +   UB.U 
32 1
9

e +   C. 
33 2
8

e +   D. 
22 3
3

e + . 

Câu 16. Tìm tích phân 
2

0

(2x 1)cos xdx.

π

−∫  

A.  3π −   B. 3π +   C. 2 3π −    D. 2 3π − . 



  

Câu 17. Tính tích phân 
2

0

(x 1)sin 2xdx.

π

+∫  

A. 1
4
π
−   UB.U 1

4
π
+   C. 2

4
π
+   D. 2

4
π
− . 

Câu 18. Tính tích phân 
2

3
0

I (2x 1)sin 3xdx.

π

= −∫  

A. 9
5

   B. 9
5

−    C. 5
9

   UD.U 5
9

− . 

Câu 19. Tính tích phân 
4

0

x(1 sin 2x)dx.

π

+∫  

A.  
2 1

32 4
π

+   B. 
2 1

32 4
π

−   C. 
2 1

32 2
π

+   D. 
2 1

32 2
π

− . 

Câu 20. Tích phân 
2

2

0

x s dx.

π

∫ inx    

A. 1π −         B. 2π −   C. 3π −   D. 4π −  

Câu 21. Tính tích phân
1

0

.xI xe dx= ∫  

      UA.U 1.I =    B. 2.I =   C. 3.I =   D. 4.I =  

Câu 22.  Giả sử 20

2 1 ln 5 bln 3
4 3

x dx a
x x

−
= +

+ +∫ , với ,a b Q∈ . Khi đó a – b bằng: 

UA.U 5.    B. 1.    C. 5.    D. 1.  

Câu 23.  Tính tích phân 
1

0

. .−= ∫ xI x e dx  

A. 1.   B. 21 .
e

−   C. 2 .
e

   D. 2 1e − . 

Câu 24. Tính tích phân ( )
2

2

1

1 ln .= −∫I x xdx  

A. I = 2ln 2 6 .
9
+   B. I = 6 ln 2 2 .

9
+  C. I = 2 ln 2 6 .

9
−          D. I = 6 ln 2 2 .

9
−  

Câu 25. Tích phân  
0

cos .xe xdx a e b
π

π= +∫ .
 
Khi đó tổng S = a + b bằng:

 
     A. 1

2
S = − .          U

B.U 1S = − .           C. 1 .
2

S =             D. 1.S =
 

 

 



  

BUỔI 4 

CHỦ ĐỀ 2. ỨNG DỤNG HÌNH HỌC CỦA TÍCH PHÂN 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Diện tích hình phẳng  
+ Diện tích S của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số f(x) liên tục, trục hoành, và hai đường 

thẳng x = a, x = b được tính theo công thức  ( )
b

a

S f x dx= ∫   (1) 

+ Diện tích của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số  y=fR1R(x), y = fR2R(x) liên tục trên [a;b] và các 

đường thẳng x = a; x = b là:     S = 1 2( ) ( )
b

a

f x f x dx−∫      (2) 

+ Chú ý:    1 2 1 2( ) ( ) [ ( ) ( )]
c c

a a

f x f x dx f x f x dx− = −∫ ∫
 

2. Thể tích vật thể  
   Cho vật thể (T) giới hạn bởi 2 mp song song (α), (β). Xét hệ tọa độ Oxy sao cho Ox vuông góc với 
(α), (β). Gọi giao điểm của (α), (β) với Ox là a, b (a<b). Một mp( γ) vuông góc với Ox tại x và cắt 
(T) theo một thiết diện có diện tích S(x). 

   Giả sử S(x) là hàm liên tục trên [a; b]. Khi đó thể tích của (T) là : V = ∫
b

a

dxxS )(  (3) 

3. Thể tích khối tròn xoay quay quanh trục Ox 

         ( )∫=
b

a

dxxfV 2π   (4) 

B. KỸ NĂNG CƠ BẢN 
+Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi một đường cong, hai đường cong, ba đường cong; 
+Tính thể tích vật thể tròn xoay; 
+ Giải một số bài toán thực tế. 
C. BÀI TẬP 
UBài 1.U Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 
a) Đồ thị hàm số y = xP

3
P , trục hoành và hai đường thẳng x = -2, x = 2 

    Ta có trên [-2;0], 3 0x ≤ . Trên [0; 2], 3 0x ≥  

( )
2 0 2 4 4

3 3 3 0 2
2 0

2 2 0 4 4
x xS x dx x dx x dx −

− −

= = − + = − +∫ ∫ ∫ = ( )1 1. 16 .16 8
4 4

− − + =    ( ĐVDT) 

b) Đồ thị hàm số y = x + x P

-1
P , trục hoành , đường thẳng x = 1 và  x = 2 

    Ta có: 
2 2

2
1

1

1 1 3ln 2 ln 2 ln1 ln 2
2 2 2
xS x dx x

x
  = + = + = + − − = −  

   
∫  

c) Đồ thị hàm số y = eP

x
P +1 , trục hoành , đường thẳng x = 0 và đường thẳng x = 1 



  

    Ta có: ( ) ( )
1

1
0

0

1 1 1x xS e dx e x e e= + = + = + − =∫  

d)  Đồ thị hàm số y = xP

3
P - 4x , trục hoành , đường thẳng x = 2 và đường thẳng x = 4 

     Ta có: ( )
4 4

3 2 4
2

2

4 2 36
4
xS x x dx x

 
= − = − = 

 
∫  (ĐVDT) 

UBài 2:U Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi. 
 a)  Đồ thị hàm số y = xP

3
P - x; y = x - xP

2
P .Đặt fR1R(x) = xP

3
P - x, fR2R(x) = x - xP

2 
Ta có fR1R(x) - fR2R(x) = 0 <=> xP

3
P + xP

2
P - 2x = 0 có 3 nghiệm x = -2; x = 0 ; x = 1 

Vậy : Diện tích hình phẳng đã cho là : 

( ) ( )
12
37222

1

0

22
0

2

23
1

2

23 =−++−+=−+= ∫∫∫
−−

dxxxxdxxxxdxxxxS  

 b)  Đồ thị hàm số y = cosx, y = sinx , đường thẳng 3;
2 2

x xπ π
= = .   Đặt fR1R(x) = cosx, fR2R(x) =sinx  ;   

Ta có fR1R(x) - fR2R(x) = 0 <=> cosx - sinx = 0 <=> 5 3;
4 2 2

x π π π = ∈  
 

Diện tích hình phẳng đã cho là: 
3 5 3
2 4 2

5
2 2 4

osx-sinx sinx-cosx osx-sinxS c dx dx c dx

π π π

π π π

= = +∫ ∫ ∫  

( ) ( )
35
34

5
2 4

sinx-cosx osx-sinxdx c dx

ππ

π π

= + =∫ ∫ ( ) ( )
5 3
4 2

5
2 4

cos sin sin cosx x x x
π π

π π− + + + =  

2 2 1
2 2

 
= − − − +  

 
+ ( ) 2 21

2 2
 

− − − −  
 

   2 1 1 2 2 2= + + − + =  

c)  Đồ thị hàm số (H) : 








==
−=

−+−=

2,0
1

133 23

xx
xy

xxxy
 

 S(H)= ∫ −−−+−
2

0

23 )1()133( dxxxxx = ∫ −+−
2

0

23 243 dxxxx  

=
1

3 2

0

( 3 4 2)x x x dx− + − + +∫
2

3 2

1

( 3 4 2)x x x dx− + −∫  

=

1 2

0 1

4 43 2 3 22 2 2 2
4 4

   
   − + − + + − + −
   
   

x xx x x x x x  



  

= ( )1 11 2 2 4 8 8 4 1 2 2
4 4

    − + − + + − + − − − + −        
= 3 3 3

4 4 2
+ =  

UBài 3.U Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 

a)Trục tung, trục hoành và đồ thị hàm số : 2 1
1

xy
x
+

=
+

  (Đề thi  TN năm 2004-2005) 

Đồ thị giao với trục hoành tại điểm 1 ;0
2

 − 
 

 trục tung : x  = 0. 

Diện tích hình cần tìm là S = 
0 0 0

1 1 1
2 2 2

2 1 2 2 2 1 12
1 1 1

x xdx dx dx
x x x

− − −

+ + − +   = = −   + + +   ∫ ∫ ∫  

 ( ) 0
1
2

2 ln 1x x
−

= − + 11 ln 1 ln1 ln 2 1 ln 2
2

 = − − − = + − = − 
 

  (ĐVDT) 

b) Đồ thị các hàm số : ; 2xy e y= = và đường thẳng x=1 (Đề thi  TN năm 2005-2006) 

Giải PT : 2 ln 2xe x= ⇔ =  ;  Diện tích hình phẳng cần tìm là : 

 S  = 
1

ln 2

2xe dx−∫  = ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 ln 2
ln 2

ln 2

2 2 2 2ln 2x xe dx e x e e− = − = − − −∫   

     = ( ) ( )2 2 2ln 2 2ln 2 4e e− − − = + −   (ĐVDT) 

UBài 4.U  Tính thể tích khối tròn xoay khi quay quanh Ox 

a) Đồ thị hàm số y = sinx, trục hoành, đường thẳng x = 
2
π , x =π  

  Ta có: ( )2

2 2

sin 1 cos 2
2

V xdx x dx
π π

π π

ππ= = −∫ ∫   
2

1 sin 2
2 2

x x π
π

π  = − = 
 

 
2

2 2 4
π π ππ − = 
 

  (ĐVTT) 

b) Đồ thị hàm số  y = cosx, y = 0, x = 0 , x = 
4
π  

   Ta có:    V = ∫∫ +=
4

0

4

0

2 )2cos1(
2

cos

ππ

ππ dxxxdx = 
4

0

1 1sin 2
2 2 2 4 2

x x

π

π π π   + = +   
   

(ĐVTT)  

c) Đồ thị hàm số  y = . xx e  , y = 0, x = 0, x = 1 

    Ta có :  V = ∫
1

0

22 dxex xπ     Đặt : 






=

=
⇒







=

=
xx ev

xdxdu

dxedv
xu

22

2

2
1

2
 

                 V = 
1

12 2

0
02

x xx e xe dxπ π− ∫  = 
1

2 2

0

. .
2

xe x e dxπ π− ∫      

  Tính I = 
1

2

0

. xx e dx∫         Đặt 22 1
2

xx

du dxu x
v edv e dx

== => 
== 

    



  

   => I  = 
1

2 1 2 2 2 1 2 2
0 0

0

1 1 1 1 1 1
2 2 2 4 2 4 4

x x xx e e dx e e e e− = − = − +∫    

Thay I  vào V ta có : V = 
1

2 2

0

. .
2

xe x e dxπ π− ∫ = ( )
2 2 2

21 1
2 2 4 4 4
e e e eπ ππ

 
− − + = − 

 
(ĐVTT)             

d) Đồ thị hàm số : 3 21
3

y x x= −  và các đường y = 0, x = 0, x = 3. 

V = 
23 3

3 2 6 5 4

0 0

1 1 2
3 9 3

x x dx x x x dxπ π   − = − +   
   ∫ ∫  = 

7 6 5
3
0

81
63 9 5 35
x x x ππ

 
− + = 

 
( ĐVTT) 

D. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 

Câu 1. Cho hình (H) giới hạn bởi y = sin x;  x = 0; x = π và y = 0. Tính thể tích vật thể tròn xoay khi 
quay hình (H) quanh trục Ox. 

A. V = π/2 UB.U V = π²/2 C. V = 2π D. V = π²/4 
Câu 2. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi y = x²; x = 1; x = 2 và y = 0. 

A. 4
3

 B. 8
3

 UC.U 7
3

 D. 1 

Câu 3. Diện tích S của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số ( ) ( )1 2,y f x y f x= =  liên tục và 
hai đường thẳng , ( )x a x b a b= = <  được tính theo công thức: 

UA. U ( ) ( )1 2 dx
b

a

S f x f x= −∫ . B. ( ) ( )1 2 dx
b

a

S f x f x= −∫ . 

 C. ( ) ( )1 2 dx
b

a

S f x f x= −  ∫ . D. ( ) ( )1 2dx dx
b b

a a

S f x f x= −∫ ∫ . 

Câu 4. Cho hình (H) giới hạn bởi các đường y = x  và y = x. Tính thể tích vật thể tròn xoay khi 
quay hình (H) quanh trục Ox. 

UA.U π/6 B. π/3 C. π/2 D. π 
Câu 5. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 4 24 1y x x= − +  và đồ thị hàm số 

2 3.= −y x  
A. 6 B. 4 C. 2 UD.U 8 

Câu 6. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi y = –x³ + 3x + 1 và đường thẳng y = 3. 
A. 57/4. UB.U 27/4. C. 45/4 D. 21/4. 

Câu 7. Kí hiệu (H) là hình phẳng giới hạn bởi ba đồ thị hàm số ln ,y x x x e= = , trục hoành. Tính thể 
tích V khối tròn xoay thu được khi quay hình (H) xung quanh trục Ox. 

UA.U 
35 2
27

eV π−
=   B. 

35 2
27

eV −
=   

C. 
35 2
27

eV π+
=   D. 

3
25 2

27
eV π−

=  

Câu 8. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi ( ) 2: 2 ; 2 0C y x x y x= + − − =  . 

A. 5
2

 B. 7
2

        UC.U 9
2

           D. 11
2

 



  

Câu 9: Cho hình thang cong ( )H giới hạn bới các đường , 0, 0xy e y x= = =  và ln 4x = . Đường 
thẳng (0 ln 4)x k k= < <  chia ( )H  thành hai phần có diện tích là 1S  2S  và như hình vẽ bên. Tìm 
x k= để 1 22S S= . 

 

A. 2 ln 4
3

k =  B. ln 2k =   

C. 8ln
3

k =  UD.U ln 3k =  

 
 

Câu 10. Với giá trị nào của 0m >  thì diện tích hình phẳng giới hạn bởi 2y x=  và y mx=  bằng 4
3

 

đvdt ? 
 UA.U 2m =                   B. 1m =                 C. 3m =                      D. 4m =  
Câu 11. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi 2.lny x x=  ,trục hoành và hai đường thẳng x = 1, x = 
e. 

A. 21 ( 1).
4

= +S e   UB.U

21 ( 1).
4

= −S e       C. 21 (1 ).
4

= −S e         D. 2(1 ).= −S e  

Câu 12. Tìm diện tích S của  hình phẳng (H) giới hạn bởi 3 23 2y x x= − + − , hai trục tọa độ và đường 
thẳng 2x = . 

A. S = 19
2

 (đvdt)  UB.U S = 5
2

 (đvdt)     C. S = 1
3

 (đvdt)        D. S = 9
2

 (đvdt) 

Câu 13. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 3 23 4y x x= − +  và đường thẳng 
1 0x y− + = . 

A. 8 (đvdt).   B. 4 (đvdt).      C. 6 (đvdt).      D. 0 (đvdt). 
Câu 14. Thể tích hình phẳng giới hạn bởi 2( 2) , 0y x y= − = ,x=0, x=2 khi xoay quanh trục hoành là. 

A. 32
5

V =    B. 32V π=        C. 32 .
5

V π=               D. 32 

Câu 15. Thể tích khối tròn xoay khi quay hình phẳng ( )H  giới hạn bởi 2y x=  ; 2y x= +  quanh trục 
Ox là 

A. 72
5
π  (đvtt).           B. 81

10
π  (đvtt).       C. 81

5
π (đvtt).       D. 72

10
π  (đvtt). 

Câu 16. Cho hình phẳng (H) giới hạn bởi 22 ,  0y x x y= − = . Tính thể tích  của khối tròn xoay thu  

được khi quay (H) xung quanh trục Ox ta được 1aV
b

 = π + 
 

 . Khi đó  

A. ab=15   B. ab=20   C. ab=28    D. ab =54 

Câu 17. Diện tích hình giới hạn bởi 
23 5 1, 0, 0, 1

2
+ −

= = = = −
−

x xy y x x
x

 bằng 2ln
3
+a b . Khi đó, 

2+a b là: 

A. 2       UB.U 40    C. 61
2

   D. -2 

Câu 18. Nếu ( )1 12f = , ( )'f x  liên tục và ( )
4

1
' 17=∫ f x dx . Giá trị của ( )4f  bằng 

UA.U 29              B. 5                C. 15   D. 19 

Câu 19. Cho đồ thị hàm số ( )y f x= . Diện tích hình phẳng (phần gạch trong hình) la 



  

UA.U ( ) ( )
0 0

3 4

f x dx f x dx
−

+∫ ∫  B. ( ) ( )
1 4

3 1

f x dx f x dx
−

+∫ ∫  

C. ( ) ( )
3 4

0 0

f x dx f x dx
−

+∫ ∫  D. ( )
4

3

f x dx
−
∫  

 
Câu 20. Cho hình phẳng giới hạn bởi đường cong 22 ,y x x y x= − = . Thể tích của khối tròn xoay thu 
được khi quay hình này quanh trục trục Ox: 

A. 
25
π

                                   
B. 

6
π

 U

C.U

5
π

   
D. 6

5
π  

Câu 21. Cho hình phẳng giới hạn bởi đường cong 2 2,y x x y= = . Thể tích của khối tròn xoay thu 
được khi quay hình này quanh trục trục Ox: 

A. 8
3
π

                                   
B. 2

5
π

 
C. 

2
π

   U

D.U

3
10
π  

Câu 22. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số ( )1y e x= +  và ( )1 xy e x= +  là: 

A. 2
2
e

−       B. 2                  UC.U 1
2
e
−                D. 

3 1
e
−  

Câu 23. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số 22 3y x x= − + +  và trục hoành là: 

UA.U

125
24

  B. 125
34

 C. 125
14

 D. 125
44

 

Câu 24. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số 22y x= − , 21y x= −  và trục hoành là: 

A. 3 2 2π−  B. 2 2
2
π

−  UC.U 8 2
3 2

π
−  D. 4 2 π−  

Câu 25. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cosy mx x= ; Ox  ; 0;x x π= =  bằng 3π . Khi 
đó:  
A. 3m = −        B. 3m =            C. 4m = −   UD.U 3m = ±  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                     



  

KIỂM TRA 45 PHÚT 
I. MA TRẬN ĐỀ 

                                           

Chủ đề hoặc mạch 

kiến thức kĩ năng 

Mức độ nhận thức 

Tổng 
Nhận biết 

 

1 

Thông hiểu 

 

2 

Vận dụng  

thấp 

3 

Vận dụng 

cao 

4 

Tích phân 

Câu 1,2,3,4 

                    

             1,6                

                   

Câu 9,10,11, 

12, 13, 14 

 

                  2,4 

 

Câu19,20,21 

 

 

               1,2 

Câu 22 

 

 

        0,4              

14 

       

 

       5,6    

Ứng dụng hình học 

của tích phân 

Câu5,6,7,8 

               

              1,2          

Câu15,16,17,18 

 

                   1,2 

Câu 23 

 

               0,4 

Câu24,25 

 

          0,8  

11 

 

        4,4 

Tổng 
8 

             3,2 

10 

                    4,0 

4 

               1,6 

3 
 
           1,2 

25 

         10 

         
II. ĐỀ KIỂM TRA  
                                                          
Câu 1. Cho hàm số f(x) liên tục trên [a; b]. Giả sử F(x) là một nguyên hàm của f(x) trên [a; b]. Khi 

đó tích phân ( )
b

f x dx
a∫

là: 

A. F(a)- F(b).                  
 

B. F(a)+ F(b).                  
 

C. F(b)- F(a).                  
 

D. - F(a)- F(b).               

Câu 2. Nếu ( ) 5, ( ) 2
d b

f x dx f x dx
a d

= =∫ ∫  với a < d < b thì  ( )
b

f x dx
a∫

 bằng: 

A. -3 B. 7 C. 3 D. -7 

Câu 3.  Cho  
6 6

( ) 4, ( ) 2
2 2

f x dx g x dx= =∫ ∫ . Tính 
6

( ( ) ( ))
2

f x g x dx+∫ ? 

A. 1 B. 7 C. 6 D. 2 

Câu 4.  Nếu  
3 3

( ) 5, ( ) 3
1 2

f x dx f x dx= =∫ ∫  thì 
2

( )
1

f x dx∫  bằng: 

A. -2 B. 2 C. 1 D. 5 
Câu 5. Tìm diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y= - xP

2
P, trục Ox, hai đường thẳng x= 0, 

x= 3. 

A. 
3 2 .
0

= −∫S x dx               B. 
3 2 .
0

= ∫S x dx                  C. 2 .= ∫S x dx                  D. 
3 4 .
0

π= ∫S x dx  



  

Câu 6. Diện tích của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số  y=fR1R(x), y = fR2R(x) liên tục trên [a;b] 
và các đường thẳng x = a; x = b là: 
 

A. [ ]1 2( ) ( ) .−∫
b

a

f x f x dx      B. [ ]1 2( ) ( ) .+∫
b

a

f x f x dx     C ( ) ( ) .1 2−∫
a

f x f x dx
b

         D. 1 2( ) ( ) .−∫
b

a

f x f x dx  

Câu 7. Cho đồ thị hàm số ( )y f x= . Diện tích hình phẳng (phần gạch trong hình) 

UA.U ( ) ( )
0 0

3 4

.
−

+∫ ∫f x dx f x dx  B. ( ) ( )
1 4

3 1

.
−

+∫ ∫f x dx f x dx  

C. ( ) ( )
3 4

0 0

.
−

+∫ ∫f x dx f x dx  D. ( )
4

3

.
−
∫ f x dx  

 
Câu 8. Thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường y= sinx, y= 0, x= 0, x π=  
quay quanh trục 0x là: 

A. 
0

sin .
π

π ∫ x dx   B. 
0

s .
π

∫ inx dx  C. 2

0

sin .
π

∫ x dx  D. 2

0

sin .
π

π ∫ x dx  

Câu 9. Đẳng thức nào đúng? 

A. 
3 1

2 1 .
0 2

− = −∫ ∫
−

x dx x dx   B. ( )
3 3

2 2 .
0 0

− = −∫ ∫x dx x dx   

C. ( ) ( )
3 3 2

0 2 0

2 2 2 .− = − − −∫ ∫ ∫x dx x dx x dx   D. ( ) ( )
3 3 2

0 2 0

2 2 2 .− = − + −∫ ∫ ∫x dx x dx x dx  

Câu 10. Tìm tích phân  I = 
4 2tan .
0

π

∫ xdx  

A. 2                                B. 1
4
π

−                             C. ln2                            D. 
3
π  

Câu 11. Cho I= 
2

2

1

2 1x x dx−∫   và u = xP

2
P- 1. Chọn khẳng định sai ? 

A. I= .

33
2 2
3

0
u                  B. .2 27

3
=I                 C. I= .

3

0
∫ u du                   D. I= 

2
.

1
∫ u du  

Câu 12. Cho 
1 3 41
0

= −∫I x x dx . Đặt  t= 3 41 x−  thì  I  bằng: 

A.  
1

3

0

3 .
4

−∫ t dt  B. 
1

3

0

3 .
4∫ t dt  C.  

1
3

0

.∫ t dt  D.  
1

3

0

.−∫ t dt  

Câu 13. Tìm tích phân ( ) .
2

2 1
1

= −∫ xI x e dx  

A. 2 .+e e                            B. 2 .−e e                              C.  2e – 3.                      D. 2 2 3 .e e−  
 



  

Câu 14.  Đổi biến u = sinx thì 
2 4sin cos
0

x x dx

π

∫  thành: 

A. 
1

4 2

0

1 .−∫u u du           B. 
2

4

0

.

π

∫u du                           C. 
1

4

0

.∫u du                     D.  
2

3 2

0

1 .

π

−∫u u du  

Câu 15. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi y= xP

2
P + 1, x= -1, x= 2 và trục Ox là: 

A. 3 B.  4 C.  5 D.  6 

Câu 16.  Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  y= 1 23 2
3 3

x x−
+ −  , y = 0, x = 0, x = 2 là 

A. 5
6

                               B. 1
12

                             C. 2
3

                               D. 5
6
− . 

 
Câu 17.  Gọi S là miền giới hạn bởi (C): y= xP

2
P, trục Ox và hai đường thẳng x= 1, x= 2. Thể tích vật 

thể tròn xoay khi quay  S quanh trục Ox là: 

A. 31
5
π  +1. B.  31 1

5 3
π
+ . C.  31 .

5
π  D.  31 1 .

5 3
π
−  

Câu 18. Thể tích của vật thể tròn xoay khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường y= xP

2 
P- 2x, y = 0, 

x = 0, x = 1 quanh trục Ox có giá trị bằng: 

A. 8
15
π   B. 7

8
π  C. 15

8
π  D. 8

7
π  

Câu 19.  Tìm m biết ( )2 5 6.
0

+ =∫
m

x dx   

A.  m= -1, m= -6. B.   m= 1, m= -6. C.  m= 1, m= 6. D.  m= -1, m= 6. 

Câu 20.  Đổi biến  x= 2sint thì 
1

2
0 4

dxI dx
x

=
−

∫  trở thành: 

A. 
2

0

.

π

∫ dt   B. 
6

0

.

π

∫ tdt   C. 
6

0

1 .

π

∫ dt
t

 D. 
3

0

.

π

∫ dt  

Câu 21.  Biết ( )
1

0

2 1 xx e dx a be+ = +∫ . Tính tích ab. 

A.  -1 B.  1 C.  -15 D.  5 

Câu 22.  Tích phân ( )
2

1 cos sin
0

nI x xdx

π

= −∫  bằng:  

A. 1 .
1+ n

  B. 1 .
1−n

 C. 1 .
2n

 D. 1
n

 

Câu 23.  Diện tích hình phẳng giới hạn bởi y = xP

2
P và y = 2x là: 

A.  4
3

  B. 3
2

 C.  5
3

 D. 23
15

 

Câu 24. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi  4y x= −   và Parabol 
2

2
xy =   là: 



  

A. 22 .
3

  B. 26 .
3

 C. 25 .
3

 D. 28 .
3

 

Câu 25.  Tính thể tích khối tròn xoay tạo nên khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường y= xP

2 
P- 4, 

y = 2x - 4 quay quanh trục Ox. 
 

A. 16
5
π                          B. 6π                               C. 6π−                             D.  16 .

15
π  

 
 
 

NHÓM TRƯỜNG: TÂN TRÀO, THÁI HÒA, LÂM BÌNH 



 1 

Nhóm trường: 
THPT Nguyễn Văn Huyên 
THPT Tháng 10 
THPT Thượng Lâm 
 CHUYÊN ĐỀ  

SỐ PHỨC (12 tiết) 
Tiết 1, 2, 3 

DẠNG ĐẠI SỐ VÀ CÁC PHÉP TOÁN TRÊN TẬP SỐ PHỨC 
A. Kiến thức cơ bản. 
1. Khái niệm số phức  
 •  Số phức (dạng đại số) : z a bi= +   
         (a, b R∈ , a là phần thực, b là phần ảo, i là đơn vị ảo, iP

2
P = –1) 

 • z là số thực  ⇔ phần ảo của z bằng 0 (b = 0) 
    z là thuần ảo  ⇔ phần thực của z bằng 0 (a = 0) 
    Số 0 vừa là số thực vừa là số ảo. 
       • Tập hợp số phức: { }2 , , , 1z a bi a b i= = + ∈ = −   

       • Hai số phức bằng nhau:  
a a '

a bi a’ b’i (a, b,a ', b ' R)
b b '
=

+ = + ⇔ ∈ =
 

UChú ýU: 4k 4k 1 4k 2 4k 3i 1; i i; i -1; i -i+ + += = = =  
2. Số phức liên hợp của số phức z = a + bi là z a bi= −  

       • 1 1

2 2

z zz z ; z z ' z z ' ; z.z ' z.z ';
z z

 = ± = ± = = 
 

; 2 2z.z a b= +  

       •  z là số thực ⇔ z z=  ;   z là số ảo ⇔ z z= −  
3. Môđun của số phức : z = a + bi  
       • 2 2z a b zz OM= + = =



 
 • z 0, z C , z 0 z 0≥ ∀ ∈ = ⇔ =  

 • z.z ' z . z '=   • z z
z ' z '

=   • z z ' z z ' z z '− ≤ ± ≤ +  

4. Các phép toán trên số phức. 
* Phép cộng và phép trừ, nhân hai số phức. 
   Cho hai số phức z = a + bi và z’ = a’ + b’i. Ta định nghĩa: 

  ' ( ') ( ')
  ' ( ') ( ')
  ' ' ' ( ' ' )

z z a a b b i
z z a a b b i
zz aa bb ab a b i

• + = + + +
• − = − + −
• = − + −

                       

* Phép chia số phức khác 0. 
   Cho số phức z = a + bi  ≠ 0 (tức là aP

2
P+bP

2 
P> 0 ) 

   Ta định nghĩa số nghịch đảo zP

-1
P của số phức z ≠ 0 là số    zP

-1
P= 22 2

1 1z z
a b z

=
+

 

•  Chia hai số phức: 2 2 2 2

a + bi aa' - bb' ab ' a 'b i
a'+ b'i a ' b ' a ' b '

+
= +

+ + . 

 
B. Kĩ năng cơ bản. 
Tìm phần thực và phần ảo , mô đun, số phức liên hợp của số phức 
Phương pháp giải 
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Biến đổi số phức về dạng đại số, áp dụng công thức tính. 
Thực hiện các phép toán trên tập số phức 
Phương pháp giải 
Áp dụng các quy tắc cộng, trừ, nhân, chia hai số phức, chú ý các tính chất giao hoán, kết hợp đối 
với các phép toán cộng và nhân. 
C. Bài tập luyện tập. 
UBài 1U:  Tìm phần thực và phần ảo , mô đun, số phức liên hợp của số phức 

 ) 1 2a z i= +                ( ) ( )) 1 2 3 4b z i i i= + + −            ( ) ( )2) 1 5 2c z i i= + − −  
Giải: 
a)  1 2z i= +   

Phần thực: 1, phần ảo 2, số phức liên hợp  1 2z i= − , mô đun:  5z =  
( ) ( )) 1 2 3 4 5 5b z i i i i= + + − = +  

Phần thực: 5, phần ảo : 5, số phức liên hợp  5 5z i= − , mô đun:  5 2z =  

( ) ( )2) 1 5 3 5 4c z i i i= + − − = − +  

Phần thực: -5, phần ảo : 4, số phức liên hợp  5 4z i= − − , mô đun:  41z =  

UBài 2:U Tìm số phức liên hợp của: 1(1 )(3 2 )
3

z i i
i

= + − +
+

 

Giải:   

Ta có 3 35 5
(3 )(3 ) 10

i iz i i
i i
− −

= + + = + +
+ −

. 

Suy ra số phức liên hợp của z là: 53 9
10 10

z i= −   

UBài 3:U Tìm phần ảo của số phức z biết ( ) ( )2
2 1 2z i i= + −  

Giải: 
 ( )( )1 2 2 1 2 5 2z i i i= + − = + . Suy ra, 5 2z i= −  

      Phần ảo của số phức 2z = −  

UBài 4:U Tìm mô đun của số phức (1 )(2 )
1 2
i iz

i
+ −

=
+

 

Giải:  Ta có: 5 11
5 5

iz i+
= = +  

Vậy mô đun của z bằng: 
21 261

5 5
z  = + = 

   

UBài 5:U Cho số phức z = 3 1
2 2

i− . Tính các số phức sau: z ; zP

2
P; ( z )P

3
P; 1 + z + zP

2 

Giải: 

*Vì z = 3 1
2 2

i−  ⇒ z  = 3 1
2 2

i+  

*Ta có zP

2
P = 

2
3 1

2 2
i

 
−  

 
= 23 1 3

4 4 2
i i+ − = 1 3

2 2
i−  
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⇒ ( z )P

2
P = 

2

23 1 3 1 3 1 3
2 2 4 4 2 2 2

i i i i
 

+ = + + = +  
 

 

( z )P

3
P =( z )P

2
P. z  = 1 3 3 1 3 1 3 3

2 2 2 2 4 2 4 4
i i i i i

  
+ + = + + − =    

  
 

Ta có: 1 + z + zP

2
P = 3 1 1 3 3 3 1 31

2 2 2 2 2 2
i i i+ +

+ − + − = −  

UBài 6:U Cho số phức z thỏa mãn 
( )3
1 3

1

i
z

i

−
=

−
. Tìm môđun của số phức .z iz+  

Giải:  

Ta có: ( )3
1 3 8i− = −     Do đó 

8 4 4 4 4
1

z i z i
i

−
= = − − ⇒ = − +

−
 

( )4 4 4 4 8 8z iz i i i i⇒ + = − − + − + = − −     Vậy 8 2.z iz+ =  

* Hai số phức bằng nhau: 
UBài 7:U Tìm các số thực ,x y  thỏa mãn đẳng thức: 
        a) 3x + y + 5xi = 2y – 1 +(x – y)i     

   b) (2x + 3y + 1) + ( –x + 2y)i = (3x – 2y + 2) + (4x – y – 3) i. 
   c) ( ) ( )33 5 1 2 35 23x i y i i+ + − = − +  

Giải:   
a) Theo giả thiết:  
3x + y + 5xi = 2y – 1 +(x – y)i 
⇔ (3x + y) + (5x)i = (2y – 1) +(x – y)i 

     ⇔ 
3 2 1
5

x y y
x x y
+ = −

 = −
⇔ 

1
7

4
7

x

y

 = −

 =


 

     b) Theo giả thiết ta có:

9
2 3 1 3 2 2 5 1 11     

2 4 3 5 3 3 4
11

xx y x y x y
x y x y x y y

 =+ + = − + − + =  ⇔ ⇔  − + = − − − + = −   =


 

     c) Ta có ( ) ( ) ( ) ( )( )3 21 2 1 2 1 2 3 4 1 2 2 11i i i i i i− = − − = − − − = − . 

Suy ra ( ) ( )33 5 1 2 35 23x i y i i+ + − = − + ( ) ( )3 5 2 11 35 23x i y i i⇔ + + − = − +  

( ) ( )
3 11 35 3

3 11 5 2 35 23
5 2 23 4

x y x
x y x y i i

x y y
− = − = 

⇔ − + + = − + ⇔ ⇔ + = = 
 

* Tı́nh ni  và áp dụng: Chú ý: 
• iP

4n
P = 1; iP

4n+1
P = i; iP

4n+2
P = -1; iP

4n+3
P = -i; ∀ n ∈ NP

*
PVậy iP

n
P ∈ {-1;1;-i;i}, ∀ n ∈ NP

* 
• 2(1 ) 2i i+ = ;          ( )21 2i i− = −  

UBài 8:U Tính:  iP

105 
P + iP

23
P + iP

20
P – iP

34 

Giải:  
Ta có iP

105 
P+ iP

23
P + iP

20
P – iP

34
P = iP

4.26+1 
P + iP

4.5+
PP

3
P + iP

4.5
P – iP

4.8+2
P = i – i + 1 + 1 = 2 
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UBài 9:U Tính số phức sau:    a) z = (1+i)P

15 
P              b)  z = 

16 81 1
1 1

i i
i i

+ −   +   − +   
 

Giải: 
 a) Ta có: (1 + i)P

2
P = 1 + 2i – 1 = 2i ⇒ (1 + i)P

14
P = (2i)P

7 
P = 128.iP

7 
P= -128.i 

     nên z = (1+i)P

15 
P = (1+i)P

14
P(1+i) = -128i (1+i) = -128 (-1 + i) = 128 – 128i. 

 b) Ta có: 
1 (1 )(1 ) 2
1 2 2

i i i i i
i

+ + +
= = =

−
 

⇒ 
1
1

i i
i

−
= −

+
. Vậy  

16 81 1
1 1

i i
i i

+ −   +   − +   
=iP

16
P +(-i)P

8
P = 2 

UBài 10:U (Vận dụng)Tìm phần thực, phần ảo của số phức sau:  
( ) ( ) ( ) ( )2 3 201 1 1 1 ... 1i i i i+ + + + + + + + +

 
Giải:     

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

21
2 20

2021 2 10 10

10
10 10

1 1
1 1 1 ... 1

1 1 1 2 1 2 1

2 1 1
2 2 1

i
P i i i

i

i i i i i i

i
P i

i

+ −
= + + + + + + + =

 + = + + = + = − + 
− + −

⇒ = = − + +

 

Vậy phần thực là 102−  và phần ảo là 102 1+  
* Tım̀ số phức dựa vào dạng đại số của số phức. 
Nếu trong hệ thức tı̀m số phức z xuất hiện 2 hay nhiều đại lươṇg sau: , , ,...z z z  ta se ̃sử dụng Dạng 
đại số của z là z x yi= +  với ,x y R∈  

UBài 11:U Tìm số phức z biết ( )2 3 1 9z i z i− + = −  
Giải: 

 Giả  sử z= a+ bi (a,b R∈ ) ta có:  
( ) ( )( )2 3 1 9 2 3 1 9z i z i a bi i a bi i− + = − ⇔ + − + − = −  

( )
3 1 2

3 3 3 1 9
3 3 9 1

a b a
a b a b i i

a b b
− − = = 

⇔ − − − − = − ⇔ ⇔ − = = − 
 

Vậy z = 2 – i 

UBài 12(TH)U Cho số phức z thỏa mãn: 2(1 2i)(2 i)z 7 8i (1)
1 i
+

+ + = +
+

. Tìm môđun của số phức 

z 1 iω = + +  
Giải:  

2(1 2i)(2 i)z 7 8i (2 i)z 3 i 7 8i
1 i

4 7i(2 i)z 4 7i z 3 2i
2 i

+
+ + = + ⇔ + + + = +

+
+

⇔ + = + ⇔ = = +
+

 

Do đó 3 2i 1 i 4 3iω = + + + = + 16 9 5⇒ ω = + = . 

UBài 13:U (TH)Tính mô đun của số phức z biết rằng: ( )( ) ( )( )2 1 1 1 1 2 2z i z i i− + + + − = −  

Giải:       Gọi z= a+ bi (a, b R∈ ) 
Ta có  
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( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 1 1 1 2 2

2 1 2 1 1 1 2 2

2 2 1 2 2 1 1 1 2 2

1
3 3 2 1 133 3 2 2 2

2 2 1 3 3
3

z i z i i

a bi i a bi i i

a b a b i a b a b i i

aa b
a b a b i i z i

a b b

− + + + − = −

⇔  − +  + +  + −  − = −   
⇔ − − + + − + − + − + + = −

 =− = ⇔ − + + − = − ⇔ ⇔ ⇒ = − + − = −  = −


 

Suy ra mô đun: 2 2 2
3

z a b= + =  

UBài 14:U Tìm số phức z thỏa mãn: 
22 2 . 8z z z z+ + =  và 2z z+ = . 

Giải 

Gọi z = x + iy  (x, y∈R), ta có 
22 2 2;z x iy z z zz x y= − = = = +     

22 2 2 2 22 . 8 4( ) 8 ( ) 2 (1)z z z z x y x y+ + = ⇔ + = ⇔ + =  

2 2 2 1 (2)z z x x+ = ⇔ = ⇔ =  
Từ (1) và (2) tìm được x = 1 ;  y = 1±  
Vậy các số phức cần tìm là 1 + i và 1 - i 
UBài 15:U Tìm số phức z thỏa mãn 2z = và zP

2
P là số thuần ảo. 

Giải: 
 Gọi z= a+ bi (a, b R∈ ) Ta có 2 2z a b= +  và 2 2 2 2z a b abi= − +  

Yêu cầu bài toán thỏa mãn khi và chỉ khi 
2 2 2

2 2 2

2 1 1
10 1

a b a a
ba b b

 + = = = ± ⇔ ⇔   = ±− = =   
 

Vậy các số phức cần tìm là 1+i; 1-i; -1+i; -1-i 
UBài 16:U (Vận dụng) Trên mặt phẳng tọa độ Oxy , tìm tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z  
thỏa mãn điều kiện 2 2 10z z− + + = . 

Hướng dẫn giải 
Gọi ( );M x y  là điểm biểu diễn số phức z x yi= + , ,x y∈ . 
Gọi A  là điểm biểu diễn số phức 2   
Gọi B  là điểm biểu diễn số phức 2−   
Ta có: 2 2 10 10z z MB MA+ + − = ⇔ + = . 

Ta có 4AB = . Suy ra tập hợp điểm M  biểu diễn số phức z  là Elip với 2  tiêu điểm là ( )2;0A , 

( )2;0B − , tiêu cự 4 2AB c= = , độ dài trục lớn là 10 2a= , độ dài trục bé là 
2 22 2 2 25 4 2 21b a c= − = − = . 

Vậy, tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z  thỏa mãn điều kiện 2 2 10z z− + + = là Elip có 

phương trình 
2 2

1.
25 21
x y

+ =  
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UBài 17:U (Vận dụng)Tìm số phức z thỏa mãn hai điều kiện: 1 2 3 4z i z i+ − = + +  và 
2z i

z i
−
+

là một 

số thuần ảo. 
Giải 
Đặt z= x+ yi (x,y R∈ )    Theo bài ra ta có  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 2 3 4

1 2 3 4 5

x y i x y i

x y x y y x

+ + − = + + −

⇔ + + − = + + − ⇔ = +
 

Số phức 
( )
( )

( )( ) ( )
( )

2

22

2 2 1 2 32w
1 1

x y i x y y x y iz i
x y iz i x y
+ − − − − + −−

= = =
+ −+ + −

 

w là một số ảo khi và chỉ khi 

( )( )
( )

2

22

122 1 0
71 0

23
5 7

x y y x
x y

yy x

 − − − =  = −  + − > ⇔ 
  == +  

 

Vậy 
12 23
7 7

z i= − +  

UBài 18:U (Vận dụng)Tìm số phức z biết 
5 3 1 0iz

z
+

− − =  

Giải: 
 Gọi z= a+ bi (a, b R∈ ) và 2 2 0a b+ ≠  ta có 

2 25 3 5 31 0 1 0 5 3 0i iz a bi a b i a bi
z a bi

+ +
− − = ⇔ − − − = ⇔ + − − − − =

+
 

( ) ( )
2 2

2 2 5 0
5 3 0

3 0

a b a
a b a b i

b

 + − − =⇔ + − − − + = ⇔ 
+ =

 

2 2 0 1; 3

3 2 2; 3

a a a b

b a b

 − − = = − = −⇔ ⇔ 
= − = = = −  

 

Vậy 1 3z i= − −  hoặc 2 3z i= +  
D. Bài tập TNKQ. 
Câu 1. (Đề thi chính thức THPT QG năm 2017)Cho hai số phức 1 5 7z i= −  và 2 2 3z i= + . Tìm số 

phức 1 2z z z= +     
UA.U 7 4z i= −    B.  2 5z i= +   C. 2 5z i= − +   D. 3 10z i= −  
Câu 2.  ((Đề thi chính thức THPT QG năm 2017) Cho số phức , ( , )z a bi a b= + ∈   thỏa mãn 

1 3 0z i z i+ + − =  . Tính 3S a b= +   

A. 7
3

S =    UB.U  5S = −   C. 5S =   D. 7
3

S = −  

Giải : Đáp án B 

Ta có: 2 2
2

1
1 3 0 1 ( 3)

3 1, (1)

a
z i z i a b i a b i

b b

= −+ + − = ⇔ + + + = + ⇔ 
+ = +

  

Với 3b ≥ −  thì (1) tương đương với: 2 2 4( 3) 1
3

b b b −
+ = + ⇔ =   

Vậy 3 5a b+ = −   
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Câu 3.  (Đề thi chính thức THPT QG năm 2017) Có bao nhiêu số phức z thỏa mãn 3 5z i− =  và 

4
z

z −
 là số thuần ảo ?   

A. 0   B.  Vô số  UC.U 1   D. 2 
Giải: Đáp án C 
Đặt , ( , )z x yi x y= + ∈   

2 2 2 23 ( 3) 5 6 16z i x y x y y− = + − = ⇔ + − =   
2 2

2 2 2 2 2 2

( )( 4 ) 4 4
4 4 ( 4) ( 4) ( 4)

z x yi x yi x yi x x y yi
z x yi x y x y x y

+ + − − − +
= = = −

− − + − + − + − +
  

4
z

z −
 là số thuần ảo nên 

2 2
2 2

2 2

4 0 4 0
( 4)
x x y x x y
x y
− +

= ⇔ − + =
− +

  

Ta có hệ: 

2 2

2 2

4
( )

0
6 16 16
4 0 13

24
13

x
loai

y
x y y

xx y x

y

 =
 =

 + − =  ⇔ =+ − =   − =

 16 24
13 13

z i⇒ = −   

Vậy chỉ có 1 số phức z thỏa mãn 
Câu 4.  (Vận dụng)Trong các số phức thỏa mãn điều kiện 3 2 .z i z i+ = + −  Tìm số phức có 

môđun nhỏ nhất? 

A. 1 2z i= − . B. 1 2
5 5

z i= − + . UC.U 1 2
5 5

z i= − . D. 1z i= − − . 

Hướng dẫn giải 
Chọn C. 
Phương pháp tự luận 
Giả sử ( ),z x yi x y= + ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 223 2 3 2 1 3 2 1z i z i x y i x y i x y x y+ = + − ⇔ + + = + + − ⇔ + + = + + −  
6 9 4 4 2 1 4 8 4 0 2 1 0 2 1y x y x y x y x y⇔ + = + − + ⇔ − − = ⇔ − − = ⇔ = +  

( )
2

22 2 2 2 2 1 52 1 5 4 1 5
5 5 5

z x y y y y y y = + = + + = + + = + + ≥ 
 

 

Suy ra 
min

5
5

z =  khi 2 1
5 5

y x= − ⇒ =  

Vậy 1 2 .
5 5

z i= −  

Phương pháp trắc nghiệm 
Giả sử ( ),z x yi x y= + ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 223 2 3 2 1 3 2 1z i z i x y i x y i x y x y+ = + − ⇔ + + = + + − ⇔ + + = + + −  
6 9 4 4 2 1 4 8 4 0 2 1 0y x y x y x y⇔ + = + − + ⇔ − − = ⇔ − − =  

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức z  thỏa điều kiện 3 2z i z i+ = + −  là đường thẳng 
: 2 1 0d x y− − = . 

Phương án A: 1 2z i= −  có điểm biểu diễn ( )1; 2 d− ∉  nên loại A. 
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Phương án B: 1 2
5 5

z i= − +  có điểm biểu diễn 1 2;
5 5

d − ∉ 
 

 nên loại B. 

Phương án C: 1 2 5
5 5 5

z i z= − ⇒ =  có điểm biểu diễn 1 2;
5 5

d − ∈ 
 

 

Phương án D: 1 2z i z= − − ⇒ =  có điểm biểu diễn ( )1; 1 d− − ∈   
Do đó phương án C thỏa mãn 

Câu 5.  (ĐỀ MINH HỌA QUỐC GIA NĂM 2017)Cho số phức z∈  thỏa mãn 4z = . Biết tập 

hợp các điểm biểu diễn cho số phức ( )3 4w i z i= + +  là đường tròn I , bán kính R . Khi đó. 

A. ( )0;1 , 2 5.I R =     B. ( )1;0 , 20I R =     UC.U ( )0;1 , 20.I R =            D. ( )1; 2 , 22.I R− =  
Hướng dẫn giải 

Đặt w a bi= +   với ; ;a b c∈ . 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2 2

1 3 41
3 4

3 4 25

3 4 4 3 4 33 4 33 4 4
25 25 25

a b i ia b i
w i z i z

i

a b b ab aa bz i z

+ − − + −  = + + ⇔ = =
+

+ − + − −− −+ −
⇔ = + ⇒ =

. 

Mà 

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

22 2 2 2

3 4 4 3 4 3
4 4

25
3 4 4 3 4 3 100

2 399 1 20

a b b a
z

a b b a

a b b a b

+ − + − −
= ⇒ =

⇔ + − + − − =

⇔ + − = ⇔ + − =

 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn của số phức w  là đường tròn ( )0;1 , 20I R = .  

Câu 6. Cho số phức z  thỏa mãn điều kiện : 1 2 5z i− + =  và 1w z i= + +  có môđun lớn nhất. Số 
phức z  có môđun bằng: 

A. 2 5 . UB.U 3 2 . C. 6 . D. 5 2 . 
Hướng dẫn giải: 

Gọi ( ) ( ) ( ), 1 2 1 2z x yi x y z i x y i= + ∈ ⇒ − + = − + +  

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 2 5 1 2 5 1 2 5z i x y x y− + = ⇔ − + + = ⇔ − + + =  

Suy ra tập hợp điểm ( );M x y  biểu diễn số phức z  thuộc đường tròn ( )C  tâm ( )1; 2I −  bán kính 

5R = : 
Dễ thấy ( )O C∈ , ( ) ( )1; 1N C− − ∈    Theo đề ta có: 

( ) ( );M x y C∈ là điểm biểu diễn cho sốphức z thỏa mãn: 

( ) ( )1 1 1 1w z i x yi i x y i= + + = + + + = + + +  

( ) ( )2 21 1 1z i x y MN⇒ + + = + + + =


 

Suy ra 1z i+ + đạt giá trị lớn nhất MN⇔ lớn nhất 

Mà ( ),M N C∈  nên MN lớn nhất khi MN  là đường kính đường tròn ( )C  

I⇔  là trung điểm ( ) ( )223; 3 3 3 3 3 3 2MN M z i z⇒ − ⇒ = − ⇒ = + − =  
 

Câu 7. Phần thực và phần ảo của số phức 1 2z i= +  
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UA.U 1 và 2. B. 2 và 1. C. 1 và 2 .i  D. 1 và i . 
 

Câu 8. Cho số phức 1 3 .z i= +  Số phức 2z có phần thực là 
UA.U −8. B. 10. C. 8 + 6i. D. −8 + 6i. 

Câu 9. Phần thực của số phức 3 4
4

iz
i

−
=

−
 bằng 

UA.U 16 .
17

 B. 3 .
4

 C. 13 .
17

−  D. 3 .
4

−  

Câu 10. Phần ảo của số phức ( )
( )( )

21 2
3 2

i
z

i i
−

=
+ +

 là 

UA.U 1
10

− . B. 7
10

− . C. 
10
i

− . D. 7
10

. 

Câu 11. Tìm z  biết ( )( )21 2 1z i i= + − ? 

UA.U 2 5  . B. 2 3  C. 5 2  D. 20 .  

Câu 12. Cho 2
1 3

z
i

=
+

. Số phức liên hợp của z là  

UA.U 1 3
2 2

i+  . B. 1 3
4 4

i+  . C. 1 3
4 4

i− . D. 1 3
2 2

i−  . 

Câu 13. Cho số phức 1 1
1 1

i iz
i i

+ −
= +

− +
. Trong các kết luận sau kết luận nào sai? 

A. z∈ . B. z  là số thuần ảo. 
C. Mô đun của z  bằng 1. UD.U z  có phần thực và phần ảo đều bằng 0. 

Câu 14. Cho số phức 0.z m ni= + ≠  Số phức 1
z

 có phần thực là 

A. 2 2

m
m n−

. B. 2 2

n
m n

−
−

. UC.U 2 2

m
m n+

. D. 2 2

n
m n

−
+

. 

Câu 15. Cho số phức z , Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 
A. z z= . UB.U z z+  là một số thuần ảo . 

C. .z z  là một số thực . D. mođun số phức z  là một số thực dương. 
Câu 16. Cho số phức z x yi= + . Số phức 2z có phần thực là 

A. 2 2.x y+  UB.U 2 2.x y−  C. 2.x  D. 2 .xy  
Câu 17. Cho số phức z thỏa mản ( ) ( ) ( )21 2 8 1 2i i z i i z+ − = + + + . Phần thực và phần ảo của số 

phức z lần lượt là: 
A. 2;3.  UB.U 2; 3.−  C. 2;3.−  D. 2; 3.− −  
 

Câu 18. Tính 
20171

2
iz

i
+

=
+

. 

UA.U 3 1
5 5

i+ . B. 1 3
5 5

i− . C. 1 3
5 5

i+ . D. 3 1
5 5

i− . 

Câu 19. Trên tập số phức, tính 2017
1

i
 

A. i . UB.U i− . C. 1. D. 1− . 
Câu 20. Tổng 1 2 3k k k ki i i i+ + ++ + + bằng: 

A. i . B. i− . C. 1.  UD.U 0 . 
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Câu 21. Phần thực và phần ảo của số phức 
2012 2013 2014 2015 2016

2017 2018 2019 2020 2021

i i i i iz
i i i i i

+ + + +
=

+ + + +
 lần lượt là: 

UA.U 0; 1.−  B. 1;0.  C. 1;0.−  D. 0;1.  
Câu 22. Số phức z  thỏa mãn ( )2 2 6z z z i+ + = −  có phần thực là 

A. −6. UB.U 2
5

. C. −1. D. 3
4

. 

Câu 23. Cho số phức z  thỏa mãn điều kiện ( )2 3 1 1 9z i z i+ − = − . Môđun của z bằng: 

UA.U 13 . B. 82 . C. 5 . D. 13 . 
Câu 24. Phần thực của số phức ( ) ( ) ( )21 2 8 1 2i i z i i z+ − = + + + là 

A. −6. B. −3. UC.U 2. D. −1. 
 
Câu 25. Cho số phức 6 7z i= + . Số phức liên hợp của z  có điểm biểu diễn là: 

A. ( )6;7 .  UB.U ( )6; 7 .−  C. ( )6;7 .−  D. ( )6; 7 .− −  
 
 
 
 
Tiết 4, 5, 6 

 
BIỂU DIỄN HÌNH HỌC SỐ PHỨC. TÌM TẬP HỢP ĐIỂM BIỂU DIỄN SỐ 

PHỨC 
 
A. Kiến thức cơ bản. 
Biểu diễn hình học: Số phức z = a + bi (a, b R)∈  được biểu diễn bởi điểm M(a; b) trong mp(Oxy) 

(mp phức)                       
                         
 
 
 
 
 
                                                       

Trong dạng này, ta gặp các bài toán biểu diễn hình học của số phức hay còn gọi là tìm tập 
hợp điểm biểu diễn một số phức z trong đó số phức z thỏa mãn một hệ thức nào đó (thường là hệ 
thức liên quan đến môđun của số phức). Khi đó ta giải bài toán này như sau:  
 Giả sử z = x+yi (x, y ∈ R). Khi đó số phức z biểu diễn trên mặt phẳng phức bởi điểm 
M(x;y). Sử dụng dữ kiện của đề bài để tìm mối liên hệ giữa x và y từ đó suy ra tập hợp điểm M. 
B. Kĩ năng cơ bản.  
Tìm điểm biểu diễn của số phức z thỏa mãn điều kiện cho trước: 
 + Số phức z = a + bi  (a, b ∈ ) được biểu diễn bởi M(a; b) trong mặt phẳng toạ độ Oxy hay còn 
gọi là mặt phẳng phức.  
 + Trục Ox biểu diễn các số thực gọi là trục thực, trục Oy biểu diễn các số ảo gọi là trục ảo 
 + Số phức z = a + bi  (a, b ∈ ) cũng được biểu diễn bởi vectơ ( ; )u a b=



, do đó M(a; b) là điểm 
biểu diễn của số phức z = a + bi  (a, b ∈ ) cũng có nghĩa là OM



 biểu diễn số phức đó. 
  Ta có: Nếu ,u v

 

 theo thứ tự biểu diễn các số phức z, z' thì 
   u v+

 

 biểu diễn số phức z + z', 

O 

M(a;b) 
y 

x 
a 

b . 
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   u v−
 

 biểu diễn số phức z - z', 
   k   ( )u k∈



  biểu diễn số phức kz, 

   OM u z= =
 

, với M là điểm biểu diễn của z. 

 C. Bài tập luyện tập. 
UBài 1:U Tìm điểm biểu diễn của số phức z biết: 
a)  Điểm biểu diễn số phức 2 3z i= −  có tọa độ là:: ( )2; 3− . 

b) Điểm biểu diễn số phức 2z i= −  có tọa độ là: ( )0; 2−  

c)  Cho số phức 6 7z i= + . Số phức liên hợp của z  có điểm biểu diễn là: ( )6; 7− . 

d) Điểm biểu diễn của số phức 1
2 3

z
i

=
−

   là:
 

2 3
13 13
 
 
 

; . 

e)  Cho số phức 2016 2017z i= − . Số phức đối của z là 2016 2017Z i− = − +   có điểm biểu diễn 
là: ( )2016; 2017−  

f)  Cho số phức 2017 2018z i= − . Số phức liên hợp 2017 2018z i= + có điểm biểu diễn là điểm 
có tọa độ ( )2017; 2018 .  

g) Điểm biểu diễn số phức 
(2 3 )(4 ) 1 4

3 2
i iz i

i
− −

= = − −
+

 có tọa độ là ( )1; 4− − . 

h) Trong mặt phẳng 0xy, điểm biểu diễn của số phức 
2016

2(1 2 )
iz

i
=

+
là điểm nào? 

2018 4.504 2 2

2

1 3 4
(1 2 ) ( 3 4 ) ( 3 4 ) ( 3 4 ) 25 25

i i iz i
i i i i

+ −
= = = = = +

+ − + − + − +
  

Điểm biểu diễn của số phức 
2016

2(1 2 )
iz

i
=

+
là điểm 3 4;

25 25
 
 
 

. 

Bài 2: Cho số phức z = 1+ 3i và số phức z’ = 2 + i. Hãy: 
a) Biểu diễn số phức z và z’ trên mp phức. 
b) Biểu diễn số phức z + z’ và z’ – z trên mp phức. 
Giải: 
a) Biểu diễn số phức z = 1 + 3i là điểm M(1;3) 
    Biểu diễn số phức z’ = 2 + i  là điểm M’(2;1) 
 
b) z + z’ = 3 + 4i, biểu diễn trên mp phức bởi P(3;4 
    z’ – z = 1 – 2i, biểu diễn trên mp phức bởi Q(1;-2). 
 
  
 
 
 
Bài 3: (Vận dụng)Xác định các số phức biểu diễn bởi các đỉnh của một 
lục giác đều có tâm là gốc tọa độ O trong mặt phẳng phức, biết rằng một đỉnh 
biểu diễn số i. 
Giải: Gọi D là điểm biểu diễn số i ⇒ A biểu diễn số −i. 

Dễ thấy điểm E có tọa độ 3 1cos ;sin ;
6 6 2 2

 π π  =        
 nên E biểu diễn số phức 

3 1 i
2 2
+ ;   



 12 

C đối xứng với E qua Oy nên C biểu diễn số phức 3 1 i
2 2

− +  ;  

 F biểu diễn số phức 3 1 i
2 2
−  ; B biểu diễn số phức 3 1 i

2 2
− − . 

Bài 4: Xác định tập hợp các điểm trong mp phức biểu diễn các số phức z thỏa mãn từng điều kiện 
sau: 
a) zP

2
P là số thực âm      b) zP

2
P là số ảo 

c) zP

2
P = ( z )P

2
P       d) 1

z i−
 là số ảo. 

Giải: 
a) zP

2
P là số thực âm ⇔ z là số ảo. Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức z nằm trên trục ảo (Oy), 

trừ điểm O 
b) Gọi z = a + bi ⇒ zP

2
P = aP

2
P – bP

2
P + 2abi là số ảo ⇔ aP

2
P – bP

2
P = 0  ⇔ b = ±a. Vậy tập hợp các điểm 

biểu diễn số phức z nằm trên hai đường phân giác của các gốc tọa độ. 
c) zP

2
P = ( z )P

2
P ⇔ (z + z )(z − z )  = 0  

          ⇔ 
(truïc thöïc)

(truïc aûo)





z + z = 0

z -z = 0
. Vậy tập hợp các điểm là các trục tọa độ. 

d) 1
z i−

 là số ảo ⇔ z – i là số ảo ⇔ x + (y – 1)i là số ảo  

⇔ x = 0 và y ≠ 1.  
Vậy tập hợp các điểm biểu diễn nằm trên trục Oy (trừ điểm có tung độ bằng 1). 
 
UBài 5:U Giả sử M(z) là điểm trên mặt phẳng phức biểu diễn số phức z. Tìm tập hợp các điểm M(z) 
thỏa mãn một trong các điều kiện sau đây: 
               a) 1z i− +  =2         b)  2 1z i+ = −            c) 4 4 10z i z i− + + =  
Giải:  

Đặt z = x +yi (x, y ∈ R) đươc̣ biểu diêñ bởi điểm M(x;y) 
a) Xét hệ thức: 1z i− +  =2  (1) 
Đặt z = x +yi (x, y ∈ R) ⇒ z – 1 + i = (x – 1) + (y + 1)i. 
Khi đó (1) ⇔ 2 2( 1) ( 1) 2x y− + + =  
  ⇔ (x-1)P

2
P + (y + 1)P

2
P = 4. 

⇒ Tập hợp các điểm M(z) trên mặt phẳng tọa độ biểu diễn số phức z thỏa mãn (1) là đường tròn có 
tâm tại I(1;-1) và bán kính R = 2. 
b) Xét hệ thức 2 z z i+ = −   ⇔ |(x+2) +yi| = |-x+(1-y)i| 
 ⇔ (x+2)P

2
P + yP

2
P = xP

2
P + (1-y)P

2
P ⇔ 4x + 2y + 3 = 0. 

Vậy tập hợp các điểm M là đường thẳng 4x + 2y + 3 = 0. 
 
Nhận xét: Đường thẳng 4x + 2y + 3 = 0 chính là  
đường trung trực của đoạn AB. 
c) Xét hệ thức: 4 4 10z i z i− + + =  
Xét FR1R, FR2R tương ứng biểu diễn các điểm 4i và -4i tức là FR1R (0;4) và FR2 R=(0;-4). Do đó:  

 4 4 10z i z i− + + =  ⇔ MFR1R + MFR2R = 10  
Ta có FR1RFR2R = 8 ⇒ Tập hợp tất cả các điểm M nằm trên (E) có hai tiêu điểm là FR1R và FR2R và có độ dài 
trục lớn bằng 10. 
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Phương trình của (E) là: 
2 2

1
9 16
x y

+ =  

UBài 6:U Tìm tập hợp các điểm biểu diễn của số phức z sao cho 
2 3z iu

z i
+ +

=
−

 là một số thuần ảo. 

Giải 
Đặt z= x+ yi (x, y R∈ ), khi đó: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )22

2 3 12 3
1 1

x y i x y ix y i
u

x y i x y

 + + +   − − + + +    = =
+ − + −

 

         
( ) ( )

( )

2 2

22

2 2 3 2 2 1

1

x y x y x y i

x y

+ + + − + − +
=

+ −
 

u là số thuần ảo khi và chỉ khi 
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2

22

2 2 3 0 1 1 5

1 0 ; 0;1

x y x y x y

x y x y

 + + + − = + + + = ⇔ 
+ − > ≠  

 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn của z là đường tròn tâm I(-1;-1), bán kính 5  trừ điểm (0;1) 
 
UBài 7:U Trong mặt phẳng Oxy, tìm tập hợp điểm biểu diễn các số phức z thỏa mãn 
                 ( )1z i i z− = +  

Giải:  
Đặt z= x+ yi (x,y R∈ ) 
Ta có:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 22

1 1

1

z i i z x y i x y x y i

x y x y x y

− = + ⇔ + − = − + +

⇔ + − = − + +
 

( )22 2 22 1 0 1 2x y xy x y⇔ + + − = ⇔ + + =  

Vậy tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là đường tròn có phương trình ( )22 1 2x y+ + =  

UBài 8:U (Vận dụng)Trong các số phức z thỏa mãn điều kiện 2 4 2z i z i− − = − .Tìm số phức z có 
môđun nhỏ nhất. 
Giả sử số phức z cần tìm có dạng z = x + yi   (x,y ∈ R) đươc̣ biểu diêñ bởi điểm M(x;y). 
Ta có 2 ( 4) ( 2)x y i x y i− + − = + −    (1)    2 2 2 2( 2) ( 4) ( 2)x y x y⇔ − + − = + −  

4y x⇔ = − + . Do đó tập hợp các điểm M biểu diễn cho các số phức z thỏa mãn (1) là đường 

thẳng  x + y = 4. Mặt khác 2 2 2 2 28 16 2 8 16z x y x x x x x= + = + − + = − +  

Hay ( )22 2 8 2 2z x= − + ≥  

Do đó 
min

2 2z x y⇔ = ⇒ = . Vậy 2 2z i= +  

UBài 9:U (Vận dụng) Biết rằng số phức z thỏa mãn ( )( )3 1 3u z i z i= + − + + là một số thực. Tìm giá 

trị nhỏ nhất của z . 
Giải 
 Đặt z= x+ yi (x, y R∈ ) ta có 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 23 1 1 3 4 4 6 2 4u x y i x y i x y x y x y i=  + + −   + − −  = + + − + + − − −     

Ta có: 4 0u R x y∈ ⇔ − − =  
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Tập hợp các điểm biểu diễn của z là đường thẳng d: x-y-4=0, M(x;y) là điểm biểu diễn của z thì mô 
đun của z nhỏ nhất khi và chỉ khi độ dài OM nhỏ nhất OM d⇔ ⊥  Tìm được M(-2;2) suy ra z=-
2+2i. 
UBài 10:U (Vận dụng)Tìm số phức Z có mô đun lớn nhất và thỏa mãn điều kiện 

( ) 131 3 2
2

z i i+ − + =  

Giải 
Gọi ( , )z x yi x y R z x yi= + ∈ ⇒ = −  

2 213 39(1 ) 3 2 5 0
2 8

z i i x y x y+ − + = ⇔ + − − + =  

Gọi M (x;y) là điểm biểu diễn của z trong mặt phẳng tọa độ Oxy ( )M C⇒ ∈ là đường tròn có tâm 

1 5( ; )
2 2

I và bán kính 
26
4

R =  

Gọi d là đường thẳng đi qua O và I : 5d y x⇒ =  

Gọi MR1R, MR2R là hai giao điểm của d và (C) 1
3 15( ; )
4 4

M⇒ và 2
1 5( ; )
4 4

M  

Ta thấy 1 2

1 ( ( ))
OM OM
OM OI R OM M C

>
 = + ≥ ∈

 

⇒ số phức cần tìm ứng với điểm biểu diễn MR1R hay 
3 15
4 4

z i= +    

D. Bài tập TNKQ. 
Câu 1. ( Đề thi chính thức THPT QG năm 2017) Cho số phức 1 2z i= −  . Điểm nào dưới đây là 

điểm biểu diễn của số phức w iz=  trên mặt phẳng tọa độ ?   
A. (1;2)Q    UB.U  (2;1)N   C. (1; 2)M −   D. ( 2;1)P −  

Giải : w (1 2 ) 2iz i i i= = − = + . Vậy điểm biểu diễn w có tọa độ là: (2;1)   
Câu 2. (Vận dụng)Cho số phức z  thỏa mãn điều kiện 3 4 2.z i− + ≤  Trong mặt phẳng Oxy  tập 

hợp điểm biểu diễn số phức 2 1w z i= + −  là hình tròn có diện tích A. 9S π= .               B. 
12S π= .          UC.U 16S π= .            D. 25S π= . 

Hướng dẫn giải 
12 1
2

w iw z i z − +
= + − ⇒ =  

( )13 4 2 3 4 2 1 6 8 4 7 9 4 1
2

w iz i i w i i w i− +
− + ≤ ⇔ − + ≤ ⇔ − + − + ≤ ⇔ − + ≤  

Giả sử ( ),w x yi x y= + ∈ , khi đó ( ) ( ) ( )2 21 7 9 16x y⇔ − + + ≤  

Suy ra tập hợp điểm biểu diễn số phức w  là hình tròn tâm ( )7; 9I − , bán kính 4.r =  Vậy diện tích 
cần tìm là 2.4 16 .S π π= =  
Câu 3. Điểm biểu diễn hình học của số phức z a ai= +  nằm trên đường thẳng: 

UA.U y x=  B. 2y x=  C. y x= −  D. 2y x= −  
Câu 4. Gọi A là điểm biểu diễn của số phức 5 8i+ và B là điểm biểu diễn của số phức 5 8 .i− +  

Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau 
A. Hai điểm A  và B đối xứng với nhau qua trục hoành. 
UB.U Hai điểm A  và B đối xứng với nhau qua trục tung. 
C. Hai điểm A  và B đối xứng với nhau qua gốc toạ độ O. 
D. Hai điểm A  và B đối xứng với nhau qua đường thẳng .y x=  
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Câu 5. Gọi A là điểm biểu diễn của số phức 2 5z i= + và B là điểm biểu diễn của số phức 
2 5z i′ = − + . Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau:  

A. Hai điểm A  và B  đối xứng với nhau qua trục hoành 
UB.U Hai điểm A  và B  đối xứng với nhau qua trục tung 
C. Hai điểm A  và B  đối xứng với nhau qua gốc toạ độ O  
D. Hai điểm A  và B  đối xứng với nhau qua đường thẳng y x=  

Câu 6. Điểm M biểu diễn số phức 2019

3 4iz
i
+

=  có tọa độ là  

A. 3(4;M −  ) B. ( )3; 4M −  C. ( )3;4M  UD.U ( )4;3−M  
Câu 7. Trong mặt phẳng phức, gọi , ,A B C lần lượt là các điểm biểu diễn của các số phức 

1 1 3z i= − + , 2 1 5z i= + , 3 4z i= + . Số phức với điểm biểu diễn D  sao cho tứ giác ABCD  là 
một hình bình hành là: 

UA.U 2 3i+ . B. 2 .i− . C. 2 3 .i+ . D. 3 5 .i+ . 
Câu 8. Gọi 1z và 2z là các nghiệm phức của phương trình 2 4 9 0z z− + = . Gọi ,M N  là các điểm 

biểu diễn của 1z và 2z trên mặt phẳng phức. Khi đó độ dài của MN  là: 
A. 4.MN = . B. 5.MN =  C. 2 5.MN = −  UD.U 2 5.MN =  

Câu 9. Gọi 1z và 2z là các nghiệm của phương trình 2 4 9 0z z− + = . Gọi , ,M N P  lần lượt là các 
điểm biểu diễn của 1 2,z z và số phức k x yi= +  trên mặt phẳng phức. Khi đó tập hợp điểm 
P  trên mặt phẳng phức để tam giác MNP  vuông tại P  là: 

A. đường thẳng có phương trình 5.y x= −  
B. là đường tròn có phương trình 2 22 8 0.x x y− + − =  
C. là đường tròn có phương trình 2 22 8 0,x x y− + − = nhưng không chứa , .M N  
UD.U là đường tròn có phương trình 2 24 1 0x x y− + − = nhưng không chứa , .M N  

Câu 10. Biết ( )1z i i z− = + , tập hợp điểm biểu diễn số phức z  có phương trinh 

A. 2 2 2 1 0x y y+ + + + =  . B. 2 2 2 1 0x y y+ − + = . 
UC.U 2 2 2 1 0x y y+ + − =  . D. 2 2 2 1 0x y y− − = . 

Câu 11. Trong mặt phẳng tọa độOxy , tập hợp điểm biểu diễn số phức z  thỏa mãn ( )1 1z i z− = +  
là: 

A. Đường tròn có tâm (0; 1)I − , bán kính 2r =  
B. Đường tròn có tâm (0;1)I , bán kính 2r =  
C. Đường tròn có tâm (1;0)I , bán kính 2r =  
UD.U Đường tròn có tâm ( 1;0)I − , bán kính 2r =  

Câu 12. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , tập hợp điểm biểu diễn số phức z  thỏa mãn 2 z i z+ = −  
là: 

UA.U Đường thẳng có phương trình 4 2 3 0x y+ + =  
B. Đường thẳng có phương trình 4 2 3 0x y− + =  
C. Đường thẳng có phương trình 4 2 3 0x y− + + =  
D. Đường thẳng có phương trình 4 2 3 0x y+ − =  

Câu 13. Gọi , , ,A B C D  lần lượt là các điểm biểu diễn cho các số phức 1 7 3z i= − , 2 8 4z i= + , 

3 1 5z i= + , 4 2z i= − . Tứ giác ABCD  là  
UA.U là hình vuông. B. là hình thoi. 
C. là hình chữ nhật. D. là hình bình hành. 
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Câu 14. Gọi , ,A B C  lần lượt là các điểm biểu diễn cho các số phức 

1 2 31 3 ; 3 2 ; 4z i z i z i= − + = − − = + . Chọn kết luận sai: 
A. Tam giác ABC  vuông cân. B. Tam giác ABC  cân. 
C. Tam giác ABC  vuông. UD.U Tam giác ABC  đều. 

Câu 15. Tập hợp các điểm M biểu diễn cho số phức z  thoả mãn 4z i z i− + + =  có dạng là 

UA.U 
2 2

1
4 3
x y

+ = . B. 
2 2

1
16 9
x y

+ = . 

C. 
2 2

1
16 9
x y

− = . D. 
2 2

1
4 3
x y

− = . 

Câu 16. Cho thỏa mãn z∈  thỏa mãn ( ) 102 1 2i z i
z

+ = + − . Biết tập hợp các điểm biểu diễn 

cho số phức ( )3 4 1 2w i z i= − − +  là đường tròn I , bán kính R . Khi đó. 

A. ( )1; 2 ., 5I R− − =               B. ( )1;2 , .5I R =   

UC.U ( )1;2 , 5.I R− =                D. ( )1; 2 , 5.I R− =  
Hướng dẫn giải 

Đặt z a bi= +  và 0z c= > , với ; ;a b c∈ . 

Lại có ( ) 1 23 4 1 2
3 4

w iw i z i z
i

+ −
= − − + ⇔ =

−
. 

Gọi w x yi= + với ;x y∈ . 

Khi đó 
1 21 2 1 2 5

3 4 3 4
w iw iz c c c x yi i c

i i
+ −+ −

= ⇒ = ⇔ = ⇔ + + − =
− −

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 2 5 1 2 25x y c x y c⇔ + + − = ⇔ + + − = . 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn của số phức w  là đường tròn ( )1;2I − . 
Khi đó chỉ có đáp án C có khả năng đúng và theo đó 5 5 5 1R c c= ⇒ = ⇒ = . 
Thử 1c =  vào phương trình (1) thì thỏa mãn. 

Câu 17. Số phức z  được biểu diễn trên mặt phẳng tọa độ như hình vẽ: 
  

Hỏi hình nào biểu diễn cho số phức i
z

ϖ = ?  

 
 
 
 
 

 
 
 
 

A.  B.  
 
 
 
 
 
 

xO

1

1

y

z

x

y

ω
1

1O xO

1

1

y

ω
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C.  D.  
 
   
  
 
 
 
 
Hướng dẫn giải 

Gọi ; , .z a bi a b= + ∈  
Từ giả thiết điểm biểu diễn số phức z  nằm ở góc phần tư thứ nhất nên , 0a b > . 

Ta có ( )
2 2 2 2 2 2

i a bii i b a i
a bi a b a b a bz

ϖ
+

= = = = − +
− + + +  

Do , 0a b >  nên 
2 2

2 2

0

0

b
a b
a

a b

− < + ⇒
 >
 +

 điểm biểu diễn số phức ω  nằm ở góc phần tư thứ 

hai.Vậy chọn C. 
Câu 18. Trong các số phức z thỏa 3 4 2z i   , gọi 0z  là số phức có mô đun nhỏ nhất. Khi đó 

A. Không tồn tại số phức 0z . B. 0 2z  . 
C. 0 7z  .  UD.U 0 3z  . 

 
Hướng dẫn giải. 

Cách 1:  
Đặt   ( , )z a bi a b   . Khi đó 2 23 4 2 ( 3) ( 4) 4z i a b        . 
Suy ra biểu diễn hình học của số phức z  là đường tròn ( )C  tâm ( )3; 4I − −  và bán kính 5R = . 
Gọi ( )M z  là điểm biểu diễn số phức z .  
Ta có: ( ) ( )M z C∈ . 

3z OM OI R= ≥ − = . 
Vậy z  bé nhất bằng 3 khi ( ) ( )M z C IM= ∩ . 
 
 
 
 
 
Cách 2: 

Đặt 
3 2cos 3 2cos
4 2sin 4 2sin

a a
b b

 
 

             
. 

2 2 2 2(2cos 3) (2sin 4) 29 12cos 16sinz a b              . 

3 429 20 cos sin 29 20cos( ) 9
5 5

   
          . 

0 3z   
Câu 19. Tính 2 3 20171009 2 3 ... 2017S i i i i= + + + + + .  

A. S 2017 1009i.= −  B. 1009 2017 .i+  UC.U 2017 1009 .i+  D. 1008 1009 .i+  

xO

1

1

y

ω

xO

1

1

y

ω
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Hướng dẫn giải 
Ta có  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 4 2017

4 8 2016 5 9 2017

2 6 10 2014 3 7 11 2015

504 505 504 504

1 1 1 1

1009 2 3 4 ... 2017

1009 4 8 ... 2016 5 9 ... 2017

2 6 10 ... 2014 3 7 11 ... 2015

1009 4 4 3 4 2 4 1

1009
n n n n

S i i i i i

i i i i i i i

i i i i i i i i

n i n n i n
= = = =

= + + + + + +

= + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + +

= + + − − − − −

=

∑ ∑ ∑ ∑
509040 509545 508032 508536

2017 1009 .
i i

i
+ + − −

= +  
Cách khác: 
Đặt  
( )
( )
( ) ( )

2 3 2017

2 2016

2 3 2017

1 ....

1 2 3 ... 2017

2 3 ... 2017 1

f x x x x x

f x x x x

xf x x x x x

= + + + + +

′ = + + + +

′ = + + + +

 

Mặt khác: 

( )

( )
( ) ( )
( )

( )
( ) ( )
( )

( )

2018
2 3 2017

2017 2018

2

2017 2018

2

11 ....
1

2018 1 1

1

2018 1 1
. 2

1

xf x x x x x
x

x x x
f x

x

x x x
xf x x

x

−
= + + + + + =

−
− − −

′ =
−

− − −
′⇒ =

−

 

Thay x i=  vào ( )1  và ( )2  ta được: 

( ) ( )
( )

2017 2018

2

2018 1 1 2018 2018 21009 . 1009 2017 1009
21

i i i iS i i i
ii

− − − − − +
= + = + = +

−−
 

Câu 20. Cho số phức z  thỏa mãn điều kiện 1 2z − = . Tìm giá trị lớn nhất của 

2T z i z i= + + − − . 

A. max 8 2T = . UB. U max 4T = . C. max 4 2T = . D. max 8T = . 
Hướng dẫn giải 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1T z i z i z i z i= + + − − = − + + + − − + . 

Đặt 1w z= −  . Ta có 1w =  và ( ) ( )1 1T w i w i= + + + − + . 

Đặt .w x y i= + . Khi đó  2 2 22w x y= = + . 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 22 2

2 2

1 1 1 1

1. 1 1 1. 1 1

1 1 1 1 1 1

2 2 2 4 4

T x y i x y i

x y x y

x y x y

x y

= + + + + − + −

= + + + + − + −

≤ + + + + + − + −

= + + =

 

Vậy max 4T = . 
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Tiết 7, 8, 9 
 

PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI VỚI HỆ SỐ THỰC 
 
A. Kiến thức cơ bản. 
Phương trình bậc hai  với hệ số thực AzP

2
P + Bz + C = 0 (*) ( A 0≠ ). 

   2B 4AC∆ = −  

     • 0∆ > : PT có hai nghiệm phân biệt 1,2
Bz

2A
− ± ∆

=  

     • 0∆ = : PT có 1 nghiệm kép: 1 2
Bz z

2A
= = −

 

    • 0∆ < : PT có hai nghiệm phức phân biệt 1,2

B i
z

2A
− ± ∆

=  

 Chú ý: Nếu zR0R ∈ C là một nghiệm của (*) thì 0z  cũng là một nghiệm của (*). 
B. Kĩ năng cơ bản.  
Biết cách giải phương trình bậc hai với hệ số thực. 
Biết giải phương trình qui về phương trình bậc hai với hệ số thực. 
C. Bài tập luyện tập. 
UBài 1:U Tìm nghiệm phức của các phương trình sau : 
a) iz + 2 – i = 0  b) (2 + 3i)z = z – 1  c) (2 – i) z  - 4 = 0 
d) (iz – 1)(z + 3i)( z  - 2 + 3i) = 0    e) zP

2
P + 4 = 0. 

Giải: 

a) z = i 2 1 2i
i
−

= +      b) z = 1 1 3 i
1 3i 10 10
−

= − +
+

 

c) z  = 4 8 4 8 4i z = i
2 i 5 5 5 5

= + ⇒ −
−

             d) z = −i, z = −3i, z = 2 + 3i 

e) z = ±2i. 
 
UBài 2:U Giải các phương trình sau trên tập số phức 

2) 1 0a z z− + =      2) 2 5 0b x x+ + =   4 2) 2 3 0c z z+ − =  
Giải: 

2) 1 0a z z− + =  
21 4 3 3i∆ = − = − = , căn bậc hai của ∆  là 3i±  

Phương trình có nghiệm: 1 2
1 3 1 3 1 3,

2 2 2 2 2
iz i z i+

= = + = −  

2) 2 5 0b x x+ + =  
24 20 16 16i∆ = − = − = ; Căn bậc hai của ∆  là 4i± . 

Phương trình có nghiệm: 1 21 2 , 1 2x i x i= − − = − +  
4 2) 2 3 0c z z+ − =        Đặt t = zP

2
P. 

Phương trình trở thành:      
2

2
2

11 1
2 3 0

3 33

zt z
t t

t z iz

= ± = =
+ − = ⇔ ⇔ ⇔  = − = ±= − 

 

Vậy phương trình có 4 nghiệm: -1, 1, 3, 3i i−  
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UBài 3U: Giải các phương trình bậc hai sau:  
a)   zP

2
P + 2z + 5 = 0 

a) zP

2
P + (1-3i)z – 2(1 + i) = 0 (tham khảo) 

Giải:  
a) Xét phương trình: zP

2
P + 2z + 5 = 0 

 Ta có: ∆ = -4 = 4iP

2
P ⇒ phương trình có hai nghiệm: zR1R = -1 +2i và zR2R = -1 – 2i. 

     b) Ta có: ∆ = (1-3i)P

2
P +8(1+i) = 2i = (1+i)P

2 

 nên 1+i là một căn bâc̣ hai của số phức 2i  

⇒ Phương trình có hai nghiệm là: zR1R = 3 1 1 2
2

i i i− + +
= ; zR2R = 3 1 1 1

2
i i i− − −

= − +   

UBài 4:U Gọi zR1R và zR2R là hai nghiệm phức của phương trình 2 2 10 0z z+ + =  Tính giá trị biểu thức 
2 2

1 2A z z= +  
Giải: 
Ta có ( ) ( ) ( )2 2 22 2 10 0 1 9 1 3z z z z i+ + = ⇔ + = − ⇔ + =  

1 3
1 3

z i
z i
= − +

⇔  = − −
 

( )2 2
1 1

2 2

1 3 1 3 10

1 3 10

z i z

z i z

= − + ⇒ = − + =

= − − ⇒ =
 

Vậy 2 2
1 2 20A z z= + =  

UBài 5U: Cho 1z , 2z  là các nghiệm phức của phương trình 22 4 11 0z z− + = . Tính giá trị của biểu 

thức A = 
2 2

1 2
2

1 2( )
z z
z z
+
+

. 

 

UBài 6:U Cho số phức z  thỏa mãn 2 6 13 0z z− + = Tính 
6z

z i
+

+
 

Giải: 

( ) ( ) ( )2 2 22 3 2
6 13 0 3 4 3 2

3 2
z i

z z z z i
z i
= +

− + = ⇔ − = − ⇔ − = ⇔  = −
 

Với 3 2z i= +  ta có 
6 63 2 4 17

3 3
z i i

z i i
+ = + + = + =

+ +
 

Với 3 2z i= −  ta có 
6 6 13 2 24 7 5

3 5
z i i

z i i
+ = − + = − =

+ −
 

UBài 7:U  Tìm các số thực b, c để phương trình  (với ẩn z) : zP

2
P + bz + c = 0 nhận z = 1 + i làm một 

nghiệm. 
Giải:  
Theo H2 trang 195, với z = 1 + i là nghiệm thì:  
(1 + i)P

2
P + b(1 + i) + c = 0 ⇔ b + c + (2 + b)i = 0  

⇔ b + c = 0 và 2 + b = 0, suy ra : b = −2, c = 2 

UBài 8:U Giải phương trình trên tập hợp các số phức: 
4 3 7 2z i z i

z i
− +

= −
−

(tham khảo) 

Giải  Điều kiện: z i≠  
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Phương trình đã cho tương đương với ( )2 4 3 1 7 0z i z i− + + + =  

Phương trình có biệt thức ( ) ( )24 3 4 1 7 3 4i i i∆ = + − + = − ( )22 i= −  
Phương trình có hai nghiệm là: 1 2z i= +  và 3 .z i= +  
* Phương trình quy về bậc hai 
UBài 9:U  Giải các phương trình: zP

3
P – 27 = 0               

Giải: zP

3
P – 27 = 0 ⇔ (z – 1) (zP

2
P + 3z + 9) = 0 ⇔ 2

2,3

11
3 3 33 9 0

2

zz
iz z z

== ⇔ − ±+ + = = 

 

Vậy phương trình đã cho có 3 nghiệm. 
 

UBài 10:U  Giải phương trình trên tập hợp số phức: 4 3 26 6 16 0z z z z− + − − =  
Giải: 
Nhận biết được hai nghiệm z=-1 và z=2 

Phương trình đã cho tương đương với ( )( )( )22 1 8 0z z z− + + =  

Giải ra ta được bốn nghiệm: 1; 2; 2 2z z z i= − = = ±   
Bài 11: (Đặt ẩn phụ) Giải phương trình sau trên tập số phức (zP

2
P + z)P

2
P + 4(zP

2
P + z) -12 = 0 

Giải:  
Đặt t = zP

2
P + z, khi đó phương trình đã cho có dạng: 

 tP

2
P + 4t – 12 = 0 ⇔ 

2

2

1 23
2

6 6 0 1 23
2 2 0 2

1
2

iz

t z z izt z z
z
z

 − +
=


= − + − =  − −⇔ ⇔ =  = + − =  

=
 = −

 

Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm. 
Bài 12: Giải phương trình: 2( )( 3)( 2) 10z z z z− + + = , z∈C. 
Giải: 
PT⇔ ( 2)( 1)( 3) 10z z z z+ − + = ⇔ 2 2( 2 )( 2 3) 0z z z z+ + − =  
 Đặt 2 2t z z= + . Khi đó phương trình (8) trở thành:      
Đặt 2 2t z z= + . Khi đó phương trình (8) trở thành 
           2 3 10 0t t− − =  

         
12

5 1 6

z it
t z

= − ±= −
⇔ ⇒  = = − ± 

 

Vậy phương trình có các nghiệm: 1 6z = − ± ; 1z i= − ±  
Bài 13:Gọi 1 2 3 4z , z , z , z là bốn nghiệm của phương trình 4 3 2z z 2z 6z 4 0− − + − =  trên tập  

           số phức tính tổng: 2 2 2 2
1 2 3 4

1 1 1 1S
z z z z

= + + + . 

Giải:  
PT: 4 3 2z z 2z 6z 4 0− − + − = ( )( )( )2z 1 z 2 z 2z 2 0⇔ − + − + = (1) 
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Không mất tính tổng quát ta gọi 4 nghiệm của(1)là  

1

2

3

4

z 1
z 2
z 1 i
z 1 i

=
 = −
 = +


= −

 

Thay và biểu thức ta có: 
( ) ( )2 22 2 2 2

1 2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 5S 1
z z z z 4 41 i 1 i

= + + + = + + + =
− +

 

D. Bài tập TNKQ. 
Câu 1. Trong  , phương trình 2 0iz i+ − =  có nghiệm là: 

A. 1 2z i= − . B. 2z i= + . C. 1 2z i= + . D. 4 3z i= − . 
Câu 2. Trong  , phương trình (2 3 ) 1i z z+ = −  có nghiệm là: 

A. 7 9
10 10

z i= + . B. 1 3
10 10

z i= − + . C. 2 3
5 5

z i= + . D. 6 2
5 5

z i= − . 

Câu 3. Cho số phức z  thỏa mãn: (1 2 ) 7 4z i i+ = + . Tìm mô đun số phức 2z iω = + . 
A. 4. B. 17 . C. 24 . D. 5. 

Câu 4. Trong  , phương trình ( )2 4 0i z− − =  có nghiệm là: 

A. 8 4
5 5

z i= −  B. 4 8
5 5

z i= −  C. 2 3
5 5

z i= +   D. 7 3
5 5

z i= −
 

Câu 5. Trong  , phương trình ( )( )2 3 0iz z i− + =  có nghiệm là: 

A. 
0
2 3

z
z i
=

 = −
. B. 

0
5 3

z
z i
=

 = +
.
 

C. 
0
2 3

z
z i
=

 = +
. D. 

0
2 5

z
z i
=

 = −
. 

Câu 6. Cho số phức thỏa mãn ( )1 2 2 4z i z i+ − = − . Tìm môđun của 2w z z= −  

A. 10 . B. 10. C. 2. D. 2 . 
Câu 7. Trong  , phương trình 2 1 0z z− + =  có nghiệm là 

A. 

31
2
31

2

z i

z i


= +




= −


. B. 

1 3
2 2
1 3
2 2

z i

z i


= +




= −


.  

C. 

51
2
51

2

z i

z i


= +




= −


. D. 

1 5
2 2
1 5
2 2

z i

z i


= +




= −


. 

Câu 8. Gọi 1z  và 2z là các nghiệmcủa phương trình 2 2 5 0z z− + = . Tính 4 4
1 2P z z= +  

A. 14− . B. 14 . C. 14i− . D. 14i . 
Câu 9. Gọi 1 2,z z  là 2 nghiệm phức của phương trình 2 2 5 0z z+ + = . Giá trị của 2 2

1 2A z z= +   

A. 6. B. 8. C. 10. D. 10   
Câu 10. Gọi 1z là nghiệm phức có phần ảo âm của phương trình 2 2 3 0z z+ + = . Tọa độ điểm 

M biểu diễn số phức 1z  là: 
A. ( 1;2)M − . B. ( 1; 2)M − − . C. ( 1; 2)M − − . D. ( 1; 2 )M i− − . 

Câu 11. Gọi 1z  và 2z lần lượt là nghiệmcủa phươngtrình: 2 2 5 0z z− + = . Tính 1 2F z z= +  

A. 2 5 . B. 10. C. 3. D. 6. 
Câu 12. Nghiệm của phương trình 4 2 2 0z z− − = là 
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A. 2; 1− . B. 2; i± ± . C. 1; 2i± ± . D. 2 , i± . 
Câu 13. Cho số phức 3 4z i= +  và z  là số phức liên hợp của z . Phương trình bậc hai nhận z  và 

z  làm nghiệm là 
A. 2 6 25 0z z− + = . B. 2 6 25 0z z+ − = .   
C. 2 36 0

2
z z i− + = . D. 2 16 0

2
z z− + = . 

Câu 14. Trong , Phương trình 3 1 0z + =  có nghiệm là 

A. 1− . B. 1 31;
2
i±

− .
 

C. 1− ; 5 3
4
i± . D. 2 31;

2
i±

− . 

Câu 15. Trong , phương trình − =4z 1 0  có nghiệm là 

A. 
2
2

z
z i
= ±

 = ±
. B. 

3
4

z
z i
= ±

 = ±
. C. 

1z
z i
= ±

 = ±
. D. 

1
2

z
z i
= ±

 = ±
. 

Câu 16. Trong  , biết 1 2,z z  là nghiệm của phương trình 2 3 1 0z z− + = . Khi đó, tổng bình 
phương của hai nghiệm có giá trị bằng: 
A. 0. B. 1. C. 3 . D. 2 3 . 

Câu 17. Tìm số phức z  thỏa mãn: ( )2 10z i− + =  và . 25z z = . 
A. 3 4z i= +  hoặc 5=z . B. 3 4z i= − +  hoặc 5z = − . 
C. 3 4z i= −  hoặc 5=z . D. 4 5z i= +  hoặc 3=z . 

Câu 18. Phương trình iz 2 i 0+ − =  (với ẩn z) có nghiệm là: 
 A. 1 1i+ . B. 1 2i+ . C. 1 2i− . D. 1 i− . 
Câu 19. Các căn bậc hai của số phức 1 4 3i+  là: 
 A. ( )3 2 i± − . B. ( )2 i 3± − . C. ( )2 i 3± + . D. ( )3 2 i± + . 

Câu 20. Phương trình 1
z 2

z
+ =  có nghiệm là: 

 A. ( )2
1 i

2
± . B. ( )2

1 i
2

− ± . C. ( )1
1 i

2
± . D. ( )1

1 i
2

− ± . 

Câu 21. Phương trình 4z 4 0+ =  có nghiệm là: 
 A. ( )1 i± +  và ( )1 i± − . B. ( )1 i± +  và ( )2 i± − . 

 C. ( )2 i± +  và ( )1 i± − . D. ( )2 i± +  và ( )2 i± − . 
Câu 22. Phương trình iz 2 i 0+ − =  (với ẩn z) có nghiệm là: 
 A. 1 1i+ . B. 1 2i+ . C. 1 2i− . D. 1 i− . 
Câu 23. Các căn bậc hai của số phức 1 4 3i+  là: 
 A. ( )3 2 i± − . B. ( )2 i 3± − . C. ( )2 i 3± + . D. ( )3 2 i± + . 

Câu 24. Phương trình 1
z 2

z
+ =  có nghiệm là: 

 A. ( )2
1 i

2
± . B. ( )2

1 i
2

− ± . C. ( )1
1 i

2
± . D. ( )1

1 i
2

− ± . 

Câu 25. Phương trình 4z 4 0+ =  có nghiệm là: 
 A. ( )1 i± +  và ( )1 i± − . B. ( )1 i± +  và ( )2 i± − . 

 C. ( )2 i± +  và ( )1 i± − . D. ( )2 i± +  và ( )2 i± − . 
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Tiết 10, 11, 12 
LUYỆN TẬP – KIỂM TRA 

 
CÁC CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM- LUYỆN TẬP  
Câu  1: Tìm số phức z P

–
PP

1
P biết rằng 2(2 ) (3 2 )z i i= − −  

A. 1 18325
325

z i− = −  B.  1 1 325
325 18

z i− = −  

    C.  1 1 18
325 325

z i− = −  D.  1 325325
18

z i− = −  

Câu  2 : Tìm số phức z + 2 biết 2010(1 )z i= +  
A. 10052 2z i+ =  B.  10052 2z i+ = −  

    C.  10052 2 2z i+ = −  D.  10042 2z i+ = −  

Câu  3:Cho số phức 
2010

1005

5 (1 )
1 2 2

iz
i

+
= +

+
. Tìm số phức 12 3z z− +  

A. 12 3 4 4 .z z i− + = +  B.  12 3 4 4 .z z i− + = −  
    C.  12 3 3 4 .z z i− + = +  D.  12 3 1 .z z i− + = +  

Câu  4:Tìm phần thực a và phần ảo b của các số phức  10(1 )
i
i+

 

A. a = 0 và b = 32 B.  a = 32 và b = 0 
    C.  a = 0 và b = - 32 D.  a = - 32 và b = 0 

Câu  5:Tìm phần thực a và phần ảo b của các số phức  (3 2 )(1 3 ) (2 )
1 3

i i i
i

+ −
+ −

+
 

 A. 

17 7 3
4

11 9 3
4

a

b

 +
=


+ = −

 B.  

17 7 3
4

11 9 3
4

a

b

 −
=


− = −

 

    C.  

17 7 3
4

11 9 3
4

a

b

 −
=


+ = −

 . D.  

17 7 3
4

11 9 3
4

a

b

 − −
=


− + = −

 

Câu  6: Tìm phần ảo a của số phức z, biết 2( 2 ) (1 2 )z i i= + − . 
A. a 2=   B.  a 2= −  

    C. a 2= − .  D.  a 2 2= −  

Câu  7:Cho số phức z thỏa mãn 
3(1 3 )

1
−

=
−

iz
i

. Tìm môđun của số phức z iz+  

A. z iz 2+ =  B.  z iz 4 2+ =  

 C.  z iz 8 2i+ =  D. z iz 8 2+ =   

Câu  8:Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, tập hợp các điểm biểu diễn các số phức thỏa mãn 
điều kiện: 1 2 2+ − =z i là:  
A. đường tròn tâm I(–1; 2) bán kính R = 2. B. đường tròn tâm I(–1; -2) bán kính R = 2.  
    C.  đường tròn tâm I(1; - 2) bán kính R = 2. D. đường tròn tâm I(1; 2) bán kính R = 2.  
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Câu  9:Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, tập hợp các điểm biểu diễn các số phức thỏa mãn 
điều kiện: 2 6z z− =  là:  

A.  
2 2

( ) : 1
36 4
x yE + = . B.  

2 2

( ) : 1
6 4
x yE + =  

    C.  
2 2

( ) : 1
9 4
x yE + =  D.  

2 2

( ) : 1
4 36
x yE + =  

Câu  10: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, tập hợp điểm biểu diễn các số phức z thỏa mãn điều kiện z 
– (3 – 4i)= 2 là:  

A. đường tròn tâm I(- 3; - 4), bán kính R = 2   B.  đường tròn tâm I(3; - 4), bán kính R = 4   
    C.  đường tròn tâm I(3; 4), bán kính R = 2   D.đường tròn tâm I(3; - 4), bán kính R = 2   
Câu  11 : Tìm số phức z thỏa mãn phương trình:  2 22 | | 4 6z z z i− + = +  

A. z = 2 + i B.  z = 2 
    C.  z = 2 - i D.  z = i 

Câu  12:Tìm số phức z thoả mãn hệ phương trình  ( )22

| | 4 (1)

9 (2)

z z

z z

 + =


+ =

 

A. z = 3 + i B.  z = 2i 
    C.  z = 2 + i hoặc z = 2 – i,  hoặc z = – 2 + i 
hoặc z = – 2 – i. 

D.  z = 2 - 3i 

Câu  13:Tìm tất cả các số phức z thỏa mãn hai điều kiện |z + i – 1 | = 5  và 5. =zz  
A. z = 2 - i và z =  1 – 2i. B. z = 3 + i và z =  1 – i.  

    C.  z =  i và z = – 1 – 2i. D.  z = 2 + i và z = – 1 – 2i. 
Câu  14:Tìm tất cả các số phức z thoả mãn : z (2 i) 10 và z.z 25− + = = . 

A. z = 3 - 4i  B.  z = 3 + 4i và z = 5  
    C.  z = 2 + 4i và z = 4  D.  z = 4i và z = 5  
Câu  15: Tìm số phức z = x + yi, biết rằng hai số thực x, y thỏa mãn phương trình phức sau:   
                      x(2 – 3i) + y(1 + 2i)P

3
P = (2 – i)P

2 

A. 
50 1
37 37

z i= −  B.  
37 37
50

z i= −  

    C.  
5 1

37 37
z i= −  D.  

50 1
37 37

z i= − +  

Câu  16:Trên tập số phức, tìm x biết : 5 – 2ix = (3 + 4i) (1 – 3i)  
 

A. 
5 5
2

x i= −  B. 
55
2

x i= +   

    C.  
5 5
2

x i= +  D.  
55
2

x i= −  

Câu  17:Trên tập số phức, tìm x biết: (3 + 4i) x = (1 + 2i) (4 + i)   

A.
1925
25

x i= +   B.  
42 19
25 25

x i= +  

    C.  
25 19
42 25

x i= +  D.  
25 25
42 19

x i= +  

Câu  18:Gọi zR1R và zR2R là hai nghiệm của phương trình zP

2
P – z + 5 = 0 trên tập số phức. Tính giá trị 

biểu thức A = |zR1R|P

2
P + |zR2R|P

2
P + |zR1R+ zR2R|P

2
P. 

A. A = 99 B.  A =  101 
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    C.  A = 102 D.  A = 100 
Câu  19:Gọi zR1R, zR2R là hai nghiệm phức (khác số thực) của phương trình zP

3
P + 8 = 0. Tính giá trị biểu 

thức: A = 
||

1||||
21

2
2

2
1 zz

zz ++  

A. 33
4

A =  B.  3
4

A =  

    C.  4
33

A =  D.  35
4

A =  

Câu  20: Gọi zR1R và zR2R là 2 nghiệm phức của phương trình: zP

2 
P+ 2z + 10 = 0. Tính giá trị của biểu 

thức              
                                     M = zR1RP

2 
P+ z2P

2
P. 

 
A. M = 21 B.  M = 10 

     C.  M = 20 D.  M = 2 
 

LỜI GIẢI CHI TIẾT  
 

Câu  
số 

Đáp 
án Lời giải  

1 C Ta có: 
2 2 2

1

(2 ) (3 2 ) (4 4 )(3 2 ) (3 4 )(3 2 ) 9 18 8 1 18
1 18 .

1 1 18 1 18
1 18 (1 18 )(1 18 ) 325 325

−

= − − = − + − = − − = − + = −
⇒ = +

−
⇒ = = = −

+ + −

z i i i i i i i i i i
z i

iz i
i i i

 

2 C ( ) ( )
1005 100522010 2 1005 1005 1004 1005

1005 1005

(1 ) 1 1 2 (2 ) 2 . 2

2 2 2 2

z i i i i i i i i

z i z i

 = + = + = + + = = = 
⇒ = − ⇒ + = −

 

3 A 
( ) ( )

2010 1005 10052 2
1005 1005 1005

1005 1005 1004 4.201
1005 1005

1

1

5 (1 ) 1 11 2 1 1 2 1 2
1 2 2 2 2

1 11 2 (2 ) 1 2 2 . 1 2 . 1
2 2

1 11  và
1 2

2 3 1 3(1 ) 4 4 .

iz i i i i i
i

i i i i i i i i i

iz i z
i

z z i i i

−

−

+  = + = − + + = − + + + +

= − + = − + = − + = −

+
⇒ = + = =

−
⇒ + = + + + = +

 

4 B Ta có: 2 2(1 ) 1 2 2i i i i+ = + + =  
Do đó: 

 
( ) ( )5 510 2 5 5

10

(1 ) (1 ) 2 2 32

1
(1 ) 32 32

+ = + = = =

⇒ = =
+

i i i i i

i i
i i

 

Vậy phần thực của số phức là 32 và phần ảo của số phức là 0. 
5 C Ta có: 
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(3 2 )(1 3 ) (9 7 )(1 3)(2 ) (2 )
41 3

(9 7 3) (7 9 3) 4(2 ) 17 7 3 11 9 3
4 4 4

+ − − −
+ − = + −

+

− − + + − − +
= = −

i i i ii i
i

i i i

 

Vậy phần thực của số phức là 17 7 3
4
−  và phần ảo của số phức là 11 9 3

4
+

− . 

 
6 C 2z ( 2 i) (1 2i) (1 2 2i)(1 2i) 5 2i= + − = + − = + . 

Do đó: z 5 2i= −  ⇒ Phần ảo của số phức z là 2− . 
 

7 D 3 2(1 3i) 1 3 3i 9i 3 3i 8 8(1 i)z 4 4i z 4
1 i 1 i 1 i 2

z iz 4 4i i( 4 4i) 8(1 i) z iz 8 2

− − + + − − +
= = = = = − − ⇒ = −

− − −
⇒ + = − − + − + = − + ⇒ + =
 

8 A Gọi ( , )z x yi x y= + ∈ , ta có: 1 2 ( ) 1 2 ( 1) ( 2)z i x yi i x y i+ − = + + − = + + −  

Do đó:  2 2 2 21 2 2 ( 1) ( 2) 2 ( 1) ( 2) 4+ − = ⇔ + + − = ⇔ + + − =z i x y x y  
Vậy tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z là đường tròn tâm I(–1; 2) bán kính R 
= 2. 
 

9 A Gọi ( , )z x yi x y= + ∈ , ta có: 2 ( ) 2( ) 3z z x yi x yi x yi− = − − + = − −  

Do đó:  
2 2

2 2 2 22 6 ( ) (3 ) 6 9 36 1
36 4

− = ⇔ − + = ⇔ + = ⇔ + =
x yz z x y x y  

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z là elip có phương trình chính tắc là: 
2 2

1
36 4
x y

+ = . 

10 D Gọi ( , )z x yi x y= + ∈ . Ta có z – (3 – 4i) = x – 3 + (y + 4)i 

Do đó: z – (3 – 4i) = 2 ⇔ 2 2(x 3) (y 4) 2− + + =   
⇔ (x – 3)P

2
P + (y + 4)P

2
P = 4 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z  là đường tròn tâm I(3; 4)− , bán kính 
R = 2 

11 A Gọi z = a + bi (a, b ∈ R), ta có: 
2 2 2 2 2 22 | | 4 6 2 2( ) ( ) 4 6− + = + ⇔ − + − − + + = +z z z i a b abi a bi a b i  

2
2 2 2 4

2 2 2 ( 1) 4 6
2 ( 1) 6
 − =

⇔ − + + = + ⇔ 
+ =

a a
a a b a i i

b a
 

1 2 2
2 ( 1) 6 2 ( 1) 6 1
a a a
b a b a b
= − = =  

⇔ ∨ ⇔  + = + = =  
 

Vậy z = 2 + i 
12 C Gọi ( , )z a bi x y= + ∈  thì: 

( )22

| | 4 | 2 | 4 2
| 4 | 8 28

z z a a
abi bz z

 + = = = ±  ⇔ ⇔  = = ±− =  
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Do đó các số phức cần tìm là: 2 + i, 2 – i, – 2 + i và – 2 – i. 
13 D Gọi z = a + bi (a, b ∈  ). Ta có: 

2 2

2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2 2

| ( 1) ( 1) | 5| 1| 5
5. 5

1( 1) ( 1) 5 2 2 3
55 5

1 1 2 1
1 2( 1) 5 2 2 4 0

 − + + =+ − =  ⇔ 
+ == 

− = − + + = + − + =  ⇔ ⇔ ⇔  
+ =+ = + =   

= + = + = = −   
⇔ ⇔ ⇔ ∨   = = −+ + = + − =   

a b iz i
a bz z

a ba b a b a b
a ba b a b

a b a b a a
b bb b b b

 

Vậy có hai số phức thỏa mãn đề toán là z = 2 + i và z = – 1 – 2i. 
14 B Đặt z = a + bi với a, b ∈   thì z – 2 – i = a – 2 + (b – 1)i  

Ta có: 

 
{

{ { {

2 2

2 22 2

2

z (2 i) 10 4a 2b 20(a 2) (b 1) 10
a b 25a b 25z.z 25

b 10 2a a 3 a 5
b 4 b 0a 8a 15 0

 − + = + = − + − =⇔ ⇔  + =+ ==
= − = =⇔ ⇔ ∨= =− + =

 

Vậy z = 3 + 4i và z = 5  
15 A (1) ⇔  x(2 – 3i) + y(1 + 6i  – 12 – 8i) = 4 – 4i – 1 

⇔ (2x – 11y) + ( – 3x – 2y)i = 3 – 4i 

⇔ 










−=

=
⇔





−=−−
=−

37
1

37
50

423
3112

y

x

yx
yx

 

Vậy số phức z cần tìm là: 
50 1
37 37

z i= − . 

16 C (1) 2 5 (3 4 )(1 3 ) 2 5 (3 9 4 12)
52 5 (15 5 ) 2 10 5 5
2

⇔ = − + − ⇔ = − − + +

⇔ = − − ⇔ = − + ⇔ = +

ix i i ix i i

ix i ix i x i
 

17 D 2 9 42 19(2) (3 4 ) (4 8 2) (3 4 ) 2 9
3 4 25 25
+

⇔ + = + + − ⇔ + = + ⇔ = = +
+

ii x i i i x i x i
i

 

18 B 
Phương trình đã cho có hai nghiệm là:               

2
191,

2
191

21
iziz +

=
−

=  

       

11

50
2

199
2

191

50
2

199
2

191

2121

2
2

2
2

2

2
1

2
2

1

=+⇒=+

=⇒
+−

=






 +
=

=⇒
−−

=






 −
=

zzzz

ziiz

ziiz

 

⇒ A =  |z1|P

2
P + |z2|P

2
P + |z1+ z2|P

2
P = 101 

19 A Xét phương trình: zP

3
P + 8 = 0 

Ta có:  
zP

3
P + 8 = 0 ⇔  (z + 2)(zP

2
P – 2z + 4) = 0 
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=+−

−=
⇔

042
2

2 zz
z

 

⇒ Hai nghiệm phức (khác số thực) của (1) là nghiệm phương trình: 
                   zP

2
P – 2z + 4 = 0 

 
4
114)31)(31(.

31,31

21
21

21

=⇒=+−=⇒

+=−=⇒

zz
iizz

iziz
 

Do đó: ( )2 22 2 2 2
1 2

1 2

1 1 33| | | | 1 3 1 3
| | 4 4

z z
z z

+ + = + − + + + = . 

20 C 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2

1 3 , 1 3

( 1) ( 3) ( 1) (3) 20

z i z i

z z

= − − = − +

⇒ + = − + − + − + =
 

 
 

KIỂM TRA 1 TIẾT: Chuyên đề số phức 
I. MỤC TIÊU 

  Kiểm tra mức độ đạt chuẩn KTKN trong chương trình môn Toán lớp 12 sau khi học xong 
chương số phức. 
  1. Kiến thức.  
 Củng cố  định nghĩa số phức. Phần thực, phần ảo, môđun của số phức. Số phức liên hợp. 
Cách giải phương trình bậc hai với hệ số thực trên tập số phức. Biểu diễn số phức trong mặt phẳng 
tọa độ. 

2. Kĩ năng.  
 Tìm được phần thực, phần ảo, môđun của số phức. Điểm biểu diện của số phức 
 Thực hiện được các phép cộng, trừ, nhân, chia số phức. 
 Giải được phương trình bậc hai với hệ số thực trên tập số phức 

3. Thái độ.  
  Rèn luyện tính cẩn thận, chính xác. Độc lập khi làm bài kiểm tra  

II. HÌNH THỨC ĐỀ KIỂM TRA 
 Hình thức kiểm tra: TNKQ. 
 Học sinh làm bài trên lớp. 

III. MA TRẬN ĐỀ 
Chủ đề Nhận biết Thông hiểu Vận dụng Tổng 

Dạng đại số các phép toán 
trên tập số phức  

Số câu: 4 
Số điểm:1,6 

Số câu: 4 
Số điểm:1,6  

Số câu: 2 
Số điểm: 0,8 

Số câu: 10 
Số điểm: 4,0 

Phương trình bậc hai với 
hệ số thực  

Số câu: 3 
Số điểm: 1,2 

Số câu:  3 
Số điểm: 1,2  

Số câu: 4 
Số điểm: 1,2  

Số câu: 10 
Số điểm: 4,0 

Biểu diễn hình học của số 
phức 

Số câu: 1 
Số điểm:0,4 

Số câu: 1 
Số điểm: 0,4 

Số câu: 3 
Số điểm: 1,2 

Số câu: 5 
Số điểm: 2,0 

Tổng 
Số câu:  
Số điểm:  

Số câu:  
Số điểm:  

Số câu:  
Số điểm:  

Số câu:  
Số điểm:  

IV. CÁC CHUẨN ĐÁNH GIÁ 

Chủ đề Câu Chuẩn đánh giá 
Dạng đại số 

các phép toán 
trên tập số 

1 Biết xác định phần thực phần ảo của một số phức 

3 Nhận biết được số phức liên hợp 
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phức 5 Hiểu và tính được mođun của số phức 

9 Biết cách tính tổng của hai số phức 

10 Biết cách nhân hai số phức 

11 Hiểu và tính được tích các số phức 

12 Hiểu và tính được lũy thừa một số phức 

13 Hiểu và thực hiện được phép chia số phức. 

14 Vận dung tìm được số phức thỏa mãn điều kiện cho trước 

15 
Vận dung các phép toán về số phức tìm được phần ảo của số phức thỏa 

mãn biểu thức cho trước. 

Phương trình 
bậc hai với hệ 

số thực 

16 Biết tính căn bậc hai của môt số âm cho trước . 

17  Biết  công thức tính căn bậc hai của môt số thực âm  

18 Nhận biết được công thức nghiệm của phương trình bậc hai với 0∆ < . 

19 Hiểu và giải được phương trình bậc hai với hệ số thực. 

20 Hiểu và giải được phương trình bậc hai với hệ số thực (dạng đặc biệt). 

21 Hiểu  và giải được  phương trình chứa ẩn ở mẫu. 

22 
Vận dụng giải được phương trình bậc hai để tính tổng bình phương hai 

nghiệm 

23 
Vận dụng giải được phương trình bậc hai để tính tổng bình phương môđun 

hai nghiệm 

24 
Vận dụng giải được phương trình bậc hai để tính được mođun của số phức 

thỏa mãn biểu thức cho trước. 

25 
Vận dụng giải được phương trình bậc hai ; tính được khoảng cách giữa hai 

điểm biểu diễn nghiệm của phương trình. 

Biểu diễn hình 
học của số 

phức 

2 Nhận biết được điểm biểu diễn của một số phức. 

4 
Hiểu và xác định được tâm và bán kính đường tròn biểu diễn số phức cho 

trước. 

6 
Vận dụng và xác định được  phương trình đường thẳng biểu diễn số phức 

cho trước. 

7 
Vận dụng và xác định được  phương trình đường thẳng biểu diễn số phức 

thỏa mãn biểu thức cho trước. 

8 
Vận dụng kiến thức tổng hợp về số phức xác định được điều kiên để điểm 

biểu diễn số phức nằm trong đường tròn có tâm và bán kính cho trước. 

V. ĐỀ KIỂM TRA 
Câu 1: Số phức z = 3 - 4i có phần thực bằng? 
A. 3  B. -3   C. -4  D. 4i 



 31 

Câu 2: Số phức z = 2 + 3i được biểu diễn bởi điểm M có tọa độ là: 
A. (2;-3) B. (2;3)   C. (2 ; 3i)     D.(2 ; i) 
Câu 3:  Số phức liên hợp của số phức z = a + bi ,a b∈  là số phức: 

A. z = -a + bi     B. z  = b - ai  C. z  = -a - bi  D. z  = a – bi 
Câu 4:  
Biết số phức z có tập hợp điểm biểu diễn trên mặt phẳng tọa độ là đường tròn tô đậm trong hình vẽ.  

 
Tập hợp các điểm biểu diễn số phức 1z −  là 
A. đường tròn tâm I(1;2), bán kính R=2 
B. đường tròn tâm I(2;2), bán kính R=2 
C. đường tròn tâm I(-3;-2), bán kính R=2 
D. đường tròn tâm I(2;-2), bán kính R=2 
Câu 5: Cho số phức z = 3 + 4i, khi đó z  bằng? 
A. 5   B. -5   C. 25   D. 3  
Câu 6: Điểm biểu diễn của các số phức z = 3 + bi với b ∈ R, nằm trên đường thẳng có phương trình 
là: 
 A. x = 3 B. y = 3 C. y = x D. y = x + 3 
Câu 7: Điểm biểu diễn của các số phức z = a + ai với a ∈ R, nằm trên đường thẳng có phương trình 
là: 
 A. y = x B. y = 2x C. y = 3x D. y = 4x 
Câu 8: Cho số phức z = a + bi ; ,a b∈ . Để điểm biểu diễn của z nằm trong hình tròn tâm O bán 
kính R = 2,  điều kiện của a và b là: 
A. a + b = 4  B. aP

2
P + bP

2
P > 4  C. aP

2
P + bP

2
P = 4  D. aP

2
P + bP

2
P < 4 

Câu 9: Cho số phức z = a + bi ,a b∈ , khi đó z + z  bằng? 
A. a  B. -2a  C. 2b  D. 2a   
Câu 10: Cho số phức z = a + bi ,a b∈ , khi đó z . z  bằng? 
A. aP

2
P               B. bP

2
P C. aP

2
P + bP

2
P            D. aP

2
P . bP

2
P          

Câu 11: Thu gọn z = i(2 - i)(3 + i) ta được: 
 A. z = 2 + 5i  B. z = 1 + 7i  C. z = 6  D. z = 5i 
Câu 12: Nếu z = 2 - 3i thì zP

3
P bằng: 

 A. -46 - 9i  B. 46 + 9i  C. 54 - 27i  D. 27 + 24i 

 Câu 13: Số phức z = 3 4i

4 i

−
−

 bằng? 

 A. 16 13
i

17 17
−   B. 16 11

i
15 15

−   C. 9 4
i

5 5
−   D. 9 23

i
25 25

−  

Câu 14: Cho số phức z = −
1 3

i
2 2

. Số phức 1 - z + zP

2
P bằng: 

 A. 1 3
i

2 2
− + . B. 2 - 3i  C. 1  D. 0 
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Câu 15: Cho số phức z = x + yi ≠ 1. (x, y ∈ R). Phần ảo của số z 1

z 1

+
−

 là:  

 A. 
( )2 2

2x

x 1 y

−

− +
 B. 

( )2 2

2y

x 1 y

−

− +
 C. 

( )2 2

xy

x 1 y− +
 D. 

( )2 2

x y

x 1 y

+

− +
 

Câu 16: Căn bậc hai của -5 là: 
A. 5   B. 5−                       C. 5± −             D. 5i±  
Câu 17: Căn bậc hai của số thực a âm là: 
A. a   B. a−                       C. a± −             D. i a±  
Câu 18: Cho phương trình bậc hai 2ax 0bx c+ + = , có 2 4b ac∆ = − , nếu 0∆ < , phương trình có 
hai nghiệm phức xác định theo công thức: 

A. 1,2 2
bx

a
− ± ∆

=               B. 1,2
bx

a
− ± ∆

=      C. 1,2 2
b i

x
a

− ± ∆
=     D. 1,2

b
x

a
− ± ∆

=  

Câu 19: Trong   phương trình zP

2
P + 2z + 4 = 0 có nghiệm là: 

A. 1,2 1 3z = − ±  B. 1,2 1 5z = − ±      C. 1,2 1 3z i= − ±      D. 1,2 1 3z i= ±  
Câu 20: Trong C, phương trình zP

2
P  + 4 = 0 có nghiệm là: 

 A. 
z 2i

z 2i

=
 = −

  B. 
z 1 2i

z 1 2i

= +
 = −

  C. 
z 1 i

z 3 2i

= +
 = −

  D. 
z 5 2i

z 3 5i

= +
 = −

 

Câu 21: Trong C, phương trình 4
1 i

z 1
= −

+
 có nghiệm là: 

 A. z = 2 - i  B. z = 3 + 2i  C. z = 5 - 3i  D. z = 1 + 2i 
Câu 22:  Gọi 1 2,z z  là hai nghiệm phức của phương trình: 2 4 5 0z z− + = . Khi đó phần thực của 

2 2
1 2z z+  là: 

A. 6                                 B. 5                       C.4                         D.7 
Câu 23: Gọi 1 2;z z  là hai nghiệm của phương trình 2 2 4 0z z+ + = . Khi đó 

2 2

1 2P z z= +  
bằng: 

A. 2                          B. -7                       C. 8                D. 4 
Câu 24: Cho số phức z có phần ảo âm và thỏa mãn 2 3 5 0z z− + = . Modun của số phức 
w 2 3 14z= − +  bằng 

A.  13                        B.  17                         C.  11                              D. 5 
Câu 25: Gọi 1 2;z z  là hai nghiệm của phương trình 2 4 9 0z z− + − = . A,B lần lượt là điểm biểu 

diễn 1 2,z z . Độ dài AB là: 

A. 5                          B. 2 5                     C.  3 5                        D. 4 5  
VI. ĐÁP ÁN 
Mỗi câu 04, điểm 
Câu 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Đ.A A B D A A A A D D C B A A 
Câu 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25  
Đ.A D B D D C C A D A D D B  
 

--------------------Hết ------------------------- 



CHUYÊN ĐỀ: THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIÊṆ 
CHỦ ĐỀ 1: THỂ TÍCH KHỐI CHÓP 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 

1.Một số công thức tính thể tích:  

- Thể  tích của khối chóp: 
1. .
3

V B h=      

Trong đó:  B: diện tích đáy, h: chiều cao 
 
 
 

- Tỷ số thể tích: Cho hình chóp S.ABCD.Trên các đoạn thẳng SA,SB, 

S lần lượt lấy 3 điểm A’,B’,C’ khác với S.   Ta có:  

                                          

. ' ' '

.

' ' '. .S A B C

S ABC

V SA SB SC
V SA SB SC

=
 

 
2. Một số kiến thức bổ trợ:  
*) Diêṇ tı́ch hı̀nh phẳng 
2.1. Tam giác thường: 

* 1 1. sinC ( )( )( ) .
2 2 4

abcS AH BC ab p p a p b p c pr
R

= = = − − − = =   

* p là nủa chu vi, R bán kính đường tròn ngoãi tiếp , r là bán kính đường tròn nọi tiếp. 

2.2. Tam giác đều cạnh a: 

a) Đường cao: h = 
a 3

2
;        b) S = 

2a 3
4

 

c) Đường cao cũng là đường trung tuyến, đường phân giác, đường trung trực 
2.3. Tam giác vuông: 

a) S = 
1
2

ab (a, b là 2 cạnh góc vuông) 

b) Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác là trung điểm của cạnh huyền 
2.4. Tam giác vuông cân (nửa hình vuông): 

a) S = 
1
2

aP

2
P (2 cạnh góc vuông bằng nhau)                   b) Cạnh huyền bằng a 2  

2.5. Nửa tam giác đều: 
a) Là tam giác vuông có một góc bằng 30P

o
P hoặc 60P

o 

b) BC = 2AB          c) AC = 
a 3

2
            d) S = 

2a 3
8

 

2.6. Tam giác cân:    a) S = 
1 ah
2

(h: đường cao; a: cạnh đáy) 

b) Đường cao hạ từ đỉnh cũng là đường trung tuyến, đường phân giác, đường trung trực 
2.7. Hình chữ nhật:     S = ab (a, b là các kích thước) 

60o 30o
CB

A

 
C 

 
 

A 

 
S 

 H 

 
C 

 B 

 
A 

 
S 

 
 

 A' 

B' 
C' 



2.8. Hình thoi:    S = 
1
2

dR1R.dR2R (dR1R, dR2R là 2 đường chéo) 

2.9. Hình vuông:    a)  S = aP

2
P      b) Đường chéo bằng a 2  

2.10. Hình bình hành:    S = ah (h: đường cao; a: cạnh đáy) 
2.11.Hình Thang: S= ½.h.(đáy lớn + đáy bé) 
Chú ý : Các hê ̣thức lươṇg trong tam giác. 
*)  Xác định góc giữa đường thẳng d và mp(P). 

• Nếu  ( )d P⊥   thì  0( ,( )) 90d P =  
• Nếu không vuông góc với ( )P  thì: 

- Xác định hình chiếu vuông góc d’ của d trên (P) .  

               Khi đó : 
 ( ,( )) ( , ')d P d d α= = . 

*) Xác định góc giữa hai mặt phẳng cắt nhau (P) và (Q). 

 

 

( ) ( )
( ),

(( ),( )) ( , )
( ),

P Q d
a P a d

P Q a b
b Q b d
a b I d

∩ = 
⊂ ⊥ ⇒ =⊂ ⊥ 
∩ = ∈   

*)  Khoảng cách giữa 2 đường thẳng chéo nhau a và b. 
* Nếu a b⊥  thì 
- Dựng mp(P) b⊃  và mp(P) a ⊥ tại A 
- Dựng AB vuông góc với  b tại B 
  Khi đó:    ( , )d a b AB=  
  
 

a

bA

B

 
 
* Nếu a và b không vuông góc thì 
Cách 1:  
- Dựng mp(P) a ⊥ tại O và { }( )P b I∩ =  
-  Dựng hình chiếu vuông góc b’ của b trên (P) 
-Trong (P) dựng OH vuông góc với b’tại H. 
-Từ H kẻ đường thẳng // với a cắt b tại B 
-Từ B kẻ đường thẳng // với OH cắt a tại A. 
  Khi đó:    ( , )d a b AB=  
Cách 2: 
- Dựng (P) b⊃  và mp(P)//a . 
- Dựng (Q) thỏa mãn A (Q),    A a,  ∈ ∈   
(Q) (P),(Q) (P)= c⊥ ∩  
- Trong (Q) kẻ AB vuông góc với c tại B 
   Khi đó:    ( , )d a b AB=  

a b

b'
O

I H

B
A

 

a

c
b

A

(P)

(Q)

B
 



 
B. KỸ NĂNG CƠ BẢN 

B 1: Xác định đáy và đường cao của khối chóp 

B2: Tính diện tích đáy B và chiều cao h 

B 3: Áp dụng công thức V = 
1 .
3

B h  

Chú ý:  Đường cao hình chóp.  
1/ Chóp có cạnh bên vuông góc, đường cao chính là cạnh bên. 
2/ Chóp có hai mặt bên vuông góc với đáy; đường cao là giao tuyến của hai mặt bên vuông góc đáy. 
3/ Chóp có mặt bên vuông góc đáy đường cao nằm trong mặt bên vuông góc đáy. 
4/ Chóp đều, đường cao từ đỉnh đến tâm đa giác đáy. 
5/ Chóp có hình chiếu vuông góc của một đỉnh xuống mặt đáy , đường cao là từ đỉnh tới hình chiếu. 
C. BÀI TÂP̣ LUYÊṆ TÂP̣ 
Bài tâp̣ 1.  

Cho khối tứ diện đều ABCD cạnh bằng 2a, M là trung điểm AD.  
a) Tính thể tích khối tứ diện ABCD. 
b) Tính khoảng cách từ M đến mp(ABC). 

Giải: 
a) Gọi E là trung điểm của BC và O là tâm của 

ABC∆ .Vì ABCD là tứ diện đều nên ( )⊥DO ABC  và 

AE BC ⊥ và 2 2 3,  
3 3

∈ = =
aO AE AO AE  

Trong ∆ vuông :DAO 2 2= −DO AD AO  

2 22 3 2 6(2 ) ( )
3 3

= − =
a aa         

  Mặt khác: ( )2
22 3

3
4

= =ABC

a
S a ,  

Vậy  thể tích khối tứ diện đều ABCD là 
1 .
3 ABCV S DO=

3
21 2 6 2 2. 3.

3 3 3
= =

a aa  

b) Kẻ MH// DO, khoảng cách từ M đến mp(ABC) là 

MH ; 1 6
2 3

aMH DO= =      

 

A

B

C

D

E
OH

M

 

 
Bài tập 2: Tính thể tích khối chóp S.ABCD. có đáy ABCD là hình vuông. 

a. Biết AB=2a , ( )SA ABCD⊥  và  góc giữa mặt (SBD) và (ABCD) bằng 060  

b. Biết AC=2a và  góc giữa SC và (ABCD) bằng  030  



Giải: 
a. Gọi O là giao điểm của AC và BD. Vì ABCD là hình 
vuông cạnh 2a nên ta có: AC BD⊥  và 

1AO AC a 2
2

= =  

Vì ( )SA ABCD⊥  Khi đó AO là hình chiếu vuông góc 
của SO trên (ABCD). mà BD AO⊥  nên SO BD⊥   
Do đó 
  (( ),( )) ( , )SBD ABCD SO AO SOA= = = 060  

Trong tam giác vuông SAO ta có: 

SA=AO.tanSOA 1 62.
63

aa= = ; 

( )2 22 4= =ABCDS a a (đvdt) 

Vậy .
1 .
3

=S ABCD ABCDV S SO
3

21 6 2 6.4 .
3 6 9

= =
a aa  

O

A

D C

B

S

 

b. Vì ( )SA ABCD⊥  nên AC là hình chiếu vuông góc của SC trên (ABCD).Do đó 

   ( ,( )) ( , )SC ABCD SC AC SCA= = = 030 .Trong tam giác vuông SAC ta có: 

 SA=AC.tanSCA 1 2 32 .
33

aa= = ; Gọi b là độ dài cạnh của hình vuông ABCD Ta có 

. 2 2 2= ⇒ =b a b a    Khi đó   ( )2
22 2= =ABCDS a a  (đvdt) 

Vậy      .
1 .
3

=S ABCD ABCDV S SO
3

21 2 3 4 3.2 .
3 3 9

= =
a aa (đvtt) 

Bài tâp̣ 3:Tính thể tích khối chóp SABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật AB=a,BC=3a, 
( )SA ABCD⊥ .Góc giữa SD và ABCD bằng 045 . 

Giải: 
a) Vì ( )SA ABCD⊥  nên AD là hình chiếu vuông góc của 
SD trên (ABCD).Do đó 
   

0( ,( )) ( , ) 45SD ABCD SD AD SDA= = =  

Xét tam giác SAD có   045SDA=  và  090SAD = nên 
SA=AD=3a 
  Ta có  2. .3 3= = =ABCDS AB BC a a a ,  
Vậy  thể tích khối tứ diện đều ABCD là 

2 3
.

1 1. .3 . 3
3 3

= = =S ABCD ABCDV S SA a a a   
 

A

D C

B

S

 
Bài tập 4: Cho hình chóp S.ABCD có cạnh đáy ABCD  là hình vuông cạnh bằng 3a. Mặt bên (SAB) 
là tam giác đều và vuông góc với mặt đáy.Gọi H là trung điểm của AB 

a. CMR ( )SH ABCD⊥  
b. Tính thể tích khối chóp S.ABCD theo a. 



c. Gọi M là điểm nằm trên AD sao cho 1 
4

=AM AD .Tính .S ABMV theo a. 

Giải: 
a. Vì ABC là tam giác đều cạnh 3a và H là trung 

điểm của AB nênSH AB⊥  và 
3a 3SH

2
=  

Khi đó Ta có : 
( ) ( )

( )
( )

SAB ABCD
SH AB SH ABCD
SH SAB

⊥


⊥ ⇒ ⊥
 ⊂

 

b.  Mặtkhác: ( )2 23 9= =ABCDS a a  
Vậy Thể tích khối chóp S.ABCD là 

.
1 .
3

=S ABCD ABCDV S SH
3

21 3 3 9 3.9 .
3 2 2

= =
a aa  

A

B

D

C

S

H

M  

c.Vì M là điểm nằm trên AD thỏa mãn 1 
4

=AM AD  nên.Tính 

21 1 1 1 9. .
4 4 2 8 8

= = = =
 ABM ABD ABCD ABCD

aS S S S  

Vậy  Thể tích khối tứ diện S.ABM là    

    
2 3

.
1 1 9 3 3 9 3. . .
3 3 8 2 16

= = =S ABM ABM
a a aV S SH  

Bài tâp̣ 5: Cho hình chóp S.ABC có AB = 5a, BC = 6a, CA = 7a. Các mặt bên (SAB), (SBC), (SCA) 
tạo với đáy  một góc 60P

0
P. Tính thể tích của khối chóp đó. 

* Hạ SH ⊥ (ABC) và kẻ HM ⊥AB, HN⊥BC, HP ⊥AC 

* Góc tạo bởi mặt bên (SAB) với đáy (ABC) là ϕ  = SMH
∧

 
= 60P

0
P                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

* Ta có: Các ∆ vuông SMH, SNH, SPH bằng nhau (vì có 
chung 1 cạnh  
           góc vuông và 1 góc nhọn bằng 60P

0
P) 

* Suy ra: HM = HN = HP = r là  bán kính đường tròn nội 
tiếp ∆ABC 

* Tính: VRS.ABCR = 
1
3

Bh = 
1
3

SRABC R.SH 

* Tính: SRABCR = p(p a)(p b)(p c)− − −      

 = p(p AB)(p BC)(p CA)− − −  (công thức Hê-rông* 

Tính: p = 
5 6 7 9

2
a a a a+ +

=      Suy ra: SRABCR = 26 6a  

  * Tính SH: Trong V∆ SMH tại H, ta có: tan60P

0
P = 

 

 

7a 

6a 

5a 
N M H 

P 
C 

B 

A 
60 ° 

S 



SH
MH

⇒SH = MH. tan60P

0 

* Tính MH: Theo công thức SRABCR = p.r = p.MH  

⇒MH = ABCS
p

 = 
2 6

3
a

    

Suy ra: SH = 2 2a   Vâỵ:  VRS.ABCR = 38 3a  
 
D. BÀI TÂP̣ TRẮC NGHIÊṂ KHÁCH QUAN 
Câu 1:  Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào UsaiU? 
A. Hình lập phương là đa điện lồi                     
B. Tứ diện là đa diện lồi 
C. Hình hộp là đa diện lồi   
UD.U Hình tạo bởi hai tứ diện đều ghép với nhau là một đa diện lồi 
Câu 2: Khối đa diện đều loại {4;3} có số đỉnh là:    A. 4       B. 6    C. 8         D. 10 
Câu 3:  Khối mười hai mặt đều thuộc loại  
UA.U {5, 3}         B. {3, 5} C. {4, 3}        D. {3, 4} 
Câu 4: Khối đa diện đều nào sau đây có mặt không phải là tam giác đều? 
UA.U Thập nhị diện đều       B. Nhị thập diện đều       C. Bát diện đều     D. Tứ diện đều 
Câu 5: Kim Tự Tháp ở Ai Cập có hình dáng của khối đa diện nào sau đây 
A. Khối chóp tam giác đều      B. Khối chóp tứ giác     
C. Khối chóp tam giác             UD.U Khối chóp tứ giác đều                            
Câu 6: Số đỉnh của hình mười hai mặt đều là :       UA .U 20        B. 12          C. 18           
Câu 7: Số mặt phẳng đối xứng của hình lập phương là:   A. 6.        B. 7.          C. 8.     UD.U 9. 
Câu 8: Mỗi đỉnh của hình đa diện là đỉnh chung của ít nhất: 
A. Hai mặt.                       UB.U Ba mặt.                    C. Bốn mặt.                 D. Năm mặt. 

Câu 9: Cho một khối chóp có thể tích bằng V . Khi giảm diện tích đa giác đáy xuống 
1
3

 lần thì thể 

tích khối chóp lúc đó bằng:     

  A. 
V
9

  B. 
V
6

    UC. U

V
3

    D. 
27
V  

Câu 10: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Biết ( )SA ABCD⊥  và 

SA a 3= .       Thể tích của khối chóp S.ABCD là:       

 A. a3 3  B. a3

4
  C. a3 3

3
 UD.U a3 3

12
 

 Câu 11: Cho khối tứ diện ABCD. Lấy một điểm M nằm giữa A và B, một điểm N nằm giữa C và D. 
Bằng hai mặt phẳng ( )MCD  và ( )NAB  ta chia khối tứ diện đã cho thành bốn khối tứ diện: 
A. AMCN, AMND, AMCD, BMCN       UB.U AMCD, AMND, BMCN, BMND 
C. AMCD, AMND, BMCN, BMND       D. BMCD, BMND, AMCN, AMDN 
Câu 12. Cho hình chóp .S ABC có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại ,  2A AB cm=  và có thể tích là 

38 .cm  Chiều cao xuất phát từ đỉnh S của hình chóp đã cho là. 
A. 3h cm= . B. 6h cm= . C. 10h cm= . UD. U 12h cm= . 

. 



Câu 13: Cho hình chóp S.ABC có SA a,=  tam giác ABC đều, tam giác SAB vuông cân tại S và 

thuộc mặt phẳng vuông góc với đáy. Thể tích khối chóp S.ABC là: 

 A. 
36a .

4
 B. 

36a .
24

 UC.U 
36a .

12
 D. 

36a .
8

 

Câu 14: Cho khối chóp tứ giác đều S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh 3cm. Cạnh bên tạo với 
đáy một góc bằng 60P

0
P. Thể tích của khối chóp đó là: 

 A. 
2

23                 UB.U 
2

69                     C. 
2

39                            D. 
2

63  

Câu 15. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại B với AC=a, biết SA vuông góc 

với đáy ABC và SB hợp với đáy một góc 060 . Thể tích khối chóp S.ABC là 

A. 3 6a    B. 
3 6
6

a
  UC.U 

3 6
12

a
   D. 

3 6
24

a
  

Câu 16. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a và SA vuông góc với đáy, mặt 

bên (SCD) hợp với đáy một góc 060 . Thể tích khối chóp S.ABCD là 

A. 3 3a    B. 
3 3
2

a
  UC.U 

3 3
3

a
   D. 

3 3
4

a
 

Câu 17. Cho tứ diện ABCD. Gọi B’ và C’ lần lượt là trung điểm của AB và AC. Tỉ số thể tích của 
khối tứ diện AB’C’D và khối tứ diện ABCD là 

A. 1
2

  UB.U 1
4

 C. 1
6

 D. 1
8

 

Câu 18: Cho hình chóp tam giác có đường cao bằng 100 cm và các cạnh đáy bằng 20 cm, 21 cm, 29 
cm. Thể tích của hình chóp đó bằng 
A. 36000cm                       B. 36213cm                         UC.U

37000cm                   D. 37000 2 cm   
Câu 19: Cho khối chóp đều S.ABC có cạnh đáy bằng a. Thể tích khối chóp S.ABC là ( biết cạnh bên 
bằng 2a)   

UA. U

3

.
11

12S ABC
aV =            B. 

3

.
3

6S ABC
aV =                 C. 

3

. 12S ABC
aV =             D. 

3

. 4S ABC
aV =   

Câu 20: Cho khối chóp S.ABCD có ABCD là hình vuông cạnh 3a.   Tam giác SAB cân tại S và nằm 
trong mặt phẳng vuông góc với đáy. Thể tích khối chóp S.ABCD  là (biết góc giữa SC và (ABCD) 
bằng 60P

0
P) 

 A. 3
. 18 3S ABCDV a=      UB.U 

3

.
9 15

2S ABCD
aV =       C. 3

. 9 3S ABCDV a=         D. 3
. 18 15S ABCDV a=  

 
Câu 21: Cho hình chóp S.ABCD có ABCD là hình bình hành có M và N theo thứ tự là trung điểm 

SA, SB. Khi đó .
.

VS CDMN
VS CDAB

 bằng: 



A.
3
4

   B.
1
8

   C.
3
8

    D.
1
4

 

Câu 22: Cho tứ diện ABCD có các cạnh BA, BC, BD đôi một vuông góc với nhau: 

BA = 3a, BC =BD = 2a. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và AD. Thể tích khối chóp 
C.BDNM là 

A. 38V a=    B. 
32

3
aV =       UC.U 

33
2
aV =         D. 3V a=  

Câu 23: Cho hình chóp S.ABCD biết ABCD là một hình thang vuông ở A và D; AB = 2a; AD = DC 
= a. Tam giác SAD vuông ở S. Gọi I là trung điểm AD. Biết (SIC) và (SIB) cùng vuông góc với 
mp(ABCD). Tính thể tích khối chóp S.ABCD theo a 

A. 
3

3

a
                                UB. U

3

4

a
                           C. 

33

4

a
                       D. 

3 3

3

a
 

 
Câu 24:  Cho khối chóp S.ABC có đường cao SA bằng a, đáy là tam giác vuông cân  đỉnh B có BA = 
BC = a . Gọi BP

’
P là trung điểm của SB, CP

’
P là chân đường cao hạ từ A của tam giác SAC. Thể tích khối 

chóp S.ABP

’
PCP

’
P là 

A.  
36
aV =                      B.    

3

12
aV =                       UC.U   

3

36
aV =                   D.  

3

4
aV =  

 
Câu 25: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và D; AB  AD  2a= = , 
CD = a; góc giữa 2 mặt phẳng (SBC) và (ABCD) bằng 60P

0
P. Gọi I là trung điểm của cạnh AD. Biết hai 

mặt phẳng (SBI) và (SCI) cùng vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Thể tích khối chóp S.ABCD theo 
a là 

       

A. 
33 13 aV

7
=         UB.U 

33 15 aV
5

=          C.   
33 5 aV

5
=             D.  

315 aV
15

=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
CHỦ ĐỀ 2: THỂ TÍCH KHỐI LĂNG TRU ̣

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Kiến thức cơ bản 
- Thể tích khối hộp chữ nhật:   . .V a b c=  Trong đó a,b,c là ba kích thước. 
    Đặc biệt: Thể tích khối lập phương: 3V a=   
                Trong đó a là độ dài cạnh của khối lập phương . 
- Thể tích khối lăng trụ:    .V B h=     Trong đó: B: diện tích đáy, h: chiều cao  
2. Kiến thức bổ trơ ̣
Tương tư ̣chủ đề 1 
B. KỸ NĂNG CƠ BẢN 

B1: Xác định đáy và đường cao của khối hộp,khối lăng trụ. 

B2: Tính diện tích đáy B và chiều cao h 

B3: Áp dụng công thức  .=V B h  
C. BÀI TÂP̣ LUYÊṆ TÂP̣ 
Bài tâp̣ 1: Tính  thể tích của khối lăng trụ tam giác đều có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng 2a 15  
 
Giải: Giả sử  khối lăng trụ tam giác đều có cạnh đáy bằng 
a và chiều cao bằng 2a 15  là ABCA’B’C’. 
 Khi đó  Thể tích của khối lăng trụ là 

2 3
ABCA'B'C' ABC

a 3 3a 5V AA'.S 2a 15.
4 2

= = =  

              
3 6
12

=
a (đvtt) 

A'

B'

C'

A

B

C

 
 
Bài tâp̣ 2: Cho lăng trụ tam giác ABC.AP

’
PBP

’
PCP

’
P có đáy ABC là một tam giác đều cạnh a và điểm AP

’
P 

cách đều các điểm A, B, C. Cạnh bên AAP

’
P tạo với mp đáy một góc 60P

0
P. Tính thể tích của lăng trụ 

Giải:          
a. Gọi H là hình chiếu ⊥  của A’trên (ABC). Do 
A’A=A’B=A’C  nên H là tâm của tam giác đều ABC. 

Ta có 
a 3AH=

3
và  0 A'AH=60      

Trong ∆  vuông AA’H ta có  

A’H = AH. tan60P

0
P = 

3 3
3

a . a=  

ABCS  = 
2 3
4

a
 

Vậy  Thể tích khối lăng trụ là 

 

A

B

C

A'

B'

C'

MH

 



2 3

' ' '
3 3. ' .

4 4
= = =ABCA B C ABC

a aV S A H a  

Bài tâp̣ 3: Tính thể tích của khối lập phương ABCD.A’B’C’D’  có đường chéo bằng AC'=2a 6  
 
Giải:          
Gọi b là độ dài cạnh của khối lập phương 
ABCD.A’B’C’D’  Ta có 
A'C'=a 2; ' ; ' 3AA b AC b= =  

Mặt khác Theo giả thiết ta có AC'=2a 6  nên 

3b =2a 6 2 2b a⇒ =  

Khi đó ( )2
22 2 8ABCDS a a= =   

Vậy  Thể tích khối lăng trụ là 

. ' ' ' '

2 2

. '

2 2.8 16 . 2

= =

= =
ABCD A B C D ABCDV S AA

a a a
  

D

A B

C

D'

A'

C'

B'

 

Bài tâp̣ 4: Cho lăng trụ đứng ABC.AP

’
PBP

’
PCP

’
P, đáy ABC là tam giác vuông tại A, AC = a, BC = 2a và 

AAP

’
P = 3a. Tính thể tích của lăng trụ 

 
 * Đường cao lăng trụ là AAP

’
P = 3a 

      * Tính: ABC.A B CV ′ ′ ′  = Bh = ABCS .AAP

’  

      * Tính: ABCS  = 
1
2

AB.AC  (biết AC = a)     

      * Tính AB: Trong V∆ ABC tại A, ta có:  
         ABP

2
P = BCP

2
P – ACP

2
P = 4aP

2
P – aP

2
P = 3aP

2 

        ĐS: ABC.A B CV ′ ′ ′  = 
33 3
2

a
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bài tâp̣ 5: Cho hình hộp ABCD.AP

’
PBP

’
PCP

’
PDP

’
P có đáy là hình thoi cạnh a, góc A

∧

= 60P

0
P. Chân đường 

vuông góc hạ từ  BP

’
P xuống đáy ABCD trùng với giao điểm hai đường chéo của đáy. Cho BBP

’
P = a. 

           a) Tính góc giữa cạnh bên và đáy 
           b) Tính thể tích hình hộp 
 a) Gọi O là giao điểm của 2 đướng chéo AC và BD 
        * BP

’
PO ⊥ (ABCD) (gt) 

        * Góc giữa cạnh bên BBP

’
P và đáy (ABCD) là   

= 'B BOϕ  

        * Tính = 'B BOϕ . Trong V∆ BBP

’
PO tại O, ta có: 

cosϕ  = 
OB
BB′

 = 
OB
a

  

+ ∆ABD đều cạnh a (vì A
∧

= 60P

0
P và AB = a) ⇒DB = a  

 
 
 
 
 
 

   
ϕ 

a 

60 ° 
a 

O 

D' C' 

B' 
A' 

D C 

B A 

 

2a 
3a 

a 

C' B' 

A' 

C B 

A 



⇒OB = 
1
2

DB = 
2
a

. Suy ra: cosϕ  = 
1
2
⇒  

ϕ  = 60P

0 
        b) * Đáy ABCD là tổng của 2 ∆ đều ABD và BDC 

⇒  ABCDS = 2. 
2 3
4

a
 = 

2 3
2

a
 

* ABCD.A B C DV ′ ′ ′ ′  = Bh = ABCDS .BP

’
PO = 

2 3
2

a
.BP

’
PO     

* Tính BP

’
PO: BP

’
PO = 

3
2

a
 (vì ∆ BP

’
PBO là nửa tam giác 

đều)   ĐS: 
33

4
a

 

Bài tâp̣ 6: Cho lăng trụ đứng ABC.AP

’
PBP

’
PCP

’
P, đáy ABC là tam giác vuông tại A, AC = a, C

∧

= 60P

0
P, 

đường chéo BCP

’
P của mặt bên (BCCP

’
PBP

’
P) hợp với mặt bên (ACCP

’
PAP

’
P) một góc  30P

0
P. 

           a) Tính độ dài cạnh ACP

’
P                 b) Tính thể tích lăng trụ 

* Xác địnhϕ  là góc giữa cạnh BCP

’
P và mp(ACCP

’
PAP

’
P) 

+ CM: BA ⊥ ( ACCP

’
PAP

’
P) 

BA ⊥AC (vì ∆ABC vuông tại A) 
BA ⊥AAP

’
P (ABC.AP

’
PBP

’
PCP

’
P lăng trụ đứng) 

 + ϕ  = BC A
∧

′  = 30P

0
P     

Tính ACP

’
P: Trong V∆ BACP

’
P tại A  

(vì BA ⊥ACP

’
P) 

 tan30P

0
P = 

AB
AC′

 ⇒ACP

’
P = 030

AB
tan

= AB 3  

 * Tính AB: Trong V∆ ABC tại A, ta có: tan60P

0
P = 

AB
AC

  

  ⇒AB = AC. tan60P

0
P = a 3  (vì AC = a).             ĐS: ACP

’
P = 3a 

       b) ABC.A B CV ′ ′ ′  = Bh = ABCS .CCP

’
P       

Tính: ABCS  = 
1
2

AB.AC = 
1
2

.a 3 .a = 
2 3
2

a
 

 Tính CCP

’
P: Trong V∆ ACCP

’
P tại C, ta có: CCP

’2
P = ACP

’2
P – ACP

2
P = 

8aP

2
P ⇒CCP

’
P = 2 2a      ĐS: ABC.A B CV ′ ′ ′  = aP

3
P 6  

 

 
D. BÀI TÂP̣ TRẮC NGHIÊṂ KHÁCH QUAN 
Câu 1: Khi tăng độ dài tất cả các cạnh của một khối hộp chữ nhật lên gấp đôi thì thể tích khối hộp 
tương ứng sẽ:  
  A. tăng 2 lần  B. tăng 4 lần  C. tăng 6 lần             UD.U tăng 8 lần    
Câu 2: Thể tích của khối lăng trụ có diện tích đáy B và chiều cao h là  

  

 

60 ° 

30 ° 

C' B' 
A' 

C B 

A 



UA. UV Bh=   B. 
1

3
V Bh=   C. 

1

2
V Bh=   D. 

4

3
V Bh=   

Câu 3. Cho hình hộp . ' ' ' 'ABCD A B C D . Gọi O  là giao điểm của 'AC  và 'B D . Phép đối xứng tâm 
O  biến lăng trụ . ' ' 'ABD A B D  thành hình đa diện nào sau đây:  
 A. . ' ' 'ABD A B D  B. . ' ' 'BCD B C D  C. . ' ' 'ACD A C D  D. . ' ' 'ABC A B C  
Câu 4: Cho một khối lập phương biết rằng khi tăng độ dài cạnh của khối lập phương thêm 2cm thì 
thể tích của nó tăng thêm 98cmP

3
P. Hỏi cạnh của khối lập phương đã cho bằng: 

UA.U 3 cm   B. 4 cm   C. 5 cm   D. 6 cm 
 
Câu 5: Một khối hộp chữ nhật ( )H  có các kích thước là , ,a b c . Khối hộp chữ nhật ( )H ′  có các kích 

thước tương ứng lần lượt là 
2 3, ,

2 3 4
a b c

. Khi đó tỉ số thể tích ( )

( )

H

H

V

V
′

 là  

A. 1
24

                      B. 1
12

                             C. 1
2

                           UD. U

1
4

 

Câu 6: Cho hình lăng trụ tam giác đều có các cạnh đều bằng a .Thể tích khối lăng trụ đều là: 

A.  
32 2
3

a                          B. 
3

3
a                            C.

32
3
a                               UD.U 

3 3
4

a  

Câu 7: Cho hình lăng trụ đứng 1 1 1.ABC A B C  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại ,A 2 2AB cm=  
và 1 2 .AA cm=  Tính thể tích V  của khối chóp 1 1.BA ACC  

A. 316
3

V cm= . B. 318
3

V cm= . C. 312
3

V cm= .    UD.U 38V cm= .  

Câu 8: Cho lăng trụ tam giác đều . ' ' 'ABC A B C  có cạnh đáy bằng a  , diện tích mặt bên ' 'ABB A  
bằng 22a . Tính thể tích lăng trụ . ' ' 'ABC A B C  

 UA.U 
3 3
2

a   B. 
3 3
4

a  C. 
3 3
6

a  D. 
3 3
12

a  

Câu 9: Cho lăng trụ đứng tam giác ' ' '.ABC A B C có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, có cạnh 

2BC a=  và ' 3aA B = . Thể tích khối lăng trụ là. 

A. 3 3a    B. 3 2a   UC.U 32 2a    D. 33 2a  

Câu 10. Cho hình lăng trụ đứng . ’ ’ ’ABC A B C có đáy là tam giác vuông cân tại B , 2AC a= , cạnh 
bên ' 2AA a= . Tính thể tích của khối lăng trụ . ’ ’ ’ABC A B C . 

A. 
3

.
3
a        B. 

3 3 .
6

a  C. 3.a  D.
3 3 .
2

a  

Câu 11: Cho khối lăng trụ . ' ' 'ABC A B C có đáy là một tam giác đều cạnh a , góc giữa cạnh bên và 
mặt đáy là 030 . Hình chiếu của 'A  trên mặt phẳng đáy ( )ABC trùng với trung điểm của cạnh BC . 
Thể tích khối lăng trụ là.  

A.  
3 3
4

a                    UB.U   
3 3
8

a                           C.    
3 3
3

a                          D.   
3 3
12

a  



Câu 12:  Với một tấm bìa hình vuông, người ta cắt bỏ ở mỗi góc tấm bìa một hình vuông cạnh 12cm  
rồi gấp lại thành một hình hộp chữ nhật không có nắp. Nếu dung tích của cái hộp đó là 34800cm  thì 
cạnh tấm bìa có độ dài là 
 A. 42cm   B. 36cm   UC.U 44cm   D. 38cm   
Câu 13: Cho lăng trụ đứng tam giác ' ' '.ABC A B C có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, có cạnh 

2BC a=  và ' 3aA B = . Tính thể tích khối lăng trụ. 

A. 3 3a    B. 3 2a   UC.U 32 2a    D. 33 2a  

Câu 14: Tổng diện tích các mặt của một hình lập phương bằng 96. Thể tích của khối lập phương đó 
là: 
     A. 84                            B. 91                           UC.U 64                         D. 48 
Câu 15: Thể tích của khối lập phương ABCD.A’B’C’D’ là (biết AD’ = 2a) 

A. 3V a=   B. 38V a=   UC. U

32 2V a=      D. 32 2
3

V a=   

Câu 16: Cho hình lăng trụ đứng ABC.A’B’C’ có đáy  là tam giác đều cạnh a. AA’ bằng . 2a . Thể 
tích khối lăng trụ ABC.A’B’C’ là 

A.  
3 7
4

=
aV                B.    

3 6
2

aV =                C.   
3 6
12

aV =              UD.U  
3 6
4

=
aV  

Câu 17: Cho lăng trụ đứng . ' ' 'ABC A B C có đáy là tam giác cân, = =AB AC a ,  0120=BAC . Mặt 

phẳng (AB'C') tạo với mặt đáy góc 60P

0
P. Thể tích lăng trụ ABC.A'B'C' bằng 

A.
3 3
2

a
                             B. 

33 3
2

a
                              C. 3a                       U D. U

33

8

a
 

Câu 18: Cho lăng trụ đứng ABC.A'B'C'  có đáy là tam giác cân, AB = AC =a,  0BAC 60= . Mặt 
phẳng (AB’C’) tạo với đáy một góc 60P

0
P. Tính thể tích khối trụ 

A. 
3a 3
8

  UB.U 
33a 3
8

  C. 
3a 3
4

  D. 
32a 3
4

 

Câu 19: Cho hình hộp đứng có đáy là hình thoi cạnh a và có góc nhọn bằng 60P

0
P Đường chéo lớn của 

đáy bằng đường chéo nhỏ của lăng trụ. Thể tích hình hộp là     

A. 
3a 3
8

                  B. 
33a 3
2

                UC. U

3a 6
2

              D. 
3a 3
4

 

Câu 20: Cho lăng trụ đứng tam giác ABC A'B'C' có đáy ABC là tam giác vuông  tại A với  
AC = a , ACB= 60 P

o 
Pbiết BC' hợp với (AA'C'C) một góc 30P

0
P.  Thể tích lăng trụ là 

A. 
3a 2
6

  B. 3a 7   C. 
3a 6
2

  UD. U

3a 6  

Câu 21: Cho lăng trụ tứ giác đều ABCD A'B'C'D' có cạnh đáy a và  mặt phẳng  (BDC') hợp với đáy 
(ABCD) một góc 60P

o
P. Thể tích khối hộp chữ nhật là 

UA.U 
3a 6
2

  B. 
3a 3
2

  C. 
3a 6
3

  D. 3a 6  

 



Câu 22: Cho lăng trụ tam giác ABC A'B'C' có đáy ABC là tam giác đều cạnh a và  điểm A' cách đều  

A,B,C biết  AA' = 2a 3
3

. Thể tích lăng trụ là     

A. 
3a 3
2

  UB. U

3a 3
4

  C. 
3a 3
3

  D. 3a 3  

Câu 23:  Cho lăng trụ ABC.A'B'C'  có đáy là tam giác đều cạnh a , Hình chiếu vuông góc của điểm 
A' lên mặt phẳng (ABC) trùng với trọng tâm tam giác ABC  . Biết khoảng cách giữa hai đường thẳng 

AA' và BC bằng a 3
4

. Khi đó thể tích của khối lăng trụ là 

UA.U 
3 3
12

a                    B. 
3 3
6

a            C. 
3 3
3

a          D. 
3a 3
4

 

Câu 24: Cho lăng trụ tam giác ABC.AP

’
PBP

’
PCP

’
P có đáy ABC là một tam giác đều cạnh a , a 6AA'=

2
 và 

hình chiếu của A trên (A’B’C’) là trung điểm của B’C’. Tính thể tích của lăng trụ trên. 

UA.U 
33

8
a                    B. 

3

8
a            C. 

3 3
3

a          D. 33a  

 
Câu 25: Cho lăng trụ . ' ' 'ABC A B C  có đáy là tam giác đều cạnh a  . Hình chiếu vuông góc của 'A  
lên mặt phẳng ( )ABC  là trung điểm của cạnh AB , góc giữa đường thẳng 'A C  và mặt đáy bằng 060 . 
Tính theo a  thể tích của khối lăng trụ . ' ' 'ABC A B C  

 UA.U 
33 3

8
a   B. 

33
8
a  C. 

33 3
4

a              D.
33

8
a   

 
                                  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



                                                   CHỦ ĐỀ III :  MẶT NÓN, MẶT TRỤ 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Mặt nón tròn xoay 

+ Diện tích xung quanh của mặt nón:  xqS rlπ=   

+ Diện tích toàn phần của mặt nón:   ( )2
TPS rl r r l rπ π π= + = +   

+ Thể tích của khối nón: 21 1
3 3nV Bh r hπ= =     

2. Mặt trụ tròn xoay 

+ Diện tích xung quanh của mặt trụ: 2xqS rlπ=  

+ Diện tích toàn phần của mặt trụ : ( )22 2 2TPS rl r r l rπ π π= + = +  

+ Thể tích của khối trụ : 2
TrV Bh r hπ= =      

* Chú ý :  

- Mặt trụ có độ dài đường sinh bằng chiều cao. 

- Diện tích xung quanh của mặt trụ bằng diện tích hình chữ nhật có hai kích thước là chu vi đường 
tròn đáy và độ dài đường sinh. 

- Tâm đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam giác đều trùng với trọng tâm của tam giác đều  

- Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác vuông trùng với trung điểm cạnh huyền. 

- Tâm đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp hình vuông trùng với tâm của hình vuông. 

- Tâm đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật trùng với tâm của hình chữ nhật. 

B. KĨ NĂNG CƠ BẢN 

- Xác định được bán kính đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp đa giác đáy của hình nón, hình trụ. 

- Xác định được độ dài đường sinh. 

- Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của mặt nón, mặt trụ. 

- Tính thể tích của khối nón, khối trụ.  

C. BÀI TẬP LUYỆN TẬP 
1) Mặt nón  

Bài tập 1: Trong không gian, cho tam giác ABC   



vuông tại ,   2 ,  30 .A AC a ABC= = °  Tính độ dài đưòng  

sinh của hình nón nhận được khi quay tam 

 giác ABC quanh trục .AB   

Lời giải:  Độ dài đường sinh 


4
sin
ACl BC a

B
= = =   

Bài tập 2: Cho hình nón, mặt phẳng qua trục và cắt hình nón  
tạo ra thiết diện là tam giác đều cạnh 2a. Tính diện tích xung 
 quanh của hình nón và thể tích của khối nón. 
Lời giải 
Mặt phẳng qua trục và cắt hình nón tạo ra tam giác đều cạnh 2a 
⇒  2 2R a= =  ⇒  2 2 2 2(2 ) 3h R a a a= − = − =  

Diện tích xung quanh : 2. .2 2xqS Rl a a aπ π π= = =  

Thể tích khối trụ : = = =
2 2 3

( )

. . 3 3
3 3 3

π π π
non

R h a a aV  

Bài tập 3: Một hình nón có đường sinh bằng 2a và thiết diện qua trục là tam giác vuông. 
a) Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình nón 
b) Tính thể tích của khối nón 
Lời giải 

a) Thiết diện qua trục là tam giác SAB vuông cân tại S nên A
∧

 = B
∧

 = 45P

0 

      ⇒  SO = OA = h=R= 2
2

a=


 

      ⇒  SRxqR = 22 2 2 2R .a . a aπ = π = π   

      ⇒  SRtpR = SRxqR + SRđáyR = 2 2 22 2 2 (2 2 2)a a aπ π π+ = +   

      b) V = 
3

2 21 1 2 22 2
3 3 3

aR h . a .a π
π = π =   

Bài tập 4: Cho khối chóp đều S.ABCD có AB = a, gọi O là tâm của đáy, 060SAO = . 
      a) Tính thể tích khối chóp S.ABCD theo a. 
      b) Tính diện tích xung quanh của hình nón đỉnh S, đáy là đường tròn ngoại tiếp hình vuông 
ABCD 
Lời giải 
a) Vì S.ABCD đều nên ( )SO ABCD⊥  

      Ta có : 2
ABCDS a= ;  

SOA∆  vuông tại O có : 



02 2 6tan tan 60 3
2 2 2

a a aSO AO SAO= = = =  

=2a 

 

S 

B A 
O 

=2a 

45o 
 

S 

B A 
O 

S 

A 

B C 

D 

O 

2a

30°

A C

B



3
2

S.ABCD ABCD
1 1 a 6 a 6V S .SO a
3 3 2 6

⇒ = = =    (đvtt) 

b)  Gọi l, r lần lượt là đường sinh,bán kính đáy của hình nón . 

Ta có : 2
2

ar OA= =  ; 

2 2 2 2
2 2 6 2 3 2

2 2 2 2
a a a al SA SO AO a

   
= = + = + = + =      

   
 

2
xq

a 2S rl a 2 a
2

⇒ = π = π = π  (đvdt) 

Bài tập 5: Cho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a, góc SAC bằng 45P

o
P.  

a) Tính thể tích khối chóp . 
b) Tính diện tích xung quanh của mặt nón ngoại tiếp hình chóp S.ABCD 

Lời giải 
a) Gọi O là tâm của hình vuông ABCD ⇒ SO ⊥ (ABCD). 

= = = = =2 01 2
. ; ;  . tan 45 .

3 2
V B h B a h SO OA a ⇒  

3 2

6

a
V =  

 b) Ta có R =OA, l =SA= a. Vậy π π= =
22 2

.
2 2xq

a a
S a  

 
2) Mặt trụ  
Bài tập 1: Cho hình trụ có bán kính R = a, mặt phẳng qua trục và 
cắt hình trụ theo một thiết diện có diện tích bằng  6aP

2
P. Tính diện tích xung quanh của hình trụ và thể 

tích của khối trụ. 
Lời giải 
Mặt phẳng qua trục và cắt hình trụ theo một hình chữ nhật ⇒  S = 2.2 6R a=   

⇒  
26 3

2
a a
R

= =  

Diện tích xung quanh : 22 2 . .3 6xqS Rl a a aπ π π= = =  

Thể tích khối trụ : 2 2 3
( ) . .3 3TV R h a a aπ π π= = =  

Bài tập 2: Một thùng hình trụ có thể tích là 48 ,π  chiều cao là 3 . Tính diện tích 
xung quanh của thùng đó  

Lời giải: 2 48V R h 48 R 4
3

= π = π⇒ = =   

xqS 2 Rl 2 .4.3 24= π = π = π   (do l h= ) 
 

Bài tập 3: Người ta cần đổ một ống thoát nước hình trụ với  

chiều cao 200cm , độ dày của thành ống là 15cm , đường kính  

3V=48π



của ống là 80cm . Tính lượng bê tông cần phải đổ  

Lời giải:  
Gọi 1 2V ,V  lần lượt là thể tích của khối trụ bên ngoài và bên trong 
Do đó lượng bê tông cần phải đổ là:  

2 2 3 3
1 2 .40 .200 .25 .200 195000 0,195V V V cm mπ π π π= − = − = =   

 
Bài tập 4:  Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn (O;r) và (O’;r). Khoảng cách giữa hai đáy là 
OO' 3r= . Một hình nón có đỉnh là O’ và có đáy là đường tròn (O;r). Gọi SR1R là diện tích xung quanh 

hình trụ, SR2R là diện tích xung quanh hình nón. Tính tỉ số 1

2

S
S

 

Lời giải :  
2

1 2 . 3 2 3S r r rπ π= =   

Gọi O’M đường sinh của hình nón 2 2' ' 2O M OO OM r= + =   
2

2 .2 2S r r rπ π= =  

Vậy 
2

1
2

2

2 3 3
2

S r
S r

π
π

= =  

Bài tập 5: Trong không gian cho hình lập phương cạnh bằng a.  
a) Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn nội tiếp hai mặt của một hình lập phương cạnh a. Tính 

thể tích của khối trụ đó. 
b) Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn ngoại tiếp hai mặt của một hình lập phương cạnh a. 

Tính thể tích của khối trụ đó. 
 
Lời giải:  

a) Ta có: r = a ; h a
2

= =   

 Vậy 2 2.( ) .
2

= = ⇒π π aV r h a
3

4
=
πaV  

b) Ta có: r = a 2 ; h a
2

= =   

 Vậy 2 22.( ) .
2

aV r h aπ π= = ⇒
3

2
aV π

=  

Bài tập 6: Cho hình lăng trụ đứng ABCA’B’C’ có đáy là tam giác đều cạch bằng a, mặt phẳng A’BC 
hợp với mặt phẳng đáy (ABC) một góc 60P

0
P . 

a) Một trụ tròn ngoại tiếp hình lăng trụ. Tính diện tích xung quanh và thể tích của hình trụ. 
b) Một trụ tròn nội tiếp hình lăng trụ. Tính diện tích xung quanh và thể tích của hình trụ. 
Lời giải 

 a) Ta có: a 3 a 3AM r AG
2 3

= ⇒ = =  ; h = AA’ = AM. 0 3atan 60
2

=   

O

 
O 

M 

3r

r

200 cm

40 cm

15 cm

_ D ' _ C ' 

_ B ' 
_ A ' 

_ D _ C 

_ B _ A 

_ a 

_ C ' 

_ B ' 

_ A ' 

_ C 

_ B 

_ A 

_ M _ G 



Vậy   SRxqR = 2a 3 3a2 .r.l 2 . . a 3
3 2

π = π = π  ; V = 
2 3

2 a 3 3a ar .h . .
3 2 2

  π
π = π =  

 
  

b) Ta có: a 3r GM
6

= =    

Vậy   SRxqR = 
2a 3 3a a 32 .r.l 2 . .

6 2 2
π

π = π =  ; V = 
2 3

2 a 3 3a ar .h . .
6 2 8

  π
π = π =  

 
 

 D. BÀI TẬP TRĂC NGHIỆM 
Câu 1. Cho hình nón đỉnh S  và đáy của hình nón là hình tròn tâm O  bán kính R.  
Biết SO h= . Đường sinh của hình nón bằng : 

A. 2 22 R h+                     UB.U 2 2R h+                  C. 2 2h R−                D. 2 22 h R−  

Câu 2. Đường tròn đáy của một hình nón có đường kính bằng 8cm, đường cao 3cm. Giao của mặt 
phẳng chứa trục của hình nón và hình nón đó là một tam giác cân. Chu vi của tam giác đó là : 
A. 12cm                            B. 14cm                        C. 16cm                    U  D.U 18cm   

Câu 3. Cho tam giác ABC vuông tại A, AB = 2cm, AC = 3cm . Quay hình tam giác ABC quanh trục 
AB ta được hình nón có diện tích xung quanh là : 

UA.U 23 13cmπ                   B. 213cmπ                 C.  23 5cmπ               D. 25cmπ   

Câu 4. Cho hình trụ có hai đường tròn đáy là ( );2O cm  và ( )';2O cm . Mặt phẳng (P) vuông góc với 
OO’ và cắt OO’. (P) cắt hình trụ theo một đường tròn có chu vi là : 
A. 2 cmπ                       U   B.U 4 cmπ                       C. 6 cmπ                      D. 8 cmπ  

Câu 5. Cho hình trụ có hai đường tròn đáy là ( );RO  và ( )';RO , OO' h= . Mặt phẳng (P) chứa 
OO’. Thiết diện tạo bởi mp(P) và hình trụ có chu vi là : 

UA.U 2 4h R+                       B. 2 2h R+                    C. 4h R+                    D. 2h R+                       

Câu 6. Cho hình nón có độ dài đường cao là 3a , bán kính đáy là a. Tính độ dài đường sinh l và độ 
lớn góc ở đỉnh α. 
A. l = a và α = 30P

0
PR R    UB.U l = 2a và α = 60P

0       
PC. l = a và α = 60P

0
P    D. l = 2a và α = 30P

0 

Hướng dẫn: 

Đường sinh 2 2 2 2( 3) 2al h r a a= + = + =  

Ta có góc ở đỉnh 2α , với 0 01sin 30 2 60
2a 2

r a
l

α α α= = = ⇒ = ⇒ = . Đáp án: B 

Câu 7. Một hình nón có bán kính đáy bằng R , đường cao 4
3
R . Khi đó góc ở đỉnh của hình nón là 

2α là 

UA. U α =
3sin
5

        B.    α =
3cos
5

         C.  α =
3tan
5

          D.   α =
3cot
5

 



Hướng dẫn:  
3sin 5 5

3

= =
R

R
α     

Câu 8. Cho tam giác đều ABC cạnh a quay xung quanh đường cao AH tạo nên một hình nón. Diện 
tích xung quanh của hình nón đó là: 

A. π 2a                               B. π 22 a                               UC. U π 21 a
2

                      D. π 23 a
4

                  

Hướng dẫn : Ta có: =l a ; =
ar
2

.  Vậy  = π = π 2
xq

1S .r.l a
2

 

 
Câu 9. Trong không gian cho tam giác ABC vuông cân tại A, AB = AC = 2a. Độ dài đường sinh l 

của hình nón, nhận được khi quay tam giác ABC xung quanh trục AC là 

A. 2l a=     UB. U 2 2l a=          C. 2l a=          D. 5l a=  

Hướng dẫn: 
2 24 4 2 2l a a a= + =  

Câu 10. Cho hình nón, mặt phẳng qua trục và cắt hình nón tạo ra thiết diện là tam giác đều cạnh 2a. 

Tính diện tích xung quanh của hình nón và thể tích của khối nón. 

A. 2 36 ; 9a aπ π            B. 2 3; 9a aπ π         UC. U

3

3 322 ; aa ππ        D. 2 32 ; 3a aπ π  

Hướng dẫn: Ta có bán kính r = a, độ dài đường sinh l = 2a, chiều cao h = a 3   

Vậy    
3

3 322 ;= =xq V aS a ππ  

Câu 11.  Một hình tứ diện đều cạnh a có một đỉnh trùng với đỉnh của hình nón tròn xoay còn ba đỉnh 
còn lại của tứ diện nằm trên đường tròn đáy của hình nón. Diện tích xung quanh của hình nón tròn 
xoay là 

A. 21 2
3xqS aπ=              B.    21 3

3xqS aπ=             C.  2 2xqS aπ=          U D. U

21 3
2xqS aπ=   

Hướng dẫn: Độ dài đường sinh l a= , bán kính 
3

3
ar = . Vậy 21 3

3xqS aπ=  

Câu 12. Gọi S là diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay được sinh ra bởi đoạn thẳng AC’ của 
hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh b khi quay xung quanh trục AA’. Diện tích S là: 

A. 2bπ  B. 2 2bπ  C. 2 3bπ  UD. U

2 6bπ  
 
Hướng dẫn:  

2

2; 3

. 6

= =

= =

r b l b

S r l bπ π
   

Câu 13. Cho hình lập phương 
ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng a.   Một hình 
nón có đỉnh là tâm của hình vuông ABCD và 
có đường tròn đáy ngoại tiếp hình vuông 



A’B’C’D’. Diện tích xung quanh của hình nón đó là: 

 A. 
2 3
3

aπ  ;                   B.
2 2
2

aπ ;                     UC.U

4
52aπ ;                         D. 

2 6
2

aπ  

Hướng dẫn: Độ dài đường sinh bằng: 2 21 a 5l a ( a)
2 2

= + =  

Diện tích xung quanh hình nón bằng: 
2

xq
a a 5 a 5S rl
2 2 4

π
= π = π =  

Câu 14. Cho hình chóp đều S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, góc giữa mặt bên với mặt 
đáy bằng 60P

0
P. Một hình nón có đỉnh trùng với đỉnh S của hình chóp, đáy của nón ngoại tiếp đáy của 

hình chóp. Diện tích xung quanh của hình nón là 

A. 
2a 21
6

π         B. 
2a 7
2

π         C. 
2a 7
3

π                UD. U

2a 7
6

π  

Hướng dẫn: Ta có AH = a 3 a 3 a 3; r OA ; OH
2 3 6

= = =   

Góc giữa mặt bên với mặt đáy là góc SHO = 60P

0 

Suy ra 0 2 2a a 21SO OH.tan 60 l SA OA SO
2 6

= = ⇒ = = + =   

Vậy 
2

xq
a 3 a 21 a 7S .r.l . .

3 6 6
π

= π = π =  

Câu 15. Một công ty sản xuất một loại cốc giấy hình nón có thể tích 27cmP

3
P. Với chiều cao h và bán 

kính đáy là r. Tìm r để lượng giấy tiêu thụ ít nhất. 

A.
6

4
2

3
2

r
π

=   UB. U

8

6
2

3
2

r
π

=  C. 
8

4
2

3
2

r
π

=  D. 
6

6
2

3
2

r
π

=  

Hướng dẫn : 

 

4
2

2 2

24 8 2 6
2 2 2

2 2 4

8 2 6

2 6 8 2 6 2 6 8

8 2 6 8 2 6

1 3 3. .
3

3 3 .. .
.

3 .

3 (3 . ) 2 3' ;
. 3 . . 3 .

xq

xq

VV R h h
R R

RS Rl R h R R R R
R R

R
R

R R RS
R R R R

π
π π

ππ π π π
π π

π

π π π
π π

= ⇒ = =

  +
= = + = + = 

 

+
=

− + −
= =

+ +

 

8 8
2 6 8 6 6

2 2

3 3' 0 2 3 0 ( 0)
2 2xqS R R R Rπ
π π

= ⇔ − = ⇔ = ⇔ = >  

Lập bảng xét dấu S’ ta đc min S đạt khi 
8

6
2

3
2

R
π

=  Chọn B 

Câu 16. Trong không gian cho hình chữ nhật ABCD có AB = 4 và BC = 2. Quay hình chữ nhật 
ABCD xung quanh trục BC ta được một hình trụ. Tính diện tích xung quanh của hình trụ đó. 

_ a _ H _ O 

_ C 

_ B 

_ A 

_ S 



             . 10A π                         B. 12π                        . 4C π                   UD.U  16π  

Hướng dẫn: Ta có r = 4; l = 2. Vậy 2 .4.2 16xqs π π= =  
Câu 17. Trong không gian cho hình chữ nhật ABCD có AB = 4 và BC = 2. Gọi P, Q lần lượt là các 
điểm trên cạnh AB và CD sao cho: BP = 1, QD = 3QC. Quay hình chữ nhật APQD xung quanh trục 
PQ ta được một hình trụ. Tính diện tích xung quanh của hình trụ đó. 
             . 10A π                         UB.U 12π                        . 4C π                   D.  6π  
Hướng dẫn: Ta có r= 3; l = 2. Vậy 2 2 .3.2 12 .xqS rlπ π π= = =  Chọn B 

Câu 18. Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng a. Gọi S là diện tích xung quanh của 
hình trụ có hai đường tròn đáy ngoại tiếp hai hình vuông ABCD và A’B’C’D’. Diện tích S là : 

UA.U 2aπ                      B. 2 2aπ                   C. 2 3aπ                             D. 
2 2
2

aπ  

Hướng dẫn: 2; 2 . . 2 . .
2 2
a ar l a S r l a aπ π π= = ⇒ = = =   

Câu 19. Một hình trụ có hai đáy là hai đường tròn tâm O và O’, bán kính R, chiều cao hình trụ là 

2R . Tính diện tích toàn phần của hình trụ và thể tích khối trụ. 

A. 2 32 ( 2 1) ;R Rπ π+  UB.U 2 32 ( 2 1) ; 2R Rπ π+   

C. 2 3( 2 1) ; 2R Rπ π+  D. 2 3( 2 1) ;R Rπ π+  

Hướng dẫn: Áp dụng công thưc có đáp án là phương án B 
Câu 20. Cho hình lập phương có cạnh bằng a và một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn nội tiếp hai 
mặt đối diện của hình lập phương. Gọi SR1R là diện tích 6 mặt của hình lập phương, SR2R là diện tích xung 

quanh của hình trụ. Tính tỉ số 2

1

S
S

 

 A.   2

1 2
S
S

π
=                     B.   2

1

1
2

S
S

=                        C.    2

1

S
S

π=                  UD.U  2

1 6
S
S

π
=  

Hướng dẫn: SR1R = 6a2; SR2  R= R

22 . .
2
a a aπ π= RP

 
P   => 2

1 6
S
S

π
= P

 
P        Đáp án : D 

Câu 21.  Một hình trụ có 2 đáy là 2 hình tròn nội tiếp hai mặt của một hình lập phương cạnh a.   Thể 
tích của khối trụ đó là:  

 A. 31
2

a π                        UB. U

31
4

a π                       C. 31
3

a π                           D. 3a π  

Hướng dẫn: Ta có r = a
2

 ; h = a. Vậy πππ 322

4
1)

2
( aaahrV ===   

Câu 22.  Cho hình lăng trụ đứng ABCA’B’C’ có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, góc giữa mặt 
phằng (A’BC) với mặt đáy bằng 45P

0
P. Một hình trụ ngoại tiếp hình lăng trụ. Thể tích của khối trụ tròn 

là  

A. 
3a 21
6

π                     UB. U

3a 3
6

π                    C. 
3a 3

18
π                          D. 

2a 3
6

π  

Hướng dẫn: Ta có: a 3 a 3AM r AG
2 3

= ⇒ = =   

 a 

 C ' 
 B ' 

 A ' 

 C 

 B 

 A 
 M  G 



 h = AA’ = AM. 0 a 3tan 45
2

=   

Vậy  V = 
2 3

2 a 3 a 3 a 3r .h . .
3 2 6

  π
π = π =  

 
  

 
Câu 23. Cho hình lăng trụ đứng ABCA’B’C’ có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, góc giữa mặt 
phằng (A’BC) với mặt đáy bằng 30P

0
P. Một hình trụ nội tiếp hình lăng trụ. Thể tích của khối trụ tròn là  

A. 
2a

24
π                     B. 

3a 3
24

π               C. 
3a

72
π                UD.U 

3a
24
π  

Hướng dẫn: Ta có: a 3 a 3AM r GM
2 6

= ⇒ = =   

 h = AA’ = AM. 0 atan 30
2

=   

Vậy  V = 
2 3

2 a 3 a ar .h . .
6 2 24

  π
π = π =  

 
  

 
Câu 24. Người ta bỏ 3 quả bóng bàn cùng kích thước vào trong một chiếc hộp hình trụ có đáy bằng 
hình tròn lớn của quả bóng bàn và chiều cao bằng 3 lần đường kính của quả bóng bàn. Gọi S1 là tổng 
diện tích của 3 quả bóng bàn, S2 là diện tích xung quanh của hình trụ. Tỉ số S1/S2 bằng: 

UA.U 1                      B. 2                     C. 3
2

                        D. 6
5

 

Hướng dẫn: Nếu gọi r là bán kính quả bóng thì bán kính trụ bằng r và đường sinh trụ bằng 6r. 
S2 = 2π .r.l = 2π r.6r = 12π rP

2 

P

S
P1 = 3(4π rP

2
P) = 12π rP

2
P. Vậy tỉ số bằng 1. Chọn A 

Câu 25.  Cần thiết kế các thùng dạng hình trụ có nắp đậy để  đựng sản phẩm đã được chế biến có 
dung tích định sẵn V ( 3cm ). Hãy xác định bán kính đáy của hình trụ theo V để tiết kiệm vật liệu nhất  

A. 3
2

Vr =
π

                    B. 3
2

2Vr =
π

               C. 3
2

3Vr
2

=
π

                 UD.U 3
2

Vr
2

=
π

  

Hướng dấn: Ta có: 
2V r h= π ; chu vi đường tròn đáy AB = 2 rπ  

chiều cao h = BC . Để tiết kiệm vật liệu nhất thì hình chữ nhật  
ABCD phải là hình vuông hay BC = AB ⇔ h = 2 rπ  

Nên ta có: 
2 3

2
VV r 2 r r

2
= π π ⇔ =

π
 

  

 

 

 

_ a 

_ C ' 

_ B ' 

_ A ' 

_ C 

_ B 

_ A 

_ M _ G 

A 

C 

B 

D 

 



                                                                   CHỦ ĐỀ 4: MẶT CẦU 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Định nghĩa mặt cầu 

 
 • Mặt cầu: { }S(O;R) M OM R= =  • Khối cầu: { }V(O;R) M OM R= ≤  
 
2. Vị trí tương đối giữa mặt cầu và mặt phẳng 

 
Cho mặt cầu S(O; R) và mặt phẳng (P). Gọi d = d(O; (P)). 
 • Nếu d < R thì (P) cắt (S) theo giao tuyến là đường tròn nằm trên (P), có tâm H và bán kính 

2 2r R d= − . 
 • Nếu d = R thì (P) tiếp xúc với (S) tại tiếp điểm H. ((P) được gọi là tiếp diện của (S)) 
 • Nếu d > R thì (P) và (S) không có điểm chung. 
 Khi d = 0 thì (P) đi qua tâm O và được gọi là mặt phẳng kính, đường tròn giao tuyến có bán kính 

bằng R được gọi là đường tròn lớn. 
3. Vị trí tương đối giữa mặt cầu và đường thẳng  
  Cho mặt cầu S(O; R) và đường thẳng ∆. Gọi d = d(O; ∆). 
 • Nếu d < R thì ∆ cắt (S) tại hai điểm phân biệt. 
 • Nếu d = R thì ∆ tiếp xúc với (S). (∆được gọi là tiếp tuyến của (S)). 
 • Nếu d > R thì ∆ và (S) không có điểm chung. 

4. Diện tích mặt cầu và thể tích khối cầu 

+ Diện tích của mặt cầu :   24CS rπ=   

+ Thể tích của khối cầu :   34
3CV rπ=  
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B. KĨ NĂNG CƠ BẢN 
1. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp: 
a) Cách xác định tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. 
– Xác định trục ∆ của đáy (∆ là đường thẳng vuông góc với đáy tại tâm đường tròn ngoại tiếp đa giác 

đáy). 
– Xác định mặt phẳng trung trực (P) của một cạnh bên. 
– Giao điểm của (P) và ∆ là tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. 
b) Cách tìm bán kính của mặt cầu ngoại hình chóp 
- Nếu hình chóp có một cạnh bên vuông góc với mặt phẳng đáy thì áp dụng công thức Pitago 
- Nếu hình chóp là hình chóp đều thì áp dụng tỉ lệ đồng dạng của hai tam giác. 
2. Mặt cầu ngoại tiếp hình lăng trụ đứng: 
- Xác định trục ∆ của hai đáy (∆ là đường thẳng vuông góc với đáy tại tâm đường tròn ngoại tiếp đa 

giác đáy). 
-  Trung điểm đoạn nối hai tâm đa giác đáy là tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình lăng trụ đứng 
C. BÀI TẬP LUYỆN TẬP 
Bài tập 1: Cho mặt cầu có bán kính R a 3= . Tính diện tích mặt cầu và thể tích khối cầu. 

Lời giải :  Ta có  ( )22 2S 4 R 4 . a 3 12 a= π = π = π    

              V = ( )33 34 4R a 3 4 a 3
3 3
π = π = π    

Bài tập 2: Cho hình chóp .S ABC , đáy là tam giác vuông tại A , 3, 4,AB AC= =  SA  vuông góc với 

đáy, 2 14.SA =  Tính thể tích V của khối cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC  

Lời giải 
Gọi M  là trung điểm của BC . Từ M kẻ đường thẳng / /SA∆  . 
Khi đó ∆  là trục của đường tròn ngoại tiếp ABC∆ . Đường 
trung trực của cạnh bên SA  qua trung điểm J  và cắt ∆  tại I  . 
Suy ra I  là tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC    

Có bán kính 
2 2 9

2 2 2
SA BCR IA    = = + =   

   
  

Vậy 
34 9 729

3 2 6
V π π = = 

 
      

Bài tập 3: Cho hình chóp đều S.ABCD có đáy  
ABCD là hình vuông cạnh a, mặt bên tạo với  
mặt đáy một góc 60P

0
P. Một mặt cầu ngoại tiếp 

 hình chóp S.ABCD. Tính diện tích mặt cầu và 
 thể tích khối cầu đó. 
Lời giải 
Gọi O là tâm của hình vuông ABCD. Từ O  
kẻ đường thẳng (ABCD)∆ ⊥  . Khi đó ∆   
là trục của đường tròn ngoại tiếp hình vuông  
ABCD . Đường trung trực của cạnh bên SA   
qua trung điểm J  và cắt ∆  tại I  .  
Suy ra I  là tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp DS.ABC    

S 

A 

B 
C 

D 

O 

I 

J 

M 



và bán kính R = IS 

Ta có: a 2OA
2

=  0 2 2a a 3OM SO OM.tan 60 SA SO OM a
2 2

= ⇒ = = ⇒ = + =   

Do SJI∆  đồng dạng với SOA∆  ta có: 
2 2SI SJ SJ.SA SA a a 3SI

SA SO SO 2.SO 3a 3
= ⇔ = = = =   

Vậy 
2

2 2a 3 4S 4 R 4 . a
3 3

 
= π = π = π  

 
;  V = 

3

3 34 4 a 3 4R a 3
3 3 3 27

 
π = π = π  

 
   

Bài tập 4: Trong không gian cho hình lập phương cạnh bằng a.  

a) Một mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương cạnh a.  

Tính diện tích mặt cầu và thể tích của khối cầu. 

b) Một mặt cầu nội tiếp hình lập phương cạnh a.  

Tính diện tích mặt cầu và thể tích của khối cầu 

Lời giải 
Ta có tâm I của mặt cầu nội tiếp và ngoại tiếp hình  
lập phương ABCDA’B’C’D’ là giao của hai đường  
chéo A’C với D’B 

a) Ta có 2 2BD a 2; DD' a BD' BD DD' a 3= = ⇒ = + =   

     Bán kính  1 a 3R BD'
2 2

= =   

Vậy 
2

2 2a 3S 4 R 4 . 3 a
2

 
= π = π = π  

 
;  V = 

3

3 34 4 a 3 1R a 3
3 3 2 2

 
π = π = π  

 
 

b) Ta có aOO' a R IO
2

= ⇒ = =   

   Vậy 
2

2 2aS 4 R 4 . a
2

 = π = π = π 
 

;  V = 
3

3 34 4 a 1R a
3 3 2 6

 π = π = π 
 

 

D. BÀI TẬP TRẮC NGIỆM 
Câu 1. Cho điểm O cố định và điểm M thỏa mãn 6OM cm= . Phát biểu nào sau đây là đúng  

A. M thuộc đường tròn tâm O bán kính 3cm.         B. M thuộc mặt cầu tâm O bán kính 3cm. 
UC.U M thuộc mặt cầu tâm O bán kính 6cm.               D. M thuộc mặt cầu tâm O bán kính 12cm. 
Câu 2. Cho mặt cầu tâm O bán kính 10cm. Điểm M cách O một khoảng bằng 5cm. Phát biểu nào sau 
đây là đúng ? 
A. Điểm M nằm ngoài mặt cầu.          UB.U Điểm M nằm trong mặt cầu.             
C. Điểm M nằm trên mặt cầu.             D. Khoảng cách từ M đến O nhỏ hơn bán kính mặt cầu. 
Câu 3. Cho mặt cầu (S) tâm O bán kính R và điểm H thỏa mãn OH R= , mp(P) chứa H và vuông 
góc với đường thẳng OH. Phát biểu nào sau đây là đúng ? 
UA.U Mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu (S). 
B. Mặt phẳng (P) và mặt cầu (S) không có điểm chung. 

_ D ' _ C ' 

_ B ' 
_ A ' 

_ D _ C 

_ B _ A O 

O’ 

I 
 



C. Mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S), giao tuyến là một đường thẳng. 
D. Mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S), giao tuyến là một đường tròn. 
Câu 4. Cho mặt cầu (S) tâm O bán kính R và điểm I thỏa mãn OI R< , (P) là mặt phẳng  chứa I. Phát 
biểu nào sau đây là đúng ? 
A. Mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu (S). 
B. Mặt phẳng (P) và mặt cầu (S) không có điểm chung. 
C. Mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S), giao tuyến là một đường thẳng. 
UD.U Mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S), giao tuyến là một đường tròn. 
Câu 5. Cho mặt cầu tâm O đi qua hai điểm phân biệt A, B. Phát biểu nào sau đây là đúng ? 
A. OA OB≠   

UB.U O thuộc mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB. 
C. O, A, B là ba đỉnh của một tam giác vuông. 
D. O, A, B là ba đỉnh của một tam giác cân. 
Câu 6. Cho mặt cầu (S) tâm O bán kính R và điểm I thỏa mãn OI R< , đường thẳng (d) chứa điểm I. 
Phát biểu nào sau đây là đúng ? 
A. Đường thẳng (d) tiếp xúc với mặt cầu (S). 
B. Đường thẳng (d) và mặt cầu (S) không có điểm chung. 
UC.U Đường thẳng (d) cắt mặt cầu (S), (d) và mặt cầu có hai điểm chung. 
D. Đường thẳng (d) cắt mặt cầu (S), (d) và mặt cầu có duy nhất một điểm chung. 
Câu 7. Cho mặt cầu (S) tâm O bán kính 3cm. Điểm A nằm ngoài mặt cầu và cách O một khoảng 
5cm. Đường thẳng AB tiếp xúc với mặt cầu, B là tiếp điểm. Độ dài đoạn thẳng AB là  

 A. 3cm                             UB. U 4cm                           C. 5cm                     D. 3 2cm   

Câu 8. Cho mặt cầu tâm O đi qua ba điểm phân biệt A, B, C. Hình chiếu vuông góc của O lên 
mp(ABC) là : 
A. Trọng tâm tam giác ABC.                                      B. Trực tâm tam giác ABC. 
C. Tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC.              UD.U Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
Câu 9. Cho hai điểm A, B thuộc mặt cầu tâm O bán kính R (O không thuộc đoạn thẳng AB), H là 
hình chiếu vuông góc của O lên AB. Phát biểu nào sau đây là đúng ? 

A. 2 2 2AB OH R+ =                                                  B. 2 2 24AB OH R+ =  

UC. U

2 2 24 4AB OH R+ =                                              D. 2 2 24AB OH R+ =  

Câu 10. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 
A. Bất kỳ một hình tứ diện nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 
B. Bất kỳ một hình chóp đều nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp.  
UC.U Bất kỳ một hình hộp nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp.  
D. Bất kỳ một hình hộp chữ nhật nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp.  



Câu 11. Mp(P) cắt mặt cầu (O, R) theo một đường tròn. Phát biểu nào sau đây là đúng ? 
A. O là tâm đường tròn giao tuyến. 
B. Tâm đường tròn giao tuyến không thuộc (P). 
C. Tâm đường tròn giao tuyến là điểm đối xứng với O qua (P). 
UD.U Tâm đường tròn giao tuyến là hình chiếu vuông góc của O lên (P). 
Câu 12. Mp(P) tiếp xúc với mặt cầu tâm O bán kính R tại A. Phát biểu nào sau đây là đúng ? 
UA.U Đường thẳng OA vuông góc với mp(P).       B. Hình chiếu vuông góc của O lên (P) khác A 
C. Khoảng cách từ O đến (P) khác R.                 D. OA OM> , với M là điểm bất kỳ thuộc (P). 

Câu 13. Một khối cầu có bán kính  2R thì có thể tích bằng: 

A. 
34 R

3
π      B. 24 Rπ           UC. U

332 R
3
π   D. 

316 R
3
π   

Hướng dẫn: ( )34V 2R
3

= π =  
332 R

3
π

           
Đáp án: C 

Câu 14. Cho hình hộp chữ nhật ' ' ' 'ABCDA B C D có : ,  2 ,  AA ' 2AB a AD a a= = = . Bán kính mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện ' 'ACB D  là :             

A. a                              B. 2a                                C. 
2
a                              UD.U 3

2
a   

Câu 15. Một quả địa cầu có bán kính 22 cm. Diện tích xung quanh của quả địa cầu là : 

UA.U 21936 cmπ                 B. 2936 cmπ                       C. 2484 cmπ                    D. 25324 cmπ                   

Câu 16. Cho hình cầu có bán kính 3R a= . Thể tích của khối cầu tương ứng là : 

A. 34 3a                       UB.U

34 3aπ                          C. 34 3
3

a                       D. 34 3
3

aπ   

Câu 17. Cho tam giác ABC vuông tại A, ,  3AB a AC a= = . Quay đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC quanh trục BC ta được mặt cầu có diện tích là : 
A. 216 aπ                        B. 212 aπ                            UC. U

24 aπ                          D. 22 aπ    
Câu 18. Xếp 7 viên bi cùng bán kính r vào một lọ hình trụ sao cho tất cả các viên bi cùng tiếp xúc với 
đáy, viên bi nằm chính giữa tiếp xúc với các viên bi xung quanh và mỗi viên bi xung quanh đều tiếp 
xúc với các đường sinh của hình trụ. Khi đó diện tích đáy của lọ hình trụ là : 
A. 236 rπ                        B. 218 rπ                           C. 216 rπ                         UD.U 29 rπ                          

Câu 19. Cho điểm I nằm ngoài mặt cầu tâm O bán kính R. Đường thẳng 1d  đi qua I và cắt mặt cầu tại 
hai điểm phân biệt A và B. Đường thẳng 2d  đi qua I và cắt mặt cầu tại hai điểm phân biệt C và D. Độ 
dài 3 ,  IB 8cm,  IC 4cmIA cm= = = . Độ dài đoạn ID là : 

A. 3cm                          B. 4cm                             UC.U 6cm                            D. 8cm    

Câu 20. Cho mặt cầu (S) tâm I bán kính R = 3. Mặt phẳng (P) cách tâm I một khoảng 5 , cắt mặt 
cầu theo giao tuyến là đường tròn (C). Tính chu vi của (C). 
A. 2π                            UB.U 4π                               C. 8π                               D. 10π    



Câu 21. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng 1. Tính thể tích V của khối 
cầu ngoại tiếp hình chóp đã cho. 

     A. V = 2
3
π           UB.U V = 2

3
π         C. V = 4 3

3
π           D. V = 2 .

3
π   

Hướng dẫn:  Bán kính của khối cầu ngoại tiếp hình chóp là: 2 2
2 3

R V π
= ⇒ =  

Câu 22. Cho hình chóp .D ABC  có ( ),DA ABC⊥ đáy ABC là tam giác vuông tại B . Đặt 
, , .AB c BC a AD b= = = Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. 

A. 2 2 21
3

a b c+ +        U B.U

2 2 21
2

a b c+ +          C. 2 2 2a b c+ +              D. 2 2 22 a b c+ +  

Hướng dẫn: Gọi M là trung điểm của AC, Gọi I là trung điểm của DC, ta có: 
2 2 2 2 2 21 1 1 1 ( )

4 4 4 4
R IM AM b a c= + = + +    Đáp án: B 

Câu 23: Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a. Thể tích của khối cầu tiếp xúc với tất cả các cạnh 

của tứ diện ABCD bằng: 

  A.  
33

8
aπ                         UB.U 

32
24

aπ                        C. 
32 2

9
a                   D.  

33
24

a  

Hướng dẫn: Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD. 

 Ta có 2 2 2
2

aMN AN AM= − =  

=> Bán kính khối cầu là: 2
2 4

MN ar = = => Thể tích khối cầu là: 
32

24
aV π

= . 

Câu 24. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy là a và cạnh  bên tạo với đáy một góc bằng 
60P

0
P . Diện tích của mặt cầu (S) ngoại tiếp hình chóp S.ABC là 

A. 
216

3
aS π

=      UB.U 
216

9
aS π

=        C. 
28

3
aS π

=   D. 
28

9
aS π

=  

Hướng dẫn: Ta có AH = a 3 a 3; OA
2 3

=   

Góc giữa cạnh bên với mặt đáy là góc SAO = 60P

0 

Suy ra 0 2 2 2aSO OA.tan 60 a SA OA SO
3

= = ⇒ = + =  

SKI∆ đồng dạng 
2SI SK SA.SK SASOA R SI

SA SO SO 2.SO
∆ ⇒ = ⇔ = = =  

Bán kính mặt cầu là 
2a
3

R =  

Thể tích 
2

2 16 aS 4 R
9
π

= π =    

Câu 25. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, mặt bên SAB là tam giác đều và 
nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính thể tích của khối cầu ngoại tiếp hình chóp 
đã cho. 

_ a _ H _ O 

_ C 

_ B 

_ A 

_ S 

_ K 

_ I 



A. π 35 a 15
18

                UB.U π 35 a 15
54

                    C. π 34 a 3
27

                       D. π 35 a
3

                  

Hướng dẫn : Gọi H là trung điểm của AB. Gọi G, GP

'
P lần lượt là trọng tâm tam giác đều ABC, SAB. 

Dựng d là trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC; dP

'
P là trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác 

ABC.  
d và dP

'
P  cắt nhau tại I. Khi đó I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp SABC. 

Ta có: ′ = = ⇒ =
a 3 a 3 a 6G H ;GH IH

6 6 6
 

Bán kính mặt cầu: = + =2 2 a 15r IH HA
6

 

Thể tích của khối cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC là: π
= π =

3
34 5 a 15V r

3 54
 

 
   
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



KIỂM TRA 45 PHÚT 
THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIỆN 

MẶT NÓN- MẶT TRỤ- MẶT CẦU 
I. MỤC TIÊU 
   1.Về kiến thức :  
            Nắm vững kiến thức cơ bản về 
 + Khối đa diện và thể tích của khối đa diện, các công thức tính thể tích của khối hộp chữ nhật, 
khối chóp, khối lăng trụ. 
          + Các công thức tính diện tích xung quanh, tính thể tích của mặt nón, mặt trụ và mặt cầu. 
          + Biết vận dụng tính thể tích và giải một số bài toán liên quan tới thể tích. 
   2. Về kĩ năng :   
 + Tính được thể tích của các khối đa diện đơn giản.  
          + Tính được diện tích và thể tích của các khối tròn xoay và vận dụng giải một số bài toán hình 
học. 
    3.Về thái độ : Nghiêm túc làm bài, cẩn thận chính xác 
II. HÌNH THỨC KIỂM TRA. 

- Hình thức: Kiểm tra trắc nghiệm 
- Học sinh làm bài trên lớp 

III. MA TRẬN 
MA TRẬN NHẬN THỨC 

 
Chủ đề mạch kiến thức, kỹ năng Tầm quan 

trọng(mức cơ 
bản trọng 
tâm của 
KTKN) 

Trọng số 
(mức độ 

nhận thức 
của chuẩn 

KTKN) 

Tổng điểm 

Theo ma 
trận nhận 

thức 

Theo thang 
điểm 

1. Khái niệm khối 
đa diện. Khối đa diện lồi. 
Khối đa diện đều 

          10          1 
 

10 
 

0,8 

2. Thể tích khối chóp 15 3 45 2 
3. Thể tích khối lăng trụ 15 3 45 2 
4. Mặt nón 20 2 40 1,6 
5. Mặt trụ 20 2 40 1,6 
6. Mặt cầu 20 2 40 2 

Tổng 100%  220 10 
 

MA TRẬN ĐỀ KIỂM TRA 
Chủ đề mạch kiến 

thức, kỹ năng 
Mức độ nhận thức Tổng 

Nhận biết 
1 

Thông hiểu 
2 

Vận dụng 
3 

Khả 
năng cao 

hơn 
4 

 

1. Khái niệm 
khối 

đa diện. Khối đa diện 
lồi. Khối đa diện đều 

Câu 1,2  
0,8 

   2 
0,8 



2. Thể tích khối 
chóp 

Câu 3  
 

0,4 

Câu 4,5                  
 

0,8 

 Câu 6  
                 

0,4 

Câu 7 
 

0,4 

5 
                  

2 

3. Thể tích khối 
lăng trụ 

Câu 8  
 

0,4 

Câu 9,10                  
 

0,8 

 Câu 11  
                 

0,4 

Câu 12 
 

0,4 

5 
                  

2 

4. Mặt nón Câu 13  
 

0,4 

Câu 14                  
 

0,4 

 Câu 15  
                 

0,4 

Câu 16 
 

0,4 

4 
                  

1,6 

5. Mặt trụ Câu 17  
 

0,4 

Câu 18                  
 

0,4 

 Câu 19,20  
                 

0,8 

 4 
                  

1,6 

6. Mặt cầu Câu 21  
 

0,4 

Câu 22                  
 

0,8 

 Câu 23,24,25 
                 

0,4 

 5 
                  

2 

Tổng 7 
 

2,8 

7 
  

8  
                                        

3,2 

3 
  

1,2 

25  
 

10            
 

ĐỀ KIỂM TRA 
Câu 1: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào UsaiU? 

A. Hình lập phương là đa điện lồi. 
B. Tứ diện là đa diện lồi. 
C. Hình hộp là đa diện lồi. 
D. Hình tạo bởi hai khối lăng trụ có chung một mặt bên là một hình đa diện lồi. 

Câu 2: Số đỉnh của hình bát diện đều là: 
A. 4.                     B. 6 .                   C.8.                        D.12. 

 
Câu 3: Thể tích của khối chóp có diện tích đáy B và chiều cao h  là  

A. 1 .
3

V Bh=   B. .V Bh=                     C. 1 .
2

V Bh=                    D. 24 .
3

V Bh=   

Câu 4: Cho hình chóp tứ giác đều cạnh a ,cạnh bên tạo với đáy một góc 60o . Tính thể tích của hình 
chóp đó. 

A. 
3 2 .
6

a                     B.  
3 2 .
4

a                             C. 
3

.
2
a                      D. 

3 6 .
6

a  

Câu 5: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a , cạnh bên ( )SA ABC⊥ và 

3SA a= . Tính thể tích khối chóp .S ABC . 



A. 
33 .

4
a             B. 

3

.
4
a             C. 

33 .
8
a                  D. 

33 .
6
a  

Câu 6: Cho hình chóp .S ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a . Biết ( )SA ABCD⊥  và 

SA a 3= . Tính thể tích của khối chóp .S ABCD  . 

A. 3 3.a  B. 
3

.
4
a  C. 

3 3 .
3

a  D. 
3 3 .
12

a  

Câu 7: Cho hình chóp .S ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật,  cạnh , 2AB a AD a= = . Biết 
( )SA ABCD⊥  và = 3SD a . Tính thể tích của khối chóp .S ABCD  . 

A. 
32 5 .
3

a             B. 
3 3 .
3

a             C. 
3 2 .
3

a               D.
3 3 .
15

a  

Câu 8:  Thể tích của hình lập phương cạnh bằng a là: 

A. a32                         B.  a3

2
                          C. a3

3
                      D. a3

 
Câu 9: Một bể nước hình hộp chữ nhật có số đo chiều dài, chiều rộng, chiều cao lần lượt là 3m, 2m, 
2m. Thể tích của bể đó bằng 

A. 4 mP

3
P           B. 12 mP

3
P  C. 8 mP

3
P  D. 7 mP

3
P  

Câu 10:  Tổng diện tích các mặt của một hình lập phương bằng 96 m2 . Thể tích của khối lập phương 
đó bằng 

A. 84 m3           B. 91 m3  UC.U 64 m3  D. 48 m3  
    

Câu 11: Cho hình lăng trụ đều . ’ ’ ’ABC A B C có cạnh đáy bằng a , cạnh bên bằng 2a . Tính thể tích 
của khối lăng trụ . ’ ’ ’ABC A B C . 

A. 
3

.
3
a         B. 

3 3 .
6

a  C. 3.a  D. 
3 3 .
2

a  

Câu 12: Cho hình lăng trụ đứng . ’ ’ ’ABC A B C có đáy là tam giác vuông cân tại B , 2AC a= , cạnh 
bên ' 2AA a= . Tính thể tích của khối lăng trụ . ’ ’ ’ABC A B C . 

A. 
3

.
3
a        B. 

3 3 .
6

a  C. 3.a  D.
3 3 .
2

a  

Câu 13: Với Sxq  là diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay có bán kính đường tròn đáy là r và 
đường sinh là l được cho bởi công thức nào sau đây:  
A. xqS 2 rl= π                   B. xqS rl= π . C. 2

xqS rl= π  D. 2
xqS r l= π  

Câu 14: Cho hình nón đỉnh O, tâm đáy là I, đường sinh OA = 4,  Sxq = 8π  . Tìm kết luận Usai:U 

A. R = 2  B. h 2 3=  C. dayS 4= π  D. 4 3V
3
π

= . 

Câu 15: Cho tam giác đều ABC cạnh a quay quanh đường cao AH tạo nên một hình nón. Diện tích 
xung  



quanh của hình nón đó là:  

A. 22 aπ                           B. 2aπ  C. 
2a

2
π . D.

23 a
4
π  

Câu 16:  Một cái phễu rỗng phần trên có kích thước như hình vẽ. Diện 
tích xung quanh của phễu là: 
 A. 2360= πxqS cm  B. 2424= πxqS cm  

 C. 2296= πxqS cm  D. 2960= πxqS cm  
 
 
 
 
 
 
Câu 17: Cho hình vuông ABCD có cạnh a. Gọi I, H lần lượt là trung điểm của AB và CD. Cho hình 
vuông đó quay quanh trục IH thì tạo nên một hình trụ.Tìm kết luận Usai:U 

A. 2
xqS a= π  B. l = a C. 

3aV
4
π

=  D. 2
dayS a= π . 

Câu 18: Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn nội tiếp hai mặt của một hình lập phương cạnh a. 
Thể tích của khối trụ đó là: 

A. 31 a
2

π
                        

B. 31 a
4

π .                          C. 31 a
3

π                              D. 3a π  

Câu 19: Một hình trụ có bán kính đáy là a.  A và B là 2 điểm trên 2 đường tròn đáy sao cho AB = 2a 
và tạo với trục của hình trụ một góc 30P

0
P . Tìm kết luận Uđúng:U 

A. a 3h
2

=  B. h a 3= . C. a 3h
3

=  D. a 3h
6

=  

Câu 20: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng a. Gọi S là diện tích xung quanh của 
hình trụ có hai đường tròn đáy ngoại tiếp hai hình vuông ABCD và A’B’C’D’. Diện tích S là : 

A. 2aπ                             B. 2a 2π . C. 2a 3π                            D.
2a 2
2

π

 
Câu 21: Diện tích S của một mặt cầu có bán kính r được xác định bởi công thức nào sau đây:  
A. S 4 r= π                 B. 2S 4 r= π . C. 2 2S 4 r= π  D. 2S 4r=  
Câu 22: Thể tích V của một mặt cầu có bán kính r được xác định bởi công thức nào sau đây:  

A. 
4 rV
3
π

=               B. 
2 24 rV
3
π

=  C. 
34 rV

3
π

= . D.
2 34 rV
3
π

=  

Câu 23: Một hình hộp chữ nhật có ba kích thước là a,b,c. Khi đó mặt cầu ngoại tiếp hình hộp chữ 
nhật có bán kính r  bằng: 

A. 2 2 21 a b c
2

+ + .          B. 2 2 2a b c+ + .    C. 2 2 22(a b c )+ +            D. 2 2 21 a b c
3

+ +  

10cm

8cm

17cm



Câu 24: Cho tứ diện OABC có OA,OB,OC đôi một vuông góc nhau và OA = a,OB = 2a, OC= 3a. 
Diện tích của mặt cầu (S) ngoại tiếp hình chóp S.ABC bằng:  
A. 2S 14 a= π .                 B. 2S 12 a= π  C. 2S 10 a= π  D. 2S 8 a= π  
Câu 25: Cho hình tứ diện S.ABC có các cạnh SA, SB, SC đôi một vuông góc nhau và SA=a, 
SB=SC=2a. Gọi (S) là mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC. Gọi S’ là diện tích của mặt cầu (S) và V 

là thể tích của khối cầu tạo nên bởi mặt cầu (S) bằng. Tỉ số 
V
S'

 bằng:  

A. a                               B. 4a C. 2a. D. 3a 
 
 
 
 
 

 

 

NHÓM TRƯỜNG: THPT Ỷ LA - THPT ĐẦM HỒNG- THPT NA HANG 
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BÀI 1. HỆ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ. 
1. Tọa độ vectơ:  Cho ( ) ( )1 2 3 1 2 3a a ,a ,a , b b ,b ,b= =

 

. Ta có 

   ( )1 1 2 2 3 3a b a b ;a b ;a b± = ± ± ±
 

   ( )1 2 3k.a ka ;ka ;ka=


 

  
1 1

2 2

3 3

a b
a b a b

a b

=
= ⇔ =
 =

 

    ;        a


 cùng phương 31 2

1 2 3

aa ab
b b b

⇔ = =


 

  1 1 2 2 3 3a.b a b a b a b= + +
 

 ;  1 1 2 2 3 3a b a b a b a b 0⊥ ⇔ + + =
 

 

  2 2 2
1 2 3a a a a= + +



      

( ) 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

a b a b a bcos a,b
a a a . b b b

+ +
=

+ + + +

 

 

2. Tọa độ điểm: Cho A; A A B; B B C; C CA(x y ;z ),B(x y ;z ),C(x y ;z )  

   ( )B A B A B AAB x x ; y y ;z z= − − −


   

  ( ) ( ) ( )2 2 2
B A B A B AAB AB x x y y z z= = − + − + −



 

  M là trung điểm của AB A B A B A Bx x y y z zM ; ;
2 2 2
+ + + ⇔  

 
 

  G là trọng tâm tam giác ABC A B C A B C A B Cx x x y y y z z zM ; ;
3 3 3

+ + + + + + ⇔  
 

 

3. Tích có hướng của hai vectơ: ( ) ( )1 2 3 1 2 3a a ,a ,a , b b ,b ,b= =
 

 

Tích có hướng của hai vec tơ a


 và b


 là một vectơ, k/h: 3 1 232 1

2 3 13 1 2

a a aaa a
a,b ; ;

b b bb b b

 
  =     

 

 

 

- Điều kiện để 3 vectơ đồng phẳng: a,b,c
  

 đồng phẳng a,b .c 0 ⇔ = 
  

 

- a


 cùng phương b a,b 0 ⇔ = 
   

 

- Diện tích hình bình hành ABCD : ABCDS AB,AD =  
 

 

- Diện tích tam giác ABC  : ABC
1S AB,AC
2
 =  
 

 

- Thể tích tứ diện ABCD  : ABCD
1V AB,AC .AD
6
 =  
  

 

- Thể tích hình hộp ABCD.A'B'C'D': ABCD.A 'B 'C 'D 'V AB,AD .AA' =  
  

 

B. KỸ NĂNG. 
- Rèn luyện kĩ năng tìm tọa độ điểm, tọa độ vecto, độ dài vecto 
- Có kỹ năng vận dụng thành thạo các định lý và các hệ quả về toạ độ vectơ, toạ độ điểm và 
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phương   trình mặt cầu để giải các dạng toán có liên quan 
- Rèn kĩ năng tính tích có hướng, tích vô hướng và áp dụng vào giải các bài toán liên quan. 
 

C. BÀI TẬP. 
Bài 1. Cho tam giác ABC, biết A(2; 0; 1), B(1; -1; 2), C(2; 3; 1) 

a) Tam giác ABC có góc A nhọn hay tù? 
b) Tính chu vi tam giác ABC. 
c) Tìm tọa độ điểm M trên trục tung sao cho tam giác MBC vuông tại M. 

Bài 2. Cho tam giác ABC biết A(3;4; -1), B(2; 0; 3), C(-3; 5; 4). Tính độ dài các cạnh tam giác ABC. 
Tính cosin các góc A, B, C và diện tích tam giác ABC. 
Bài 3. Cho 3 điểm A(3 ; 1 ; -1), B(-2 ; 2 ; 3), C(0 ; 3 ; 2) 

a. Xác định tọa độ trọng tâm G và trực tâm H của tam giác ABC 
b. Xác định tọa độ điểm A' là chân đường cao của tam giác ABC kẻ từ A 
c. Gọi I là điểm chia đoạn HG theo tỉ số k = 3. Chứng minh I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 

ABC. 
Bài 4. Cho 4 điểm A(a ; 0 ; 0), B(0 ; a ; 0), C(0 ; 0 ; b), D(a ; a; b) với 0 a b< ≤ . 
 a. Chứng minh AB vuông góc với CD 
 b. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của AB và CD. Chứng minh IJ là đoạn vuông góc chung của AB và 

CD 
Bài 5.. Cho 4 điểm A(-1; 2; 0), B(-3; 0; 2), C(0; 2; -1) và D(1; 4; 0). Chứng minh ABCD là một tứ 

diện. Tính thể tích của nó. 
Bài 6. Cho A(2; 1; -1), B(3; 0; 1), C(2; -1; 3) và D Oy∈ . Biết thể tích của tứ diện ABCD bằng 5. Tìm 

tọa độ của D. Tìm tọa độ hình chiếu H của O lên mp(ABC) 
Bài 7. Cho hình chóp S.ABC, biết A(1; 2; -1), B(5; 0; 3), C(7; 2; 2), A (ABC)S ⊥ , ( )S Oyz∈ . Tìm tọa 

độ điểm S 
Bài 8.. Cho 2 điểm cố định A(1 ; 1; 0), B(0 ; 0 ; 1) và 2 điểm di động M(m ; 0 ; 0), N(0 ; n ; 0) 

*(m,n R )+∈  

 a) Tìm quan hệ giữa m, n để OA ⊥MN 
 b) Tính thể tích của hình chóp B.OMAN 
 c) M, N di động sao cho m.n = 1. Tính m, n để VRB.OMANR nhỏ nhất 
Bài 9.. Cho 4 điểm A(1 ; 1; 1), B(2 ; -1 ; 3), C(2 ; 1; 1) và D(3 ; 0 ; 2) 
 a. Chứng minh A, B, D, C đồng phẳng 
 b. Cho E(1 ; 3 ; 3). Chứng minh EA⊥ (ABC). Tính thể tích tứ diện E.ABC 
 c. Tính khoảng cách từ B đến (ACE) 
Bài 10. Cho 4 điểm A(2 ; -1 ; 3), B(1 ; 3 ; -2), C(-1 ; 2 ; 3) và D(0 ; m ; p). Xác định m và p để 4 điểm 

A, B, C, D theo thứ tự tạo thành hình bình hành 
Bài 11. Cho 2 điểm A(-2 ; 1 ; 2) và B(1 ; -2 ; 2) 
 a. Chứng minh OAB là tam giác vuông cân 
 b. Tìm M thuộc Ox nhìn đoạn AB dưới một góc vuông 
 c. Tìm tập hợp những điểm N thuộc mp(Oxy) nhìn đoạn AB dưới một góc vuông. 
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D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu1: Trong không gian Oxyz , cho 2 3 4x i j k  
   

. Tìm tọa độ của x


 

A. (2;3; 4).x  


B. ( 2; 3;4).x   


 C. (0;3; 4).x  


D. (2;3;0).x 


 
Câu 2:Trong không gian Oxyz cho điểm M(1;2;3) Tìm tọa độ điểmM’ là  hình chiếu của M trên trục 
Ox 

A. M’(0;1;0).    B.M’(0;0;1).          C. M’(1;0;0).               D. M’(0;2;3). 
Câu 3:Viết phương trình mặt cầu (S) có tâm I(1 ; 0 ; -2) , bán kính R = 2  

UA.U(S) :(x- 1)P

2
P + yP

2
P + (z + 2)P

2
P = 2. 

       B. (S):  (x- 1)P

2
P + yP

2
P + (z- 2 )P

2
P = 2. 

       C. (S):  (x- 1)P

2
P + yP

2
P + (z- 2 )P

2
P = 2. 

       D. (S):  (x+ 1)P

2
P + yP

2
P + (z – 2)P

2
P = 2. 

 
Câu 4 :Cho mặt phẳng ( ) : 2 3 1 0P x y z− + − = .Một véc tơ pháp tuyến của mặt phẳng (P) là 

A.n 


( ).1;2;3  U

B.U n 


( ).1; 2;3−   C. ( ).1;3; 2


n = −            D. ( ).1; 2; 3


n = − −  

Câu 5: Cho mặt phẳng ( )2 3 10 0P x y z− + − =  . Trong các điểm sau, điểm nào năm trên mặt phẳng 
(P) 
A. ( )2;2;0    B. ( )2; 2;0−     C. ( )1;2;0    D. ( )2;1;2   

Câu 6:Viết phương trình đường thẳng (d) đi qua điểm A(1;2;-1) và nhận vec tơ   ( )1;2;3u   làm vec tơ 
chỉ phương  

UA.U

1
2 2  .
1 3

( )
x t
y t
z t

d






= +
= +
= − +      B. 

.
1

( ) 2 2
1 3

x t
d y t

z t







= −
= +
= − +   

C. 

1
( ) 2 2  .

1 3

x t
d y t

z t







= +
= −
= − +      D. 

.
1

( ) 2 2
1 3

x t
d y t

z t







= +
= +
= +

 

Câu 7:Viết phương trình đường thẳng đi qua A(4;2;-6) và song song với đường thẳng : :
2 4 1
x y z

d    

A.
4 2

2 4 .

6

x t

y t

z t

        

            B.
2 2

1 4 .

3

x t

y t

z t

       

            C
2 2

1 4 .

3

x t

y t

z t

       

       D
4 2

2 4 .

6

x t

y t

z t

        

 

Câu 8:Trong không gian Oxyz , cho đường thẳng d : 1 4
5 3 1
x y z 
 


trong các mặt phẳng sau đây, 

mặt phẳng nào song song với đường thẳng (d) ? 
A.5 3 2 0x y z    .B. 2 9 0x y z    .C.5 3 2 0x y z     D. 5 3 9 0x y z     
Câu 9: Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng ( ) : 2 3 7 0x y z     và 
( ) : 2 4 6 3 0x y z      .Trong các khẳng định sau đây khẳng định nào là đúng ? 
A.( ),( )   trùng nhau.     UB.U( ) / /( ).    C .( )  cắt ( )  .   D. ( ) cắt và vuông góc ( ) . 
Câu 10Viết phương trình ( ) đi qua ba điểm A(8;0;0), B(0;-2;0), C(0;0;4).   
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A. 0.
8 2 4
x y z
  

     
B 1.

4 1 2
x y z
  


   

C. 4 2 0x y z   .       D 4 2 8 0x y z     

Câu 11 Trong các khằng định sau, khẳng định nào đúng? 
UA.UPhương trình của mặt phẳng (Oxy) là: 0z   
B.phương trình của mặt phẳng (Oxy) là: 0y   
C.phương trình của mặt phẳng (Oxy) là: 0x   
D.phương trình của mặt phẳng (Oxy) là: 0x y   

Câu 12  

Cho đường thẳng (d) :
1

2 2

1

x t

y t

z t

        

 .Viết phương trình chính tắc của đường thẳng d. 

A. 2 6 0x y z     

UB.U

1 2 1
1 2 1

x y z  
 


 

C. 1 2 1
1 2 1

x y z  
 


 

D. 1 2 1
1 2 1

x y z  
 


 

Câu 13: Cho vectơ 2 5 3OM i j k  
   

 .Tìm tọa độ điểm M ? 
UA.U (2;5;3).M   B. ( 2; 5; 3).M       C. (2; 5;3).M         D. ( 2;5; 3).M    

Câu 14: Trong không gian Oxyz cho (3; 1;2); (4;2; 6)a b 
 

 Tính tọa độ của vectơ a b
 

 

A.a b 
 

(1;3; 8).
U

B.Ua b 
 

(7;1; 4). C.a b 
 

( 1; 3;8).  D.a b 
 

( 7; 1;4).   

Câu 15. Trong không gian Oxyz cho M(1;-2;4) và N(-2;3;5). Tính tọa độ của MN


 
UA.U MN 


(-3;5;1).   B.MN 


 (3;-5;-1).   C.MN 


 (-1;1;9).   D.MN 


 (1;-1;-9) 
 
 

BÀI 2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU  
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ. 
1) Phương trình mặt cầu (S) tâm I(a ; b; c), bán kính R: 
            + 2 2 2 2(S) : (x a) (y b) (z c) R− + − + − =  
 +Phương trình: xP

2
P + yP

2
P+ zP

2
P -2ax -2by -2cz + d = 0 với aP

2
P + bP

2
P +cP

2
P - d > 0 là phương trình mặt 

cầu tâm 
                                 I(a ; b; c), bán kính 2 2 2R a b c d= + + −  
2) Giao của mặt cầu và mặt phẳng - Phương trình đường tròn: 
 Cho mặt cầu 2 2 2 2(S) : (x a) (y b) (z c) R− + − + − =  với tâm I(a ; b; c), bán kính R và mặt 
phẳng  
(P): Ax + By + Cz + D = 0. 
 + d(I, (P)) > R: (P) và (S) không có điểm chung 
 + d(I, (P)) = R: (P) tiếp xúc (S)tại H     ( H là hình chiếu vuông góc của I lên mp(P) ) 
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 + d(I, (P)) < R: (P) cắt (S) theo đường tròn có tâm H là hình chiếu của I xuống (P), bán kính 
2 2r R d= −  

                                    ( H là hình chiếu vuông góc của I lên mp(P) ) 
B. KỸ NĂNG. 
   - Tìm tâm và bán kính các mặt cầu. 
   - Viết phương trình mặt cầu 
   - Tìm giao của mặt cầu với mặt phẳng     
C. BÀI TẬP. 
Bài 1. Tìm tâm và bán kính các mặt cầu sau: 
a. x² + y² + z² – 8x + 2y + 1 = 0  b. x² + y² + z² + 4x + 8y – 2z – 4 = 0 
c. x² + y² + z² –6x + 2y – 2z + 10 = 0 d. 2x² + 2y² + 2z² + 12x – 6y + 30z – 5 = 0 
Bài 2. Viết phương trình mặt cầu có 
b. Tâm I(0; 3; –2) và đi qua điểm A(2; 1; –3) 
c. Đường kính AB với A(3; –2; 1) và B(1; 2; –3). 
Bài 3. Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD nếu 
a. A(1; 1; 0), B(0; 2; 1), C(1; 0; 2), D(1; 1; 1) b. A(2; 0; 0), B(0; 4; 0), C(0; 0; 6), D(2; 4; 6) 
Bài 4. Viết phương trình mặt cầu có 
a. Tâm thuộc mặt phẳng Oxz và đi qua các điểm A(1; 2; 0), B(–1; 1; 3), C(2; 0; –1). 
b. Có tâm I(–5; 1; 1) và tiếp xúc với mặt cầu (T): x² + y² + z² – 2x + 4y – 6z + 5 = 0. 

Bài 5: Xác định tâm và bán kính của đường tròn (C): 2 2 2

2x 2y z 9 0
x y z 6x 4y 2z 86 0

− − + =


+ + − + − − =
 

Bài 6: Cho (S): xP

2
P + yP

2
P + zP

2
P -2mx + 2my -4mz + 5mP

2
P + 2m + 3 = 0 

 a) Định m để (S) là mặt cầu. Tìm tập hợp tâm I của (S) 
 b) Định m để (S) nhận mặt phẳng (P): x + 2y + 3 = 0 làm tiếp diện 

 c) Định m để (S) cắt d: 
x t 5
y 2t
z t 5

= +
 =
 = − +

tại hai điểm A, B sao cho AB 2 3=  

Bài 7: Viết phương trình mặt cầu (S) có tâm thuộc Ox và tiếp xúc với hai mặt phẳng (Oyz) 
và (P): 2x + y - 2z + 2 = 0. 

Bài 8. Trong không gian với hệ trục toạ độ Đề các vuông góc Oxyz, cho bốn điểm A(1;2;2), B(-1;2;1), 
C(1;6;-1), D(-1;6;2) 
 a. CMR: ABCD là tứ diện có các cặp cạnh đối bằng nhau.      b. Tính khoảng cách giữa AB và 
CD.  
 c. Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD.  
Bài 9. Cho điểm I(1;2;-2) và mặt phẳng (P): 2x + 2y + z + 5 = 0.  
 a. Lập phương trình mặt cầu (S) tâm I sao cho giao của (S) và mp (P) là đường tròn có chu vi 
bằng π8  
 b. CMR. Mặt cầu (S) tiếp xúc với đường thẳng (Δ): 2x – 2y = 3 – z 
 c. Tính diện tích thiết diện của hình lập phương cắt bởi mặt phẳng (CMN).  
Bài 10. Trong không gian với hệ trục toạ độ Đề các vuông góc Oxyz cho hai đường thẳng (dR1R) (dR2R) có 

phương trình ( )








=
=
=

4

2
:1

z
ty
tx

d   ( )




=−++
=−+

012344
03

:2 zyx
yx

d  

 a. CMR: (dR1R) và (dR2R) chéo nhau.                           b. Tính khoảng cách giữa (dR1R) và (dR2R).  
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c. Viết phương trình mặt cầu (S) có đường kính là đoạn vuông góc chung của (dR1R) và (dR2R). 
Bài 11. Trong không gian với hệ trục toạ độ Đề các vuông góc Oxyz cho hai mặt phẳng song song có 
phương trình tương ứng là: ( ) 0122:1 =−+− zyxP  ( ) 0522:2 =++− zyxP  
Và điểm A(-1;1;1) nằm trong khoảng giữa hai mặt phẳng đó. Gọi (S) là mặt cầu qua A và tiếp xúc với 
cả hai mặt phẳng (PR1R), (PR2R) 
 a.CMR: Bán kính của hình cầu (S) là một hằng số và tính bán kính đó.  
 b.Gọi I là tâm hình cầu (S). CMR: I thuộc một đường tròn cố định xác định tâm và tính bk 
đường tròn đó.  
D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu ( ) 2 2 2S : x y z 8x 10y 6z 49 0+ + − + − + = . Tìm tọa độ 
tâm I và bán kính R của mặt cầu (S). 
 A. ( )I 4;5; 3− −  và R 7=  B. ( )I 4; 5;3−  và R 7=    
   C. ( )I 4;5; 3− −  và R 1=                                   UD.U ( )I 4; 5;3−  và R 1=   
Câu 2. Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu (S) có phương trình: 

2 2 2 50x y z 2x 2y 4z 0
9

+ + − − − + =  

Tìm tọa độ tâm I và tính bán kính R của mặt cầu (S). 

 A. ( )I 1;1;2  và 2R
3

=   B.  ( )I 1; 1; 2− − − và 2R
3

=  

 C. ( )I 1;1;2  và 4R
9

=   D. ( )I 1; 1; 2− − − và 4R
9

=  

Câu 3. Trong không gian Oxyz, cho điểm ( )M 1;1; 2−  và mặt phẳng ( ) : x y 2z 3α − − = . Viết 
phương trình mặt cầu (S) có tâm M tiếp xúc với mặt phẳng ( )α . 

 A. ( ) 2 2 2 16S : x y z 2x 2y 4z 0
3

+ + + + − + =  B. ( ) 2 2 2 16S : x y z 2x 2y 4z 0
3

+ + − − + + =  

 UC.U ( ) 2 2 2 14S : x y z 2x 2y 4z 0
3

+ + + + − + =  D. ( ) 2 2 2 14S : x y z 2x 2y 4z 0
3

+ + − − + + =  

Câu 4. Mặt cầu tâm ( )I 2;2; 2− bán kính R tiếp xúc với mặt phẳng ( )P : 2x 3y z 5 0− − + = . Bán 
kính R bằng: 

 A. 5
13

 B. 4
14

 C. 4
13

 D. 5
14

 

 
Câu 5. Xác định tọa độ tâm và bán kính của mặt cầu (S): x² + y² + z² – 8x + 2y + 1 = 0. 
 A. I(4; –1; 0), R = 4 B. I(–4; 1; 0), R = 4 C. I(4; –1; 0), R = 2 D. I(–4; 1; 0), R = 2 
Câu 6. Viết phương trình mặt cầu có tâm I(0; 3; –2) và đi qua điểm A(2; 1; –3) 
 A. (S): x² + (y – 3)² + (z + 2)² = 3  B. (S): x² + y² + z² – 6y + 4z + 4 = 0 
 C. (S): x² + (y – 3)² + (z + 2)² = 6  D. (S): x² + y² + z² – 6y + 4z + 10 = 0 
Câu 7. Viết phương trình mặt cầu (S) có tâm I(1; 5; 2) và tiếp xúc với mặt phẳng (P):2x + y + 3z + 1=0 
 A. (S): (x – 1)² + (y – 5)² + (z – 2)² = 16 B. (S): (x – 1)² + (y – 5)² + (z – 2)² = 12 
 C. (S): (x – 1)² + (y – 5)² + (z – 2)² = 14 D. (S): (x – 1)² + (y – 5)² + (z – 2)² = 10 
Câu 8. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(2;1;1) và mặt phẳng (P): 2x – y +2z + 1 = 0. 
Phương trình mặt cầu (S) tâm A tiếp xúc với mặt phẳng (P) là 
 A. (S): (x – 2)² + (y – 1)² + (z – 1)² = 4 B. (S): (x – 2)² + (y – 1)² + (z – 1)² = 9 



CHUYÊN ĐỀ PHƯƠNG PP TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 

NHÓM TRƯỜNG THPT SƠN DƯƠNG, NỘI TRÚ ATK SƠN DƯƠNG, THPT HÀ LANG  7 

 C. (S): (x – 2)² + (y – 1)² + (z – 1)² = 3 D. (S): (x – 2)² + (y – 1)² + (z – 1)² = 5 
Câu 9. Cho hai điểm A(2; 4; 1), B(–2; 2; –3). Phương trình mặt cầu đường kính AB là 
 A. x² + (y + 3)² + (z – 1)² = 9   B. x² + (y – 3)² + (z – 1)² = 36 
 C. x² + (y - 3)² + (z + 1)² = 9   D. x² + (y – 3)² + (z + 1)² = 36 
Câu 10. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu (S) có tâm I(2; 1; 1) và mặt phẳng (P):  
2x + y + 2z + 2 = 0. Mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S) theo giao tuyến là một đường tròn có bán kính R= 1. 
Phương trình của mặt cầu (S) là 
 A. (S): (x + 2)² + (y + 1)² + (z + 1)² = 8 B. (S): (x + 2)² + (y + 1)² + (z + 1)² = 10 
 C. (S): (x – 2)² + (y – 1)² + (z – 1)² = 8 D. (S): (x – 2)² + (y – 1)² + (z – 1)² = 10 
Câu 11. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(1; –2; 3) và đường thẳng 

d: x 1 y 2 z 3
2 1 1
+ − +

= =
−

. Viết phương trình mặt cầu (S) tâm A và tiếp xúc với d. 

 A. (S): (x – 1)² + (y + 2)² + (z – 3)² = 49 B. (S): (x – 1)² + (y + 2)² + (z – 3)² = 7 
 UC.U (S): (x – 1)² + (y + 2)² + (z – 3)² = 50 D. (S): (x – 1)² + (y + 2)² + (z – 3)² = 25 
Câu 12. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng (P): 2x – 2y – z – 4 = 0 và mặt cầu (S): 
 x² + y² + z² – 2x – 4y – 6z – 11 = 0. Biết rằng mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S) theo một đường tròn (C). 
Xác định tọa độ tâm và bán kính của đường tròn (C). 
 A. (3; 0; 2) và r = 2 B. (2; 3; 0) và r = 2 C. (2; 3; 0) và r = 4 D. (3; 0; 2) và r = 4 
Câu 13. Cho mặt cầu ( ) 2 2 2:  2 4 1 0S x y z x y z+ + − − + − = .  Xác định tọa độ tâm I của mặt cầu. 

A. 11;2;
2

I  − 
 

. B. ( )2;4;1I .  C. ( )2; 4; 1I − − − .                  D. 11; 2;
2

I  − − 
 

. 

 
Câu 14. Viết phương trình mặt cầu (S) có tâm I(-1;2;1) và tiếp xúc với mặt phẳng (P): 
x 2y 2z 2 0− − − = . 

A. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2S :  x 1 y 2 z 1 3+ + − + − = . UB.U ( ) ( ) ( )2 2 2(S) : x 1 y 2 z 1 9+ + − + − = . 

C. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2S : x 1 y 2 z 1 3+ + − + + = . D. ( ) ( ) ( )2 2 2(S) : x 1 y 2 z 1 9+ + − + + = . 
 

Câu 15. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho mặt cầu ( ) 2 2 2: 2 6 8 10 0;S x y z x y z+ + − + − − = và 

mặt phẳng ( ) : 2 2 2017 0.P x y z+ − + =  Viết phương trình các mặt phẳng ( )Q  song song với ( )P  và tiếp 

xúc với ( )S . 
 A. ( ) + − + =1 : 2 2 25 0Q x y z  và ( ) + − + =2 : 2 2 1 0.Q x y z

 B. ( ) + − + =1 : 2 2 31 0Q x y z  và ( ) + − − =2 : 2 2 5 0.Q x y z  
 C. ( ) + − + =1 : 2 2 5 0Q x y z  và ( ) + − − =2 : 2 2 31 0.Q x y z   
D. ( ) + − − =1 : 2 2 25 0Q x y z  và ( ) + − − =2 : 2 2 1 0.Q x y z  

Câu 16. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  cho ( ) ( ): 2 2 9 0, : 4 0P x y z Q x y z+ − + = − + + =  và 

đường thẳng 31 3: ,
1 2 1

yx zd +− −
= =

−
 một phương trình mặt cầu có tâm thuộc d tiếp xúc với ( )P  

và cắt ( )Q  theo một đường tròn có chu vi 2π là: 

 A. ( ) ( )2 22 1 4 4x y z+ + + − =  B. ( ) ( ) ( )2 2 2
2 5 2 4x y z+ + + + − =  

 UC.U ( ) ( ) ( )2 2 2
3 5 7 4x y z+ + − + − =  D. ( ) ( )2 2 22 3 4x y z− + + + =  
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Câu 17. Cho mặt cầu ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2: 1 3 2 49S x y z− + + + − = . Phương trình nào sau đây là phương trình 
của mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S)? 

A. 6x 2 3z 0y+ + =   B. 2x 3 6z-5 0y+ + =  
C. 6x 2 3z-55 0y+ + =   D. x 2 2z-7 0y+ + =  
Câu 18.  Cho mặt phẳng ( ) : 2 2 3 0P x y z+ + − =  và mặt cầu ( )S  có phương trình là 

2 2 2 2 - 4 - 4 0x y z x y z+ + − = . Mặt phẳng ( )P  cắt mặt cầu ( )S  theo đường tròn ( )C . Tâm của 
đường tròn ( )C  là: 

A. 1 8 13; ;
9 9 9

 
 
 

    UB.U

1 8 13; ;
9 9 9

 − 
 

 

C. 1 8 13; ;
9 9 9

 − − 
 

    D. 1 8 13; ;
9 9 9

 − − − 
 

 

 

Câu 19. Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng 1 1 1:
2 2 1

x y zd − − +
= =

−
 và điểm ( )1;2;3I . Gọi 

K là điểm đối xứng với I qua d. Lập phương trình mặt cầu (S) tâm K  cắt d tại hai điểm A và B, 
biết đoạn AB=4 là. 

A. 
2 2 21 8 41 185 (S): .

9 9 9 9
x y z     − + + + + =     

     
 

B. B. 
2 2 21 8 41 185 (S): .

9 9 9 9
x y z     + + + + + =     

     
 

       C.
2 2 21 8 41 185( ) : .

9 9 9 9
S x y z     − + − + + =     

     
   

     D.
2 2 21 8 41 185 (S): .

9 9 9 9
x y z     + + − + + =     

       
Câu 20. Phương trình mặt cầu đường kính AB biết A(2; -4; 6), B(4; 2; -2) là? 

UA.U ( ) ( ) ( )2 2 23 1 2 26.x y z− + + + − =                B. ( ) ( ) ( )2 2 23 1 2 26.x y z+ + + + − =  

C. ( ) ( ) ( )2 2 23 1 2 26.x y z− + − + − =                D. ( ) ( ) ( )2 2 23 1 2 26x y z− + + + + = . 
 

BÀI 3. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG TRONG KHÔNG GIAN 
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ. 
1) Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng: 

 * 
→→

≠ 0n là VTPT của mp(α ) nếu: ( )n α
→

⊥  

Chú ý 1. Hai vectơ không cùng phương 
→→
b,a có giá chứa trong hoặc song song với (α ). Khí đó: 

,a b
→ → 
  

 là vectơ pháp tuyến của (α ) 

Nhận xét: Một mp có vô số VTPT cùng phương với nhau. 
2) Phương trình tổng quát của mặt phẳng: Ax + By + Cz + D = 0 (AP

2
P + BP

2
P + CP

2
P 0≠ ) 
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 + Mặt phẳng có phương trinh: Ax + By + Cz + D = 0 thì có VTPT: )C;B;A(n =
→

 

 + Mặt phẳng qua M(xR0R ; yR0R ; zR0R) và có một VTPT là )C;B;A(n =
→

 thì có pt: 
A(x - xR0R) + B(y - yR0R) + C(z - zR0R) = 0 

 + Phương trình mp cắt Ox, Oy, Oz lần lượt tại các điểm (a ; 0 ; 0), (0 ; b ; 0),  (0 ; 0; c) là: 

1
c
z

b
y

a
x

=++  (phương trình theo đọan chắn) 

 + MpOxy: z = 0 + Mp(Oyz): x = 0 + Mp(Ozx): y = 0 

3) Khoảng cách từ ( )0 0 0; ;M x y z  đến (P) được tính theo công thức : ( ) 0 0 0

2 2 2

Ax
;( )

By Cz D
d M P

A B C

+ + +
=

+ +
 

3) Phương trình mặt phẳng qua giao tuyến của hai mp (Ptrình chùm mặt phẳng): 
Ax+By + Cz +D = 0 và A'x+B'y+ C'z + D'=0 là 

m(Ax + By + Cz + D) + n( A'x + B'y + C'z + D') = 0 (m, n không đồng thời bằng 0) 
B. KỸ NĂNG. 
- Rèn kĩ năng viết PT mặt phẳng biết vecto pháp tuyến và đi qua điểm M. 
- Rèn kĩ năng viết PT mặt phẳng biết cặp vecto chỉ phương và điểm M. 

 
C. CÁC DẠNG BÀI TẬP. 
UPhương phápU: Để viết phương trình của mặt phẳng (P) ta thường tìm 1 điểm 0 0 0( ; ; ) ( )M x y z P∈  và 1 

VTPT ( ); ;n A B C=


 của mặt phẳng (P): khi đó (P): ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =  
Nhận xét 1: Để tìm VTPT của mp ta thường sử dụng chú ý 1 
Nhận xét 2. Cho (P): Ax + By + Cz + D = 0. Nếu (P)//(Q) thì (Q): Ax + By + Cz + D’ = 0 ( )'D D≠  
 
Bài 1:  Viết PT mp (P) qua A(-2 ; -1 ; 0) và song song với mp (Q): x - 3y + 4z + 5 = 0 
Bài 2: Viết PT mặt phẳng (P) trong các trường hợp sau: 
 a) Qua ba điểm A(1 ; -1; 2), B(2 ; 3 ; 0) và C(-2 ; 2 ; 2) 
 b) (P) Là mặt trung trực của AB 
c) Qua C và vuông góc với hai mặt phẳng (Q): x + y - 2z = 0 và (R): x - z + 3 = 0 
Bài 3:  Cho A(1 ; -1 ; 3), B(3 ; 0 ; 1) và C(0 ; 4 ; 5) 
 a) Viết phương trình mp(ABC) 
 b) Viết phương trình mp qua O, A và vuông góc với (Q): x + y + z = 0 
 c) Viết phương trình của mặt phẳng chứa Oz và qua điểm P(2 ; -3 ; 5) 
Bài 4. Trong không gian Oxyz,  M(-4 ; -9 ; 12) và A( 2 ; 0 ; 0). Viết phương trình mặt phẳng (P) qua 
M, A và cắt Oy, Oz lần lượt tại B và C sao cho OB = 1 + OC (B, C khác O) 
Bài 5: Viết phương trình của mặt phẳng (P) qua F(4 ; -3 ; 2) và vuông góc với giao tuyến của hai mặt 
phẳng: (Q): x - y + 2z - 3 = 0 và (T): 2x - y - 3z = 0 
Bài 6. Viết phương trình của mặt phẳng (P) qua E(3 ; 4 ; 1) và vuông góc với giao tuyến của hai mặt 
phẳng:(R): 19x - 6y - 4z + 27 = 0 và (K): 42x - 8y + 3z + 11 = 0 
Bài 7. Viết phương trình mặt phẳng qua giao tuyến của hai mặt phẳng: (P): x - 2y = 0, 
 (Q): 3x - 2y + z - 3= 0 và vuông góc với mặt phẳng: (R): x - 2y + z + 5 = 0 
Bài 8. Cho hai mặt phẳng: (P): 2x - y + z = 0, Q): x - 3y + 2 = 0 
 a) Viết phương trình của mặt phẳng (α ) qua giao tuyến của (P), (Q) và song song với Ox. 
 b) Viết phương trình mặt phẳng (β ) qua giao tuyến của xOy và (Q) và tạo với 3 mặt phẳng tọa 

độ một tứ diện có thể tích bằng 
36

125
.  
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Bài 9. (ĐH- 2010D Phần riêng chương trình chuẩn). Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho hai mặt 
phẳng (P) : x + y + z – 3 = 0 ; (Q) : x – y + z – 1 = 0. Viết phương trình mặt phẳng (R) vuông góc với 
(P) và (Q) sao cho khoảng cách từ O tới (R) bằng 2. 
Bài 10. Viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua G(-2 ; 3 ; 5) và cắt Ox, Oy, Oz tại A, B, C sao cho G là 
trọng tâm của tam giác ABC (A, B, C không trùng với gốc tọa độ) 
D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
Câu 1: Trong không gian Oxyz, cho mặt phẳng ( )P : 2x 3y 4z 2016− + = . Véctơ nào sau đây là 
một véctơ pháp tuyến của mặt phẳng (P) ? 
 A. ( )n 2; 3;4= − −



 B. ( )n 2;3;4= −


 C. ( )n 2;3; 4= − −


 D. ( )n 2;3; 4= −


 
Câu 2: Trong không gian Oxyz, cho mặt phẳng ( )P : x 3y z 1 0− + − = . Tính khoảng cách d từ 
điểm ( )M 1;2;1  đến mặt phẳng (P). 

       A. 5 3                     B. 3 5
3

             C. 5 3
3

                         D. 3 5  

 
Câu 3: Trong không gian Oxyz, cho điểm ( )A 3;2; 3− −  và hai đường thẳng 

1
x 1 y 2 z 3d :

1 1 1
− + −

= =
−

 và 2
x 3 y 1 z 5d :

1 2 3
− − −

= = . Phương trình mặt phẳng chứa dR1R và dR2R có 

dạng: 
 A. 5x 4y z 16 0+ + − =   UB.U 5x 4y z 16 0− + − =  
 C. 5x 4y z 16 0− − − =   D. 5x 4y z 16 0− + + =  
Câu 4: Phương trình tổng quát của mặt phẳng qua điểm ( )M 3;0; 1−  và vuông góc với hai mặt 
phẳng x 2y z 1 0+ − + =  và 2x y z 2 0− + − =  là: 
 UA.U x 3y 5z 8 0− − − =  B. x 3y 5z 8 0− + − =  C. x 3y 5z 8 0+ − + =  D. x 3y 5z 8 0+ + + =  
Câu 5: Trong không gian Oxyz, cho hai mặt phẳng ( ) ( )P : 2x y 1 0, Q : x y z 1 0+ + = − + − = . Viết 
phương trình đường thẳng (d) giao tuyến của 2 mặt phẳng. 

 A. ( ) x y 1 zd :
1 2 3

+
= =

− −
  B. ( ) x y 1 zd :

1 2 3
−

= =
− −

 

 C. ( ) x y 1 zd :
1 2 3

−
= =

−
  D. ( ) x y 1 zd :

1 2 3
− −

= =
−

 

Câu 6: Cho hai đường thẳng ( ) ( )1 2

x 3 2t x m 3
D : y 1 t ; D : y 2 2m; t,m

z 2 t z 1 4m

= − = − 
 = + = + ∈ 
 = − − = − 

  

Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) qua (DR1R) và song song với (DR2R) 
 A. x 7y 5z 20 0+ + − =   B. 2x 9y 5z 5 0+ + − =  
 C. x 7y 5z 0− − =   D. x 7y 5z 20 0− + + =  
Câu 7: Trong không gian Oxyz, cho điểm ( )A 2;0;1  và hai mặt phẳng ( )P : x y 2z 1 0− + − =  và 
( )Q : 3x y z 1 0− + + = . Viết phương trình mặt phẳng ( )α  đi qua A và vuông góc với cả hai mặt 
phẳng (P) và (Q). 
 A. ( ) : 3x 5y 4z 10 0α − + − + =  B. ( ) : 3x 5y 4z 10 0α − − − + =  
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 C. ( ) : x 5y 2z 4 0α − + − =  D. ( ) : x 5y 2z 4 0α + + − =  
Câu 8: Trong không gian Oxyz, viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua hai điểm 

( ) ( )A 2;1;3 ,B 1; 2;1−  và song song với đường thẳng 
x 1 t

d : y 2t
z 3 2t

= − +
 =
 = − −

. 

 A. ( )P :10x 4y z 19 0− − − =  B. ( )P :10x 4y z 19 0− + − =  
 C. ( )P :10x 4y z 19 0− − + =  D. ( )P :10x+4y z 19 0+ − =  
Câu 9: Trong không gian Oxyz, cho hai điểm ( )A 1;1;1  và ( )B 1;3; 5− . Viết phương trình mặt 
phẳng trung trực của AB. 
 A. y 3z 4 0− + =  B. y 3z 8 0− − =  C. y 2z 6 0− − =  D. y 2z 2 0− + =  
Câu 10: Cho hai mặt phẳng ( )P : 2x my 2mz 9 0+ + − =  và ( )Q : 6x y z 10 0− − − = . Để mặt phẳng 
(P) vuông góc với mặt phẳng (Q) thì giá trị của m là: 
 A. m 3=  B. m 6=  C. m 5=  D. m 4=  
Câu 11: Phương trình tổng quát của mặt phẳng ( )α đi qua ( )M 0; 1;4− , nhận u, v  

 

 làm vectơ 

pháp tuyến với ( )u 3;2;1=


 và ( )v 3;0;1= −


 là cặp vectơ chỉ phương là: 
 A. x y z 3 0+ + − =  UB.U x 3y 3z 15 0− + − =  C. 3x 3y z 0+ − =  D. x y 2z 5 0− + − =  
 
Câu 12. Góc giữa hai mặt phẳng ( ) ( ):8x 4y 8z 1 0; : 2x 2y 7 0α − − + = β − + =  là: 

 A. R
6
π  B. 

4
π  C. 

3
π  D. 

2
π  

 

Câu 13. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  cho đường thẳng 1 1:
2 1 3

yx zd − +
= =  và 

( ) : 2 0.P x y z+ − =  Viết phương trình mặt phẳng ( )Q  chứa đường thẳng d và vuông góc với mặt phẳng 

( )P . 
 A. (Q): − − =2 0.x y z   B. (Q): − + =2 1 0.x y   
   C. (Q): + + =2 0.x y z   UD.U (Q): − − =2 1 0.x y  
Câu 14. Trong không gian Oxyz  cho mặt phẳng ( ) : 2 2 1 0+ − + =P x y z  và hai điểm (1; 2;3), (3;2; 1).− −A B  
Viết Phương trình mặt phẳng ( )Q  qua ,A B  và vuông góc với mặt phẳng ( )P . 
 A. ( ) : 2 2 3 7 0.Q x y z+ + − =   B. ( ) : 2 2 3 7 0.Q x y z− + − =    
 C. ( ) : 2 2 3 9 0.Q x y z+ + − =   D. ( ) : 2 3 7 0.Q x y z+ + − =  
Câu 15. Mặt phẳng qua 3 điểm ( ) ( ) ( )−1;0;0 , 0; 2;0 , 0;0;3A B C có phương trình. 

A. − + =2 3 1.x y z  B. + + =
−

6.
1 2 3

yx z  C. + + =
− −

1.
1 2 3

yx z  D. − + =6 3 2 6.x y z  

Câu 16. Phương trình mặt phẳng chứa +− −
= =

−1
21 4:

2 1 3
yx zd và + +

= =
−2

1 2:
1 1 3

yx zd có dạng. 

 A. + − =3 2 5 0.x y   U

B. U + + + =6 9 8 0.x y z  
    C. − + + + =8 19 4 0.x y z   D. Tất cả đều sai. 
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Câu 17. Cho hai mặt phẳng ( ) ( ) ( ) ( ):  3 3 1 0;     :  1 2 3 0P x y z Q m x y m z+ − + = − + − + − = . 
Xác định m để hai mặt phẳng (P), (Q) vuông góc với nhau. 

A. 1
2

m −
= .                B. 2m = .   C. 1

2
m = .                       D. 3

2
m −
= . 

Câu 18. Viết phương trình mặt phẳng chứa 2 điểm A(1;0;1) và B(-1;2;2) và song song với trục Ox. 
A. x + 2z – 3 = 0.   UB.Uy – 2z + 2 = 0.  C. 2y – z + 1 = 0.    D. x + y – z = 0. 

Câu 19. Gọi ( )α  là mặt phẳng cắt ba trục tọa độ tại 3 điểm M (8; 0; 0), N(0; -2; 0) , P(0; 0; 4). 
Phương trình của mặt phẳng ( )α  là? 

A. 
0.

8 2 4
x y z
+ + =
−  B. 

1.
4 1 2
x y z
+ + =
−  

 C. x – 4y + 2z = 0.      UD.U x – 4y + 2z – 8 = 0. 

Câu 20. Mặt phẳng nào sau đây chứa trục Oy ? 
A. -2x – y = 0. UB.U -2x + z =0. C. –y + z = 0. D. -2x – y + z =0. 

 

BÀI 4. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG TRONG KHÔNG GIAN 
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ. 
U1) Các dạng phương trình đường thẳng: 

-Phương trình tham số: 
0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
 = +
 = +

, với 1 2 3a (a ;a ;a )=


là vectơ chỉ phương của đường 

thẳng. 

-Phương trình chính tắc: 0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= = . ( )1 2 3. . 0a a a ≠  

2) Vị trí tương đối, tìm giao điểm của hai đường thẳng:  
Cho đường thẳng 1∆  qua điểm ( )1 1 1 1; ;M x y z  có VTCP ( )1 1 2 3; ;u a a a=



 và đường thẳng 2∆  qua điểm 

( )2 2 2 2; ;M x y z  có VTCP ( )2 1 2 3; ;u b b b=


. Khi đó: 

 - 1∆  và 2∆  đồng phẳng 1 2 1 2; . 0u u M M ⇔ = 
  

 

 - 1∆  và 2∆  cắt nhau 
1 1 2 1

1 2 2 2

1 3 2 3

'
'

'

x a t x b t
y a t y b t
z a t z b t

+ = +
⇔ + = +
 + = +

 có nghiệm duy nhất 0 0( ; ')t t  hoặc 

1 2 1 2

1 2

; . 0

; 0

u u M M

u u

  = 

  ≠ 

  

  

. Khi đó để tìm tọa độ giao điểm của hai đường thẳng thì thay tR0R và phương trình 

1∆  hoặc thay '
0t  vào phương trình 2∆  

 - 1 2/ /∆ ∆ 1 2;u u⇔
 

 cùng phương và 1 2M ∉∆  hoặc 1 2

1 2

; 0u u

M

  = 
∉∆

  

  

 - 1 2∆ ≡ ∆ 1 2;u u⇔
 

 cùng phương và 1 2M ∈∆  hoặc 1 2

1 2

; 0u u

M

  = 
∈∆
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- 1∆  và 2∆  chéo nhau 1 2;u u⇔
 

 không cùng phương và hệ 
1 1 2 1

1 2 2 2

1 3 2 3

'
'

'

x a t x b t
y a t y b t
z a t z b t

+ = +
 + = +
 + = +

 vô nghiệm hoặc 

1 2 1 2; . 0u u M M  ≠ 
  

 

B. KĨ NĂNG 
- Rèn kĩ năng lập PT đường thẳng biết VTCP và một điểm. 
- Lập PT đường thẳng qua một điểm và vuông góc với một  mặt phẳng. 

C. CÁC DẠNG BÀI TẬP 
Bài 1: Lập phương trình của đường thẳng d đi qua M(2; 3; -6) và song song với đường thẳng 

1
x 1 y 2 zd :

3 1 1
− +

= =  

Bài 2: Cho A(2; 3; 5) và mặt phẳng (P): 2x + 3y - 17 = 0 
 a) Viết phương trình đường thẳng d đi qua A và vuông góc với (P) 
 b) Tìm giao điểm của d với trục Oz. 

Bài 3. Cho (dR1R) : 
2

1
3 4

x t
y t
z t

= +
 = − −
 = +

 ; 2
1 2( ) :

13 4 11
x y zd − +

= =
−

 và điểm A(1 ; 0 ; -3). Viết phương trình đường 

thẳng (d) qua A vuông góc với (dR1R) và (dR2R). 

Bài 4. Cho điểm A(2 ;1 ; -2), đường thẳng (d) : 1 1 3
2 1 3

x y z+ − −
= = , mặt phẳng ( ) : 4 0P x y z− − − = . 

Viết phương trình đường thẳng (d’) qua A, song song với (P) và vuông góc với đường thẳng (d) 

Bài 5. Cho M(1 ; 1 ; -3) và đường thẳng 
1 2

( ) : 2
3 3

x t
d y t

z t

= +
 = −
 = +

. Viết phương trình đường thẳng ( )∆  qua M 

vuông góc và cắt (d). 

Bài 6. Cho (P) : x - 2y + z – 5 = 0, đường thẳng ( )1 2

2
1 2: 1 ;( ) :

2 1 3
3 2

x t
x y zd y t d

z t

= −
− + = − + = =

 = +

. Viết phương 

trình đường thẳng  ( )∆  chứa trong mp(P) và cắt (dR1R), (dR2R). 

Bài 7. Cho A(2 ; -1 ; -1) đường thẳng ( )1 2

1 2
: ; ( ) : 1

1

x t x k
d y t d y k

z z k

= − = 
 = = + 
 = − = 

. Viết phương trình đường thẳng  

(d) qua A vuông góc với (dR1R) và cắt (dR2R). 

Bài 8. Cho (P): x - y + z – 3 = 0, đường thẳng 
1 2

( ) : 2
1 2

x t
d y t

z t

= − +
 = −
 = − +

. Viết phương trình đường thẳng ( )∆  

Chứa trong (P) vuông góc với (d) và đi qua giao điểm của (P) với (d). 
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Bài 9. Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa đường thẳng d: 
2

4z
1

3y
3

1x +
=

+−
=

−
 và song song với 

đường thẳng d': 
x 1 t
y 2 t
z 1 2t

= +
 = +
 = +

  

Bài 10. Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa d: 
x 1 t
y 2 t
z 1 2t

= +
 = +
 = +

và vuông góc với mp(Q): 2x - y - z = 0 

Bài 11. Lập phương trình chính tắc của đường thẳng d đi qua điểm A(0;1;1), vuông góc với đường 

thẳng 1
x 1 y 2 zd :

3 1 1
− +

= =  và cắt đường thẳng: 
x 1 t
y 2 t
z 1 2t

= +
 = +
 = +

 

Bài 12. Lập phương trình đường thẳng d: 

 a) d qua A(1 ; 0 ; 3) và cắt hai đường thẳng: dR1R: 
3

2z
1
1y

2
1x −

=
−
−

=
+

 và dR2R: 

3
2z

2
2y

1
x

−
−

=
+

=
−

 

 b) d vuông góc với (P): x - y - z - 3 = 0 và cắt hai đường thẳng:  

  dR1R: 
3

4z
2

3y
1

1x −
=

+
=

−
 và dR2R: 

2
2z

1
1y

1
x

−
−

=
+

=  

 c) d là hình chiếu của 1
x 1 y 2 zd :

3 1 1
− +

= =   xuống măt phẳng: (P): x - y - z + 4  = 0 

Bài 13. Lập phương trình đường thẳng d qua A(2 ; -5 ; 6), cắt Ox và song song với mp(P): x + 5y - 6z 
= 0 
Bài 14. Tìm tọa độ hình chiếu của điểm A(1 ; -2 ; 1) lên mp(P): x + 5y - 6z = 0 
Bài 15 Lập phương trình tham số của đường thẳng d cắt hai đường thẳng:  

1 2
1 3 3 1: ; :

2 1 2 4 2 5
x y z x y z+ − − −

∆ = = ∆ = =
− −

 và song song với đường thẳng: d': 
2

z
1

3y
2

1x
−

=
−

=
−

 

Bài 16. Lập phương trình đường vuông góc chung của hai đường thẳng: 









+=
+=
−=









+−=
+−=

−=

t22z
t1y
t6x

:d;
t1z
t2y
t43x

:d 21  

Bài 17 Lập phương trình đường thẳng d đi qua A(-4 ; -2 ; 4), cắt và vuông góc với  đường thẳng: 
x 3 y 1 z 1d ' :

2 1 4
+ − +

= =
−
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Bài 18 Trong không gian Oxyz, cho hai đường thẳng: 1 2
1 3 3 1: ; :

2 1 2 4 2 5
x y z x y z+ − − −

∆ = = ∆ = =
− −

 

 a) Viết phương trình mặt phẳng chứa 1∆ và song song với 2∆  

 b) Cho điểm M(2 ; 1 ; 4). Tìm tọa độ điểm H 2∈∆ sao cho độ dài MH nhỏ nhất. 

Bài 19. Trong không gian cho hai điểm A(2 ; 3 ; 0), B(0 ; - 2 ; 0) và đường thẳng d: 
2
2z

1
1y

1
x

−
−

=
+

=  

 a) Lập phương trình mp(P) qua A và vuông góc với d. 
 b) Tìm tọa độ N thuộc mặt phẳng (Q): x - 2y + z - 3 = 0 sao cho NA + NB nhỏ nhất. 
D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Trong không gian Oxyz, cho hai đường thẳng ( )1
x 1 1 y 2 zd :

2 m 3
+ − −

= =  và 

( )2
x 3 y z 1d :

1 1 1
− −

= = . Tìm tất cả giá trị thức của m để ( ) ( )1 2d d⊥ . 

 A. m 5=  B. m 1=  C. m 5= −  UD.U m 1= −  
Câu 2: Phương trình chính tắc của đường thẳng đi qua điểm ( )M 1; 1;2−  và vuông góc với 

( )mp : 2x y 3z 19 0β + + − =  là: 

 UA.U x 1 y 1 z 2
2 1 3
− + −

= =                                      B. 

x 1 y 1 z 2
2 1 3
− + −

= =
−

 

 C. x 1 y 1 z 2
2 1 3
+ − +

= =   D. x 1 y 1 z 2
2 1 3
− − −

= =  

Câu 3: Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng x 8 5 y zd :
4 2 1
+ − −

= =
−

. Khi đó vectơ chỉ 

phương của đường thẳng d có tọa độ là: 
 A. ( )4;2; 1−  B. ( )4;2;1  UC.U ( )4; 2;1−  D. ( )4; 2; 1− −  

Câu 4: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng 
x 0

d : y t
z 2 t

=
 =
 = −

. Vectơ nào dưới 

đây là vecto chỉ phương của đường thẳng d? 
 A. ( )1u 0;0;2=



 B. ( )1u 0;1;2=


 C. ( )1u 1;0; 1= −


 UD.U ( )1u 0;1; 1= −


 

Câu 5: Trong không gian Oxyz, cho điểm ( )M 2; 1;1−  và đường thẳng x 1 y 1 z:
2 1 2
− +

∆ = =
−

. Tìm 

tọa độ điểm K hình chiếu vuông góc của điểm M trên đường thẳng ∆ . 

 A. 17 13 2K ; ;
12 12 3
 − 
 

 B. 17 13 8K ; ;
9 9 9

 − 
 

 UC.U 17 13 8K ; ;
6 6 6

 − 
 

 D. 17 13 8K ; ;
3 3 3

 − 
 

 

Câu 6: Trong không gian Oxyz cho hai đường thẳng ( ) x 1 y 1 z 5d :
2 3 1
− + −

= =  và 

( ) x 1 y 2 z 1d ' :
3 2 2
− + +

= = . Vị trí tương đối của hai đường thẳng (d) và (d’) là: 
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 UA.U Chéo nhau B. Song song với nhau C. Cắt nhau D. Trùng nhau 
Câu 7: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho tam giác ABC với 
( ) ( ) ( )A 1;1;1 ,B 1;1;0 ,C 3;1;2− . Chu vi của tam giác ABC bằng: 

 UA.U 4 5  B. 2 2 5+  C. 3 5  D. 4 5+  
Câu 8: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng ( )P : 3x 4y 2z 2016 0− + − = . Trong 
các đường thẳng sau đường thẳng song song với mặt phẳng (P). 
 UA.U 1

x 1 y 1 1 zd :
2 2 1
− − −

= =
−

 B. 2
x 1 y 1 z 1d :

4 3 1
− − −

= =
−

 

 C. 3
x 1 y 1 1 zd :

3 5 4
− − −

= =  D. 4
x 1 y 1 z 1d :

3 4 2
− − −

= =
−

 

Câu 9. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng ∆ có phương trình : 

10 2 2
5 1 1

x y z− − +
= =  

Xét mặt phẳng (P) : 10x + 2y + mz + 11 = 0, m là tham số thực. Tìm tất cả các giá trị của m để 

mặt phẳng (P) vuông góc với đường thẳng ∆. 

     A. m = -2   B. m = 2.  UC.U m = -52  D. m = 52 

Câu 10: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho hai đường thẳng 1 1:
2 1 1

x y zd − +
= =

−
 và 

1
3 1:

1 2
 

1
x y zd − +

= =
−

. Xét vị trí tương đối giữa d  và 1d . 

A. Song song.              B. Trùng nhau.            C. Chéo nhau.              UD.U Cắt nhau tại I .  
Câu 11: Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng (d) là giao tuyến của hai mặt phẳng 
( )P : 3x z 2 0− + =  và ( )Q : 3x 4y 2z 4 0+ + + = . Véc-tơ nào dưới đây là một véc-tơ chỉ phương 
của đường thẳng (d). 
 A. ( )u 4; 9;12= − −



 B. ( )u 4;3;12=


 UC.U ( )u 4; 9;12= −


 D. ( )u 4;3;12= −


 

Câu 12: Cho điểm ( )M 2;1;4  và đường thẳng 
x 1 t

: y 2 t
z 1 2t

= +
∆ = +
 = +

. Tìm điểm H thuộc ∆  sao cho MH 

nhỏ nhất. 
 UA.U ( )H 2;3;3  B. ( )H 3;4;5  C. ( )H 1;2;1  D. ( )H 0;1; 1−  

Câu 13: Khoảng cách giữa điểm ( )M 1; 4;3−  đến đường thẳng ( ) x 1 y 2 z 1:
2 1 2
− + −

∆ = =
−

 là: 

 A. 6 B. 3 C. 4 UD. 2 
Câu 14: Trong không gian Oxyz, cho hai điểm ( ) ( )A 1;4;2 ,B 1;2;4−  và đường thẳng 

x 1 y 2 z:
1 1 2
− +

∆ = =
−

.  Tìm điểm M trên ∆  sao cho 2 2MA MB 28+ = . 

 UA.U ( )M 1;0;4−  B. ( )M 1;0;4  C. ( )M 1;0; 4− −  D. ( )M 1;0; 4−  
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Câu 15:Viết phương trình đường thẳng (d) đi qua điểm A(1;2;-1) và nhận vec tơ   ( )1;2;3u   làm vec 
tơ chỉ phương  

UA.U

1
2 2  .
1 3

( )
x t
y t
z t

d






= +
= +
= − +      B. 

.
1

( ) 2 2
1 3

x t
d y t

z t







= −
= +
= − +   

C. 

1
( ) 2 2  .

1 3

x t
d y t

z t







= +
= −
= − +      D. 

.
1

( ) 2 2
1 3

x t
d y t

z t







= +
= +
= +  

Câu 16. Viết phương trình đường thẳng đi qua A(4;2;-6) và song song với đường thẳng 

: :
2 4 1
x y z

d    

A.
4 2

2 4 .

6

x t

y t

z t

        

            B.
2 2

1 4 .

3

x t

y t

z t

       

            C.
2 2

1 4 .

3

x t

y t

z t

       

       D.
4 2

2 4 .

6

x t

y t

z t

          
 
Câu 17.  

Cho đường thẳng (d) :
1

2 2

1

x t

y t

z t

        

 .Viết phương trình chính tắc của đường thẳng d. 

A. 2 6 0x y z     

UB.U

1 2 1
1 2 1

x y z  
 


 

C. 1 2 1
1 2 1

x y z  
 


 

D. 1 2 1
1 2 1

x y z  
 

  
 

Câu 18.  Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  cho 1

1
: 2

2 2

x t
d y t

z t

 = +
 = −
 = − −

 ;  2

2 '
: 1 ' .

1

x t
d y t

z

 = +
 = −
 =

 Xác  định vị trí 

tương đối của hai đường thẳng 1d  và 2d . 
A. Hai đường thẳng song song.          B. Hai đường thẳng chéo nhau.  
 
U C.U Hai đường thẳng cắt nhau. D. Hai đường thẳng trùng nhau 

Câu 19. Trong không gian Oxyz, cho ( ) : 2 1 0P x y z+ − − =  và đường thẳng 
1

: 2      
2

x t
d y t

z t

= +
 =
 = − +
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Đường thẳng d cắt ( )P  tại điểm M. Đường thẳng ∆  đi qua M và vuông góc với d và nằm trong 
mặt phẳng ( )P  có phương trình là 

A. 
4 '

2 2 '.
3

x t
y t

z

=
 = − −
 = −

  B. 
4 '

2 2 '
3

x t
y t

z

=
 = −
 = −

       C. 
4 '

2 2 '
3

x t
y t

z

=
 = +
 = −

           D. 
4 '

2 2 '
3

x t
y t

z

=
 = +
 =

 

 

Câu 20. Cho đường thẳng 
0

:

2

x

d y t

z t

    

 .Tìm phương trình đường vuông góc chung của d và 

trục Ox . 

A.
1x

y t

z t

   

              B.
0

2

x

y t

z t

   

                    C.
0

2

x

y t

z t

                

D.
0x

y t

z t

   

 

 
UBÀI 5: VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI 

ULOẠI 1. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA HAI MẶT PHẲNG 
 
 Phương pháp: Cho hai mặt phẳng  (P) : Ax + By + Cz + D = 0 và (Q): A’x + B’y + C’z + D’ = 0. Khi 
đó:  

- (P)//(Q) 
' ' ' '

A B C D
A B C D

⇔ = = ≠  

- ( ) ( )
' ' ' '

A B C DP Q
A B C D

≡ ⇔ = = =  

- (P) cắt (Q) 
' '

A B
A B

⇔ ≠  hoặc 
' '

B C
B C

≠  hoặc 
' '

A C
A C

≠  

Chú ý . ( ) ( ) AA ' ' ' 0P Q BB CC⊥ ⇔ + + =  
 

ULOẠI 2. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA CÁC ĐƯỜNG THẲNG,  MẶT PHẲNG VÀ  
MẶT CẦU 

 
UA. KIẾN THỨC CẦN NHỚ. 

1 Vị trí tương đối của hai đường thẳng:    Tìm MR0R(xR0 R;yR0 R;zR0R) trên đường thẳng (d) và VTCP  u


= 

( a; b; c) của (d). Tìm  M’R0R(x’R0 R;y’R0 R;z’R0R) trên (d’) và VTCP  u '


= ( a’; b’; c’) của (d’) 
(d) và (dP

’
P) đồng phẳng  ⇔ '

0 0u,u ' .M M 0  = 


 

 

 (d) và (d’) cắt nhau     ⇔ 
'

0 0u,u ' .M M 0

u,u ' 0

  = 

  ≠ 
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 (d) // (d’)       ⇔ 
0

u,u ' 0

M (d)

  = 
∉

  

  

 

(d) ≡ (d’)     ⇔  
0

u,u ' 0

M (d)

  = 
∈

  

 

(d) và (d’) chéo nhau  ⇔ '
0 0u,u ' .M M 0  ≠ 



 

 

2. Vị trí tương đối của đường thẳng và của mặt phẳng:  

Cho đường thẳng  (d) qua M(xR0 R;yR0 R;zR0R), có VTCP  u


= ( a; b; c) và mặt phẳng (α ): Ax + By + Cz 
+ D = 0  có VTPT n (A;B;C)=



 

UCách 1.U (d) cắt (α ) ⇔n.u 0≠
 

 ⇔ Aa +Bb +Cc ≠ 0 

  
0

n u(d) / /( )
M ( )
 ⊥α ⇔ 

∉ α

 

⇔ 
0 0 0

Aa Bb Cc 0
Ax By Cz 0

+ + =
 + + ≠

 

  (d) ( )⊂ α ⇔ 
0

n u
M ( )
 ⊥


∈ α

 

⇔ 
0 0 0

Aa Bb Cc 0
Ax By Cz 0

+ + =
 + + =

 

UCách 2.U Xét hệ phương trình 

0

0

0

(*)

Ax 0

x x at
x y bt
x z ct

By Cz D

= +
 = +
 = +
 + + + =

 

 - Nếu (*) vô nghiệm thì (d) / /( )α   
 - Nếu (*) có nghiệm đúng với mọi t thì (d) ( )⊂ α  
 - Nếu (*) có nghiệm duy nhất ( )0 0 0; ;x y z  thì (d) cắt (α ) và nghiệm của hệ là tọa độ giao điểm. 
 
Một số lưu ý: 
1) Khi (d) cắt (α ) để tìm tọa độ giao điểm của (d) và (α ) ta giải hệ gồm các phương trình của (d) và 
(α ) 
2) Tìm hình chiếu vuông góc của điểm M trên mặt phẳng (α) 

 - Viết phương trình đường thẳng (∆) đi qua điểm M và (∆)⊥ (α) 
 - Tìm giao điểm của (∆) với (α) đó là điểm cần tìm. 

3) Tìm điểm M’ đối xưng với điểm M qua mặt phẳng (α) 
 - Tìm hình chiếu vuông góc H của M trên (α) . 
 - M’ đối xứng với M qua (α) ⇔ H là trung điểm  đoạn MM’. 

4) Tìm hình chiếu vuông góc H của M trên đường đương thẳng (d). 
- Viết phương trình mặt phẳng (α) qua M và (α) ⊥ (d). 
- Tìm giao điểm của (α) với (d) , đó là tọa độ H cần tìm.(còn cách 2 ) 

5) Tìm điểm M’ đối xứng với điểm M qua đường thẳng (d) . 
- Tìm hình chiếu vuông góc H của M trên (d). 
- M’ đối xứng với M qua (d) ⇔ H là trung điểm đoạn MM’. 

3. Vị trí tương đối giữa mặt phẳng và mặt cầu 
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 Cho mặt phẳng (α): Ax + By + Cz + D = 0 và mặt cầu (S): (x – a)² + (y – b)² + (z – c)² = 
R² có tâm I(a; b; c) và bán kính R. 
 mặt phẳng (α) cắt mặt cầu (S) theo một giao tuyến là đường tròn nếu d(I, α) < R. Khi đó 
bán kính đường tròn giao tuyến bằng  r = 2 2R d (I,α)−  
 mặt phẳng (α) tiếp xúc (S) khi và chỉ khi d(I, α) = R. 
 mặt phẳng (α) và (S) không giao nhau khi và chỉ khi d(I, α) > R. 
B. KỸ NĂNG 
- Rèn kĩ năng xét vị trí tương đối giữa các cặp mặt phẳng, cặp  đường thẳng. 
- Rèn kĩ năng tìm hình chiếu vuông góc của điểm lên đường thẳng, lên mặt phẳng. 
- Rèn kĩ năng Cm các cặp  đường thẳng vuông góc, song song... 

 
 
C. BÀI TẬP. 
Bài 1. Xét vị trí tương đối giữa các mặt phẳng cho bởi các phương trình sau : 

1) ( ) :2 1 0;( ) : 5 0P x y z Q x y z− + − = − + − =  
2) ( ) : 2 3 4 0;( ) : 2 4 6 3 0P x y z Q x y z− + − = − + − + =  

3) 1 3( ) : 2 3 10 0;( ) : 5 0
2 2

P x y z Q x y z− + − = − + − − =  

Bài 2. Cho hai mặt phẳng ( )( ) : 10 8 2 2 0P mx m y z+ − − + =  ; 2( ) : 2 4 0Q x m y z+ − − = . Tìm m để  
 a) ( ) / /( )P Q     b) (P) cắt (Q) 
 
Bài 3: Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau, nếu chúng cắt nhau hãy tìm tọa độ giao điểm : 

 a) d: zyx
=+=

− 2
3

1  và d’ 
x 1
y t
x 1 t

= −
 =
 = +

   b) d:
x 1 2t
y t
z 1 t

= −
 =
 = − −

  và 

d’: x 2 y z 3
7 5 1
− +

= =
− −

 

 c) d:
3

3
6

2
9

1 −
=

−
=

− zyx
 và d’: 

2
5

4
6

6
7 −

=
−

=
− zyx

  

Bài 4. Xét vị trí tương đối của đường thẳng và mặt phẳng sau, nếu chúng cắt nhau hãy tìm tọa độ giao 
điểm của chúng: 

a) d: 
4
3

1
2

2
1

−
+

=
−

=
− zyx

 và  (α) :  4x + 2y – 8z +2 = 0     b) d:  
1
3

1
2

2
1

−
+

=
+

=
− zyx

 và (α) : 2x + y 

– z –3 = 0 

 c) d:








+=
+=
+=

tz
ty
tx

1
39
412

 (α) : 3x + 5y – z – 2 = 0  

Bài 5. Cho điểm M(2; 1; 4) và đường thẳng (d) :.
x 1 t
y 2 t
z 1 2t

= +
 = +
 = +

 

 a) Tìm hình chiếu vuông góc H của M trên (d).   b) Tìm điểm M’ đối xứng với M qua (d). 
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Bài 6. Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz cho N( 2; -3; 1 ) và mặt phẳng (α) : x + 2y – z + 4 = 0. 
a) Tìm hình chiếu vuông góc của N trên mặt phẳng .        b) Tìm điểm N’ đối xứng với N qua 

(α). 

Bài 7. Cho mặt phẳng (α) : 2x + y + x – 2 = 0 và đường thẳng (d) :
3
2

12
1

−
+

==
− zyx

. 

 a) Chứng minh (d) cắt (α)                   b) Tìm tọa độ giao điểm A của (d) với (α).    
 c) Viết phương trình đường thẳng (d’) qua A vuông góc với (d) và nằm trong mp(P). 

Bài 8. Cho (d) : x 1 y 2 z 3
m 2m 1 2
− + +

= =
−

, (α) : x +3y – 2z – 5 = 0. Định m để: 

a). (d) cắt (α)   b). (d) // (α)   c). (d) ⊥ (α). 

Bài 9. Cho 1
1 2 4( ) :

2 1 3
x y zd − + −

= =
−

 và ( )2

x 1 t
d y t

z 2 3t

= +
 = −
 = − +

.  

a) Chứng minh rằng hai đường thẳng (dR1R) và (dR2R) cắt nhau. 
b) Lập phương trình tổng quát của mp(P) chứa (dR1R) và (dR2R) 

Bài 10. Cho ( )1

x 3 2t
d y 1 t

z 5 t

= +
 = −
 = −

 và ( )2

x 3 4k
d y 3 2k

z 1 2k

= −
 = − +
 = −

. 

a) Chứng minh rằng hai đường thẳng (dR1R) và (dR2R) song song 
b) Lập phương trình tổng quát của mp(P) chứa (dR1R) và (dR2R) 

Bài 11. Cho ( )1

x 1
d y 4 2t

z 3 t

=
 = − +
 = +

 và ( )2

x 3 3k
d y 1 2k

z 2

= −
 = +
 = −

. 

a)Chứng minh (dR1R) và (dR2R) chéo nhau.           
b)Viết phương trình đường vuông góc chung của (dR1R) và (dR2R)  
D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
 
Câu 1. Xác định m để hai mặt phẳng sau vuông góc (P): (2m – 1)x – 3my + 2z – 3 = 0 và 
(Q): mx + (m – 1)y + 4z – 5 = 0. 
 A. m = –2 V m = 2 B. m = –2 V m = 4 C. m = 2 V m = 4 D. m = –4 V m = 2 
Câu 2.  Xác định m ,n ,p để cặp mặt phẳng sau song song  
 ( P ) : 2x -3y -5z + p = 0, ( Q ) : ( m+2 ) x + ( n – 1 )y +10z -2 = 0 
            A . m = 2 , n = -3 , p ≠ 5                                     B .  m = - 2 , n = 3 , p ≠ 1 
            C . m = -6 , n = 7 , p ≠ 1                                    D. m = 6 , n = -4 , p ≠ 2 
 Câu 3. Điều kiện nào sau đây không đủ để cặp mặt phẳng  
 ( P ) : 2x - y -5z + p = 0,  ( Q ) : ( m+2 ) x + ( n – 1 )y +10z -2 = 0  không cắt nhau :  
            A. 6m ≠ −                B . 3n ≠                C . 6, 3m n≠ − ≠                D. 1p ≠  

Câu 4.  Trong không gian Oxyz. Cho đường thẳng d : 
2 3 6 10 0

5 0
x y z

x y z
+ + − =

 + + + =
 và mặt phẳng  

( P ) : mx + y + z + 5 = 0 . Với giá trị nào của m để đường thẳng d và mặt phẳng ( P ) song song .  
            A. m = 0                          B. m = 1                        C. m 0≠                        D. m 1≠  
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Câu 5. Cho hai điểm A(1; –1; 2), B(2; 0; 1) và mặt phẳng (P): x + 2y – 2z – 5 = 0. Tìm tọa độ giao 
điểm của đường thẳng AB và mặt phẳng (P).  
 A. (–2; –6; 8)  B. (–1; –3; 4)      C. (3; 1; 0)      D. (0; 2; –1) 
Câu 6. Cho mặt phẳng (P): 3x – 2y + z + 6 = 0 và điểm A(2; –1; 0). Tìm tọa độ hình chiếu của A lên 
mặt phẳng (P). 
 A. (1; –1; 1)  B. (–1; 1; –1)  C. (3; –2; 1)  D. (5; –3; 1) 

Câu 7.   Cho điểm A(1; 1; 1) và đường thẳng (d): 
x 6 4t
y 2 t
z 1 2t

= −
 = − −
 = − +

. Tìm tọa độ hình chiếu vuông góc của A 

lên đường thẳng (d). 
 A. (2; –3; –1)  B. (2; 3; 1)  C. (2; –3; 1)  D. (–2; 3; 1) 
Câu 8. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các điểm A(3; –4; 0), B(0; 2; 4), C(4; 2; 1). Tọa độ 
điểm D trên trục Ox, sao cho AD = BC. 
 A. D(0; 0; 0), D(6; 0; 0)      B. D(–2; –4; 0), D(8; –4; 0)       

C. D(3; 0; 0), D(0; 0; 3)                      D. D(–2; 0; 0), D(8; 0; 0) 
Câu 9. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(2; –1; 1) và mặt phẳng (P): 2x – y + 2z + 2 = 
0. Tìm tọa độ điểm B đối xứng với A qua mặt phẳng (P). 
 A. B(–2; 0; –4)  B. B(–1; 3; –2)  C. B(–2; 1; –3)   D. B(–1; –2; 
3) 

Câu 10. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng d: x 2 y 1 z
2 2 1
− +

= =
− −

 và điểm A(–1; 0; 

1). Tìm tọa độ điểm B đối xứng với A qua đường thẳng d. 
 A. (1; 2; 3)  B. (1; 2; 1)  C. (1; –2; 3)  D. (0; 1; 1) 

Câu 11. Cho đường thẳng d: x 2 y 3 z 1
2 3 3
− + −

= =  và mặt phẳng (P): 3x + 5y – 2z – 4 = 0. Tìm tọa độ 

giao điểm của d và (P). 
 A. (4; 0; 4)  B. (0; 0; –2)  C. (2; 0; 1)  D. (–2; 2; 0) 
Câu 12. Cho mặt phẳng (P): 2x – 2y + z + 3 = 0 và mặt cầu (S): x² + y² + z² – 2x + 4y + 6z + 1 = 0. Vị 
trí tương đối giữa (P) và (S) là 
 A. cắt nhau theo đường tròn có bán kính 2 B. cắt nhau theo đường tròn có bán kính 3 
 C. cắt nhau theo đường tròn có bán kính 4 D. chúng không cắt nhau 

Câu 13. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng (Δ): x 10 y 2 z 2
5 1 1
− − +

= =  và mặt 

phẳng (P): 10x + 2y + mz + 11 = 0, m là tham số thực. Tìm giá trị của m để (P) vuông góc với (Δ). 
 A. m = –2  B. m = 2  C. m = –52  D. m = 52 
Câu 14. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho tứ diện ABCD có các điểm A(0; 1; 0), B(0; 1; 1),  
C(2; 1; 1), D(1; 2; 1). Thể tích của tứ diện ABCD bằng 
 A. 1/6   B. 1/3   C. 2/3   D. 4/3 
Câu 15. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu (S): (x – 2)² + (y – 1)² + z² = 9 và đường 

thẳng d: x 2 y z 2
2 1 1
+ −

= =
− −

. Tìm tọa độ các giao điểm của d và (S). 

 A. (0, –1; 1) và (2; 2; 0)        B. (0, 1; 1) và (2; –2; 0)         
C. (0, –1; 1) và (2; –2; 0)         D. (0, 1; –1) và (–2; 2; 0) 

Câu 15. Tìm tọa độ điểm A trên đường thẳng d: x y z 1
2 1 1

+
= =
−

 sao cho khoảng cách từ A đến mặt 

phẳng 
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 (P): x – 2y – 2z + 5 = 0 bằng 3. Biết rằng A có hoành độ dương. 
 A. (2; –1; 0)  B. (4; –2; 1)  C. (–2; 1; –2)  D. (6; –3; 2) 
Câu 16. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho ba điểm A(0;1;2), B(2; –2;1),C(–2;0;1). Tìm tọa độ 
của điểm M thuộc mặt phẳng (α): 2x + 2y + z – 3 = 0 sao cho MA = MB = MC. 
 A. (2; 1; 3)  B. (–2; 5; 7)  C. (2; 3; –7)  D. (1; 2; 5) 
Câu 17. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu (S): (x – 1)² + (y – 2)² + (z – 2)² = 36 và 
mặt phẳng (P): x + 2y + 2z + 18 = 0. Đường thẳng d đi qua tâm mặt cầu và vuông góc với mặt phẳng 
(P), cắt mặt cầu tại các giao điểm là 
   A. (–1; –2; –2) và (2; 4; 4)   B. (3; 6; 6) và (–2; –4; –4)      

C. (4; 8; 8) và (–3; –6; –6)          D. (3; 6; 6) và (–1; –2; –2) 
Câu 18. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng (P): x – 2y + 2z – 1 = 0 và hai đường 

thẳng dR1R: x 1 y z 9
1 1 6
+ +

= = , dR2R: x 1 y 3 z 1
2 1 2
− − +

= =
−

. Xác định tọa độ điểm M thuộc dR1R sao cho khoảng 

cách từ M đến dR2Rbằng khoảng cách từ M đến mặt phẳng (P). Biết rằng M có hoành độ nguyên. 
 A. (–1; 0; –9)  B. (0; 1; –3)  C. (1; 2; 3)  D. (2; 3; 9) 
Câu 19. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các điểm A (2; 1; 0), B(1;2;2), C(1;1;0) và mặt 
phẳng (P): 
 x + y + z – 6 = 0. Xác định tọa độ điểm D thuộc đường thẳng AB sao cho đường thẳng CD song song 
với mặt phẳng (P). 
 A. D(5/2; 1/2; –1) B. D(3/2; –1/2; 0) C. D(0; –1/2; 3/2) D. (–1; 1/2; 5/2) 
Câu 20. Cho các điểm A (1; 0; 0), B (0; b; 0), C (0; 0; c), trong đó b> 0, c > 0 và mặt phẳng (P): y – z + 
1 = 0. Xác định b và c, biết mặt phẳng (ABC) vuông góc với (P) và khoảng cách từ điểm O đến (ABC) 
bằng1/3. 
 A. b = 2 và c = 2 B. b = 1/2 và c = 1/2 C. b = 2 và c = 1 D. b = 1 và c = 2 

Câu 21. Cho đường thẳng Δ: x y 1 z
2 1 2

−
= = . Xác định tọa độ điểm M trên trục hoành sao cho khoảng 

cách từ M đến Δ bằng OM với O là gốc tọa độ. 
     A. (–1; 0; 0) hoặc (1; 0; 0)   B. (2; 0; 0) hoặc (–2; 0; 0)         
   
             C. (1; 0; 0) hoặc (–2; 0; 0)          D. (2; 0; 0) hoặc (–1; 0; 0) 

Câu 22. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai đường thẳng ΔR1R: 
x 3 t
y t
z t

= +
 =
 =

 và ΔR2R: 

x 2 y 1 z
2 1 2
− −

= = . Tìm tọa độ điểm M thuộc ΔR1R sao cho khoảng cách từ M đến ΔR2R bằng 1. 

 A. (6; 3; 3), (3; 0; 0) B. (4; 1; 1), (7; 4; 4) C. (3; 0; 0), (7; 4; 4) D. (5; 2; 2), (4; 1; 1) 
Câu 23. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai điểm A(2; 0; 1), B(0; –2; 3) và mặt phẳng (P):  
2x – y – z + 4 = 0. Tìm tọa độ điểm M thuộc (P) sao cho MA = MB = 3. Biết M có hoành độ nguyên. 
 A. (3; –2; 3)  B. (2; 0; 4)  C. (–1; 0; 2)  D. (0; 1; 3) 
Câu 24. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu (S): x² + y² + z² – 4x – 4y – 4z = 0 và điểm  
A(4; 4; 0). Tìm tọa độ điểm B thuộc (S) sao cho tam giác OAB đều. 

A. (4; 0; 4) hoặc (0; 4; 4)         B. (2; 2; 4) hoặc (2; 4; 2)          
  
C. (4; 0; 4) hoặc (8; 4; 4)         D. (0; 4; 4) hoặc (8; 0; 0) 
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Câu 25. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng Δ: x 2 y 1 z
1 2 1
− +

= =
− −

 và mặt phẳng 

(P): 
 x + y + z – 3 = 0. Gọi I là giao điểm của Δ và (P). Xác định tọa độ điểm M thuộc (P) sao cho MI vuông 
góc với Δ và MI = 4 14. 
 A. M(–3; –7; 13) hoặc M(5; 9; –11)  B. M(–3; –7; 13) hoặc M(9; 5; –11) 
 C. M(–7; 13; –3) hoặc M(–11; 9; 5)  D. M(13; –3; –7) hoặc M(9; –11; 5) 
 

BÀI 6. KHOẢNG CÁCH VÀ GÓC 
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ.  
1. Khoảng cách từ M(xR0R; yR0R; zR0R) đến mp (α): Ax + By + Cz = 0 là: 

( ) 0 0 0
0 2 2 2

Ax By Cz D
d M ,( )

A B C

+ + +
α =

+ +
 

2. Khoảng cách từ điểm MR1R đến đt ∆  đi qua MR0R và có vectơ chỉ phương u


 là: 

( )
0 1

1

M M ,u
d M ,

u

  ∆ =

 

  

3. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau ∆  và ∆ ' trong đó:  
∆  đi qua điểm MR0R và có vectơ chỉ phương u



, ∆ ' đi qua điểm MR0R' và có vectơ chỉ phương u '


 

( )
0 0u,u ' .M M '

d , '
u,u '

  ∆ ∆ =
  

  

 

 

4. Góc giữa hai mặt phẳng: Cho ( ) 1 1 1 1: 0P A x B y C z D+ + + =  và ( ) 2 2 2 2: 0Q A x B y C z D+ + + = . Khi đó 

góc giữa (P) và (Q) là α  xác định bởi: 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

.
os

. .

n n A A B B C Cc
n n A B C A B C

α + +
= =

+ + + +

 

 
với 1 2,n n

 

 là 2 

VTPT của(P)và (Q). 
Chú ý: 0 00 90α≤ ≤  nên dấu giá trị tuyệt đối trong công thức là bắt buộc. 
B. KỸ NĂNG 
- Thành thạo tính khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng, một mặt phảng. 
- Rèn kĩ năng tính khoảng cách giữa hai đt chéo nhau, xác định góc giữa hai mặt phẳng... 
C. BÀI TẬP.  
Bài 1. Tính khoảng cách từ các điểm MR1R(1;-3;4) , MR2R( 0;4 ;1) , MR3R( 2;-1;0 ) đến mặt  phẳng 
(α) : 2x –2y + z – 5 = 0 
Bài 2. Lập phương trình mặt cầu tâm I(1; 1; -2) và tiếp xúc với mặt phẳng (P): 2x + y – 2z + 1 = 0.  
Bài 3. Cho (P): 2x + y – z – 2 = 0, (Q): -4x – 2y + 2z + 1 = 0.  

a) Tính khoảng cách giữa (P) và (Q). 
b) Viết phương trình mp(R) song song và cách đều 2 mặt phẳng (P) và (Q). 

Bài 4. (ĐH- 2010B). Cho A(1;0;0), B(0;b;0), C(0;0;c) trong đó b, c dương và mặt phẳng  
(P): y – z +1 = 0. Xác định b và c, biết mp(ABC) vuông góc với mặt phẳng (P) và khoảng cách từ O 

đến (ABC) bằng 1
3

 

Bài 5. Tính khoảng cách từ điểm A(1;1;3) tới đường thẳng ∆:
3
1

2
1

1
2

−
+

=
−

=
+ zyx     
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Bài 6. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau : 

(∆R1R):  
1
1

12
1

−
−

=
−

=
+ zyx

 và (∆R2R):
1
3

1
2

1
1

−
−

=
+

=
− zyx

 

Bài 7. Tìm trên Oz điểm M cách đều điểm A( 2; 3; -1 )và mặt phẳng:x + 3y +z –17 = 0  

Bài 8. Cho đường thẳng (d): 
x 1 2t
y 2 t
z 3t

= +
 = −
 =

và mặt phẳng (α) : 2x – y – 2z +1 = 0. 

Tìm các  điểm M ∈ (d) sao cho khoảng cách từ  M đến (α) bằng 3 

Bài 9. Cho hai đường thẳng (dR1R):
5
4

3
3

2
2

−
+

=
−

=
− zyx

 và (dR2R):
1
4

2
4

3
1

−
−

=
−
−

=
+ zyx

  

Tìm hai điểm M, N lần lượt trên (dR1R) và (dR2R) sao cho độ dài đoạn MN nhỏ nhất. 
Bài 10. (ĐH 2003-B) Cho A(2; 0; 0), B(0; 0; 8) và điểm C sao cho (0;6;0)AC =



. Tính khoảng cách từ 
trung điểm I của BC đến đường thẳng OA. 

Bài 11. (ĐH- 2005A). Cho đường thẳng ( ) 1 3 3:
1 2 1

x y zd − + −
= =

−
 và mp(P): 2x + y -2z + 9 = 0. 

a) Tìm điểm I d∈  sao cho khoảng cách từ I đến mp(P) bằng 2 
b) Tìm A là giao điểm của mp(P) và (d). Viết phương trình tham số của đường thẳng ∆  nằm 

trong mp(P), biết ∆  qua A và vuông góc với d. 
Bài 12. (Dự bị ĐH- 2006D). Cho A(1; 2; 0), B(0; 4; 0), C(0; 0; 3)  

a) Viết phương trình đường thẳng d qua O và vuông góc với mp(ABC). 
b) Viết phương trình mp(P) chứa OA sao cho khoảng cách từ B đến mp(P) bẳng khoảng cách 

từ C đến mp(P) 
Bài 13. Lập phương trình mặt phẳng (P) qua A(1; 0; 5) và song song với mp 2x - y + z – 17 = 0 và mặt 
phẳng (Q) qua điểm B(1; -2; 1), C(1; 0; 0), D(0; 1; 0). Tính góc hợp bởi (P) và (Q). 
Bài 14. Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa Oz và tạo với ( ) : 2 5 0Q x y z+ − =  một góc 60P

0
P. 

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Cho mặt phẳng (P): 2x – y – 2z – 8 = 0 và điểm M(–2; –4; 5). Tính khoảng cách từ M đến (P). 
 A. 18   B. 6   C. 9   D. 3 
Câu 2. Cho hai mặt phẳng (P): 2x – 3y + 6z + 2 = 0 và (Q): 2x – 3y + 6z + 9 = 0. Tính khoảng cách 
giữa hai mặt phẳng (P) và (Q). 
 A. 8   B. 4   C. 2   D. 1 
Câu 3. Trong mặt phẳng Oxyz, cho tứ diện ABCD có A(2;3;1), B(4;1; –2), C(1;3;2), D(–2;3;–1).Độ dài 
đường cao kẻ từ D của tứ diện là 
 A. 1   B. 4   C. 3   D. 2 
Câu 4. Cho điểm A(1; 0; 1), B(0; 2; 3) và C(0; 0; 2). Độ dài đường cao hạ từ C của tam giác ABC là 
 A. 2   B. 3   C. 1/2   D. 1 

Câu 5. Cho A(–2; 2; 3) và đường thẳng (Δ): x 1 y 2 z 3
2 2 1
− − +

= = . Tính khoảng cách từ A đến(Δ). 

 A. 3 5   B. 5 3   C. 2 5   D. 5 2  

Câu 6. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng dR1R: x 1 y 7 z 3
2 1 4
− − −

= = , dR2R: x 1 y 2 z 2
1 2 1
+ − −

= =
−

. 

 A. 3
14

  B. 2
14

  C. 1
14

  D. 5
14

 

Câu 7. Cho bốn điểm A(1; 1; 0), B(0; 2; 1), C(1; 0; 2), D(1; 1; 1).Tính thể tích khối tứ diện ABCD. 
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 A. 1/6   B. 1/3   C. 1/2   D. 1 
Câu 8. Cho các điểm S(3; 1; –2), A(5; 3; –1), B(2; 3; –4), C(1; 2; 0). Tìm tọa độ hình chiếu vuông góc 
H của S trên mặt phẳng (ABC). 
 A. H(8/3; 8/3; –5/3) B. H(9/4; 5/2; –5/4) C. H(5/2; 11/4; –9/4) D. H(5/3; 7/3; –1) 

Câu 9. Cho đường thẳng Δ: x 1 y z 2
2 1 1
− +

= =
−

 và mặt phẳng (P): x − 2y + 2z – 3 = 0. Gọi C là giao điểm 

của Δ với (P), M là điểm thuộc Δ. Tính khoảng cách từ M đến (P), biết MC = 6 . 
 A. 2   B. 3   C. 2/3   D. 4/3 
Câu 10. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm M(1; 1; 2). Tìm điểm N thuộc mặt phẳng Oxy 
sao cho độ dài đoạn thẳng MN là ngắn nhất. 
 A. (1; 1; 0)  B. (1; 2; 2)  C. (2; 1; 0)  D. (2; 2; 0) 
Câu 11. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các điểm A(1; 2; 3), B(3; 2; 1). Gọi M là điểm 
thuộc mặt phẳng Oxy. Tìm tọa độ của M để P = | MA MB+

 

| đạt giá trị nhỏ nhất. 
 A. (1; 2; 1)  B. (1; 1; 0)  C. (2; 1; 0)  D. (2; 2; 0) 
Câu 12. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các điểm A(1; 1; 0), B(3; 0; 5), C(2; 2; 1). Gọi M là 
một điểm chạy trên mặt phẳng Oyz. Giá trị của P = MA² + MB² + MC² đạt giá trị nhỏ nhất khi M có 
tọa độ là 
 A. (0; 2; 1)  B. (0; 1; 3)  C. (0; 2; 3)  D. (0; 1; 2) 
Câu 13. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các điểm A(1; 2; 0), B(0; 1; 5), C(2; 0; 1). Gọi M là 
một điểm chạy trên mặt phẳng Oyz. Giá trị nhỏ nhất của P = MA² + MB² + MC² là 
 A. 23   B. 25   C. 27   D. 21 
Câu 15. Cho mặt phẳng (P): 2x – y – 2z – 8 = 0 và điểm M(–2; –4; 5). Tính khoảng cách từ M đến (P). 
 A. 18   B. 6   C. 9   D. 3 
Câu 16. Cho hai mặt phẳng (P): 2x – 3y + 6z + 2 = 0 và (Q): 2x – 3y + 6z + 9 = 0. Tính khoảng cách 
giữa hai mặt phẳng (P) và (Q). 
 A. 8   B. 4   C. 2   D. 1 
Câu 17. Trong mặt phẳng Oxyz, cho tứ diện ABCD có A(2;3;1), B(4;1; –2), C(1;3;2), D(–2;3;–1).Độ 
dài đường cao kẻ từ D của tứ diện là 
 A. 1   B. 4   C. 3   D. 2 
Câu 18. Cho điểm A(1; 0; 1), B(0; 2; 3) và C(0; 0; 2). Độ dài đường cao hạ từ C của tam giác ABC là 
 A. 2   B. 3   C. 1/2   D. 1 

Câu 19. Cho A(–2; 2; 3) và đường thẳng (Δ): x 1 y 2 z 3
2 2 1
− − +

= = . Tính khoảng cách từ A đến(Δ). 

 A. 3 5   B. 5 3   C. 2 5   D. 5 2  

Câu 20. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng dR1R: x 1 y 7 z 3
2 1 4
− − −

= = , dR2R: x 1 y 2 z 2
1 2 1
+ − −

= =
−

. 

 A. 3
14

  B. 2
14

  C. 1
14

  D. 5
14

 

Câu 21. Cho bốn điểm A(1; 1; 0), B(0; 2; 1), C(1; 0; 2), D(1; 1; 1).Tính thể tích khối tứ diện ABCD. 
 A. 1/6   B. 1/3   C. 1/2   D. 1 
Câu 22. Cho các điểm S(3; 1; –2), A(5; 3; –1), B(2; 3; –4), C(1; 2; 0). Tìm tọa độ hình chiếu vuông góc 
H của S trên mặt phẳng (ABC). 
 A. H(8/3; 8/3; –5/3) B. H(9/4; 5/2; –5/4) C. H(5/2; 11/4; –9/4) D. H(5/3; 7/3; –1) 

Câu 23. Cho đường thẳng Δ: x 1 y z 2
2 1 1
− +

= =
−

 và mặt phẳng (P): x − 2y + 2z – 3 = 0. Gọi C là giao 

điểm của Δ với (P), M là điểm thuộc Δ. Tính khoảng cách từ M đến (P), biết MC = 6 . 
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 A. 2   B. 3   C. 2/3   D. 4/3 
Câu 24. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm M(1; 1; 2). Tìm điểm N thuộc mặt phẳng Oxy 
sao cho độ dài đoạn thẳng MN là ngắn nhất. 
 A. (1; 1; 0)  B. (1; 2; 2)  C. (2; 1; 0)  D. (2; 2; 0) 
Câu 25. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các điểm A(1; 2; 3), B(3; 2; 1). Gọi M là điểm 
thuộc mặt phẳng Oxy. Tìm tọa độ của M để P = | MA MB+

 

| đạt giá trị nhỏ nhất. 
 A. (1; 2; 1)  B. (1; 1; 0)  C. (2; 1; 0)  D. (2; 2; 0) 
 

UBÀI TẬP TỔNG HỢP 
Câu 1: Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng d và mặt phẳng (P) lần lượt có phương trình 

( )x 3 y 1 zd : , P : x 3y 2z 6 0
2 1 1
+ +

= = − + + =
−

. 

Phương trình hình chiếu của đường thẳng d lên mặt phẳng (P) là: 

 A. 
x 1 31t
y 1 5t
z 2 8t

= +
 = +
 = − −

 B. 
x 1 31t
y 1 5t
z 2 8t

= −
 = +
 = − −

 C. 
x 1 31t
y 3 5t
z 2 8t

= +
 = +
 = − −

 D. 
x 1 31t
y 1 5t
z 2 8t

= +
 = +
 = −

 

Câu 2: Trong không gian Oxyz, cho điểm ( )I 1;3; 2−  và đường thẳng x 4 y 4 z 3:
1 2 1
− − +

∆ = =
−

. 

Phương trình mặt cầu (S) có tâm là điểm I và cắt ∆  tại hai điểm phân biệt A, B sao cho đoạn 
thẳng AB có độ dài bằng 4 có phương trình là: 
 A. ( ) ( ) ( )2 2 2S : x 1 y 3 z 9− + − + =  B. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2S : x 1 y 3 z 2 9− + − + − =  

C. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2S : x 1 y 3 z 2 9− + − + + =  D. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2S : x 1 y 3 z 2 9− + + + + =  

Câu 3: Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu ( ) ( )22 2S : x y z 2 1+ + − =  và mặt phẳng 
( ) : 3x 4z 12 0α + + = . Khi đó khẳng định nào sau đây đúng? 
 A. Mặt phẳng ( )α  đi qua tâm mặt cầu ( )S . 
 B. Mặt phẳng ( )α  tiếp xúc mặt cầu ( )S . 
 C. Mặt phẳng ( )α  cắt mặt cầu ( )S  theo một đường tròn. 
 D. Mặt phẳng ( )α  không cắt mặt cầu ( )S . 
Câu 4: Trong không gian Oxyz, cho các điểm ( ) ( )A 2; 1;6 ,B 3; 1; 4 ,− − − −  ( )C 5; 1;0− , ( )D 1;2;1 . 
Tính thể tích V của tứ diện ABCD. 
 A. 30 B. 40 C. 50 D. 60 
 
Câu 5: Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu ( ) 2 2 2S : x y z 2x 4y 6z 11 0+ + + + − − =  và mặt 
phẳng ( )P : 2x 6y 3z m 0+ − + = . Tìm tất cả các giá trị của m để mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S) 
theo giao tuyến là một đường tròn có bán kính bằng 3. 

 A. m 4=  B. m 51=  C. m 5= −  D. 
m 51
m 5
=

 = −
 

Câu 6: Trong không gian Oxyz, cho bốn điểm ( ) ( ) ( )A 6; 2;3 ,B 0;1;6 ,C 2;0; 1− − , ( )D 4;1;0 . Gọi 
(S) là mặt cầu đi qua 4 điểm A, B, C, D. Hãy viết phương trình mặt phẳng tiếp túc với mặt cầu 
(S) tại điểm A. 
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 A. 4x y 9 0− − =  B. 4x y 26 0− − =  C. x 4y 3z 1 0+ + − =  D. x 4y 3z 1 0+ + + =  
Câu 7: Trong không gian Oxyz, cho điểm ( )A 3;2;5−  và mặt phẳng ( )P : 2x 3y 5z 13 0+ − − = . 
Tìm tọa độ điểm A’ đối xứng với điểm A qua mặt phẳng (P). 
 UA.U ( )A ' 1;8; 5−  B. ( )A ' 2; 4;3−  C. ( )A ' 7;6; 4−  D. ( )A ' 0;1; 3−  
 
Câu 8: Trong không gian Oxyz, cho ( ) ( ) ( )A 2;0; 1 ,B 1; 2;3 ,C 0;1;2− − . Tọa độ hình chiếu vuông 
góc của gốc toạ độ O lên mặt phẳng (ABC) là điểm H, khi đó H là: 

 A. 1 1H 1; ;
2 2

 
 
 

 B. 1 1H 1; ;
3 2

 
 
 

 C. 1 1H 1; ;
2 3

 
 
 

 D. 3 1H 1; ;
2 2

 
 
 

 

Câu 9: Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu ( ) 2 2 2S : x y z 8x 10y 6z 49 0+ + − + − + =  và hai mặt 
phẳng ( ) ( )P : x y z 0, Q : 2x 3z 2 0− − = + + = . Khẳng định nào sau đây đúng. 
 A. Mặt cầu (S) và mặt phẳng (P) cắt nhau theo giao tuyến là một đường tròn. 
 B. Mặt cầu (S) và mặt phẳng (Q) cắt nhau theo giao tuyến là một đường tròn. 
 UC.U Mặt cầu (S) và mặt phẳng (Q) tiếp xúc nhau. 
 D. Mặt cầu (S) và mặt phẳng (P) tiếp xúc nhau. 
Câu 10: Trong không gian Oxyz, cho điểm ( )M 2; 1;1−  và đường thẳng x 1 y 1 z:

2 1 2
− +

∆ = =
−

. Tìm 

tọa độ điểm K hình chiếu vuông góc của điểm M trên đường thẳng ∆ . 

 A. 17 13 2K ; ;
12 12 3
 − 
 

 B. 17 13 8K ; ;
9 9 9

 − 
 

 C. 17 13 8K ; ;
6 6 6

 − 
 

 D. 17 13 8K ; ;
3 3 3

 − 
 

 

Câu 11: Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng ( ) x 3 y 1 z 5d :
2 1 2
− − −

= =  và mặt phẳng 

( )P : x y z 1 0+ − − = . Có tất cả bao nhiêu điểm thuộc đường thẳng (d) sao cho khoảng cách từ 

điểm đó đến mặt phẳng (P) bằng 3 . 
 A. Vô số điểm B. Một C. Hai D. Ba 

Câu 12: Tìm tọa độ giao điểm của đường thẳng x 2 y 1 z 3d :
1 1 2
− − −

= =
−

và mặt phẳng (Oxz). 

 A. ( )2;0;3  B. ( )1;0;2  C. ( )2;0; 3− −  D. ( )3;0;5  
Câu 13: Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu ( ) 2 2 2S : x y z 4x 6y m 0+ + + − + =  và đường thẳng 

( ) x y 1 z 1d :
2 1 2

− +
= = . Tìm m để (d) cắt (S) tại hai điểm M, N sao cho độ dài MN bằng 8. 

 A. m 24= −  B. m 8=  C. m 16=  D. m 12= −  
Câu 14: Trong không gian cho ba điểm ( ) ( )A 5; 2;0 ,B 2;3;0− −  và ( )C 0;2;3 . Trọng tâm G của 
tam giác ABC có tọa độ: 
 A. ( )1;1;1  B. ( )2;0; 1−  C. ( )1;2;1  D. ( )1;1; 2−  
Câu 15: Trong không gian cho ba điểm ( ) ( )A 1;3;1 , B 4;3; 1−  và ( )C 1;7;3 . Nếu D là đỉnh thứ 4 
của hình bình hành ABCD thì D có tọa độ là: 
 A. ( )0;9;2  B. ( )2;5;4  C. ( )2;9;2  D. ( )2;7;5−  
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Câu 16: Cho ( ) ( )a 2;0;1 ,b 1;3; 2= − = −
 

. Trong các khẳng định sau khẳng định nào đúng: 

 A. ( )a;b 1; 1;2  = − − 
 

 B. ( )a;b 3; 3; 6  = − − − 
 

 C. ( )a;b 3;3; 6  = − 
 

 D. ( )a;b 1;1; 2  = − 
 

 

Câu 17: Cho đường thẳng đi qua điểm ( )A 1;4; 7−  và vuông góc với mặt phẳng 
( ) : x 2y 2z 3 0α + − − =  có phương trình chính tắc là: 

 A. y 4 z 7x 1
2 2
− +

− = = −  B. y 4 z 7x 1
2 2
− +

− = =  

 C. x 1 z 7y 4
4 2
− +

= + =   D. x 1 y 4 z 7− = − = +  

Câu 18: Trong không gian Oxyz cho đường thẳng ( ) x 3 y 2 z 4:
4 1 2
− + −

∆ = =
−

 và mặt phẳng 

( ) : x 4y 4z 5 0α − − + = . Trong các khẳng định sau khẳng định nào đúng ? 
 A. Góc giữa ( )∆  và ( )α  bằng 30P

0
P B. ( ) ( )∆ ∈ α  

 C. ( ) ( )∆ ⊥ α   D. ( ) ( )/ /∆ α  
Câu 19: Trong không gian Oxyz, cho ba điểm ( ) ( ) ( )M 3;1;1 , N 4;8; 3 , P 2;9; 7− −  và mặt phẳng 
( )Q : x 2y z 6 0+ − − = . Đường thẳng d đi qua G, vuông góc với (Q). Tìm giao điểm A của mặt 
phẳng (Q) và đường thẳng d, biết G là trọng tâm tam giác MNP. 
 A. ( )A 1;2;1  B. ( )A 1; 2; 1− −  C. ( )A 1; 2; 1− − −  D. ( )A 1;2; 1−  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 

Thời gian làm bài: 45 phút 
ĐỀ KIỂM TRA  

 

Chủ đề/Chuẩn KTKN 
Cấp độ tư duy 

Nhận biết Thông 
hiểu 

Vận dụng 
thấp 

Vận dụng 
cao Cộng 

1. Hệ tọa độ trong không gian 
Biết cách tìm tọa độ điểm, véc 
tơ. Thực hiện được các phép 

Câu 1 Câu 7   13 
 

52% Câu 2 Câu 8 Câu 9 Câu 12 
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toán véc tơ. Tính được tích vô 
hướng véc tơ và các bài toán về 
mặt cầu. 

Câu 3  Câu 10 Câu 13  

Câu 4  Câu 11  

Câu 5    

Câu 6    

6 2 3 2 

 
2. Phương trình mặt phẳng 
Viết phương trình mặt phẳng, vị 
trí tương đối của hai mp, tính 
được k/c từ một điểm đến mp.  

Câu 14  Câu 21 Câu 24 

12 
 
   48% 

 

Câu 15 Câu 18 Câu 22 Câu 25 

Câu 16 Câu 19 Câu 23  

Câu 17 Câu 20   

4 3 3 2 

Cộng 
10 

 

40% 

5 
 

20% 

6 
 

25% 

4 
 

15% 

25 
 

100% 
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BẢNG MÔ TẢ CHI TIẾT NỘI DUNG CÂU HỎI ĐỀ KIỂM TRA 
 PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 

ĐỀ KIỂM TRA  
 

Chủ đề Câu Nội dung 

1. Hệ tọa độ 
trong không gian 
Biết cách tìm tọa 
độ điểm, véc tơ. 
Thực hiện được 
các phép toán véc 
tơ. Tính được tích 
vô hướng véc tơ 
và các bài toán về 
mặt cầu. 
 
 

1 Nhận biết: CT tính tọa độ trọng tâm của một tam giác 
2 Nhận biết: CT tính khoảng cách giữa hai điểm 
3 Nhận biết: Viết phương trình mặt cầu 
4 Nhận biết : Tọa độ của một vecto 
5 Nhận biết: Tọa độ trung điểm đoạn thẳng 
6 Nhận biết: Tìm tâm và bk mặt cầu 
7 Thông hiểu: Viết pt mặt cầu 
8 Thông hiểu: Cộng vecto, nhân vecto với một số  
9 Vận dụng thấp: Tọa độ điểm 
10 Vận dụng thấp: Ứng dụng của vecto 
11 Vận dụng thấp: Kiến thức liên quan tới mặt cầu. 
12 Vận dụng cao: Tìm tọa độ điểm để độ dài lớn nhất 
13 Vận dụng cao: PT mặt cầu đi qua 4 điểm 

 
 

2. Phương trình 
mặt phẳng 

Viết phương trình 
mặt phẳng, vị trí 
tương đối của hai 
mp, tính được k/c 
từ một điểm đến 

mp. 
 

14 Nhận biết: Pt mặt phẳng theo đoạn chắn. 
15 Nhận biết: Xác định VTPT của mp 
16 Nhận biết: Lập phương trình mp trung trực của đoạn thẳng 
17 Nhận biết: Khoảng cách từ 1 điểm tới 1 mp 

18 Thông hiểu: Lập PTMP biết một điểm và song song với MP cho 
trước 

19 Thông hiểu: Độ dài đoạn thẳng 
20 Vận dụng thấp: Lập phương trình mp đi qua ba điểm cho trước. 
21 Vận dụng thấp: Tìm tọa độ điểm thứ 4 để là hbh 
22 Vận dụng thấp: Viết  phương trình tiếp xúc với 1 mặt phẳng 

23 Vận dụng thấp: Viết phương trình mặt phẳng đi qua 2 điểm và 
vuông góc vơi 1 mp 

24 Vận dụng cao: Tính thể tích tứ diện 

25 Vận dụng cao: Cho điểm A và mp (P). Mp(Q) song song với (P) và 
cách đều (P), (Q). Viết phương trình mp (Q). 

363 
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ĐỀ KIỂM TRA  
 
Câu 1. Trong không gian Oxyz. Cho ba điểm A(1;1;3); B(-1; 3; 2); C(-1;2;3 ). Tọa độ trọng 
tâm G của tam giác ABC là. 
        A.  G(0; 0; 6).         B. G(0;3/2;3).     UC.U G(-1/3;2; 8/3).     D.  G(0;3/2;2). 
Câu 2. Trong không gian Oxyz, khoảng cách giữa hai điểm A(2;3;4) và B(6;0;4) bằng : 

A. 29 .  B. 52 . UC.U 5    D. 7   
Câu 3. Trong không gian Oxyz, phương trình mặt cầu tâm I(2;1;-2) bán kính R=2 là: 

A. 2 2 2 2 4 6 10 0x y z x y z+ + + − − + =   UB.U 2 2 2 4 2 4 5 0x y z x y z+ + − − + + =  
C. ( ) ( ) ( )2 2 2 21 2 3 3x y z− + − + + =    D. ( ) ( ) ( )2 2 2 21 2 3 2x y z+ + + + − =  

Câu 4. Trong không gian Oxyz, cho 2 5a i j k= + −
   

. Khi đó tọa độ của a


 là: 

UA.U ( )2;1; 5a
→

= −  B. ( )2;1;0a
→

=   C. ( )2; 1;5a
→

= − −   D. ( )2;0; 5a
→

= −  
Câu 5. Cho ba điểm A(1;1;3); C(-1;2;3). Tọa độ trung điểm I của đoạn AC là 
        A.   I(0; 0; 6);         UB.U I(0;3/2;3);     C. I (-1/3;2; 8/3)     D.  I(0;3/2;2);  
Câu 6. Cho mặt cầu (S) tâm I bán kính R và có phương trình: 2 2 2 2 1 0x y z x y+ + − + + =  Trong 
các mệnh đề sau,  mệnh đề nào đúng 

A. 1 ;1;0
2

I  − 
 

 và R= 1
4

                                 B. 1 ; 1;0
2

I  − 
 

 và R= 1
2

  

C. 1 ; 1;0
2

I  − 
 

 và R= 1
2                                

D. 1 ;1;0
2

I  − 
 

 và R= 1
2

  

Câu 7. Phương  trình mặt cầu (S) qua điểm A( 1;2; 0) và có tâm là gốc tọa độ O là. 
 A. 2 + + =x y z2 2 2 5                                                B. + + =x y z2 2 22 3 5         
C. + + =x y z2 2 22 5                                                  D.  + + =x y z2 2 2 5  
Câu 8. Cho ba véc tơ (5; 7;2); (0;3;4); ( 1;1;3)a b c= − = = −

  

. Tọa độ véc tơ 3 4 2 .n a b c= + +
   

 là 
       UA.U   (13; 7;28)n = −



       B. n =


(13 ;1;3);           C. n =


(-1; -7; 2);       D. n =


(-1;28;3) 

Câu 9. Trong không gian Oxyz, cho vecto ( )AO 3 i 4j 2k 5j= + − +
    

. Tọa độ của điểm A là 
 A. ( )3; 2;5−  UB.U ( )3; 17;2− −  C. ( )3;17; 2−   D. ( )3;5; 2−  

Câu 10. Trong không gian Oxyz, cho 3 vecto ( )1;1;0a
→

= − ;  ( )1;1;0b
→

= ; ( )1;1;1c
→

= . Trong các 
mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 

A. . 1a c =


     B. , ,a b c
  

 đồng phẳng  
UC.U ( ) 2

6
cos ,b c =

 

    D. 0a b c+ + =
   

 

Câu 11. Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu (S): ( ) ( ) ( )2 2 21 2 3 12x y z+ + − + − = . Trong các 
mệnh đề sau,  mệnh đề nào sai: 

A. S có tâm I(-1;2;3)   B. S có bán kính 2 3R =  
C. S đi qua điểm M(1;0;1)             D. S đi qua điểm N(-3;4;2)  

Câu 12. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho hai điểm A(1;2;2), B(5;4;4). Tọa độ 
điểm M nằm trên trục Ox sao cho MAP

2
P + MBP

2
P lớn nhất là:  
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 A. M(0;0;0)  B. M(0;3;0)  C. M(3;0;0)  D. M(-3;0;0) 
Câu 13.  Trong không gian Oxyz, bán kính mặt cầu đi qua bốn điểm  A(1;0;0), B(0;1;0),  C(0;0;1) và 
D(1;1;1) là:  

A.
 2

   B. 
3

2    C. 3     D. 3
4

  

Câu 14. Trong không gian Oxyz. Cho bốn điểm A(1; 0; 0); B(0; 3; 0); C(0; 0; 6).  Phương trình 
mặt phẳng (ABC) là. 

        UA.U 1
1 3 6
x y z
+ + =        B.  x+2y+z-6 = 0      C. 3

1 3 6
x y z
+ + =       D. 6x+2y+z-3 = 0 

Câu 15. Cho mặt phẳng (P): 2 0.x y+ + =  Khẳng định nào sau đay SAI? 
A. VTPT của mặt phẳng (P) là (1;1;0)n =



 
B. Mặt phẳng (P) song song với Oz 
C. Điểm M(-2;0;0) thuộc (P) 
D. Mặt phẳng (P) song song với mặt phẳng (Oxy) 
Câu 16. Trong không gian Oxyz,  cho 2 điểm A(4;-1;3), B(-2;3;1). Phương trình mặt phẳng 

trung trực của đoạn AB là: 

A. 3 2 3 0x y z− + + =      B. 6 4 2 1 0x y z− + + =       C. 3 2 3 0x y z− + − =    D. 3 2 1 0x y z− − + =  
Câu 17. Cho điểm A (-1; 3; - 2) và mặt phẳng ( ) : 2 2 5 0P x y z− − + = . Khoảng cách từ A đến (P) là. 
UA. U

2
3

.    B. 3
2

.          C. 3
5

.    D. 5
3

.  

Câu 18. Phương trình mp(α) đi qua điểm M(1,-1,2) và song song với mp ( )β :2x-y+3z -1 = 0  
là 
 A.  6x + 3y + 2z – 6 = 0        B.  x + y + 2z – 9= 0       UC. U2x-y+3z-9= 0     
D.  3x + 3y - z – 9 = 0         
Câu 19. Trong không gian Oxyz. Cho A( 4; 2; 6); B(10; - 2; 4), C(4; - 4; 0); D( - 2; 0; 2) thì tứ 
giác ABCD là:  hình   
UA.U  Thoi             B. Bình hành                   C. Chữ nhật                          D. Vuông 
Câu 20. Trong kh«ng gian Oxyz, cho  B(0 ; -2 ; 1) ; C(1 ; -1 ; 4) ; D (3; 5 ; 2). Ph¬ng tr×nh mÆt 
ph¼ng (BCD) là. 
A. -5x+2y+z+3=0        B. 5x+2y+z+3=0 .            C. -5x+2y+z-3=0                 D. -5x+2y-z+3=0  
Câu 21. Trong kh«ng gian Oxyz. Cho 3 điểm M(2;1;3), N(4;0;-1); P(-2;3;1). Nếu MNPQ là 
hình bình hành thì tọa độ điểm Q là: 
A. (0;-2;3)  B. (0;-2;-3)  C. (0;2;-3)  D. (-4;4;5) 
Câu 22. Trong kh«ng gian Oxyz, cho A(3 ; -2 ;- 2) ; B(3 ; 2 ; 0) ; C(0 ; 2 ; 1) ; D (-1; 1 ; 2) . Ph-
¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A tiÕp xóc víi mÆt ph¼ng (BCD) là. 

A. 2 2 2(x 3) (y 2) ( 2) 14z+ + − + − =                                          B. 2 2 2(x 3) (y 2) ( 2) 14z+ + − + − =   

UC.U 2 2 2(x 3) (y 2) ( 2) 14z− + + + + =                                           D. 2 2 2(x 3) (y 2) ( 2) 14z− + + + + =   
Câu 23. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai điểm A(2;4;1),B(–1;1;3) và mặt phẳng 
(P): –3 2 –5 0x y z+ = .Phương trình mặt phẳng (Q) đi qua hai điểm A,B và vuông góc với mặt 
phẳng (P) là. 
UA.U Q y z( ) : 2 3 11 0+ − =                                                      B. ( ) : 3 11 0Q y z+ − =  
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C. ( ) : 2 3 11 0Q y z+ + =                                                      D. ( ) : 3 11 0Q y z+ + =  
Câu 24. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho tứ diện ABCD có A(1;0;0), B(2;1;1), 

C(0;3;-2), D(1;3;0). Thể tích tứ diện đã cho là 

A. 1                                    B. 1
2

                            C. 1
6

                                        D. 6 

Câu 25. Cho mặt phẳng (P): 2x –y +2z –3 =0. Phương trình của mặt phẳng (Q) song song với 
mặt phẳng (P) biết (Q) cách điểm A(1;2;3)  một khoảng bằng 5 là. 
    UA.U (Q): 2x –y +2z +9=0                                    B. (Q): 2x –y +2z + 15 =0 
    C. (Q): 2x –y +2z – 21=0                                 D. Cả  A, C đều đúng. 
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CHUYÊN ĐỀ: LƯỢNG GIÁC 
CHỦ ĐỀ 1 

CUNG LƯỢNG VÀ GÓC LƯỢNG GIÁC 
GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG 

CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC 
(3 Tiết) 

 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
I. Giá trị lượng giác của góc (cung) lượng giác 
 1. Định nghĩa các giá trị lượng giác 
  Cho OA OM( , ) α= . Giả sử M x y( ; ) . 

   

( )

x OH
y OK

AT k

BS k

cos
sin

sintan
cos 2
coscot
sin

α
α

α πα α π
α
αα α π
α

= =
= =

 
= = ≠ + 

 

= = ≠

 

 UNhận xétU:  
 • , 1 cos 1; 1 sin 1α α α∀ − ≤ ≤ − ≤ ≤  

 • tanα xác định khi k k Z,
2
πα π≠ + ∈  • cotα xác định khi k k Z,α π≠ ∈  

 • ksin( 2 ) sinα π α+ =    • ktan( ) tanα π α+ =  

    kcos( 2 ) cosα π α+ =       kcot( ) cotα π α+ =  

 2. Dấu của các giá trị lượng giác 

 
 3. Giá trị lượng giác của các góc đặc biệt 

Phần tư 
Giá trị lượng giác I II III IV 

cosα + – – + 
sinα + + – – 
tanα + – + – 
cotα + – + – 

 

 

   

 

 

cosin 
O 

cotang 

   
 si

n 
   

   
   

 

ta
ng

 

H A 

M 
K 

B S 

α 

T 



2 
 

 
 4. Hệ thức cơ bản: 

2 2sin  cos 1α α+ = ;  tan .cot  1α α = ;     2 2
2 2

1 11 tan ; 1 cot
cos sin

α α
α α

+ = + =  

5. Giá trị lượng giác của các góc có liên quan đặc biệt 
 

 

 0 
6
π  

4
π  

3
π  

2
π  2

3
π  3

4
π  π  3

2
π  2π  

 00 300 450 600 900 1200 1350 1800 2700 3600 

sin 0 1
2

 2
2

 3
2

 1 3
2

 2
2

 0 –1 0 

cos 1 3
2

 2
2

 1
2

 0 1
2

−  2
2

−  –1 0 1 

tan 0 3
3

 1 3   3−  –1 0  0 

cot  3  1 3
3

 0 3
3

−  –1  0  

 

Góc đối nhau Góc bù nhau Góc phụ nhau 

cos( ) cosα α− =  sin( ) sinπ α α− =  sin cos
2
π α α

 
− = 

 
 

sin( ) sinα α− = −  cos( ) cosπ α α− = −  cos sin
2
π α α

 
− = 

 
 

tan( ) tanα α− = −  tan( ) tanπ α α− = −  tan cot
2
π α α

 
− = 

 
 

cot( ) cotα α− = −  cot( ) cotπ α α− = −  cot tan
2
π α α

 
− = 

 
 

 



3 
 

 
II. Công thức lượng giác 
 1. Công thức cộng 
 

 
 
 2. Công thức nhân đôi 
   sin 2 2sin .cosα α α=  

   2 2 2 2cos2 cos sin 2 cos 1 1 2sinα α α α α= − = − = −  

                               
2

2
2 tan cot 1tan 2 ; cot 2

2 cot1 tan
α αα α

αα
−

= =
−

    

        
2

2

2

1 cos2sin
2

1 cos2cos
2

1 cos2tan
1 cos2

αα

αα

αα
α

−
=

+
=

−
=

+

 

3

3

3

2

sin3 3sin 4sin
cos3 4 cos 3cos

3tan tantan3
1 3tan

α α α
α α α

α αα
α

= −
= −

−
=

−

 

 
3. Công thức biến đổi tổng thành tích 

Góc hơn kém π  Góc hơn kém 
2
π  

sin( ) sinπ α α+ = −  sin cos
2
π α α

 
+ = 

 
 

cos( ) cosπ α α+ = −  cos sin
2
π α α

 
+ = − 

 
 

tan( ) tanπ α α+ =  tan cot
2
π α α

 
+ = − 

 
 

cot( ) cotπ α α+ =  cot tan
2
π α α

 
+ = − 

 
 

 

sin( ) sin .cos sin .cosa b a b b a+ = +  

sin( ) sin .cos sin .cosa b a b b a− = −  

cos( ) cos .cos sin .sina b a b a b+ = −  

cos( ) cos .cos sin .sina b a b a b− = +  

 tan tantan( )
1 tan .tan

a ba b
a b
+

+ =
−

 

tan tantan( )
1 tan .tan

a ba b
a b
−

− =
+
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 4. Công thức biến đổi tích thành tổng 

 
 
B. KỸ NĂNG CƠ BẢN 
1. Dạng 1: Xác định dấu của các giá trị lượng giác của một cung: 

+ Xác định điểm cuối của cung xem điểm đó thuộc cung phần tư nào, từ đó xác 
định dấu của các giá trị lượng giác tương ứng. 

+ Phải nắm rõ các cung phần tư từ đó xác định dấu của các giá trị lượng giác; để 
xác định dấu của các giá trị lượng giác ta cần nắm rõ định nghĩa giá trị lượng giác của 
cung α  và thực hiện như sau: Vẽ đường tròn lượng giác, trục đứng(Oy) là trục sin, trục 
nằm (Ox) là trục cosin; khi α  thuộc cung phần tư nào ta cho một điểm M bất kì nằm 
trên cung phần tư đó, sau đó chiếu điểm M vuông góc xuống trục sin và trục cos từ đó 
xác định được sin dương hay âm, cos dương hay âm; tan=sin/cos; cot=cos/sin; dựa vào 
dấu của sin và cos ta xác định được dấu của tan và cot theo nguyên tắc chia dấu: -/-=+; -
/+= - 

2. Dạng 2: Tính các giá trị lượng giác của một cung: 
+ Nếu biết trước sinα  thì dùng công thức: 2 2sin os 1cα α+ =  để tìm osc α , lưu ý:xác 

định dấu của các giá trị lượng giác để nhận, loại. sintan
osc

αα
α

= ; oscot
sin
c αα

α
=  hoặc 

1cot
tan

α
α

=  

 cos cos 2 cos .cos
2 2

a b a ba b + −
+ =  

 cos cos 2sin .sin
2 2

a b a ba b + −
− = −

sin sin 2sin .cos
2 2

a b a ba b + −
+ =

sin sin 2 cos .sin
2 2

a b a ba b + −
− =  

 sin( )tan tan
cos .cos

a ba b
a b

+
+ =  

 sin( )tan tan
cos .cos

a ba b
a b

−
− =  

 sin( )cot cot
sin .sin

a ba b
a b

+
+ =  

 b aa b
a b

sin( )cot cot
sin .sin

−
− =  

sin cos 2.sin 2.cos
4 4
π πα α α α

   
+ = + = −   

   

sin cos 2 sin 2 cos
4 4
π πα α α α

   
− = − = − +   

   
 

 

 1cos .cos cos( ) cos( )
2
1sin .sin cos( ) cos( )
2
1sin .cos sin( ) sin( )
2

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

 = − + + 

 = − − + 

 = − + + 
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+ Nếu biết trước osc α  thì tương tự như trên. 

+ Nếu biết trước tanα  thì dùng công thức: 2
2

11 tan
osc

α
α

+ =  để tìm osc α , lưu ý: 

xác định dấu của các giá trị lượng giác để nhận, loại. sin tan . oscα α α= , 1cot
tan

α
α

=  

 
3. Dạng 3: Chứng minh các đẳng thức lượng giác: 
 Sử dụng các hằng đẳng thức đại số (7 hằng đẳng thức đáng nhớ) và các hằng 
đẳng thức lượng giác cơ bản để biến đổi một vế thành vế kia. 
biến đổi một vế thành vế kia) 

2 2sin os 1cα α+ =  

tan .cot 1  ,
2

k kπα α α = ≠ ∈ 
 

  

2
2

11 tan  ,
os 2

k k
c

πα α π
α

 + = ≠ + ∈ 
 

  

( )2
2

11 cot   ,
sin

k kα α π
α

+ = ≠ ∈  

sintan
osc

αα
α

= ;    oscot
sin
c αα

α
=  

( )2 2 22a b a ab b± = ± +  

( )3 3 2 2 33 3a b a a b ab b± = ± + ±  

( )( )3 3 2 2a b a b a ab b+ = + − +  

( )( )3 3 2 2a b a b a ab b− = − + +  

( )( )2 2a b a b a b− = + −  

 
4. Dạng 4: Đơn giản các biểu thức lượng giác: 

+ Dùng các hệ thức cơ bản và giá trị lượng giác của các góc có liên quan đặc biệt 

Giá trị lg  của các góc có liên quan đặc biệt:“sin bù,cos đối,phụ chéo,hơn kém tan sai π ” 

+ Chú ý: Với k ∈  ta có: 

( )sin 2 sinkα π α+ =     ( )os 2 osc k cα π α+ =  

( )tan tankα π α+ =     ( )cot cotkα π α+ =  

 
C. BÀI TẬP LUYỆN TẬP 
Dạng 1: 

Bài tập 1.1: Cho 
2
π α π< < . Xác định dấu của các giá trị lượng giác: 

a) 3sin
2
π α − 

 
 b) os

2
c πα + 

 
 c) ( )tan α π+   d) cot

2
πα − 

 
 

Giải 

a) 
2
π α π< <

3
2 2 2
π π ππ α α π⇒ − < − < − ⇒ < − <  vậy 3sin 0

2
π α − > 
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Dạng 2: 

Bài tập 2.1: Tính các giá trị lượng giác của góc α  biết: 

a) 3sin
5

α =  với 
2
π α π< <  

b) 4os ,0
13 2

c πα α= < <  

c) 4 3tan , 2
5 2

πα α π= − < <  

d) 3cot 3, 2
2
πα α π= − < <  

e) 2sin ,0
5 2

πα α= − < <  

f) os 0,8c α =  với 3 2
2
π α π< <  

g) 13tan ,0
8 2

πα α= < <  

h) 19cot ,
7 2

πα α π= − < <  

i) 1 3os ,
4 2

c πα π α= − < <  

j) 2sin ,
3 2

πα α π= < <  

k) 7tan ,0
3 2

πα α= < <  

l) 4 3cot , 2
19 2

πα α π= − < <  

Giải 

a) Do 
2
π α π< <  nên os 0, tan 0,cot 0c α α α< < <  

( )

( )
2 2 2 2

4os
16 5sin os 1 os 1 sin

425 os
5

c loai
c c

c nhan

α
α α α α

α

 =
+ = ⇒ = − = ⇔ 

 = −

 

sin 3tan
os 4c

αα
α

= = − ; 4cot
3

α = −  

c) Do 3 2
2
π α π< <  nên sin 0, os 0,cot 0cα α α< > <  

( )

( )
2 2

2

5os
1 25 411 tan os

5os 41 os
41

c nhan
c

c c loai

α
α α

α α

 =
+ = ⇒ = ⇔
 = −

 

4sin os . tan
41

cα α α= = − ; 1 41cot
tan 4

α
α

= = −  

Các bài tập còn lại làm tương tự. 

Bài tập 2.2: Biết 1sin
3

a =  và 
2

aπ π< < . Hãy tính các giá trị lượng giác của góc: 2 ;
2
αα  
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a) Do 
2

aπ π< <  nên 2 2cos 0 cos
3

a a< ⇒ = −  

4 2sin 2 2sin cos
9

a a a= = −  

2 2 7os2 os sin
9

c a c a a= − =  

4 2 7tan 2 ;cot
7 4 2

a a= =  

b) 
2

aπ π< < os 0,sin 0
4 2 2 2 2

cπ α π α α
⇒ < < ⇒ > >  

2 1 cos 1 cos 3 2 2sin sin
2 2 2 2 6
a a a a− − +

= ⇒ = =  

1 cos 3 2 2os
2 2 6
a ac + −

= =  

t an 3 2 2;cot 3 2 2
2 2
a a

= + = −  

Bài tập 2.3: Tính os2 ,sin 2 , tan 2c a a a  biết: 

a) 5 3cos ,
13 2

a a ππ= − < <  ;     5cos ,
13 2

a aπ π= − < < ;        4cos , 0
5 2

a aπ
= − < <  

b) 3 3sin ,
5 2

a a ππ= − < <  

c) 1sin cos
2

a a+ =  và 3
4

aπ π< <  

Hướng dẫn: 

a) tính sina, sau đó áp dụng các công thức nhân đôi. 

12sin
13

a = −  ; 120sin 2
169

a = ; 2 2 119os2 os sin
169

c a c a a= − = −  hoặc 2os2 2cos 1c a a= − ; 

120tan 2
169

a = −  

c) ( )21 1 1 3sin cos sin cos 1 sin 2 sin 2
2 4 4 4

a a a a a a+ = ⇔ + = ⇔ + = ⇒ = −  
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3
4

aπ π< <
3 2 2 os2 0
2

a c aπ π⇒ < < ⇒ > ;          2 7os2 1 sin 2
4

c a a= − =  

3tan 2
7

a = −  

Bài tập 2.4: Cho 5sin 2
9

a = −  và 
2

aπ π< < . Tính sina, cosa 

+ Vì 
2

aπ π< <  nên sin 0,cos 0a a> <  

+ 
2

aπ π< < 2 2aπ π⇒ < <  nên cos2a có thể dương và có thể âm 

2 2 14os2 1 sin 2
9

c a a= ± − = ±  

TH1: 2 14os2
9

c a =  

1 os2 2 14cos
2 6

c aa + +
= − = −    ; 1 os2 14 2sin

2 6
c aa − −

= =  

TH2: 2 14os2
9

c a = −  

1 os2 14 2cos
2 2

c aa + −
= − =    ; 1 os2 2 14sin

2 6
c aa − +

= =  

 

Dạng 3: 

Bài tập 3.1: Chứng minh các đẳng thức lượng giác:  

a) 
3 3sin os 1 sin cos

sin cos
a c a a a
a a

+
= −

+
 Biến đổi: 

( )( )3 3 2 2sin os sin cos sin cos osa c a a a sin a a a c a+ = + − +  

b) 
2 2sin os tan 1

1 2sin cos t ana 1
a c a a

a a
− −

=
+ +

  Biến đổi: ( )( )2 2sin os sin cos sin cosa c a a a a a− = + − , chia tử và 

mẫu cho cos a  

c) 4 4 6 6 2 2sin os sin os sin cosa c a a c a a a+ − − =  Biến đổi: 
( )( )6 6 2 2 4 2 2 4sin os sin cos sin sin cos osa c a a a a a a c a+ = + − +  
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d) t ana tan tan a tan
cot cot

b b
b a

−
=

−
 Biến đổi: 1 1cot cot

t anb t ana
b a− = −  

e) ( ) ( )6 6 4 42 os 1 3 ossin a c a sin a c a+ + = +   

( )( )
( ) ( ) ( )

6 6 2 2 4 2 2 4

24 4 2 2 4 4 2 2 2 2

sin os 2 os sin sin cos os 1

2 sin os 1 2sin cos 2 sin os sin os 2sin cos

VT a c a sin a c a a a a c a

a c a a a a c a a c a a a VP

= + = + − + +

= + + − = + + + − =
 

f) ( ) ( )4 4 6 63 sin os 2 sin os 1x c x x c x+ − + =  

Sử dụng ( )22 2 2a b a b ab+ = + −  và 3 3a b+  

g) 2 2 2 2tan sin tan .sina a a a− =  

( )
2

2 2 2
2

sin sin sin 1 tan 1
os

aVT a a a VP
c a

= − = + − =  

h) sin 1 cos 2
1 cos sin sin

a a
a a a

+
+ =

+
 

( )
( ) ( )

22 2 2sin 1 cos sin 1 2cos os
sin 1 cos sin 1 cos

a a a a c aVT VP
a a a a
+ + + + +

= = =
+ +

 

i) 4 4 2os sin 2cos 1c a a a− = −  

Sử dụng 2 2a b−  

j) 
2

2
2

1 sin1 2 tan
1 sin

aa
a

+
+ =

−
 ( nếu sin 1a ≠ ± ) 

2 2

2 2 2

1 sin 1 sin ...
os os os

a aVP VT
c a c a c a
+

= = + = =  

k) 
2 2sin os 1 cot

1 2sin cos 1 cot
a c a a

a a a
− −

=
+ +

 

( )( )
( )2

sin cos
sin cos sin cos sin

sin cossin cos
sin

a a
a a a a aVT VPa aa a

a

−
− +

= = =
++

 

l) 2 2 2 2cot os cot cosa c a a a− =  

( )2 22
2

2 2

cos 1 sinos os
sin sin

a ac aVT c a VP
a a

−
= − = =  
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m) 2 2 2 2tan sin tan a sina a a− =  

n) t ana sin cos
sin cot

a a
a a

− =  

o) 
2

2
2

1 sin 1 2 tan
1 sin

a a
a

+
= +

−
 

p) 
2 2

2 2
2 2

os sin sin . os
cot tan
c a a a c a

a a
−

=
−

 

Bài tập 3.2: Chứng minh các đẳng thức sau: 

a) 4 4 21 3 1sin os 1 sin 2 os4
2 4 4

a c a a c a+ = − = +  

( ) ( ) ( )2 24 4 2 2 2 2 21sin os sin os 2sin cos 1 2. sin cos 1 sin 2 1
2

a c a a c a a a a a a+ = + − = − = −  

( )21 1 1 os4a 1 1 3 11 sin 2 1 1 os4 os4 2
2 2 2 4 4 4 4

ca c a c a− = − = − = − + = + 
 

 

Từ (1) và (2) suy ra đpcm 

b) 6 6 5 3sin os os4
8 8

a c a c a+ = +  

Hướng dẫn: ( )( )3 3 2 2x y x y x xy y+ = + − +  sau đó áp dụng ( )22 2 2x y x y xy+ = + −  

c) 5 5 1sin cos cos sin sin 4
4

a a a a a− =  

( ) ( )( )5 5 4 4 2 2 2 2sin cos cos sin sin cos os sin sin cos os sin os sin ...a a a a a a c a a a a c a a c a a− = − = − + =  

d) 8 8 1os sin os2 sin 4 sin 2
4

c a a c a a a− = −  

Sử dụng ( )( )2 2a b a b a b− = − +  sau đó sử dụng ( )22 2 2a b a b ab+ = + −  

e) os2 cos sin
1 sin 2 cos sin

c a a a
a a a

−
=

+ +
 

( )

2 2 2 2

2
os sin os sin ...

1 2sin cos sin cos
c a a c a aVT

a a a a
− −

= = =
+ +

 

f) 2cot t anx
sin 2

x
x

+ =  
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Hướng dẫn: 
2 2cos s inx os sin ...

s inx cos sin x cos
x c x x

x x
+

+ = =  

g) cot t anx 2cot 2x x− =  phân tích như trên 

h) sin 2 t anx
1 os2

x
c x

=
+

    Hướng dẫn: 2

2sin cos ...
os
x xVT

c x
= =  

i) 21 os2 tan
1 os2

c x x
c x

−
=

+
 Hướng dẫn: 

2

2

2sin ...
2cos

xVT
x

= =  

j) 3 3 1os a sin sin cos sin 4
4

c a a a a− =  

Hướng dẫn: Tương tự như câu c 

k) 
3 3sin os sin 21

sin cos 2
a c a a
a a

−
= +

−
   Sử dụng hằng đẳng thức 3 3a b−  

l) cos sin cos sin 2 tan 2
cos sin cos sin

a a a a a
a a a a

+ −
− =

− +
 

Hướng dẫn: Quy đồng mẫu 

m) 2sin 2 2sin tan
sin 2 2sin 2

a a a
a a

−
= −

+
 

Hướng dẫn: sin2a=2sinacosa; đặt nhân tử chung sau đó áp dụng 21 cos 2sin
2
aa− =  

n) 21 sin cot
1 sin 4 2

a a
a

π+  = − −  
 

2

2

1 os 2cos
2 4 2

1 os 2sin
2 4 2

ac a
VT VP

ac a

π π

π π

   + − −   
   = = =
   − − −   
   

 

0) sin 2 sin t ana
1 os2 cos

a a
c a a

+
=

+ +
 

Hướng dẫn: 2

2sin cos ...
2cos cos

a aVT
a a

= =
+

 

p) 
2

2 2

4sin

1 os 16cos
2 2

a
a ac− =
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Hướng dẫn: 
2

4.4sin os
2 2

sin
2

a ac
VT VPa= =  

q) tan 2 os4
tan 4 tan 2

a c a
a a

=
−

 

2

2

2

tan 2 1 tan 2 ...2 tan 2 1 tan 2tan 2
1 tan 2

a aVT a aa
a

−
= = =

+−
−

 

r) 43 4cos 2 os4 tan
3 4cos 2 os4

a c a a
a c a

− +
=

+ +
 

HD: 2os4 2cos 2 1c a a= −  sau đó sử dụng 2os2 1 2sinc a a− = −  

s) sin sin 3 sin 5 tan 3
cos os3 os5

a a a a
a c a c a

+ +
=

+ +
 

( )
( )
sin 5 sin sin 3

...
os5 osa +cos3

a a a
VT

c a c a
+ +

= =
+

 

t) 2 2 21 cos tan os sin
1 cos 2

a a c a a
a

+
− =

−
 

Sử dụng công thức hạ bậc 21 cos 2cos
2
aa+ =  

Bài tập 3.3: Chứng minh các biểu thức sau là những hằng số không phụ thuộc vào a 

a) ( ) ( )6 6 4 42 sin os 3 sin osA a c a a c a= + − +  

Sử dụng 3 3a b+    1A = −  

b) ( )4 44 sin os os4B a c a c a= + −  

Sử dụng ( )22 2 2a b a b ab+ = + −  và 2os2 1 2sinc a a= −   3B =  

c) 4 14cos 2cos 2 os4
2

a a c a− −  

Sử dụng 2os2a=2cos 1c a −   3
2

C =  

 

Dạng 4: 
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Bài tập 4.1: Đơn giản các biểu thức sau:  

a) ( )2 2 21 sin cot 1 cotA a a a= − + −  

2
2 2 2 2 2 2

2

oscot sin .cot 1 cot 1 sin sin
sin
c aA a a a a a a

a
= − + − = − =  

b) 
22cos 1

sin cos
aB

a a
−

=
+

 

2 2os sin cos sin
sin cos

c a aB a a
a a

−
= = −

+
 

c) ( ) ( )3 31 cot sin 1 t ana osC a a c a= + + +  

( ) ( )3 3 2 2cos sin1 sin 1 os sin cos sin cos sin os sin cos
sin cos

a aC a c a a a a a a c a a a
a a

   = + + + = + + + = +   
   

 

d) 
2 2

2 2

sin tan
os cot

a aD
c a a

−
=

−
 

( )
( )

2
2 2 242 2

6
2 4 2

2 2
2 2

1 1 ossin 1 sin sinsinos os . tan
1 1 sin os osos 1 os

sin sin

c aa a aac a c aD a
a c a c ac a c a

a a

  −−  − = = = =
−  −− 

 

 

e) ( )2sin cos 1
cot sin cos

a a
E

a a a
+ −

=
−

 

2 2
2

2

sin 2sin cos os 1 2sin cos .sin 2 tan
1 cos .coscos sin

sin

a a a c a a a aE a
a aa a

a

+ + −
= = =

 − 
 

 

f) 
2 2

2
2

1 sin cos sin
sin

a aF a
a

−
= −  

( )2 2 2 2 2 2
2 2

1 1os sin cos sin 1 cot 1 cot
sin sin

F c a a a a a a
a a

 = − − = − + = + − = 
 

 

g) 
22cos 1

sin cos
aG

a a
−

=
+

 

( )2 2 2 2 22cos sin os os sin cos sin
sin cos sin cos
a a c a c a aG a a

a a a a
− + −

= = = −
+ +

 

h) ( ) ( )2 2sin 1 cot os 1 t anaH a a c a= + + +  
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( ) ( )2 2 2 2 2 2cos sinsin 1 cot os 1 t ana sin sin os os .
sin cos

a aH a a c a a a c a c a
a a

= + + + = + + +  

( )22 2sin 2sin cos os sin cosa a a c a a a= + + = +  

i) 2 2 2os os .cotI c a c a a= +   I= 2cot a  

j) 2 2 2sin sin . tanJ a a a= +   J= 2tan a  

k) 
22cos 1

sin cos
aK

a a
−

=
+

   K= cos sina a−  

Bài tập 4.2: Đơn giản các biểu thức: 

a) ( )2 2sin sin os sin
2 2

A cπ πα α α α π   = + − + − + −   
   

   A=1 

b) 2 2 23sin sin os
8 8

B cπ π α= + −       B= 2sin α  

Hướng dẫn: 3 3sin os os
8 2 8 8

c cπ π π π = − = 
 

 

c) ( ) 5sin os tan tan
2 2 2

C x c x x xπ π ππ     = − + − + − + −     
     

  C=-2cosx 

Hướng dẫn: sin sin sin cos
2 2 2

x x x xπ π π      − = − − = − − = −            
;  

( )os cosc x xπ − = −  

5tan tan 2 tan cot
2 2 2

tan cot
2

x x x x

x x

π π ππ

π

     − = + − = − =     
     
 − = − 
 

 

d) ( ) ( )17 9sin os tan 5 cot
2 2

D x c x x xπ ππ π   = + + + + − − −   
   

  D=-2sinx 

Hướng dẫn: 17os os 8 s inx
2 2

c x c x xπ π   + = + + = −   
   

 

9 9 9cot cot cot cot 4 cot t anx
2 2 2 2 2

x x x x xπ π π π ππ          − = − − = − − = − − + = − − = −                    
 

e) ( ) ( ) 3sin ó cot 2 tan
2 2

E a c a a aπ ππ π   = + − − + − + −   
   

   E=-2sina 
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Hướng dẫn: 3tan tan tan cot
2 2 2

a x x aπ π ππ      − = + − = − =            
 

Bài tập 4.3: Tính: 

a) 2 0 2 0 2 0 2 0sin 10 sin 20 sin 30 ... sin 80A = + + + +  ( 8 số hạng) 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0sin 10 sin 80 sin 20 sin 70 sin 30 sin 60 sin 40 sin 50A = + + + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0sin 10 os 10 sin 20 os 20 sin 30 os 30 sin 40 os 40 4c c c c= + + + + + + + =  

b) 0 0 0 0os10 os20 os30 ... os180B c c c c= + + + +  (18 số hạng) 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0os10 os170 os20 os160 ... os90 os180B c c c c c c= + + + + + +  

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0os10 os10 os20 os20 ... 0 1 1c c c c= − + − + + + − = −  

c) 25 9 4 19sin os tan cot
4 4 3 6

C cπ π π π
= + + −  

sin 6 os 2 tan cot 3 sin os tan cot 2
4 4 3 6 4 4 3 6

C c cπ π π π π π π ππ π π π       = + + + + + − + = + + − =       
       

 

d) 0 0 0 0tan10 .tan 20 ... tan 70 , tan80D =  

( )( )( )( )0 0 0 0 0 0 0 0an10 .tan80 tan 20 .tan 70 an 30 .tan 60 tan 40 .tan 50D t t= ( )0 0tan10 .cot10 ..... 1= =  

e) 0 0 0 0os20 os40 os60 ... cos180E c c c= + + + +  

( ) ( )0 0 0 0 0os20 os160 os40 os140 ... os180 1E c c c c c= + + + + + = −  

( ( )0 0 0 0os160 os 180 20 os20c c c= − = − ; tương tự những phần còn lại nên 0 0os20 os160 0c c+ = ) 

 
D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 
1. Nhận biết: 
Câu 1: Góc có số đo 120P

0
P được đổi sang số đo rad là : 

A. π120  B. 3
2
π  C. 12π  UD.U

2
3
π  

Câu 2: Trong các khẳng định sau đây, khẳng định nào sai? 

A. cos 45 sin135 .=o o     UB.U 120 60cos sin .o o=    C. cos 45 sin 45 .=o o   D. cos30 sin120 .=o o  

Câu 3: Mỗi khẳng định sau đúng hay sai:  Với mọi Với mọi ;α  β  ta có: 
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            A. os( + )=cos +cosc α β α β                             C. tan( ) tan tanα β α β+ = +  

            B. os( - )=cos cos -sin sinc α β α β α β .               UD.U tan (α - β ) = 
βα

βα
tan.tan1

tantan
+

−                 

Câu 4: Mỗi khẳng định sau đúng hay sai:  Với mọi Với mọi ;α  β  ta có: 

             A. α
α
α 2tan

2cos
4sin

=                                    C. 





 +=

−
+

4
tan

tan1
tan1 πα

α
α  

             UB.U  os( + )=cos cos -sin sinc α β α β α β          D. sin( ) sin os -cos sincα β α β α β+ =              

Câu 5: 
10
3sin π  là: 

A. 
4cos
5
π          UB.U     cos

5
π          C. 1 cos

5
π

−
  D. 

cos
5
π

−  

 
2. Thông hiểu: 
Câu 6: Biểu thức 3sin( ) cos( ) cot( ) tan( )

2 2
= + − − + − + + −A x x x xπ ππ π  có biểu thức rút gọn 

là: 

A. 2sin=A x . B. = −2sinA x  UC.U = 0A . D. = −2 cotA x . 

Câu 7: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai: 

A. (sinx + cosx)P

2 
P= 1 + 2sinxcosx B. (sinx – cosx)P

2 
P= 1 – 2sinxcosx 

C. sinP

4
Px + cosP

4
Px = 1 – 2sinP

2
PxcosP

2
Px UD.U sinP

6
Px + cosP

6
Px = 1 – sinP

2
PxcosP

2
Px 

Câu 8: Tính giá trị của biểu thức ααα 2sintantan −=P  nếu cho 

)
2

3(
5
4cos παπα 〈〈−=  

          UA.U 
15
12               B. 3−                         C. 

3
1                      D. 1                                      

Câu 9: Cho 2cos 0
25
π = − < < 

 
x x  thì sin x  có giá trị bằng : 

A. 3
5

. B. 3
5

− . UC.U

1
5

− . D. 1
5

. 

Câu 10: Biết 5 3sin ; cos ( ; 0 )
13 5 2 2

π ππ= = < < < <a b a b  Hãy tính sin( )a b+ . 
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A. 0 B. 63
65

 C. 56
65

 UD.U 33
65

−  

Câu 11:  Với mọi số nguyên k, khẳng định nào sau đây là UsaiU? 

             A. kk )1()cos( −=π                         B. kk )1()
24

tan( −=+
ππ  

             UC.U   
2
2)1()

24
sin( kk

−=+
ππ            D. kk )1()

2
sin( −=+ ππ  

Câu 12: Giá trị   os[ (2 1) ]
3

c kπ π+ +    bằng : 

             A.  3
2

−                B. 1
2

            UC.U 1
2

−             D.  3
2

                                                

Câu 13: Trong 20 giây bánh xe của xe gắn máy quay được 60 vòng.Tính độ dài 
quãng đường xe gắn máy đã đi được trong vòng 3 phút,biết rằng bán kính bánh xe 
gắn máy bằng 6,5cm  (lấy 3,1416π =  ) 

UA.U 22054cm  B. 22043cm  C. 22055cm  D. 22042cm  

Câu 14: Một đồng hồ treo tường, kim giờ dài 10,57cm  và kim phút dài 13,34cm .Trong 
30 phút mũi kim giờ vạch lên cung tròn có độ dài là: 

UA.U 2,77cm . B. 2,78cm . C. 2,76cm . D. 2,8cm . 

Câu 15: Cho 5sin cos
4

+ =a a . Khi đó sin .cosa a  có giá trị bằng : 

A. 1 UB.U 9
32

 C. 3
16

 D. 5
4

 

3. Vận dụng thấp: 
Câu 16: Đơn giản biểu thức sincot

1 cos
= +

+
xE x

x
 ta được 

UA.U 
xsin

1  B. cosx C. sinx D. 
xcos

1  

Câu 17: Cho cot
14

aπ
= .Tính 2 4 6sin sin sin

7 7 7
K π π π

= + +  

A. a  B. 
2

−
a  UC.U 

2
a  D. 

4
a
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Câu 18: Đơn giản biểu thức xx
xn

xxF coscot
si

tancos
2 −=  

         A. 
xsin

1             B. 
xcos

1                C.cosx                    UD.U sinx              

Câu 19:  Đơn giản biểu thức xxxG 222 cot1cot)sin1( −+−=  

          A. 
xsin

1             B. 
xcos

1                C.cosx                    UD.U sinP

2
Px          

Câu 20: Tính 0 0 0 0tan1 tan 2 tan 3 .... tan89=M  

UA.U 1   B. 2    C. 1−    D. 1
2

 

 
4. Vận dụng cao: 

Câu 21:Cho 1sin cos
2

+ =x x và gọi 3 3M sin cos .= +x x  Giá trị của M là: 

A. 1 .
8

=M  B. 11.
16

=M  UC.U 7 .
16

= −M  D. 11.
16

= −M  

Câu 22: Cho tan 3α = . Khi đó 2sin 3cos
4sin 5cos

α α
α α

+
−

 có giá trị bằng : 

A. 7
9

. B. 7
9

− . UC.U

9
7

. D. 9
7

− . 

Câu 23: Cho tan cotα α+ = m  Tính giá trị biểu thức 3 3cot tanα α+ . 

A. 3 3+m m  UB.U 3 3−m m  C. 33 +m m  D. 33 −m m  

Câu 24: Với giá trị nào của n thì đẳng thức sau luôn đúng  

1 1 1 1 1 1 cos cos , 0 .
2 2 2 2 2 2 2

π
+ + + = < <

xx x
n

 

A. 4. B. 2. UC.U 8. D. 6. 

Câu 25: Biết 2 2 2 2

1 1 1 1 6
sin cos tan cotx x x x

     . Khi đó giá trị của cos2x  bằng 

A. 2− . B. 2 . C. 1− . UD.U 0 . 
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CHỦ ĐỀ 2:  

HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 

( 2 tiết) 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 

1. Hµm sè y = sin x. 

*/ TËp x¸c ®Þnh: D =  ; 

*/ x∀ ∈  ta lu«n cã: 1 sin 1x− ≤ ≤ ; 

*/ Hµm sè y = sin x lµ mét hµm sè lÎ trªn   vµ lµ mét hµm tuÇn hoµn víi chu kú 2π . 

*/ §å thÞ: 

-2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π

-1

1

x

y

0

 

2. Hµm sè y = cos x. 

*/ TËp x¸c ®Þnh: D =  ; 

*/ x∀ ∈  ta lu«n cã: 1 cos 1x− ≤ ≤ ; 

*/ Hµm sè y = cos x lµ mét hµm sè ch½n trªn   vµ lµ mét hµm tuÇn hoµn víi chu kú 
2π . 

*/ §å thÞ: 

-2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π

-1

1

x

y

0

 

3. Hµm sè y = tan x. 
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*/ TËp x¸c ®Þnh: \ ,
2

D k kπ π = + ∈ 
 

  ; 

*/ Hµm sè y = tan x lµ mét hµm sè lÎ vµ lµ mét hµm tuÇn hoµn víi chu kú π ; 

*/ §å thÞ: 

-3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2

-1

1

x

y

π/4-π/4

 

 

4. Hµm sè y = cot x. 

*/ TËp x¸c ®Þnh: { }\ ,D k kπ= ∈  ; 

*/ Hµm sè y = cot x lµ mét hµm sè lÎ vµ lµ mét hµm tuÇn hoµn víi chu kú π ; 

*/ §å thÞ: 

-2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π

-1

1

x

y

π/4-π/4 0

 

 
B. CÁC DẠNG THƯỜNG GẶP 

UDạng 1U. Tìm tập xác định của hàm số lượng giác  

1.1 Kĩ năng cơ bản 

 a. D được gọi là TXĐ của hs ( )= ⇔ =y f x D { | ( )∈x f x  có nghĩa} 

 

 b.  A
B

 có nghĩa khi B 0≠ ; A  có nghĩa khi A 0≥  ; A
B

 có nghĩa khi B 0>  
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 c. 1 s inx 1 ; -1 cosx 1− ≤ ≤ ≤ ≤                 1 s inx 0 &1 cos 0± ≥ ± ≥x   

 

 d. Các giá trị đặc biệt : 

      sin 0 ,π• ≠ ⇔ ≠ ∈x x k k                                                    os 0 ,
2
π π• ≠ ⇔ ≠ + ∈c x x k k  

     s inx  1 x 2 ,
2
π π• ≠ ⇔ ≠ + ∈k k                                             osx  1 x 2 ,π• ≠ ⇔ ≠ ∈c k k  

     s inx  -1 x 2 ,
2
π π• ≠ ⇔ ≠ − + ∈k k                                          osx  -1 x 2 ,π π• ≠ ⇔ ≠ + ∈c k k  

 e. Hàm số y = tanx  xác định khi ,
2
π π≠ + ∈x k k  

 f. Hàm số y = cotx  xác định khi ,π≠ ∈x k k  

1.2 Bài tập luyện tập 

Bài 1: T×m tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè: 

1/ cos2y x=       2/ sin 3y x=  

3/ 
1siny
x

=       4/ 2cos 4y x= −  

Gi¶i. 

1/ Do 2 ,x x∈ ∀ ∈   nªn hµm sè ®· cho cã tËp x¸c ®Þnh lµ D =  . 

2/ Hµm sè sin 3y x=  x¸c ®Þnh khi vµ chØ khi 3 0 0x x≥ ⇔ ≥ . VËy tËp x¸c ®Þnh 

cña hµm sè ®· cho lµ [ )0;D = +∞ . 

3/ Hµm sè 
1siny
x

=  x¸c ®Þnh khi vµ chØ khi 
1 0.x
x

∈ ⇔ ≠  VËy tËp x¸c ®Þnh cña 

hµm sè ®· cho lµ { }\ 0D =  . 

4/ Hµm sè 2cos 4y x= −  x¸c ®Þnh khi vµ chØ khi 2 2
4 0

2
x

x
x

≤ −
− ≥ ⇔ 

 ≥
. VËy tËp 

x¸c ®Þnh cña hµm sè ®· cho lµ ( ] [ ); 2 2;D = −∞ − ∪ +∞ . 
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Bài 2: T×m tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè: 

1/ 
1 cos

sin
xy

x
−

=  ;     2/ 2 cos3y x= − ; 

3/ cot
3

y x π = + 
 

;     4/ tan 2
6

y x π = − 
 

. 

Gi¶i. 

1/ Hµm sè 
1 cos

sin
xy

x
−

=  x¸c ®Þnh khi vµ chØ khi sin 0 ,x x k kπ≠ ⇔ ≠ ∈ . VËy 

tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè ®· cho lµ { }\ ,D k kπ= ∈  . 

2/ Hµm sè 2 cos3y x= −  x¸c ®Þnh khi vµ chØ khi 2 cos3 0x− ≥ . Mµ 

2 cos3 0x x− ≥ ∀ ∈ . VËy hµm sè ®· cho cã tËp x¸c ®Þnh lµ D =  . 

3/ Hµm sè cot
3

y x π = + 
 

 x¸c ®Þnh khi vµ chØ khi  

sin 0 ,
3 3 3

x x k x k kπ π ππ π + ≠ ⇔ + ≠ ⇔ ≠ − + ∈ 
 

 . VËy tËp x¸c ®Þnh cña hµm 

sè ®· cho lµ \ ,
3

D k kπ π = − + ∈ 
 

  . 

4/ Hµm sè tan 2
6

y x π = − 
 

 x¸c ®Þnh khi vµ chØ khi 

2cos 2 0 2 2 , .
6 6 2 3 3 2

x x k x k x k kπ π π π π ππ π − ≠ ⇔ − ≠ + ⇔ ≠ + ⇔ ≠ + ∈ 
 

  VËy 

tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè ®· cho lµ \ ,
3 2

D k kπ π = + ∈ 
 

  . 

 

 

Daṇg 2: Xác định tı́nh chẵn lẻ của hàm số lượng giác 

2.1. Kĩ năng cơ bản 

Chú ý : cos(-x) = cosx ; sin(-x) = -sinx ; tan(-x) = - tanx ; cot(-x) = -cotx 

Phương pháp: Bước 1 : Tìm TXĐ: D ; Kiểm tra x ∈D  ⇒ −x∈D,  ∀x 
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 Bước 2 : Tính f(-x) ; so sánh với f(x) . Có 3 khả năng  

+) Nếu f(-x) = f(x) thì f(x) là hàm số chẵn.  

+) Nếu f(-x) = - f(x) thì f(x) là hàm số lẻ.  

+) Nếu f(-x) ≠ - f(x) ≠ f(x) thì f(x) là hàm số không chẵn không lẻ. 

Lưu ý: Môṭ số nhâṇ xét nhanh để xét tı́nh chẵn lẻ của hàm số lượng giác  

+ Tổng hoăc̣ hiêụ của hai hàm chẵn là hàm chẵn 

+ Tı́ch của hai hàm chẳn là hàm chẵn, tı́ch của hai hàm lẻ là hàm chẵn  

+ Tı́ch của môṭ hàm chẵn và hàm lẻ là hàm lẻ 

+ Bı̀nh phương hoăc̣ tri ̣tuyêṭ đối của hàm lẻ là hàm chẵn (Áp duṇg điều này chúng ta 
có thể xét tı́nh chẵn lẻ của hàm số lượng giác môṭ cách nhanh chóng để làm trắc 
nghiêṃ nhanh chóng hơn nhiều). 

2.2 Bài tập luyện tập 

Bài tập: X¸c ®Þnh tÝnh ch½n, lÎ cña c¸c hµm sè: 

1/ y = x P

2
Psin 3x      2/ y = cosx + sinP

2
Px 

3/ y = tanx.cos2x     4/ y = 2cosx – 3sinx. 

Gi¶i. 

1/ TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè y = f(x) = xP

2
Psin 3x lµ D =  . 

x D∀ ∈  ta cã: 

*/ x D− ∈ ; 

*/ f(-x) = (-x)P

2
Psin(-3x) = - xP

2
Psin3x = - f(x). 

VËy hµm sè ®· cho lµ hµm sè lÎ trªn  . 

2/ TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè y = f(x) = cosx + sinP

2
Px  lµ D =  . 

x D∀ ∈  ta cã: 

*/ x D− ∈ ; 

*/ f(-x) = cos(- x) + sinP

2
P(- x) = cosx + sinP

2
Px =  f(x). 

VËy hµm sè ®· cho lµ hµm sè ch½n trªn  . 
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3/ TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè y = f(x) = tanx.cos2x lµ \ ,
2

D k kπ π = + ∈ 
 

  . 

x D∀ ∈  ta cã: 

*/ x D− ∈ ; 

*/ f(-x) = tan(-x).cos(-2x) =- tanx.cos2x = - f(x). 

VËy hµm sè ®· cho lµ hµm sè lÎ trªn D. 

4/ TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè y = f(x) = 2cosx – 3sinx lµ D =  . 

Ta cã 
5 2

f
4 2

π − = 
 

, mÆt kh¸c 
2

f
4 2

π  = − 
 

 nªn f f
4 4

π π   − ≠ ±   
   

. 

VËy hµm sè ®· cho kh«ng ph¶i lµ hµm sè ch½n vµ còng kh«ng ph¶i lµ hµm sè lÎ. 

 

Dạng 3: Tìm tập giá trị, giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất 

3.1 Kĩ năng cơ bản 

Sử dụng các t/c sau :     

•    1 s inx 1 ; -1 cosx 1− ≤ ≤ ≤ ≤ ; 0 ≤ sinP

2
P x ≤ 1 ; AP

2
P + B ≥ B 

•   21 s inx 1, 1 osx 1;0 cos 1− ≤ − ≤ − ≤ − ≤ ≤ ≤c x   
• Hàm số y = f(x) luôn đồng biến trên đoạn [ ];a b  thì 

[ ] [ ]a ;a ;
ax ( ) ( ) ; min ( ) ( )= =

bb
m f x f b f x f a  

• Hàm số y = f(x) luôn nghịch biến trên đoạn [ ];a b  thì 

[ ] [ ]a ;a ;
ax ( ) ( ) ; min ( ) ( )= =

bb
m f x f a f x f b  

• 2 2 2 2sin cos− + ≤ + ≤ +a b a x b x a b   
 

3.2 Bài tập luyện tập 

Bài tập: T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c hµm sè: 

1/ 2cos 1
3

 = − − 
 

π
y x      2/ = + −1 sin 3y x  

 Gi¶i: 
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1/ Ta cã 
π π   ∀ ∈ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤   

   
 : 1 cos 1 2 2cos 2 3 1

3 3
x x x y . VËy 

gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè lµ 1, x¶y ra khi     

π π ππ π − = ⇔ − = ⇔ = + ∈ 
 

cos 1 2 2 , .
3 3 3

x x k x k k  

Gi¸ trÞ nhá nhÊt cña y lµ -3 ®¹t ®îc khi 

π π ππ π π − = − ⇔ − = + ⇔ = + ∈ 
 



4
cos 1 2 2 , .

3 3 3
x x k x k k  

2/ Ta cã ∀ ∈ ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ − ≤ ≤ −,0 1 sin 2 0 1 sin 2 3 2 3.x x x y  

VËy, gi¸ trÞ lín nhÊt cña y lµ −2 3, khi 
π π= ⇔ = + ∈sin 1 2 ,
2

x x k k ; gi¸ trÞ 

nhá nhÊt cña y lµ -3, khi sin x = -1
π π⇔ = − + ∈2 , .
2

x k k  

Dạng 4.Tı̀m chu kỳ của hàm sốlượng giác  

Phương pháp giải: Khi tìm chu kì của hàm số lượng giác, ta cần biến đổi biểu thức 
của hàm số đã cho về một biểu thức tối giản và lưu ý rằng:  

1) Hàm số y = sinx , y = cosx có chu kỳ T = 2π . 

2) Hàm số y = tanx , y = cotx có chu kỳ T = π .  

3) Hàm số y = sin(ax+b) , y = cos(ax+b), với a 0≠  có chu kỳ 2π
=T

a
 . 

4) Hàm số y = tan(ax+b) , y = cot(ax+b), với a 0≠  có chu kỳ π
=T

a
 . 

5) Hàm số 1f  có chu kỳ là 1T  , hàm số 2f  có chu kỳ là 2T  thì hàm số 1 2±f f  có chu kỳ 

1 2( , )=T BCNN T T  . 

Bài tập:  

Bài 1. Tìm chu kỳ của hàm số 1 cos 3
5
π = − − 

 
y x   

Giải: Chu kỳ 2
3
π

=T   
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Bài 2. Tìm chu kỳ của hàm số 2cot 4
3
π = − − 

 
y x   

Giải: Chu kỳ 
4 4

π π
= =

−
T   

Bài 3. Tìm chu kỳ của hàm số 2cos tan(2 )y x x π= + −   

Giải: ta có: 2
1

1 cos 2 2cos
2 2

xx T π π+
= → = =  

2tan(2 )
2

x T ππ− → =  

Vậy chu kỳ của hàm số là: ;
2

T BCNN π π π = = 
 

  

Bài 4. Tìm chu kỳ của hàm số sin cos3xy x=   

Giải: 

Ta có : 1 1sin cos3x sin 2 sin 4
2 2

y x x x= = − +  

+) Hàm số 1 sin 2
2

y x= − có chu kỳ 1
2
2

T π π= =   

+) Hàm số 1 sin 4
2

y x= có chu kỳ 2
2
4 2

T π π
= =   

Vậy chu kỳ của hàm số là: ;
2

T BCNN π π π = = 
 

  

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 

1. Nhận biết 

Câu 1. Tập xác định của hàm số 1
2 sin

=y
x

 là? 

UA.U { }\ π= D k         B. = D .              C. { }\ 0= D        D. \
2
π π = + 

 
D k  

Câu 2. Hàm số nào sau đây là hàm số chẵn? 

UA.U cos=y x .          B. sin=y x             C. tan=y x              D. cot=y x  
 
 
Câu 3. Khẳng định nào sau đây là SAI? 
UA.U Hàm số cot=y x  có tập giá trị là [ ]0;π .              
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B. Hàm số sin=y x  có tập giá trị là[ ]1;1− .                
C. Hàm số cos=y x  có tập giá trị là [ ]1;1− .           
D. Hàm số tan=y x  có tập giá trị là  . 
Câu 4.  Giá trị lớn nhất của hàm số 3sin 2 5= −y x  là: 

      UA.U 2− . B. 8− . C. 5− . D. 3. 

Câu 5. Hàm số sin 2y x=  là hàm số tuần hoàn với chu kỳ 

UA.U π  .                 B. 2π  .                   C. 3π  .                   A. 4π  . 

2. Thông hiểu 

Câu 6. Tập xác định của hàm số tan2y x  là 

UA.U 
4 2

x k
 

       B. 
2

x k


  
        

C. 
4

x k


  
       

D. 
8 2

x k
 

   

Câu 7. Tập xác định của hàm số sin
1 cos

=
−

xy
x

 là 

UA.U { }\ 2 |π= ∈ D k k      B. \ 2 |
2
π π = + ∈ 

 
 D k k

 

C. { }\ |π= ∈ D k k           D. \ |
2
π π = + ∈ 

 
 D k k  

Câu 8. Tập xác định của hàm số 1
2 cos

=
−

y
x

 là? 

UA.U  .             B. { }\ 2 ,π ∈k k            C. \ 2 ,
2
π π + ∈ 

 
k k 

          
D. { }\ 2  

Câu 9. Biết rằng y = f(x) là một hàm số lẻ trên tập xác định D. Khẳng định nào sai? 

A. f[sin(– x)] = – f(sinx). B. f[cos(– x)] =  f(cosx). 

UC.U sin[ f(– x)] = sin[ f(x) ]. D. cos[ f(– x)] = cos[ f(x) ]. 

Câu 10. Hàm số nào sau đây là hàm số lẻ trên tập xác định của nó? 

A.  sin
1 sin

=
−

xy
x

. B. 
2sin

1 cos
=

+
xy
x

. C. y = 2

cos
+

x
x x

. D. 2

tan
1 sin

=
+

xy
x

. 

Câu 11. Giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 7 2cos( )
4
π

= − +y x  lần lượt là: 
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UA.U 2 à 7− v . B. 2 à 2− v . UC.U 5 à 9v . D. 4 à 7v . 

Câu 12. Giá trị nhỏ nhất của hàm số 2sin 4sin 2= − +y x x  là: 

A. 20− . UB.U 1− . C. 0 . D. 9 . 

Câu 13. Giá trị lớn nhất của hàm số 24 2cos cos= − −y x x  là: 

A. 2 . B. 5 . C. 0 . D. 3 . 

Câu 14. Tập giá trị của hàm sô tan( 2)y x= − là 

A. { }\ 0    B. { }\ 1   C. { }\ 1,1−    UD.U   

Câu 15. Hàm số tan 4 x
2

y π = − − 
 

 là hàm số tuần hoàn với chu kỳ 

UA.U 
4
π

−  .                 B. 
2
π  .                   C. 

2
π

−  .                   UA.U 
4
π  . 

 

3. Vân dụng 

Câu 16. Tập xác định của hàm số 2tan 1= +y x  là: 

UA.U \
2
π π = + 

 
D k

     
B. { }\ π= D k      C. = D      D. \

2 2
π π = + 

 
D k  

Câu17. Tập xác định của hàm số 1 cos= +y x  là? 

UA.U  .       B. { }\ 2 ,π ∈k k             C. \ 2 ,
2
π π + ∈ 

 
k k 

     
D. { }\ ,π ∈k k   

Câu 18. Hàm số nào sau đây là hàm số chẵn trên R? 

A.  y = x.cos2x. B. y = (xP

2
P + 1).sinx.    C. y = 2

cos
1+

x
x

. D. 2

tan
1

=
+

xy
x

. 

Câu 19. Giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 4 sin 3 1= + −y x  lần lượt là: 

UA.U 2 à 2v . B. 2 à 4v . C. 4 2 à 8v .                UD. U 4 2 1 à 7− v . 

Câu 20. Hàm số sin 2 cos3y x x= +  là hàm số tuần hoàn với chu kỳ 

A. π  .                 UB.U 2π  .                   C. 3π  .                   A. 4π  . 

Câu 21. Tổng giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 3 1 cos= − −y x  bằng: 

UA.U 6 2− . B. 4 2+ . C. 4 2− .                UD. U 2 2+
U

. 
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4. Vân dụng cao 

Câu 22. Tất cả các giá trị của m để hàm số 2 1 cos= + −y m x  xác định trên R là 

U A.U 0≥m .               B. 1≤m       C. 1≥m         D. 1≥ −m  

UCâu 23. Gọi S là tập giá trị của hàm số U

2sin 33 cos 2
2 4

= + −
xy x . Khi đó tổng các giá trị 

nguyên của S là: 

A. 3.                   B. 4.                        C. 6 .                            UD.U 7. 

Câu 24. Với các giá trị nào của m thì hàm số 2tan 2( 1)sin
2

y x m x π = − − + 
 

là hàm số lẻ? 

A. 2m = ± .               UB.U 1m = ±       C. 2m = ±         D. 1
2

m ±  

 

Câu 25. Hàm số *1 2cos(2 1) sin( 3),
2

xy x m
m

= + − − ∈  là hàm số tuần hoàn với chu kỳ 

3π thì giá trị của m bằng 

A. 1.                 UB.U 3.                   C. 6 .                   A. 2 . 
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CHỦ ĐỀ 3:  

PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 

( 5 tiết) 
 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN  

1. Gi¶i vµ biÖn luËn ph¬ng tr×nh sin x m=   (1) 

 Bíc1: NÕu |m|>1 ph¬ng tr×nh v« nghiÖm 

 Bíc 2: NÕu |m| ≤ 1 ,ta xÐt 2 kh¶ n¨ng 

- Kh¶ n¨ng 1: NÕu m ®îc biÓu diÔn qua sin cña gãc ®Æc biÖt ,gi¶ sö α  khi ®ã ph¬ng tr×nh sÏ cã 

d¹ng ®Æc biÖt. 

           
2

sin sin ,
2

x k
x k

x k
α π

α
π α π

= +
= ⇔ ∈ = − +



 

- Kh¶ n¨ng 2: NÕu m kh«ng biÓu diÔn ®îc qua sin cña gãc ®Æc biÖt khi ®ã ta cã: 

arcsin 2
sin ,

arcsin 2
x m k

x m k
x m k

π
π π

= +
= ⇔ ∈ = − +



  

- Các trường hợp đặc biệt: 

+) sin 1 2 ,
2

x x k kπ π= − ⇔ = − + ∈ ; 

      +) sin 0 ,x x k kπ= ⇔ = ∈ ; 

      +) sin 1 2 ,
2

x x k kπ π= ⇔ = + ∈ ; 

2. Gi¶i vµ biÖn luËn ph¬ng tr×nh lîng gi¸c cos ( )x m b=  

 Bíc 1: NÕu 1m > ph¬ng tr×nh v« nghiÖm . 

 Bíc 2: NÕu 1m ≤  ta xÐt 2 kh¶ n¨ng:  
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- Kh¶ n¨ng 1: NÕu m  ®îc biÓu diÔn qua cos  cña gãc ®Æc biÖt, gi¶ sö gãcα . Khi ®ã ph¬ng 

tr×nh cã d¹ng 

 
2

cos cos ,
2

= +
= ⇔ ∈ = − +



x k
x k

x k
α π

α
α π

 

- Kh¶ n¨ng 2: NÕu m  kh«ng biÓu diÔn ®îc qua cos  cña gãc ®Æc biÖt khi ®ã  

Ta cã: 
arccos 2

cos ,
arccos 2

x m k
x m k

x m k
π

π
= +

= ⇔ ∈ = − +


 

- Các trường hợp đặc biệt: 

+) cos 1 2 ,x x k kπ π= − ⇔ = + ∈ ; 

      +) cos 0 ,
2

x x k kπ π= ⇔ = + ∈ ; 

+) cos 1 2 ,x x k kπ= ⇔ = ∈ ; 

3. Gi¶i vµ biÖn luËn ph¬ng tr×nh lîng gi¸c tan ( )=x m c  

 Bíc 1: §Æt ®iÒu kiÖn  cos 0 ,
2

≠ ⇔ ≠ + ∈x x k kπ π  

 Bíc 2: XÐt 2 kh¶ n¨ng 

- Kh¶ n¨ng 1: NÕu m  ®îc biÓu diÔn qua tan cña gãc ®Æc biÖt , gi¶ sö α  khi ®ã ph¬ng tr×nh cã 

d¹ng 

            tan tan ,= ⇔ = + ∈x x k kα α π  

- Kh¶ n¨ng 2: NÕu m  kh«ng biÓu diÔn ®îc qua tan cña gãc ®Æc biÖt , khi ®ã ta ®îc 

            tan arctan ,x m x m k kπ= ⇔ = + ∈  

UNhËn xÐt:U Nh vËy víi mäi gi¸ trÞ cña tham sè ph¬ng tr×nh lu«n cã nghiÖm   

 

4. Gi¶i vµ biÖn luËn ph¬ng tr×nh lîng gi¸c cot ( )=x m d  

     Bíc1: §Æt ®iÒu kiÖn sin 0x x k kπ≠ ⇔ ≠ ∈  
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     Bíc 2: XÐt 2 kh¶ n¨ng 

-Kh¶ n¨ng 1: NÕu m  ®îc biÓu diÔn qua cot cña gãc ®Æc biÖt , gi¶ sö α  khi ®ã ph¬ng tr×nh cã 

d¹ng 

            cot cot ,x x k kα α π= ⇔ = + ∈  

-Kh¶ n¨ng 2: NÕu m  kh«ng biÓu diÔn ®îc qua cot cña gãc ®Æc biÖt , khi ®ã ta ®îc 

            cot arccot ,x m x m k kπ= ⇔ = + ∈  

NhËn xÐt: Nh vËy víi mäi gi¸ trÞ cña tham sè ph¬ng tr×nh (d) lu«n cã nghiÖm. 

 

B. KỸ NĂNG CƠ BẢN 

I. C¸c ph¬ng tr×nh lîng gi¸c c¬ b¶n. 

Bài 1: Giải các phương trình sau: 

)sin sin
12

a x π
=    0)sin 2 sin 36b x = −   1)sin 3

2
c x =   2)sin

3
d x =  

Giải 

( )
2 2

12 12)sin sin
1112 2 2

12 12

x k x k
a x k

x k x k

π ππ π
π

π ππ π π

 = + = + 
= ⇔ ⇔ ∈ 

 = − + = +  



 

( )

( )

( )

0 0

0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

)sin 2 sin 36 sin 2 sin 36

2 36 360

2 180 36 360

2 36 360
2 216 360

18 180
108 180

b x x

x k

x k

x k
x k

x k
k

x k

= − ⇔ = −

 = − +
⇔

= − − +
 = − +

⇔ 
= +

 = − +
⇔ ∈

= +


 

( )
23 2

1 6 18 3)sin 3 sin 3 sin
5 5 22 6 3 2
6 18 3

x k x k
c x x k

x k x k

π π ππ
π

π π ππ

 = + = + 
= ⇔ = ⇔ ⇔ ∈ 

 = + = +  
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( )
2arcsin 2

2 3)sin
23 arcsin 2
3

x k
d x k

x k

π

π π

 = +
= ⇔ ∈

 = − +

  

 

 

Bài tập 2:Giải các phương trình sau: 

) cos os
4

a x c π
=   ( )0 2)cos 45

2
b x + =   2) os4

2
c c x = − ; 3)cos

4
d x =  

Giải 

( )) cos os 2
4 4

a x c x k kπ π π= ⇔ = ± + ∈  

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 0 0

45 45 360 45 3602)cos 45 cos 45 os45
2 45 45 360 90 360

x k x k
b x x c k

x k x k

 + = + = +
+ = ⇔ + = ⇔ ⇔ ∈ 

+ = − + = − +  


 
 

( )2 3 3 3) os4 os4 os 4 2 ,
2 4 4 16 2

c c x c x c x k x k kπ π π ππ= − ⇔ = ⇔ = ± + ⇔ = ± + ∈  

3 3)cos arccos 2 ,
4 4

d x x k kπ= ⇔ = ± + ∈  

Bài 3: Giải các phương trình sau: 

) tan tan
3

a x π
=    1) tan 4

3
b x = −    ( )0) tan 4 20 3c x − =  

Giải 

( )) tan tan ,
3 3

a x x k kπ π π= ⇔ = + ∈  

( )1 1 1 1) tan 4 4 arctan arctan ,
3 3 4 3 4

b x x k x k kππ   = − ⇔ = − + ⇔ = − + ∈   
   

  

( ) ( )
( )

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

) tan 4 20 3 tan 4 20 tan 60 4 20 60 180 4 80 180

20 45 ,

c x x x k x k

x k k

− = ⇔ − = ⇔ − = + ⇔ = +

⇔ = + ∈

 Bài 4:  Giải các phương trình sau: 
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3)cot 3 cot
7

a x π
=    ) cot 4 3b x = −    1)cot 2

6 3
c x π − = 

 
 

Giải 

( )3 3)cot 3 cot 3 ,
7 7 7 3

a x x k x k kπ π π ππ= ⇔ = + ⇔ = + ∈  

( ) ( ) ( )1)cot 4 3 4 arctan 3 arctan 3 ,
4 4

b x x k x k kππ= − ⇔ = − + ⇔ = − + ∈  

( )1)cot 2 cot 2 cot 2 2 ,
6 6 6 6 6 3 6 23

c x x x k x k x k kπ π π π π π π ππ π   − = ⇔ − = ⇔ − = + ⇔ = + ⇔ = + ∈   
   



 

II. Mét sè ph¬ng tr×nh lîng gi¸c thêng gÆp. 

2.1- Ph¬ng tr×nh bËc hai ®èi víi mét hµm sè lîng gi¸c 

D¹ng 1: 2sin sin 0 ( 0; , , )a x b x c a a b c+ + = ≠ ∈      (1) 

C¸ch gi¶i: §Æt sint x=  , ®iÒu kiÖn | |t 1≤  

§a ph¬ng tr×nh (1) vÒ ph¬ng tr×nh bËc hai theo t  , gi¶i t×m  t   chó ý kÕt hîp víi ®iÒu kiÖn råi 

gi¶i t×m x  

D¹ng 2: 2cos cos 0 ( 0; , , )a x b x c a a b c+ + = ≠ ∈      (2) 

C¸ch gi¶i: §Æt cost x=  ®iÒu kiÖn | |t 1≤  ta còng ®a ph¬ng tr×nh (2) vÒ ph¬ng tr×nh bËc hai 

theo t ,  gi¶i t×m t  råi t×m x  

D¹ng 3: 2tan tan 0 ( 0; , , )a x b x c a a b c+ + = ≠ ∈       (3) 

C¸ch gi¶i: §iÒu kiÖn cos 0 ,
2

x x k kπ π≠ ⇔ ≠ + ∈  

§Æt ( )tant x t= ∈  ta ®a ph¬ng tr×nh (3) vÒ ph¬ng tr×nh bËc hai theo t , chó ý khi t×m ®îc 

nghiÖm  x  cÇn thay vµo ®iÒu kiÖn xem tho¶ m·n hay kh«ng 

D¹ng 4: 2cot cot 0 ( 0; , , )a x b x c a a b c+ + = ≠ ∈       (4) 

C¸ch gi¶i: §iÒu kiÖn sin 0x x k kπ≠ ⇔ ≠ ∈  

§Æt cot ( )t x t= ∈ . Ta còng ®a ph¬ng tr×nh (4) vÒ ph¬ng tr×nh bËc hai theo Èn t. 
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Bài tập minh họa: 

Bài tập 1: Gi¶i ph¬ng tr×nh    22cos 3cos 1 0x x− + =   (1) 

Gi¶i: Ph¬ng tr×nh (1)
2cos 1

,1 2cos
32

x kx
k

x kx

π
π π

== 
⇔ ⇔ ∈
 = ± +=

 



 

 VËy ph¬ng tr×nh cã 3 hä nghiÖm. 

VÝ dô 2: Gi¶i ph¬ng tr×nh:  2cot tan 4sin 2
sin 2

x x x
x

− + =       (2) 

Gi¶i: §iÒu kiÖn sin 2 0 ,
2

≠ ⇔ ≠ ∈
kx x kπ

 

Ta cã: 

 

( )

2 2

2 2

cos sin 2 cos sin 2(2) 4sin 2 4sin 2
sin cos sin 2 sin .cos sin 2

cos2 1
2cos2 24sin 2 cos2 2sin 2 1 2cos 2 cos2 1 0 *1sin 2 sin 2 cos2

2

x x x xx x
x x x x x x

x
x x x x x x

x x x

−
⇔ − + = ⇔ + =

=
⇔ + = ⇔ + = ⇔ − − = ⇔
 = −


 

Ta thÊy cos2 1x =  kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn. Do ®ã 

(*) ⇔ 1 2cos2 2 2
2 3 3

x x k x k kπ ππ π= − ⇔ = + ⇔ = ± + ∈VËy ph¬ng tr×nh cã 2 hä nghiÖm. 

2.2- Ph¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi sin ,cosx x  

a) §Þnh nghÜa: Ph¬ng tr×nh sin cos (1)a x b x c+ =  trong ®ã a, b, c∈  vµ 2 2 0a b+ >  ®îc gäi 

lµ ph¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi sin ,cosx x  

b) C¸ch gi¶i. Ta cã thÓ lùa chän 1 trong 2 c¸ch sau: 

C¸ch 1: Thùc hiÖn theo c¸c bíc  

Bíc 1: KiÓm tra  

 -NÕu 2 2a b+ < 2c  ph¬ng tr×nh v« nghiÖm  

 -NÕu  2 2 2a b c+ ≥  khi ®ã ®Ó t×m nghiÖm cña ph¬ng tr×nh ta thùc hiÖn tiÕp bíc 2 

Bíc 2: Chia c¶ 2 vÕ ph¬ng tr×nh (1) cho 2 2a b+ , ta ®îc 
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2 2 2 2 2 2

sin cosa b cx x
a b a b a b

+ =
+ + +

V× 2 2

2 2 2 2
( ) ( ) 1a b

a b a b
+ =

+ +
 nªn tån t¹i gãc α  sao 

cho  
2 2 2 2

cos , sina b
a b a b

α α= =
+ +

 

Khi ®ã ph¬ng tr×nh (1) cã d¹ng
2 2 2 2

sin .cos sin .cos sin( )c cx x x
a b a b

α α α+ = ⇔ + =
+ +

 

§©y lµ ph¬ng tr×nh c¬ b¶n cña sin mµ ta ®· biÕt c¸ch gi¶i  

C¸ch 2: Thùc hiÖn theo c¸c bíc  

Bíc 1: Víi cos 0 2 ( )
2
x x k kπ π= ⇔ = + ∈  thö vµo ph¬ng tr×nh (1) xem cã lµ nghiÖm hay 

kh«ng? 

Bíc 2: Víi cos 0 2 ( )
2
x x k k Zπ π≠ ⇔ ≠ + ∈  

§Æt tan
2
xt =  suy ra 

2

2 2
2 1sin , cos

1 1
t tx x
t t

−
= =

+ +
 

Khi ®ã ph¬ng tr×nh (1) cã d¹ng   
2

2
2 2

2 1 ( ) 2 0 (2)
1 1

t ta b c c b t at c b
t t

−
+ = ⇔ + − + − =

+ +
 

Bíc 3: Gi¶i ph¬ng tr×nh (2) theo t , sau ®ã gi¶i t×m x. 

* D¹ng ®Æc biÖt: 

   . sin cos 0 ( )
4

x x x k kπ π+ = ⇔ = − + ∈  

    . sin cos 0 ( )
4

x x x k kπ π− = ⇔ = + ∈ . 

Chó ý: Tõ c¸ch 1 ta cã kÕt qu¶ sau 

2 2 2 2sin cosa b a x b x a b− + ≤ + ≤ +  tõ kÕt qu¶ ®ã ta cã thÓ ¸p dông t×m GTLN vµ GTNN cña 

c¸c hµm sè cã d¹ng sin cosy a x b x= + , sin cos
sin cos

a x b xy
c x d x

+
=

+
 vµ ph¬ng ph¸p ®¸nh gi¸ cho mét sè 

ph¬ng tr×nh lîng gi¸c . 

VÝ Dô minh ho¹: 
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VÝ Dô 1:  Gi¶i ph¬ng tr×nh: sin 2 3cos2 3x x− =     (1) 

Gi¶i :C¸ch 1: Chia c¶ hai vÕ ph¬ng tr×nh (1) cho 2 21 3 10+ =  ta ®îc 

                   1 3 3sin 2 cos2
10 10 10

x x− =  

§Æt   3 1sin , cos
10 10

α α= = . Lóc ®ã ph¬ng tr×nh (1) viÕt ®îc díi d¹ng 

   

cos sin 2 sin cos2 sin sin(2 ) sin

2 2
2 2

2

x x x x
x kx k

x k x k

α α α α
α πα α π
πα π α π π

− = ⇔ − =

= +− = + ⇔ ⇔ − = − + = + 

        k ∈  

VËy ph¬ng tr×nh cã 2 nghiÖm  

C¸ch 2:-Ta nhËn thÊy cos 0x =  lµ nghiÖm  cña ph¬ng tr×nh  

-Víi cos 0 ,
2

x x k kπ π≠ ⇔ ≠ + ∈  .  §Æt tant x=  ,lóc ®ã 
2

2 2
2 1sin 2 , cos2

1 1
t tx x
t t

−
= =

+ +
 

Ph¬ng tr×nh (1) sÏ cã d¹ng 
2

2 2
2 2

2 13 3 2 3(1 ) 3(1 ) 3
1 1

t t t t t t
t t

−
− = ⇔ − − = + ⇔ =

+ +
 

Hay tan 3 tan ,x x k kα α π= = ⇔ = + ∈  

 VËy ph¬ng tr×nh cã 2 hä nghiÖm 

C¸ch 3: BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng  

2sin 2 3(1 cos2 ) 2sin .cos 6cos
cos 0 tan 3 tan

(sin 3cos )cos 0
sin 3cos 0 cos 0

x x x x x
x x

x x x
x x x

α
= + ⇔ =

= = = 
⇔ − = ⇔ ⇔ − = = 

     ,
2

x k
k

x k

α π
π π

= +
⇔ ∈
 = +




                                                                                                             

 VËy ph¬ng tr×nh cã hai hä nghiÖm  

Chó ý: Khi lµm bµi to¸n d¹ng nµy chóng ta nªn kiÓm tra ®iÒu kiÖn tríc khi b¾t tay vµo gi¶i ph¬ng 

tr×nh bëi cã mét sè bµi to¸n ®· cè t×nh t¹o ra nh÷ng ph¬ng tr×nh kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn. Ta xÐt 

vÝ dô sau: 

VÝ Dô 2:  Gi¶i ph¬ng tr×nh  ( )2 2(sin cos )cos 3 cos2 2x x x x+ = +  

Gi¶i:  
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Ta biÕn ®æi ph¬ng tr×nh (2) 

2 2 2

2 2

2 sin 2 2(1 cos2 ) 3 cos2 2 sin 2 ( 2 1)cos2 3 2

2 ; 2 1 ; 3 2 2 ( 2 1) 5 2 2

(3 2) 11 6 2

x x x x x

a b c a b

c

⇔ + + = + ⇔ + − = −

= = − = − + = + − = −

= − = −

  

Suy ra   2 2a b+ < 2c  VËy ph¬ng tr×nh ®· cho v« nghiÖm . 

Ngoµi ra chóng ta cÇn lu ý r»ng viÖc biÕn ®æi lîng gi¸c cho phï hîp víi tõng bµi to¸n sÏ biÓu diÔn 

ch½n c¸c hä nghiÖm . Ta xÐt vÝ dô sau 

VÝ Dô 3:  Gi¶i ph¬ng tr×nh:   cos7 sin5 3(cos5 sin 7 ) (4)x x x x− = −  

 Gi¶i:  

(4) ⇔  

cos7 3sin 7 3 cos5 sin5x x x x+ = + 1 3 3 1cos7 sin 7 cos5 sin5
2 2 2 2

x x x x⇔ + = +

cos cos7 sin sin 7 cos cos5 sin sin5
3 3 6 6

x x x xπ π π π
⇔ + = + cos(7 ) cos(5 )

3 6
x xπ π

⇔ − = −

7 5 2
3 6

7 (5 ) 2
3 6

x x k

x x k

π π π

π ππ π

 − = − +
⇔ 

 − = − − +


 
2 2

6 12
312 2

8 62

x k x k
k Z

kxx k

π ππ π

π ππ π

 = + = + 
⇔ ⇔ ∈ 

  = += +  

 

 VËy ph¬ng tr×nh cã hai hä nghiÖm. 

2.3- Ph¬ng tr×nh thuÇn nhÊt bËc hai ®èi víi sin x  vµ cos x . 

a)  §Þnh nghÜa: Ph¬ng tr×nh thuÇn nhÊt bËc hai ®èi víi sin x  ,cos x  lµ ph¬ng tr×nh. 

        2 2sin sin .cos cosa x b x x c x d+ + =      (1)  trong ®ã a, b,  c, d ∈  

b) C¸ch gi¶i : 

       Chia tõng vÕ cña ph¬ng tr×nh (1) cho mét trong ba h¹ng tö 2 2sin ,cosx x  hoÆc sin .cosx x  . 

Ch¼ng h¹n nÕu chia cho 2cos x  ta lµm theo c¸c bíc sau: 

Bíc 1: KiÓm tra: 

cos 0 ,
2

x x k kπ π= ⇔ = + ∈  xem nã cã ph¶i lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh(1) hay kh«ng? 
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Bíc 2: Víi 0cosx ≠  chia c¶ hai vÕ cho 2cos x  lóc ®ã ph¬ng tr×nh (1) trë thµnh  

                2 2 2tan tan (1 tan ) ( ) tan tan 0a x b x c d x a d x b x c d+ + = + ⇔ − + + − =     

 §©y lµ ph¬ng tr×nh bËc hai theo tan ta ®· biÕt c¸ch gi¶i. 

C¸ch 2: Dïng c«ng thøc h¹ bËc 2 21 cos2 1 cos2 sin 2sin ; cos ; sin .cos
2 2 2

x x xx x x x− +
= = =  

®a ph¬ng tr×nh ®· cho vÒ ph¬ng tr×nh          sin 2 ( )cos2b x c a x d c a+ − = − −  

§©y lµ ph¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi sin vµ cos  ta ®· biÕt c¸ch gi¶i  

*Chó ý: §èi víi ph¬ng tr×nh ®¼ng cÊp bËc n (n≥ 3) víi d¹ng tæng qu¸t 

(sin ,cos ,sin cos ) 0n n k hA x x x x =   trong ®ã ; , ,k h n k h n+ = ∈   

Khi ®ã ta còng lµm theo 2 bíc : 

Bíc 1: KiÓm tra xem cos 0x =  cã ph¶i lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh hay kh«ng? 

Bíc 2: NÕu cos 0x ≠ .Chia c¶ hai vÕ cña  ph¬ng tr×nh trªn cho cosn x  ta sÏ ®îc ph¬ng tr×nh 

bËc n theo tan . Gi¶i ph¬ng tr×nh nµy ta ®îc nghiÖm cña ph¬ng tr×nh ban ®Çu. 

VÝ Dô Minh Ho¹: 

VÝ Dô 1: Gi¶i ph¬ng tr×nh :  22 3 cos 6sin .cos 3 3x x x+ = +    (1) 

Gi¶i: C¸ch 1: Ph¬ng tr×nh 

(1) 3(1 cos2 ) 3sin 2 3 3 cos2 3sin 2 3x x x x⇔ + + = + ⇔ + =

1 3 3 3cos2 sin 2 cos(2 )
2 2 2 3 2

x x x π
⇔ + = ⇔ − =

2 2 2
3 6 4

2 2
3 6 12

 − = + = + 
⇔ ⇔ ∈ 

 − = − + = + 



x k x k
k

x k x k

π π ππ π

π π ππ π

  

 VËy ph¬ng tr×nh cã hai hä nghiÖm. 

C¸ch 2:  +)  Thö víi cos 0 2
2

x x k kπ π= ⇔ = + ∈  vµo ph¬ng tr×nh (1) ta cã 0 3 3= +  

⇒ v«   lÝ.VËy 2
2

x k kπ π= + ∈  kh«ng lµ nghiÖm  cña ph¬ngtr×nh. 

   +)Víi cos 0x ≠  Chia c¶ hai vÕ cña ph¬ng tr×nh cho 2cos x  ta ®îc  



40 
 

     2 22 3 6 tan (3 3)(1 tan ) (3 3) tan 6 tan 3 3 0x x x x+ = + + ⇔ + − + − =  

    
tan 1

43 3tan tan
3 3

=  = + ⇔ ⇔ ∈− = = = + +



x
x k

k
x x k

π π
α α π

  

 VËy ph¬ng tr×nh cã hai hä nghiÖm  

* Chó ý: Kh«ng ph¶i ph¬ng tr×nh nµo còng ë d¹ng thuÇn nhÊt ta ph¶i thùc hiÖn 

mét sè phÐp biÕn ®æi thÝch hîp 

VÝ Dô 2: Gi¶i ph¬ng tr×nh:   3sin ( ) 2 sin
4

x xπ
− =        (2) 

Gi¶i :Ta nhËn thÊy sin( )
4

x π
−  cã thÓ biÓu diÔn  ®îc qua sin cosx x− . Luü thõa bËc ba biÓu thøc 

sin cosx x−  

 ta sÏ ®a ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng thuÇn nhÊt ®· biÕt c¸ch gi¶i  

Ph¬ng tr×nh (2)
3

32 2 sin ( ) 4sin 2 sin( ) 4sin
4 4

x x x xπ π ⇔ − = ⇔ − =  
 

                           3(sin cos ) 4sinx x x⇔ − =  

+) XÐt víi cos 0 2
2

x x k kπ π= ⇔ = + ∈ . Khi ®ã ph¬ng tr×nh cã d¹ng  

3sin ( ) 4sin( )
2 2

k kπ ππ π⇔ + = + ⇒ m©u thuÉn  VËy ph¬ng tr×nh  kh«ng nhËn 2
2

x kπ π= +   lµm 

nghiÖm 

+) Víi cos 0x ≠ . Chia c¶ hai vÕ cña ph¬ng tr×nh (2) cho 3cos x  ta ®îc : 

     3 2 3 2(tan 1) 4(1 tan ) tan 3tan 3tan tan 1 0x x x x x x− = + ⇔ + + − = . 

§Æt tant x=  ph¬ng tr×nh cã ®îc ®a vÒ d¹ng: 

                 

3 2 23 3 1 0 ( 1)(3 1) 0

1
4

t t t t t

t x k kπ π

+ + − = ⇔ + + =

⇔ = ⇔ = − + ∈
 

Hä nghiÖm trªn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña ph¬ng tr×nh .VËy ph¬ng tr×nh cã duy nhÊt 1 hä nghiÖm 
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*Chó ý: Ngoµi ph¬ng ph¸p gi¶i ph¬ng tr×nh thuÇn nhÊt ®· nªu ë trªn cã nh÷ng ph¬ng tr×nh cã 

thÓ gi¶i b»ng ph¬ng ph¸p kh¸c tuú thuéc vµo tõng bµi to¸n ®Ó gi¶i sao cho c¸ch gi¶i nhanh nhÊt 

,khoa häc nhÊt. 

VÝ Dô 3: Gi¶i ph¬ng tr×nh:     1 tan 1 sin 2
1 tan

x x
x

−
= +

+
     (3) 

 Gi¶i : 

§iÒu kiÖn cos 0 2
tan 1

4

x kx
k

x x k

π π

π π

 ≠ +≠ ⇔ ∈ = −  ≠ − +




 

C¸ch 1: BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng :  ( )

( )

2

3

cos sin cos sin
cos sin

cos sin cos sin

x x x x
x x

x x x x

−
= +

+

⇔ − = +

 

Chia c¶ hai vÕ cña ph¬ng tr×nh (3) cho 3cos 0x ≠  ta ®îc : 

    ( ) ( ) ( )32 2 3 2 21 tan 1 tan tan 1 tan tan tan 2 tan 0 tan tan 2 tan 0 (*)x x x x x x x x x x+ − + = + ⇔ + + = ⇔ + + =  

(do 2tan tan 2 0x x+ + =  v« nghiÖm) nªn: 

Ph¬ng tr×nh (*) ( )tan 0x x k kπ⇔ = ⇔ = ∈ VËy ph¬ng tr×nh cã mét hä nghiÖm  

C¸ch 2: BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh vÒ d¹ng 

( )2 2

2

cos
cos sin 24cos sin 2sin cot( )
cos sin 4 4 1 cot ( )sin

44

x
x x x x x x
x x xx

π
π π

ππ

 + −   = + ⇔ = + ⇔ + = +     + ++ 
 

 

§Æt cot( )
4

t x π
= +  ta ®îc :  

 
( )( )3 2

2
2 2 0 1 2 0 1 cot( ) 1

1 4

( )
4 4

t t t t t t t hay x
t

x k x k k

π

π π π π

= ⇔ + − = ⇔ − + + = ⇔ = + =
+

⇔ + = + ⇔ = ∈

 

 VËy ph¬ng tr×nh cã mét hä nghiÖm  

2.4-Ph¬ng tr×nh ®èi xøng ®èi víi sin x  vµ cos x . 
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a) §Þnh nghÜa: Ph¬ng tr×nh ®èi xøng ®èi víi sin x  vµ cos x  lµ ph¬ng tr×nh d¹ng  

        (sin cos ) sin cos 0a x x b x x c+ + + =  trong ®ã , ,a b c∈     (1) 

b) C¸ch gi¶i: 

C¸ch 1: Do 2(sin ) 1 sin cosa x cosx x x+ = +  nªn ta ®Æt  

sin cos 2 sin( ) 2 cos( )
4 4

t x x x xπ π
= + = + = − . §iÒu kiÖn  | | 2t ≤  

Suy ra 
2 1sin cos
2

tx x −
=   vµ ph¬ng tr×nh (1) ®îc viÕt l¹i:    2 2 ( 2 ) 0bt at b c+ − + =  

§ã lµ ph¬ng tr×nh bËc hai ®· biÕt c¸ch gi¶i  

C¸ch 2: §Æt 
4

t xπ
= −  th× sin cos 2 cos( ) 2 cos

4
x x x tπ

+ = − =  

21 1 1 1sin cos sin 2 cos( 2 ) cos2 cos
2 2 2 2 2

x x x x t tπ
= = − = = −  nªn ph¬ng tr×nh (1) trë thµnh 

2cos 2 cos 0
2
bb x x c+ − + = . §©y lµ ph¬ng tr×nh bËc hai ®· biÕt c¸ch gi¶i  

*Chó ý: Hai c¸ch gi¶i trªn cã thÓ ¸p dông cho ph¬ng tr×nh (sin cos ) sin cos 0a x x b x x c− + + =  

b»ng c¸ch ®Æt sin cost x x= − ⇒   
21sin cos

2
tx x −

=  

VÝ Dô Minh Ho¹ : 

VÝ Dô 1: Gi¶i ph¬ng tr×nh sin cos 2sin cos 1 0 (1)x x x x+ − + =  

Gi¶i: 

C¸ch 1: §Æt sin cosx x t+ =  ®iÒu kiÖn | | 2t ≤ .  Lóc ®ã 
2 1sin cos
2

tx x −
=  

Khi ®ã ph¬ng tr×nh (1) sÏ cã d¹ng   
2 12( ) 1 0
2

tt −
− + = 2 1

2 0 (*)
2

t
t t

t
= −

⇔ − − = ⇔  =
      

Víi  2t =  kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn nªn   
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(*) 1t⇔ = − sin cos 1x x⇔ + = −

212 sin( ) 1 sin( ) 2
4 4 2 2

x k
x x k

x k

π ππ π

π π

 = − +⇔ + = − ⇔ + = − ⇔ ∈


= +



 

C¸ch 2: §Æt 
4

z xπ
= − .  Khi ®ã ph¬ng tr×nh cã d¹ng  

2 cos( ) sin 2 1 0
4

x xπ
− − + = ⇔ 2 cos sin 2( ) 1 0

4
z zπ

− − + =  

⇔ 2 cos sin( ) 1 0
2

z zπ
− − + = ⇔ 2 cos cos2 2 0z z− + =

22 cos (2cos 1) 1 0z z⇔ − − + = ⇔ 22cos 2 cos 1 0z z− + + =
cos 2

2cos
2

z

z

 =
⇔  = −

    (*’) 

Ta thÊy cos 2z = kh«ng tho¶ m·n 

Do ®ã  (*’)

3 22 4cos
32 2
4

z k
z

z k

π π

π π

 = − +
⇔ = − ⇔ 

 = +

3 2
4 4

3 2
4 4

x k

x k

π π π

π π π

 − = +
⇔ 

 − = +

2
2

2

x k
k

x k

π π

π π

 = − −⇔ ∈


= −



 

 VËy ph¬ng tr×nh cã hai hä nghiÖm 

VÝ Dô 3: Gi¶i ph¬ng tr×nh tan 3 cot sin 3 cos 1 3 0x x x x− − + + − =  (3) 

Gi¶i:§iÒu kiÖn  sin 2 0
2

kx x kπ
≠ ⇔ ≠ ∈  

(3) tan sin 3(cot cos ) 1 3 0x x x x⇔ − − − + − =  

      1 3(sin sin cos cos ) (sin sin .cos cos ) 0
cos sin

x x x x x x x x
x x

⇔ − + − − + =  

     
1 3( )(sin sin .cos cos ) 0

cos sin
x x x x

x x
⇔ − − + =

( )

1 3 0 (4)
cos sin
sin sin .cos cos 0 5

x x
x x x x


− =⇔ 

 − + =
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Gi¶i  (4) tan 3
3

x x k kπ π⇔ = ⇔ = + ∈  

Gi¶i (5): §Æt sin cos 2 cos( ) | | 2
4

t x x x tπ
= + = − ≤      (*)Suy ra 

2 1sin . cos
2

tx x −
=   . 

Ph¬ng tr×nh (5) trë thµnh 
2

21 0 1 0
2

tt t t−
− = ⇔ − − = 1 2

1 2

t

t

 = −
⇔ 

= +
 

KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn (*) th× 1 2t = +  bÞ lo¹i 

Víi 1 2t = −  ta cã 1 22 cos( ) 1 2 cos( ) cos
4 4 2

x xπ π α−
− = − ⇔ − = =  

                     2 2
4 4

x l x lπ πα π α π⇔ − = ± + ⇔ = − ± +   , lα ∈ ∈ 
 

C¸c nghiÖm cña ph¬ng tr×nh (4) vµ (5) ®Òu tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña ph¬ng tr×nh  

VÝ Dô 3: Gi¶i ph¬ng tr×nh:  
6 6

2 2sin cos8 tan cot
sin 2

+
= +

x x x x
x

     (2) 

Gi¶i:  §iÒu kiÖn: sin 2 0x ≠  . Ph¬ng tr×nh 

(2)
2 2

2
2 2

3 sin cos8(1 sin 2 ) 2sin 2 ( )
4 cos sin

x xx x
x x

⇔ − = +
2

2
2

11 sin 2
28 6sin 2 4sin 2 .

sin 2

x
x x

x

−
⇔ − =  

⇔ 2 2(8 6sin 2 )sin 2 4 2sin 2x x x− = − ⇔ 3 23sin 2 sin 2 4sin 2 2 0x x x− − + =  

⇔ 2(sin 2 1)(3sin 2 2sin 2 2) 0x x x− + − = ⇔
2

sin 2 1 0
3sin 2 2sin 2 2 0

x
x x

− =
 + − =

 

⇔
sin 2 1

1 7sin 2
3

7 1sin 2 sin
3

x

x

x α


 =


− − =


− = =

(lo¹i) 
4

x k

x k k
x k

π π

α π
π α π

 = +


⇔ = + ∈
 = − +





 

C¸c nghiÖm ®Òu tho¶ m·n ®iÒu kiÖn sin 2 0x ≠  
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D. TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 

Câu 1. ,
6

x k kπ π = ± + ∈ 
 

  là tập nghiệm của phương trình nào sau đây?  

A. 1cos 2
2

x =  UB.U tan 1x =       C. 
3sin

2
x =           D. cot 3x =  

Câu 2. Phương trình tan tan 3
4

x xπ − = 
 

 có các nghiệm là:  

A. ,
4

x k kπ π= − + ∈     B. ,
4

x k kπ π= + ∈  C. ,
8 2

kx kπ π
= + ∈      

UD.U ,
8 2

kx kπ π
= − + ∈  

Câu 3: Phương trình: 02xsin 60 0
3

 − = 
 

 có nhghiệm là: 

A. 5 3
2 2

kx π π
= ± +  B. x kπ=  C. 

3
x kπ π= +  UD.U 3

2 2
kx π π

= +  

Câu 4: Nghiệm của phương trình: sin x + cos x = 1 là: 

A. 2x k π=  UB.U 
2

2
2

x k

x k

π
π π

=

 = +


 C. 2
4

x kπ π= +  D. 
2

4

2
4

x k

x k

π π

π π

 = +

 = − +

 

Câu 5: Giải phương trình lượng giác: 2cos 3 0
2
x

+ =  có nghiệm là: 

A. 5 2
3

x kπ π= ± +  B. 5 2
6

x kπ π= ± +  C. 5 4
6

x kπ π= ± +  UD.U 5 4
3

x kπ π= ± +  

Câu 6: Điều kiện để phương trình 3sin cos 5x m x+ =  vô nghiệm là 

A. 
4

4
m
m

≤ −
 ≥

 B. 4m >  C. 4m < −  UD.U 4 4m− < <  

Câu7: Phương trình lượng giác: cos 3 sin 0x x− =  có nghiệm là: 

A.
 

2
6

x kπ π= +  B. Vô nghiệm UC.U

 
2

6
x kπ π= − +  D. 

2
x kπ π= +  

Câu 8: Điều kiện để phương trình .sin 3cos 5m x x− =  có nghiệm là: 
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A. 4m ≥  B. 4 4m− ≤ ≤  C. 34m ≥  UD.U 
4

4
m
m

≤ −
 ≥

 

Câu 9. Nghiệm của phương trình sin 3 cos 0x x− =  là:  

A. 
,

8

,
4

x k k

x l l

π π

π π

 = + ∈

 = + ∈




       B. 

,
8 2

,
4

kx k

x l l

π π

π π

 = − + ∈

 = + ∈




 UC.U 

,
8 2

,
4

kx k

x l l

π π

π π

 = + ∈

 = + ∈




   D. 

,
8 2

,
4

kx k

x l l

π π

π π

 = + ∈

 = − + ∈




 

Câu 10. Nghiệm của phương trình ( )sin cos 1xπ =  là:  

A. 2 ,
6

x k kπ π= ± + ∈  B. ,
4

x k kπ π= ± + ∈     UC.U 2 ,
3

x k kπ π= ± + ∈     D. 

,
2

x k kπ π= + ∈  

Câu 11. Các nghiệm của phương trình sin cos 2 2 0x x− − =  là:  

UA.U 2 ,
2

k kπ π+ ∈      B. 2 ,
2

k kπ π− + ∈  C. 2 2 ,
3

k kπ π+ ∈                D. 2 ,k kπ ∈  

Câu 12. Nghiệm của phương trình cos(3 ) 1x π+ =  trên khoảng ;
2
ππ − 

 
 là:  

A. 
6
π

−           UB.U 
3
π

−                     C. 
4
π                   D. 2

3
π  

Câu 11. Phương trình 3 2sin sin 3 3cos 2x x x+ =  là:  

A. 2 ,
3

k kπ π+ ∈      UB.U ,k kπ ∈     C. ,
2

k kπ π+ ∈        D. 2 ,
4

k kπ π+ ∈  

Câu 12. Các nghiệm của phương trình ( ) 12 sin cos cos 2
2

x x x+ =  là:  

A. 3 2 ,
2

k kπ π+ ∈  B. 2 ,
3

k kπ π− + ∈  C. 2 ,
6

k kπ π+ ∈         UD.U ,
4

k kπ π− + ∈  

Câu 13: Nghiệm dương bé nhất của phương trình: 22sin 5sin 3 0x x+ − =  là: 

UA.U 
6

x π
=  B. 

2
x π

=  C. 3
2

x π
=  D. 5

6
x π

=  
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Câu 14: Nghiệm của phương trình lượng giác: 22sin 3sin 1 0x x− + =   thõa điều kiện 0
2

x π
≤ <  là: 

A. 
3

x π
=  B. 

2
x π

=  UC.U 
6

x π
=  D. 5

6
x π

=  

Câu 15: Phương trình nào sau đây vô nghiệm: 

A. 3 sin 2 cos 2 2x x− =  B. 3sin 4cos 5x x− =  

C. sin cos
4

x π
=  UD.U 3 sin cos 3x x− = −  

Câu 16. Số nghiệm của phương trình sin 1
4

x π + = 
 

 thuộc đoạn [ ];2π π  là: 

A. 1      B. 2   UC.U 0                  D. 3  

Câu 17: Số nghiệm của phương trình: sin 1
4

x π + = 
 

 với 5xπ π≤ ≤  là: 

A. 1 B. 0 C. 2 UD.U 3 

Câu 18: Số nghiệm của phương trình: 2 cos 1
3

x π + = 
 

 với 0 2x π≤ ≤  là: 

A. 0 UB.U 2 C. 1 D. 3 

Câu 19: Nghiệm của phương trình lượng giác: 2cos cos 0x x− =   thỏa điều kiện 0 x π< <  là: 

UA.U 
2

x π
=  B. x = 0 C. x π=  D. 

2
x π−

=  

Câu 20: Phương trình: 3.sin 3x cos3x 1+ = −  tương đương với phương trình nào sau đây: 

A. 1sin 3x
6 2
π − = − 

 
 B. sin 3x

6 6
π π + = − 

 
 UC.U 1sin 3x

6 2
π + = − 

 
 D. 1sin 3x

6 2
π + = 

 
 

Câu 21: Tìm m để pt  sin2x + cosP

2
Px  = 

2
m   có nghiệm là: 

 UA.U 1 5 1 5m− ≤ ≤ +  B. 1 3 1 3m− ≤ ≤ +  C. 1 2 1 2m− ≤ ≤ +  D. 0 2m≤ ≤  

Câu 22: Nghiệm dương nhỏ nhất của pt  (2sinx – cosx) (1+ cosx ) = sinP

2
Px  là: 

 UA.U 
6

x π
=  B. 5

6
x π

=  C. x π=  D. 
12
π  

Câu 23: Tìm m để pt  2sinP

2
Px + m.sin2x = 2m vô nghiệm: 
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 UA.U 0 < m < 4
3

 B. 40
3

m≤ ≤  C. 40;
3

m m≤ ≥  D. m < 0 ; 4
3

m ≥  

Câu 24. Số nghiệm của phương trình sin 3 0
cos 1

x
x

=
+

 thuộc đoạn [ ]2 ;4π π  là: 

A. 2     B. 4                C. 5                  D. 6  

Câu 25: Nghiệm âm lớn nhất và nghiệm dương nhỏ của pt  sin4x + cos5x = 0 theo thứ tự là: 

 UA.U ;
18 6

x xπ π
= − =  B. 2;

18 9
x xπ π

= − =   

 C. ;
18 2

x xπ π
= − =  D. ;

18 3
x xπ π

= − =   
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KIỂM TRA CUỐI CHUYÊN ĐỀ LƯỢNG GIÁC 

CHỦ ĐỀ 

Mức độ nhận thức 

TỔNG Nhận 
biết 

Thông 
hiểu 

Vận 
dụng 
thấp 

Vận 
dụng 
cao 

Cung và góc lượng giác. 
Giá trị lượng giác của 
một cung. Công thức 
lượng giác (3) 

Số câu 2 3 2 1 8 

Số 
điểm 0.8 1.2 0.8 0.4 3.2 

Hàm số lượng giác (2) 
Số câu 2 1 1 1 5 
Số 
điểm 0.8 0.4 0.4 0.4 2 

Phương trình lượng giác 
cơ bản và thường gặp (4) 

Số câu 4 3 3 2 12 
Số 
điểm 1.6 1.2 1.2 0.8 4.8 

CỘNG 
Số câu 8 7 6 4 25 
Số 
điểm 3.2 2.8 2.4 1.6 10 

 
Câu 1: Khi biểu diễn trên đường tròn lượng giác các cung lượng giác nào trong các 
cung lượng giác có số đo dưới đây có cùng ngọn cung với cung lượng giác có số đo 

04200 .  

A. 0130 .  B. 0120 .  UC.U 0120 .−  D. 0420 . 

Câu 2: Biểu thức 2 2 2 2 2sin . tan 4sin tan 3cos+ − +x x x x x  không phụ thuộc vào x  và có 
giá trị bằng : 

A. 6. B. 5. UC.U 3. D. 4. 

Câu 3: Trên đường tròn định hướng góc A  có bao nhiêu điểm M  thỏa mãn 
sđ 0 030 45 ,= + ∈AM k k ? 

A. 6 B. 4 UC.U 8 D. 10 

Câu 4: Kết quả rút gọn của biểu thức α α
α
+  + 

 

2
sin tan

1
cos +1

 bằng: 

A. 2 B. 1 + tanα UC.U 2
1

cos α
 D. 

2

1

sin α
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Câu 5: Giả sử tan .tan   tan    
3 3

( ) ( )π π
= − +A x x x  được rút gọn thành  tan =A nx . Khi đó n 

bằng : 

A. 2. B. 1. C. 4. UD.U 3. 

Câu 6: Tính 1 5cos
3 2cos

B α
α

+
=

−
 , biết tan 2

2
α

= . 

A. 2
21

−  B. 20
9

 C. 2
21

 UD.U 10
21

−  

Câu 7: Ta có  4 1sin cos 2 cos 4
8 2 8
a bx x x= − +  với , ∈a b . Khi đó tổng +a b bằng : 

A. 2. B. 1. C. 3. UD.U 4. 

Câu 8: Nếu tanα và tanβ là hai nghiệm của phương trình xP

2
P–px+q=0 và cotα và cotβ  

là hai nghiệm của phương trình xP

2
P–rx+s=0 thì rs bằng: 

A. pq  B. 1
pq

 UC.U 
2

p

q
 D. 2

q
p

 

Câu 9. Tập xác định của hàm số 1
2 sin

=y
x

 là? 

UA.U { }\ π= D k         B. = D .              C. { }\ 0= D        D. \
2
π π = + 

 
D k  

Câu 10. Khẳng định nào sau đây là SAI? 
UA.U Hàm số cot=y x  có tập giá trị là [ ]0;π .              
B. Hàm số sin=y x  có tập giá trị là[ ]1;1− .                
C. Hàm số cos=y x  có tập giá trị là [ ]1;1− .           
D. Hàm số tan=y x  có tập giá trị là  . 

Câu 11. Tập xác định của hàm số sin
1 cos

=
−

xy
x

 là 

UA.U { }\ 2 |π= ∈ D k k      B. \ 2 |
2
π π = + ∈ 

 
 D k k

 

C. { }\ |π= ∈ D k k           D. \ |
2
π π = + ∈ 

 
 D k k  

Câu 12. Hàm số nào sau đây là hàm số chẵn trên R? 

A.  y = x.cos2x. B. y = (xP

2
P + 1).sinx.    C. y = 2

cos
1+

x
x

. D. 2

tan
1

=
+

xy
x

. 
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Câu 13. Giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 4 sin 3 1= + −y x  lần lượt là: 

UA.U 2 à 2v . B. 2 à 4v . C. 4 2 à 8v .                UD. U 4 2 1 à 7− v . 

UCâu 14. Gọi S là tập giá trị của hàm số U

2sin 33 cos 2
2 4

= + −
xy x . Khi đó tổng các giá trị 

nguyên của S là: 

A. 3.                   B. 4.                        C. 6 .                            UD.U 7. 

Câu 15.  Cho biết 2
3

x kπ π= +  là họ nghiệm của phương trình nào sau đây ? 

A) 2sin 3 0x − =   B) 2sin 3 0x + =                   

C) 2cos 3 0x − =             D) 2cos 3 0x + =  

Câu 16. Trong các phương trình sau, phương trình nào có nghiệm 

A. 3sinx – 5 = 0         B. 2cos3x – 1 = 0   C. 2cosx + 5 = 0  D . sin3x + 2 = 0 

Câu 17. Nghiệm dương bé nhất của phương trình : 22sin 5sin 3 0x x+ − =  là : 

A. 
6

x π
=  B. 

2
x π

=  C. 3
2

x π
=  D. 5

6
x π

=  

Câu 18. Phương trình  sin 3 cos 2x x+ =  có nghiệm là: 

A. 2
6

x kπ π= +  B. 
6

x kπ π= − +  C. 5 2
6

x kπ π= +  D. 5 2
6

x kπ π= − +  

Câu 19.  Phương trình 2 22sin 2sin cos cos 1x x x x− + =  có nghiệm là: 

A. 2
6

x k x kπ π π= + ∨ =     B. 2x k x kπ π= ∨ =  

UC.U 
8 2

x k x kπ ππ= + ∨ =                                            D. Đáp án khác. 

Câu 20. Phương trình 2
3 3tan 3

os
x

c x
= + có nghiệm là: 

 A. ,  
2 6

x k x kπ ππ π= + = − +  B. 2 ,  
2 6

x k x kπ ππ π= + = +  
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 C. ,  
3

x k x kππ π= = +  D. ,  
2 3

x k x kπ ππ π−
= + = − +  

Câu 21. Phương trình  cos2x – 7cosx  - 3 = 0 có nghiệm là  

A). 52 ,  2
6 6

x k x kπ ππ π= + = +   B). 2 2
3

x kπ π= ± +  

C). 2
6

x kπ π= ± +   D).  2
3

x kπ π= ± +  

Câu 22. Phương trình 2 26sin 7 3sin 2 8cos 6x x x+ − =  có các nghiệm là: 

 A. 2

6

x k

x k

π π

π π

 = +

 = +


 B. 4

3

x k

x k

π π

π π

 = +

 = +


 C. 8

12

x k

x k

π π

π π

 = +

 = +

 D. 

3
4

2
3

x k

x k

π π

π π

 = +

 = +


 

Câu 23. Phương trình sinP

4
Px + cosP

4
Px = 2cos2x - 1. 

 A) 2
2

x kπ π= +    B) 2x kπ π= +      C) x kπ=    D) 
2

x kπ π= +  

Câu 24.  Phương trình ( )sin8 cos6 3 sin 6 cos8x x x x− = +  có các họ nghiệm là: 

 A. 4

12 7

x k

x k

π π

π π

 = +

 = +


 B. 3

6 2

x k

x k

π π

π π

 = +

 = +


 C. 5

7 2

x k

x k

π π

π π

 = +

 = +


 D. 8

9 3

x k

x k

π π

π π

 = +

 = +


 

Câu 25. Cho phương trình 2cos5 cos cos4 cos2 3cos 1x x x x x= + + . Các nghiệm 
thuộc khoảng ( );π π− của phương trình là: 

 A. 2 ,
3 3
π π

−            B. 2,
3 3
π π

−  C. ,
2 4
π π

−  UD.U ,
2 2
π π

−  

------------------------------- 



Chuyên đề. ĐẠI SỐ TỔ HỢP (9 tiết). 
Tiết 1+2+3: QUY TẮC ĐẾM – HOÁN VỊ - CHỈNH HỢP 

 
I. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. QUY TẮC ĐẾM 
a. UQUY TẮC CỘNGU: 

Giả sử một công việc có thể được thực hiện theo phương án A hoặc phương án 
B . Có n cách thực hiện phương án A và m cách thực hiện phương án B. Khi đó công 
việc có thể thực hiện bởi n+m cách. 
b. QUY TẮC NHÂN: 

Giả sử một công việc nào đó bao gồm hai công đoạn  A và  B . Công đoạn  A 
có thể làm theo n  cách. Với mỗi cách thực hiện công đoạn A thì công đoạn B có thể 
làm theo m cách. Khi đó công việc có thể thực hiện theo n.m cách. 
U2. HOÁN VỊ . 
- U Định nghĩa.U Cho tập A gồm n phần tử ( n 1≥ ). Mỗi kết quả của sự sắp xếp thứ tự n 
phần tử của tập A được gọi là một hoán vị của n phần tử đó 
- Số các hoán vị của một tập hợp có n phần tử là.         ! ( 1)( 2)...1.nP n n n n= = − −  
- Chú ý: 0! = 1 
U3. CHỈNH HỢP. 
- Định nghĩa. Cho một tập A gồm n phần tử ( n 1≥ ). Kết quả của việc lấy k phần tử 
khác nhau từ n phần tử của tập A và sắp xếp chúng theo một thứ tự nào đó được gọi 
là một chỉnh hợp chập k của n phần tử đã cho 
- Số các chỉnh hợp chập k của một tập hợp có n phần tử (1 k n≤ ≤ ) là. 

    ( )( ) ( )  1  !
( )!

  2     1k
n n n n kn n

n kA = − − … −= +
−

  

II. KĨ NĂNG VẬN DỤNG 
- Biết vận dụng quy tắc cộng, quy tắc nhân, hoán vị và chỉnh hợp kết hợp với 

sử dụng MTCT để giải  các bài toán cơ bản và các bài toán thực tế. 
- Cách sử dụng MTCT để tính 
a) Tính nP

k
P: 

Tổ hợp phím: n ^  k =  
hoặc: n yx  k =  
 
b) Tính n!:  
Tổ hợp phím: n SHIFT  x! =  
c)Tính k

nA : 
Tổ hợp phím: n SHIFT  Prn  k =  
Ví dụ: Tính 3

15A  
III. BÀI TẬP LUYỆN TẬP 
UBài tập 1U. Trong một trường, khối 11 có 308 học sinh nam và 325 học sinh nữ. Hỏi 
có bao nhiêu cách chọn một học sinh khối 11 đi tham dự cuộc thi “huyền thoại đường 
Hồ Chí Minh trên biển” cấp huyện? 



Giải 
Trường hợp 1. Chọn 1 học sinh nam.  có 308 cách 
Trường hợp 2. Chọn 1 học sinh nữ. Có 325 cách 
Vậy, có 308 + 325 = 633 cách chọn một học sinh tham dự cuộc thi trên. 
UBài tập 2U. Hỏi có bao nhiêu đa thức bậc ba. 
 P(x) =axP

3
P+bxP

2
P+cx+d mà ác hệ số a, b, c, d thuộc tập {-3,-2,0,2,3}. Biết rằng. 

a) Các hệ số tùy ý; 
b) Các hệ số đều khác nhau. 

Lời giải. 
a) Có 4 cách chọn hệ số a vì a≠0. Có 5 cách chọn hệ số b, 5 cách chọn hệ số c, 4 cách 
chọn hệ số d. Vậy có. 4.5.5.5 =500 đa thức. 
b) Có 4 cách chọn hệ số a (a≠0). 
- Khi đã chọn a, có 4 cách chọn b. 
- Khi đã chọn a và b, có 3 cách chọn c. 
- Khi đã chọn a, b và c, có 2 cách chọn d. 
Theo quy tắc nhân ta có. 4.4.3.2=96 đa thức. 
UBài tập 3.U Một lớp trực tuần cần chọn 2 học sinh kéo cờ trong đó có 1 học sinh  nam, 
1 học sinh  nữ. Biết lớp có 25 nữ và 15 nam. Hỏi có bao nhiêu cách chọn 2 học sinh 
kéo cờ nói trên. 

Giải 
Chọn học sinh nam.có 15 cách chọn 
Ứng với 1 học sinh  nam, chọn 1 học sinh nữ có 25 cách chọn 
Vậy số cách chọn là 15. 25=375 cách chọn. 
UBài tập 4U. Từ các số 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 lập ra số tự nhiên có 4 chữ số đôi một khác 
nhau.  
a. Hỏi lập được bao nhiêu số? 
b. Có bao nhiêu số lẻ? 

UGiải. 
a. Số tự nhiên có bốn chữ số dạng  abcd    
Có 7 cách chọn a 
Có 6 cách chọn b 
Có 5 cách chọn c 
Có 4 cách chọn d 
Vậy có 7.6.5.4 = 840 số 
b.  
Cách 1. Số tự nhiên lẻ có bốn chữ số dạng abcd    
Vì số lẻ nên tận cùng là số lẻ nên d có 4 cách chọn. 
Có 6 cách chọn a 
Có 5 cách chọn b 
Có 4 cách chọn c 
Vậy có 4.6.5.4 = 480 số tự nhiên lẻ có bốn chữ số khác nhau 
Cách 2. 
Số tự nhiên lẻ có bốn chữ số khác nhau dạng 1abc hoặc 3abc hoặc 5abc hoặc 

7abc  



+ Xét số dạng 1abc  
Có 6 cách chọn a 
Có 5 cách chọn b 
Có 4 cách chọn c 
Vậy có 6.5.4 = 120 số lẻ dạng 1abc  
+ Tương tự các trường hợp còn lại. Vậy có 4.120 = 480 số lẻ có bốn chữ số được lập 
từ các số đã cho. 
UBài tập 5.U Từ các số 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6. lập ra số tự nhiên có ba chữ số khác nhau. 
a. Hỏi lập được bao nhiêu số. 
b. Có bao nhiêu số chia hết cho 5. 

Giải. 
a. Số tự nhiên có ba chữ số dạng : abc    
Có 6 cách chọn a vì a khác không. 
Có 6 cách chọn b 
Có 5 cách chọn c 
Vậy có 6.6.5 = 180 số 
b.  Số tự nhiên có ba chữ số và chia hết cho 5 dạng  0ab   hoặc 5ab  
+ Xét số dạng 0ab  
Có 6 cách chọn a và 5 cách chọn b. Vậy có 6.5 = 30 số 
+ Xét số dạng 5ab  
Có 5 cách chọn a và 5 cách chọn b. Vậy có 5.5 = 25 số 
UBài tập 6U. Trong giờ học môn Giáo dục quốc phòng, một tiểu đội học sinh gồm tám 
người được xếp thành một hàng dọc. Hỏi có bao nhiêu cách xếp? 

Giải 
Mỗi cách xếp 8 người thành một hàng dọc là một hoán vị của 8 phần tử. 
Vậy số cách xếp 8 người thành hàng dọc là:  8 !  = 8.7.6.5.4.3.2 = 40320 (cách xếp) 
UBài tập 7U. Để tạo những tín hiệu, người ta dùng 5 lá cờ màu khác nhau cắm thành 
hàng ngang. Mỗi tín hiệu được xác định bởi số lá cờ và thứ tự sắp xếp. Hỏi có có thể 
tạo bao nhiêu tín hiệu nếu. 
a) Cả 5 lá cờ đều được dùng; 
b) Ít nhất một lá cờ được dùng. 

Giải. 
a) Nếu dùng cả 5 lá cờ thì một tín hiệu chính là một hoán vị của 5 lá cờ. Vậy có  
5! =120 tín hiệu được tạo ra. 
b)Mỗi tín hiệu được tạo bởi k lá cờ là một chỉnh hợp chập k của 5 phần tử. Theo quy 
tắc cộng, có tất cả. 1 2 3 4 5

5 5 5 5 5 325A A A A A+ + + + =  tín hiệu. 
IV. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN. 
1. Đề bài: 
Câu 1. Cho 6 chữ số 2,3,4,6,7,9. Lập ra số tự nhiên có 3 chữ số. Có bao nhiêu số  nhỏ 
hơn 400? 

A. 60   B. 40   C. 72   D. 162 
Câu 2. Cho 6 chữ số 2,3,4,6,7,9. Có bao nhiêu số tự nhiên chẵn gồm 3 chữ số được 
lập từ các số trên?  



 A. 20   B. 36   C. 24   D. 40 
Câu 3. Có bao nhiêu chữ số chẵn có 4 chữ số? 
A. 5400  B. 4500   C. 4800  D.50000 
Câu 4. Có bao nhiêu số tự nhiên gồm 3 chữ số khác nhau và khác 0?  biết rằng tổng 
của ba số này bằng 8 
A. 12   B. 8   C. 6   D. Đáp án khác 
Câu  5. Từ A đến B có 3 con đường, từ B đến C có 4 con đường. Số cách đi từ A đến 
C(qua B) và trở về, từ C đến A(qua B) và không trở về con đường cũ là: 
 A. 72   B. 132   C. 18   D. 23 
Câu 6. Có bao nhiêu số có 5 chữ số, các chữ số cách đều các chữ số chính giữa là 
giống nhau? 
 A.900   B.9000   C.90000  D.30240 
Câu 7. Tìm số máy điện thoại có10 chữ số(có thể có) với chữ số đầu tiên là 0553?
 A.151200  B.10.000  C.100.000  D.1.000.000 
Câu  8. Cho các chữ số 0,1,2,3,4,5. Có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên có 6 chữ 
số khác nhau và lớn hơn 300.000? 
A.5!.3!   B.5!.2!   C.5!   D.5!.3 
Câu 9. Từ 2,3,5,7. Có bao nhiêu số tự nhiên X sao cho 400<X<600? 
 A.4!   B.4P

4
P   C.3P

2
P   D.4P

2    
Câu 10. Trên giá  sách có 20 cuốn sách; trong đó 2 cuốn sách cùng thể loại, 18 cuốn 
sách khác thể loại. Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp sao cho cac cuốn sách cùng thể loại 
xếp kề nhau? 
 A.18!.2!  B.18!+2!  C.3.18!  D.19!.2! 
Câu 11. Trên giá sách muốn xếp 20 cuốn sách. Có bao nhiêu cách sắp xếp sao cho 
tập1 và tập 2 không đặt cạnh nhau? 
 A.20!-18!  B.20!-19!  C.20!-18!.2!  D.19!.18 
Câu 12. Có bao nhiêu cách sắp xếp 6 người vào một bàn tròn? 
 A.6!   B.5!   C.2.5!   D.2.4! 
Câu 13. Có bao nhiêu cách sắp xếp 6 người(trong đó có một cặp vợ chồng) vào một 
bàn tròn, sao cho vợ chồng ngồi cạnh nhau? 
 A.5!   B.2.5!   C.4!   D.2.4! 
Câu 14. Cô dâu và chú rễ mời 6 người ra chụp hình kỉ niệm, người thợ chụp hình. Có 
bao nhiêu cách sắp xếp sao cho cô dâu chú rễ đứng cạnh nhau? 
 A.8!-7!   B.2.7!   C.6.7!   D.2!+6! 
Câu 15. Có bao nhiêu số có hai chữ số là số chẵn? 
 A.22   B.20   C.45   D.25 
Câu 16. Có bao nhiêu số có hai chữ số và các chữ số chẵn tạo thành đều là chẵn? 
 A.22   B.20   C.45   D.25 
Câu 17. Xếp 8 người (có một cặp vợ chồng) ngồi  một bàn thẳng có tám ghế, sao cho 
vợ chồng ngồi cạnh nhau. Có bao nhiêu cách xếp? 
 A.10080  B.1440   C.5040   D.720 
Câu 18. Xếp 8 người (có một cặp vợ chồng) ngồi quanh một bàn tròn có tám ghế 
không ghi số thứ tự, sao cho vợ chồng ngồi cạnh nhau. Có bao nhiêu cách xếp? 
 A.10080  B. 1440   C. 5040  D. 720 
Câu 19. Trong Liên đoàn bóng đá tranh AFF cúp, Việt Nam cùng 3 đội khác. Cứ 2 



đội phải đấu với nhau 2 trận. 1 trận lượt đi và một trận lượt về. Đội nào có nhiều 
điểm nhất thì vô địch. Hỏi có bao nhiêu trận đấu? 
 A. 10   B. 6   C. 12   D. 15 
Câu 20. Có 10 người ngồi được xếp vào một cái ghế dài. Có bao nhiêu cách xếp sao 
cho ông X và ông Y, ngồi cạnh nhau? 
 A. 10!-2  B. 8!   C. 8!.2   D. 9!.2 
Câu 21. Cho A={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số lẻ có 5 
chữ số đôi một khác nhau? 

A. 2520   B. 900   C. 1080  D.21 
Câu 22: Trong một hộp bút có 2 bút đỏ, 3 bút đen và 2 bút chì. Hỏi có bao nhiêu cách 
để lấy một cái bút? 
   A.12   B. 6             C. 2   D. 7 
Câu 23.  Cho A={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số chẵn có 5 
chữ số đôi một khác nhau? 
     A. 1440   B. 2520   C. 1260  D. 3360 
Câu 24: Cho tập  0;1;2;3;4;5;6A  . Từ tập A  có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên 
có năm chữ số và chia hết cho 2 : 

A. 8232  B. 1230  C. 1260  D. 2880  
Câu 25: Cho các chữ số: 1,2,3,4,5,6,9. Hỏi có bao nhiêu số tự nhiên có 7 chữ số khác 
nhau và không bắt đầu bởi chữ số 9 từ các chữ số trên? 
A. 4320 số  B. 5040 số  C. 720 số  D. 8640 số 
2. Hướng dẫn.  
Câu 1.C,vì đề không yêu cầu giống nhau, hay khác nhau nên ta gọi số có dạng abc   
a={2,3}(có 2 cách chọn) b,c lấy từ các số 2,3,4,6,7,9(có 6P

2
P cách) 

Vậy có cả thảy là 2.6P

2
P=72. 

Câu 2.B, tương tự, gọi số có dạng abc : c={2,4,6}(có 3 cách chọn); a={2,3}(có 2 
cách chọn); b có 6 cách chọn. Vậy có 3.2.6=36 
Câu 3.B, Cũng không yêu cầu giống hay khác, gọi số có dạng abcd ; a (có 9 cách 
chọn), còn các số b,c,đều có 10 cách chọn, d có 5 cách chọn Vậy  có 9.10P

2
P.5=4500 

Câu 4.A, Gọi số có dạng abc  vì tổng 3 số khác nhau bằng 8 nên ta chỉ có các cặp 
số(1,2,5) và (1,3,4); ứng với mỗi cặp số ta hoán vị lá 3! vậy có 2.3! 
Câu 5B. Từ A  C có 12 cách đi; nhưng từ CA chỉ còn 11 cách chọn, vì không trở 
lại con đương cũ. Vậy có 12.11 
Câu 6A, gọi các số có dạng abcba  hoặc ababa  hoặc abbba  hoặc aaaaa (9)  
số có dạng abcba  có  (9.9.8+1.9.8), số có dạng  ababa  có (9.9), số có dạng  abbba  
có (9.9),  số có dạng aaaaa  có 9 số. Vậy có 900 
Câu 7D, Bài toán này cũng không yêu cầu các số đôi một khác nhau; có 4 số đứng 
đầu là 0553 còn lại là 6 số. Vậy có 10P

6
P=1.000.000 

Câu 8D, Có 3 cách chọn vị trí đầu còn 5 vị trí còn lại có 5! Cách chọn. Vậy có 3.5! 
Câu 9D, Bài toán không yêu cầu khác nhau; vị trí đầu chỉ có{3}, 2 vị trí còn lại là 4P

2
P. 

Vậy có 1.4P

2
P .Nếu bài  yêu cầu như vậy và có bổ sung 3 chữ số đôi một khác nhau 

(đápán .3P

2
P) 

Câu 10D, Giả sử 2 cuốn sach cùng thể loại là một quyển thì có 19! Cách xếp trên giá 



sách. Nhưng vì là 2 cuốn sách nên ta hoán vị lại là 2!. Vậy có 19!.2! 
Câu 11D, Dùng phương pháp bài trừ. Giả sử tập 1 và tập 2 đặt kề nhau thì như trên ta 
có 19!.2!; số cách xếp 20 cuốn trên giá sách là 20!. Vậy  có 20!-19!.2! = 19!.18 
Câu 12B, Chọn 1 người làm vị khách danh dự ngồi ở vị trí cố định vậy còn 5 người 
còn lại có 5! Cách xếp. Vậy có 5! 
Câu 13D, Giả sử cặp vợ chồng là một người  thì còn lại là 5 người, suy ra có 4!; 
nhưng cặp vợ chồng có thể hoán vị để ngồi kề nhau là 2!. Vậy có 4!.2! 
Câu 14B, Giả sử cô dâu chú rễ là một thỉ có 7! Cách xếp, nhưng cô dâu chú rễ có thể 
hoán vị lại sao cho gân nhau là 2!. Vậy có 7!.2! 
Câu 15C, Các chữ số nắm trong tập từ[10...99] là chữ số chẵn gồm hai chữ số(không 
yêu cầu khác nhau) 
[10...20), [20...30),...[90...100) đều có 5 số. Vậy có 5.9=45 
Câu 16B, Gọi số có dạng ab  lấy trong tập {0,2,4,6,8}. Vậy có 4.5=20 
Câu 17A, Gọi ghế là dãy aR1RaR2R...aR8R ; vì vợ chông luôn luôn ngồi gần nhau ta đếm là có 
2.7 cách, 6 vị trí còn lại là có 6! Cách sắp xếp. Vậy có 2.7.6!=10080 
Câu 18B, Có 8 ghế, nhưng trước tiên chọn vợ chồng gần nhau là vị trí danh dự(cố 
định); xếp 6 người vào 6 vị trí có 6! Cách, nhưng vợ chồng có thể hoán vị lại với 
nhau 2!. Vậy có 6!.2!=1440 
Câu 19C, Ta có công thức sau ( 1)n n − , giải thích mỗi đội đấu với (n-1) tính luôn ở 
lượt đi và lượt về n(n-1) trận. Vậy suy ra có 4.3=12 
Câu 20D, Giả sử Ông X và Y là một thì có 9! Cách sắp xếp, nhưng Ông X và Y có 
thể hoán đổi chỗ ngồi cho nhau là 2!. Vậy có 9!.2!. 
Câu 21B.  
Câu 22D 
Câu 23C.  
Câu 24C  
Câu 25A 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Tiết 4+5+6: TỔ HỢP – NHỊ THỨC NIU TƠN 
I. KIẾN THỨC CƠ BẢN: 
1. TỔ HỢP. 
- UĐịnh nghĩa.U  Giả sử tập A có n phần tử ( n 1≥ ). Mỗi tập con gồm k phần tử của A 
được gọi là một tổ hợp chập k của n phần tử đã cho. 
- Kí hiệu k

nC  là số các tổ hợp chập k của n phẩn tử (0 k n≤ ≤ ). Ta có định lí 
Số các tổ hợp chập k của n phần tử (0 k n≤ ≤ ) là.

 k
n

n! (n 1)(n 2)...(n k 1)
C

k!(n k)! k!

− − − +
= =

−
 

- Tính chất của các số 
k
nC  

+ Tính chất 1 
 k n k

n nC C     (0 k n)−= ≤ ≤  
+ Tính chất 2 (Công thức Pax-can) 
 k 1 k k

n 1 n 1 nC C C−
− −+ =  

2. CÔNG THỨC NHỊ THỨC NIU TƠN. ∀ n ∈ NP

*
P, ∀ cặp số (a; b) ta có. 

− − −

=

+ = + + + + + =∑0 1 1

0

( ) . ... ...
n

n n n k n k k n n k n k k
n n n n n

k

a b C a C a b C a b C b C a b  

II. KĨ NĂNG VẬN DỤNG 
- Tính được số tổ hợp chập k của n phần tử. 
- Phân biệt được sự giống và khác nhau giữa hoán vị, chỉnh hợp và tổ hợp. 
- Biết cách vận dụng các công thức tính số tổ hợp để giải các bài toán thực tiễn. 
- Cần biết khi nào dùng chỉnh hợp, tổ hợp và phối hợp chúng với nhau để giải 

toán. 
- Biết tìm số hạng trong khai triển niu tơn và biết vận dụng khai triển niu tơn 

để tính tổng. 
- Kết hợp với sử dụng MTCT để tính hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp để giải nhanh 

các bài toán. 
     - Tính k

nC  bằng máy tính bỏ túi: 
Tổ hợp phím: n nCr  k =  
III. BÀI TẬP ÁP DỤNG: 
UBài tập 1U. Từ một tổ gồm 6 bạn nam và 5 bạn nữ, chọn ngẫu nhiên 5 bạn xếp vào bàn 
đầu theo những thứ tự khác nhau sao cho trong cách xếp trên có đúng 3 bạn nam. Hỏi 
có bao nhiêu cách xếp. 

Giải 
Để xác định số cách xếp ta phải làm theo các công đoạn như sau. 
  1. Chọn 3 nam từ 6 nam. có 3

6C cách.  
  2. Chọn 2 nữ từ 5 nữ. có 2

5C cách. 
  3. Xếp 5 bạn đã chọn vào bàn đầu theo những thứ tự khác nhau. có 5! Cách.  
Từ đó ta có số cách xếp là =3 2

6 5. .5! 24000C C  



UBài tập 2U. Một tổ chuyên môn gồm 7 thầy và 5 cô giáo, trong đó thầy P và cô Q là vợ 
chồng. Chọn ngẫu nhiên 5 người để lập hội đồng chấm thi vấn đáp. Co bao nhiêu 
cách lập sao cho hội đồng có 3 thầy, 2 cô và nhất thiết phải có thầy P hoặc cô Q 
nhưng không có cả hai. 

Giải 
TH1. hội đồng gồm 3 thầy, 2 cô trong đó có thầy P nhưng không có cô Q. Khi đó ta 
cần chọn 2 trong 6 thầy còn lại (trừ thầy P)  rồi chọn 2 trong 4 cô (trừ cô Q) 
      Có CP

2
PR6R . CP

2
PR4R = 60 

  TH2. hội đồng gồm 3 thầy, 2 cô trong đó có cô Q nhưng không có thầy P. Khi đó ta 
cần chọn 3 trong 6 thầy còn lại (trừ thầy P) rồi chọn 2 trong 4 cô (trừ cô Q) 
      Có CP

2
PR6R . CP

2
PR4R = 60 

 Vậy, có 120 cách lập hội đồng coi thi.         
UBài tập 3U. Trong khai triển của (1+ ax)P

n
P ta có số hạng thứ hai là 24x, số hạng thứ ba 

là 252xP

2
P. Hãy tìm a và n. 

Giải  
Ta có ( )

=

+ =∑
0

1 ax
n

n k k k
n

k

C a x  

Theo bài ra ta có. 

( )
= = = ⇒ ⇒  − == =   

1

2
2 2

24
24 3

1
8252 252

2

n

n

na
C a a

n n a
nC a

 

UBài tập 4U.  Tìm hệ số của xP

5
P trong khai triển của biểu thức. 

(x + 1)P

4
P + (x + 1)P

5
P + (x + 1)P

6
P + (x + 1)P

7 

Giải  
Hệ số của xP

5
P trong khai triển của biểu thức. 

  (x + 1)P

4
P + (x + 1)P

5
P + (x + 1)P

6
P + (x + 1)P

7
P là 5 5 5

5 6 7
6! 7!1 28

5!1! 5!2!
C C C+ + = + + =   

UBài tập 5U. Tìm hệ số của xP

31
P trong khai triển  

40

2
1x
x

 + 
   

Giải  
40 4040 40

3 80
40 402 2

0 0

1 1.
k

k k k k

k k
x C x C x

x x

−
−

= =

   + = =   
   

∑ ∑   

Hệ số của xP

31
P là k

40C  với k thoả mãn điều kiện. 3k – 80 = 31 ⇔ k = 37 

Vậy hệ số của xP

31
P là 37 3

40 40
40.39.38 9880

1.2.3
C C= = =  

UBài  tập 6. 
Trong khai triển của ( ) ( )3 6

x a x b+ − , hệ số xP

7
P là -9 và không có số hạng chứa xP

8
P. Tìm 

a và b. 
Giải. 

Số hạng chứa xP

7 
Plà ( ) ( )( )20 2 1 1 2 2 0 7

3 6 3 6 3 6.C C b C aC b C a C x− + − +  



Số hạng chứa xP

8
P là ( )( )0 1 1 0 8

3 6 3 6C C b C aC x− + . Theo bài ra ta có : 

( ) ( )( )
( )( )

20 2 1 1 2 2 0
3 6 3 6 3 6

0 1 1 0
3 6 3 6

. 9

0

C C b C aC b C a C

C C b C aC

 − + − + = −

 − + =


hay  
2 215 18 3 9

6 3 0
b ab a
b a

 − + = −

− + =

 

Hay 

 =
 == ⇒ = = −  = −

2

2

12

1 2

1

a

ba b

b a

b

  

IV. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
1. Đề bài: 
Câu 1. Số tam giác xác định bởi các đỉnh của một đa giác đều 15 cạnh là: 
 A.78   B.455   C.1320   D.45 
Câu 2. Có bao nhiêu cách phân phát 10 phần quà giống nhau cho 6 học sinh, sao cho 
mỗi học sinh có ít nhất một phần thưởng? 
 A.210   B.126   C.360   D.120 
Câu 3.Có 7 trâu và 4 bò. Cần chọn ra 6 con, trong đó không ít hơn 2 bò. Hỏi có bao 
nhiêu cách chọn?  
 A.137   B.317   C.371   D.173 
Câu 4. Số giao điểm tối đa của 10 đường thẳng phân biệt là: 
 A.50   B.100   C.120   D.45 
Câu 5. Số giao diểm tối đa của 10 đường thẳng phân biệt với 5 đường tròn(Chỉ 
đường thẳng với đường tròn) là:  
 A.252   B.3024   C.50   D.100 
Câu 6. Ông X có 11 người bạn. Ông ta muốn mời 5 người trong số họ đi chơi xa. 
Trong 11 người đó có 2 người không muốn gặp mặt nhau, vậy ông X có bao nhiêu 
cách mời? 
 A.462   B.126   C.252   D.378 
Câu 7. Sáu người chờ xe buýt nhưng chỉ còn 4 chỗ ngồi. Hỏi có bao nhiêu cách sắp 
đặt? 
 A.20   B.120   C.360   D.40 
Câu 8. Có bao nhiêu cách phân 6 thầy giáo dạy toán vào dạy 12 lớp 12. Mỗi Thầy 
dạy 2 lớp 
 A.6   B. 2

12C       C. 2 2 2 2 2 2
12 10 8 6 4 2. . . . .C C C C C C  D. 6

12C    
Câu 9. Hai nhân viên bưu điện cần đem 10 bức thư đến 10 địa chỉ khác nhau. Hỏi có 
bao nhiêu cách phân công 
 A.10P

2
P   B.2.10!  C.10.2!  D.2P

10 
Câu 10. Cho tập A= { }0,1,2,3,4,5,6,7,8,9A = . Số tập con của A chứa 7 
 A.2P

9
P   B.2P

8
P+1   C.2P

9
P-1  D.2P

8
P-1 

Câu 11. Thầy giáo phân công 6 học sinh thành từng nhóm một người, hai người, ba 
người về ba địa điểm. Hỏi có bao nhiêu cách phân công 
 A.120   B.20   C.60   D.30 
Câu 12. Cho tập A có 20 phần tử. Hỏi có bao nhiêu tập hợp con khác rỗng của A mà 



có số phần tử chẵn 

 A.2P

20
P   B.

202 1
2

−   C.2P

20
P+1`  D.2P

19 

Câu 13. Cho hai đường thẳng d1, d2 song song với nhau. Trên d1 có 10 điểm phân 
biệt, trên d2 có 8 điểm phân biệt. Hỏi có thể lập bao nhiêu tam giác mà 3 đỉnh của 
mỗi tam giác lấy từ 18 điểm đã cho 
 A.640   B.280   C.360   D.153 
Câu 14. Trong khai triển 3 15( )x xy+  số hạng chính giữa là. 

A.6435xP

31
PyP

7
P              B. 6435xP

29
PyP

8
P  và 6435xP

29
PyP

7
P 

  
C.6435xP

31
PyP

7 
Pvà 6435xP

29
PyP

8
P.  D. 6435xP

29
PyP

7
P  

Câu 15. Trong khai triển (x-2)P

100
P= aR0R+aR1RxP

1
P+…+aR100RxP

100
PR.R  

a.  Hệ số aR97R trong khai triển là: 

A.1.293.600  B.-1.293.600  C. 97 97
100( 2) C−   D.(-2)P

98
P

98
100C  

b. Tổng hệ số  aR0R+aR1R+…+ aR100R trong khai triển là:  

 A.1   B.-1   C.2P

100
P   D.3P

100 

c. Tổng các T= aR0R-aR1R- aR2R+...+aR100R trong khai triển là:  

R RA.1   B.-1   C.2P

100
P   D.3P

100 

Câu 16.Tìm số hạng không chứa x trong khai triển 1( )nx
x

−  . 

  Biết có đẳng thức là: 2 n-2 2 3 3 32 n
n n n n n nC C C C C C −+ + =100 

 A.15   B. 20                       C.6           D. 10 

Câu 17. Cho biết hệ số của số hạng thứ ba trong khai triển 1
3

n
x − 

 
  bằng 5. Tìm số 

hạng chính giữa của khai triển 

 A. 470
243

x   B. 528
27

x   C. 670
27

x   D. 528
27

x−  

Câu 18. Tổng các hệ số trong khai triển 41( ) 1024nx
x
+ = . Tìm hệ số chứa xP

5
P. 

 A.120   B.210   C.792   D.972 

Câu 19.Tìm hệ số chứa xP

9
P trong khai triển     

(1+x)P

9
P+(1+x)P

10
P+(1+x)P

11
P+(1+x)P

12
P+(1+x)P

13
P+(1+x)P

14
P+(1+x)P

15
P. 



 A.3003  B.8000  C.8008   D.3000 

Câu 20. Biết hệ số của số hạng thứ 3 trong khai triển (xP

2
P x +

3

)nx
x

 là 36. Hãy tìm số 

hạng thứ 8 

 A.84 3x x   B.9 83
6

1 . .x x
x

 C.36. 83
6

1 . .x x
x

 D. 348x x . 

Câu 21.Tìm số hạng chính giữa của khai triển 83
4

1( )x
x

+ ,với x> 0 

 A.70
1
3x   B.70

1
3x và 56

1
4x
−

    C.56
1

4x
−

  D.70. 3 4.x x  

Câu 22. Cho 0 1 2 25 5 ... 5n n
n n n nA C C C C= + + + + . Vậy  

 A. A=5P

n
P   B. A=6P

n
P  C. A=7P

n
P        D. A=4P

n 

Câu 23. Biết 5 15504nC = . Vậy thì 5
nA  bằng bao nhiêu? 

 A.108528  B.62016  C.77520  D.1860480 

Câu 24. Tìm số nguyên dương bé nhất n sao cho trong khai triển (1+x)P

n
P có hai hệ số 

liên  tiếp có tỉ số là: 7
15

  

 A.22   B.21   C.20   D.23 

Câu 25. Tính hệ số của xP

25
PyP

10
P trong khai triển (xP

3
P+xy)P

15 
P? 

 A.3003  B.4004          C.5005  D.58690 

2. Hướng dẫn. 
Câu 1B Đa giác này có 15 đỉnh, suy ra số tam giác xác định bởi các đỉnh chính là  tổ 
hợp chập 3 của 15 đỉnh hay 3

15 455C =  
Câu 2B, Phân phát n quà giống nhau cho k học sinh mỗi học sinh có ít nhất mổ phần 
quà là 1

n + k - 1
kC −  .Áp dụng vào là 6 1

4 6 1 126C −
+ − = ( theo đề mội học sinh đều có ít nhất một 

phần quà nên; ta phát lần lượt đều cho 6 học sinh là 6 phần quà; còn lại 4 phần ta phát 
cho 6 học sinh) 
Câu 3C, “Không ít hơn 2 con bò”là có thể ≥2 bò. Vậy  có 2 4 3 3 4 2

4 7 4 7 4 7 371C C C C C C+ + =  
Câu 4D, Số giao điểm tối đa của n đường thẳng phân biệt là 2

nC . 
Áp dụng. Vậy có 2

10 45C =  
Câu 5D, Bổ sung nếu bài toán “giao điểm tối đa của chỉ n đường thẳng với k đường 
tròn” có 2.n.k .Áp dụng.Vậy có 2.10.5=100 



Câu 6D, Ông X loại bỏ hai người ghét nhau ra thì có 5
9C  

Ông X chỉ mời một trong hai người ghét nhau. mời một trong hai người ghét nhau 
thì có hai cách mời; 4 người còn lại lấy trong 9 người(vì đã loại bớt một người 
trong hai người ghét nhau) có 4

9C . Vậy có 4
92 378C =  

Bài này có thể dùng phương pháp bài trừ( 5 3
11 9 378C C− = ) 

Câu 7C, Chọn 4 người trong 6 người là 4
6 15C = , Cách xếp 4 người vào 4 ghế là 4!. 

Vậy ta có: 15.24 = 360 
Câu 8C, Xếp thầy giáo thứ I có 2

12C  cách phân công, thầy giáo thứ II có 2
10C cách 

phân công, thầy giáo thứ III có 2
8C cách phân công, thầy giáo thứ IV có 2

6C cách phân 
công, thầy giáo thứ V có 2

4C cách phân công, thầy giáo thứ VI có 2
2C cách phân công  

2 2 2 2 2
12 10 8 6 4C C C C C . 

Câu 9D, Phân công 0 10 1 9 9 1 10 0 10
10 10 10 10 10 10 10 10.. 2C C C C C C C C+ + + + =  

Câu 10A, Số tập con AR1R chứa {0,1,2,3,4,5,6,8,9} là 2P

9
P, Vậy số tập con A chứa 7 là 

AR1R

∪ {7}=2P

9 
Câu 11C, Tương tự như các bài trên có 1 2 3

6 5 3C C C   
Câu 12B, 

0
20C +

1
20C +...+

20
20C =(1+1)P

20
P=2P

20
P . Vậy, số tập hợp con của A là 2P

20
P;    

0
20C -

1
20C +...+

20
20C =(1-1)P

20
P=0  

Cộng vế theo vế ta được.  ( )0 2 4 20 20
20 20 20 202 ... 2C C C C+ + + + =      

 suy ra số tập hợp có số phần tử chẵn là 
202 1
2
−  

Câu 13A, Ứng với 10 điểm trên dR1R có 2
810.C  tam giác mà hai đỉnh còn lại trên dR1 

       Ứng với 10 điểm trên dR2R có 8.
2

10C  tam giác mà hai đỉnh còn lại trên dR2 

 Vậy, có 2 2
8 1010. 8 640C C+ =   

Câu 14.C Bạn để ý rằng nếu số mũ lẻ thì sẽ có số số hạng là chẵn, và vậy tìm số 
hạng chính giữa chính là tìm số trung vị. Bạn còn nhớ tìm số trung vị của số n chẵn 
hay lẻ không.  

1. Nếu số n là số lẻ thì số trung vị là số thứ 1
2

n +  

2. Nếu số n là số chẵn thì số trung vị là số thứ  à 1
2 2
n nv + . 

Xét bài toán này với số mũ là 15 là một số lẻ nên có 16 số hạng ( trường hợp hai). 

Suy ra số hạng chính giữa là số hạng thứ 16 16à 1
2 2

v +  ( số thứ 8 và thứ 9) 

7 24 7 31 7
7 1 15 ( ) 6435T C x xy x y+ = =  



8 21 8 29 8
8 1 15 ( ) 6435T C x xy x y+ = =  

Câu 15. 

Ua)U  B aR97R chính là vị thứ 98 vì bắt đầu từ aR0R suy ra số hạng thứ 98 là 
97 3 97

97 1 100 ( 2)T C x+ = −  

(aR97 Rta thấy xP

n
P tăng dần theo aRnR) Vậy hệ số của aR97 Rlà -1293600  

Ub)U   A Tổng hệ số. aR0R+aR1R+…+aR100 Rlà . khi đó x=1 hay (1-2)P

100
P=1 

Uc)U  D Để có Tổng các T=aR0R-aR1R+...+aR100 R là . khi đó x=-1 hay (-1-2)P

100
P=3P

100 

Câu 16. C Vì   2 n-2 2 3 3 32 100k n k n
n n n n n n n nC C C C C C C C− −= ⇒ + + =  

  2 3 10 4n nC C n⇔ + = ⇒ =    

Ta gọi 4 4
1 4 1 4

1( ) ( )k k k k k k
k kT C x T C x x

x
− − −

+ += − = = −  (vì 1 k
k x

x
−= ) 

Để có được hệ số không chứa x thì    4-k+(-k)=0 => k=2 hệ số cần tìm là TR3 R= 2
4C =6 

Câu 17.D 2 2 2
3

1( )
3

n
nT C x − −

= , vì hệ số là 2 21.( ) 5 10
3nC n n−

= ⇒ = . Vậy số hạng chính 

giữa là số hạng thứ 6; 
5

5 5 5
6 10

1 28
3 27

T C x x− = = − 
 

 

Câu 18. A Khi bài toán đến tổng các hệ số như trường hợp trên là 41( )nx
x
+  (chỉ toàn 

là biến) thì ta thay x =1 vào. 

Hay 41( 1 ) 1024 2 1024 10
1

n n n+ = ⇔ = ⇒ =  

Ta gọi 
10

4 10 4
1 10 10

1 ( )
k

k k k k k
kT C x C x x

x

−
−

+
 = = 
 

. Để có xP

5 
Pthì k-10+4k=5 => k=3 

=> Hệ số cần tìm là 3
10 120C =  

Câu 19.C Ta có 9 9 9 9 9 9 9
9 10 11 12 13 14 15 8008C C C C C C C+ + + + + + =  

Câu 20.D ( ) 2

2
2

1

2
3

2 2 36 9
n

n n
xC x

x
T x C n

−

+

 
= ⇒ = ⇒ =  

 
 



7
8 9T C= ( )

7322 xx x
x

 
=  

 
36

73
2

1 . x
x

 

Câu 21.A Số chính giữa ở vị trí thứ 9 1
2
+ (vì mũ là 8 nên có 9 số hạng, áp dụng như 

câu 1) 

 TR5R=
1

44 43 3
8 4

1.( ) 70C x x
x

=  

Câu 22.B (1+5)P

n
P= 0 1 2 25 5 ... 5n n

n n n nC C C C+ + + +  

Câu 23.D Nhớ lại !. k k
n nk C A= , Áp dụng vào 5 55!.n nA C=  

Câu 24.B Ta có 1
7

15

k
n

k
n

C
C + =

1 7
15

k
n k
+

⇔ =
−

 

Suy ra 22 15 13 2
7 7

k kn k+ +
= = + +  

Vì *n N∈ ⇒ k+1=7a ,với *a Z∈  

Chọn a=1, vậy n =21 là số nguyên dương bé nhất 

Câu 25.A Để ý thấy xP

25
PyP

10
PR , Ry có số mũ 10 ( )510 3 10

15 ( )C x xy⇒ .Vậy hệ số là 10
15 3003C =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 

Tiết 7+8+9 : XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ 
I. KIẾN THỨC CƠ BẢN. 
1. Phép thử và biến cố 
- Tập hợp các kết quả có thể xảy ra của một phép thử được gọi là không gian mẫu của 
phép thử và kí hiệu là Ω  (đọc là ô- mê – ga ). 
- Biến cố  là một tập con của không gian mẫu . 
- Giả sử A là biến cố liên quan đến một phép thử . 
+) Tập \ AΩ được gọi là biến cố đối của biến cố A, kí hiệu là A  
A  xảy ra khi và chỉ khi  
A không xảy ra  
* Giả sử A và B là hai biến cố có liên quan đến một phép thử .  
+) Tập A B∪  được gọi là hợp của các biến cố A và B( A B∪ còn viết là A+B) 
+) Tập A B∩  được gọi là giao của các biến cố A và B ( A B∩  còn viết là A.B) 
+) Nếu tập A B∩ =Φ  thì ta nói A và B xung khắc . 
2. Xác suất của biến cố 
a) Định nghĩa xác suất:  
Giả sử A là biến cố liên quan đến một  phép thử chỉ có một số hữu hạn kết quả đồng 

khả năng xuất hiện. Ta gọi tỉ số ( )
( )

n A
n Ω

là xác suất của biến cố A. Vậy ( ) ( )
( )

n AP A
n

=
Ω

 

+) ( )0 1P A≤ ≤ , ( ) ( )1, 0P PΩ = ∅ =  
b) Biến cố xung khắc và biến cố độc lập: 
- Biến cố xung khắc: Hai biến cố A và B được gọi là xung khắc nếu biến cố này xảy 
ra thì biến cố kia không xảy ra. Nói cách khác, A và B xung khắc nếu A và B không 
bao giờ đồng thời xảy ra. 
- Hai biến cố A và B được gọi là hai biến cố độc lập nếu việc xảy ra hay không xảy ra 
của biến cố này không làm ảnh hưởng tới xác suất xảy ra của biến cố kia 
c) Tính xác suất theo quy tắc: 
- Quy tắc cộng xác suất: Nếu A và B là hai biến cố xung khắc, thì: 
( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ = +  

- Quy tắc nhân xác suất: Nếu hai biến cố A và B độc lập với nhau thì: 
( ) ( ) ( )P AB P A P B=  

II. KĨ NĂNG VẬN DỤNG 
- Biết  tìm biến cố đối, biến cố giao, biến cố hợp,  hai biến cố xung khắc 
- Biết cách tính xác suất của biến cố trong các bài toán cụ thể. 
- Biết vận dụng quy tắc cộng xác xuất, quy tắc nhân xác xuất trong bài tập đơn 

giản. 
- Biết các dùng máy tính bỏ túi hỗ trợ để tính xác suất. 

III. BÀI TẬP ÁP DỤNG: 



UBài tập 1: 
Lấy ngẫu nhiên một thẻ từ một hộp chứa 20 thẻ được đánh số từ 1 tới 20. Tìm xác 
suất để thẻ được lấy ghi số: 
a) Chẵn; 
b) Chia hết cho 3; 
c) Lẻ và chia hết cho 3. 
Giải 
Không gian mẫu:   { } ( )1,2,...,20 20nΩ = ⇒ Ω =  
Gọi A, B, C là các biến cố tương ứng của câu a), b), c). Ta có: 

{ } ( ) ( ) 10 1) 2,4,6,..., 20 10
20 2

a A n A P A= ⇒ = ⇒ = =
 

{ } ( ) ( )

{ }

6 3) 3,6,9,12,5,18 6 0,3
20 10

3) 3,9,15 ( ) 0,15
20

b B n B P B

c C P C

= ⇒ = ⇒ = = =

= ⇒ = =
 

UBài tập 2:  
Một nhóm học sinh gồm 12 nam và 3 nữ. Chọn ngẫu nhiên 7 em. Hỏi  
                  a) Có mấy cách chọn? 
                  b) Tính xác suất của các biến cố: 
                      A: “ 7 em được chọn có 5 nam và 2 nữ ”. 
                      B: “ 7 em được chọn có ít nhất một nữ ”. 
Giải 
a. Mỗi cách chọn ra 7 em trong số 15 em là một tổ hợp chập 7 của 15 
=> Số cách chọn ra 5 em là 7

15 6435C = R  
b. Theo ý a, số phần tử của không gian mẫu là ( ) 6435n Ω =  
Số cách chọn ra 5 nam và 2 nữ là 2 2

12 3. 2376 ( ) 2376C C n A= ⇒ =  
2376 24( )
6435 65

P A = =  

+ Ta có biến cố đối B : “chọn được toàn nam” hay “ Không có nữ” 
7
12( ) 792n B C= =  

792 57( ) 1 ( ) 1
6435 65

P B P B= − = − =  

UBài tập 3:U Một hộp đựng 9 thẻ được đánh số 1, 2, 3,…, 9. Rút ngẫu nhiên 2 thẻ và 
nhân hai số ghi trên hai thẻ với nhau. Tính xác suất để: 
a. Tích nhận được là số lẻ. 
b. Tích nhận được là số chẵn. 

Giải 
Số cách chọn 2 thẻ trong số 9 thẻ là: 2

9 36C =  
a. Tích hai số là lẻ khi và chỉ khi cả hai số đều lẻ. Số cách chọn 2 trong số 5 số lẻ là 

2
5 10C = . 



Vậy xác suất là: 10 5
36 18

=   

b. Ta thấy đây là biến cố đối của câu a. Nên xác suất là: 5 131
18 18

− =  

UBài tập 4U. Một hộp có 5 quả cầu xanh và 4 quả cầu đỏ. lấy ngẫu nhiên 2 quả cầu. 
Tính xác suất để chọn được 2 quả cầu cùng màu. 

Giải 
A: “ Chọn được 2 cầu màu xanh” 
B: “ Chọn được 2 cầu màu đỏ” 
A ∪ B: “Chọn được 2 quả cầu cùng màu” 

A và B xung khắc. ( ) ( ) ( )
2 2
5 4
2 2
9 9

10 6 4
36 36 9

C CP A B P A P B
C C

∪ = + = + = + =  

UBài tập 5:U  Một lớp học có 40 học sinh trong đó có 32 trung bình, 1giỏi và 7 khá. 
Chọn ngẫu nhiên 5 em. Tính xác suất của các biến cố: 
A: “ 5 em được chọn đều là học sinh khá ”. 
B: “ 5 em được chọn có 3 em là học sinh trung bình và 2 là học sinh khá ”.                 

Giải 
a. Mỗi cách chọn ra 5 em trong số 40 em là một tổ hợp chập 5 của 40 
=> Số cách chọn ra 5 em là 5

40 658008C =  
Số cách chọn ra 5 hs khá là  5

7 21C =  

b. ( )
658 008

21 0,00003P A⇒ = ≈  

Số cách chọn ra 5 hs trong đó có 3 hs TB, 2 hs khá là 
3 2
32 7. 140160C C =  ( ) 104 160

658 008
0,1P B⇒ = ≈  

IV. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
Câu 1.  Chọn ngẫu nhiên một số nguyên dương không quá 20. Xác suất để số được 
chọn là số nguyên tố:        

A. 2
5

     B. 7
20

  C. 1
2

     D. 9
20

 

Câu 2. Từ một cỗ bài có 52 quân bài, rút ngẫu nhiên 1 quân bài.  
Xác suất để có 1 quân bài  át là:   

  A. 1
13

             B. 1
26

     C. 1
52

  D. 1
4

  

Câu 3. Ném ngẫu nhiên 1 đồng xu 3 lần. Xác suất để có đúng hai lần xuất hiện mặt 
ngửa là: 

A. 3
7

  B. 3
8

  C. 3
4

   D. 5
8

 

Câu 4.  Từ một hộp chứa 20 quả cầu đánh số từ 1 đến 20. Lấy ngẫu nhiên một quả. 
Xác suất của biến cố nhận đợc quả cầu ghi số chia hết cho 3 là:  



A. 1
3

     B. 12
20

         C. 3
10

              D. 3
30

 

Câu 5. Gieo 3 đồng xu phân biệt đồng chất. Gọi A biến cố” Có đúng hai lần ngữa”. 
Tính xác suất A 

 A. 7
8

   B. 3
8

   C. 5
8

   D. 1
8

 

Câu 6. Trong một hộp đựng 7 bi xanh, 5 bi đỏ và 3 bi vàng. Lấy ngẫu nhiên 3 viên 
bi, tính xác suất để được ít nhất 2 bi vàng được lấy ra. 

A. 37
455

   B. 22
455

   C. 50
455

   D. 121
455

 

Câu 7. Trong một hộp đựng 7 bi xanh, 5 bi đỏ và 3 bi vàng. Lấy ngẫu nhiên 3 viên 
bi. Tính xác xuất để 3 bi lấy ra cùng màu? 

A. 48
455

   B. 46
455

   C. 45
455

   D. 44
455

 

Câu 8. Trong một lớp học có 54 học sinh trong đó có 22 nam và 32 nữ. Cho rằng ai 
cũng có thể tham gia làm ban cán sự lớp. Chọn ngẫu nhiên 4 người để làm ban cán sự 
lớp; 1 là lớp Trưởng, 1 là lớp Phó học tập, 1 là Bí thư chi đoàn, 1 là lớp Phó lao 
động.Tính xác suất để “ Ban cán sự có hai nam và hai nữ” ? 

 A.
2 2
22 32

4
54

C C
C

  B.
2 2
22 32

4
54

4!C C
C

  C.
2 2
22 32

4
54

A A
C

  D.
2 2
22 32
4
54

4!C C
A

 

  
Câu 9.  Gieo ngẫu nhiên 2 con xúc sắc cân đối đồng chất. Xác suất của các biến cố “ 
Tổng số chấm suất hiện là 7” là: 

 A. 6
36

   B.  2
9

   C. 5
18

   D. 1
9

 

Câu 10. Gieo hai con súc sắc và gọi kết quả xảy ra là tích hai số xuất hiện trên hai 
mặt. Không gian mẫu là bao nhiêu phần tử? 
 A.12   B.20   C.24   D.36 
Câu 11. Gieo hai con súc sắc cân đối và đồng chất. Gọi X là biến cố “ Tích  số chấm 
xúât hiện trên hai mặt  con súc sắc là một số lẻ”. Xác suất của các biến cố X là: 

 A. 1
5

   B. 1
4

   C. 1
3

   D. 1
2

 

Câu 12. Cho 4 chữ cái A,G,N,S đã được viết lên các tấm bìa, sau đó người ta trải ra 
ngẫu nhiên. Tìm sác suất 4 chữ cái đó là SANG? 

 A. 1
4

   B. 1
6

   C. 1
24

   D. 1
256

 

Câu 13. Có ba chiếc hộp. Hộp A đựng 3 bi xanh và 5 bi vàng; Hộp B đựng 2 bi đỏ và 
3 bi xanh; Hộp C đựng 4 bi trắng và 5 bi xanh. Lấy ngẫu nhiên một hộp rồi lấy một 
viên bi từ hộp đó. Xác suất để lấy được bi xanh là. 

 A. 1
8

   B. 55
96

   C. 2
15

   D. 551
1080

 



Câu 14. Hộp A chứa 3 bi đỏ và 5 bi Xành; Hộp B đựng 2 bi đỏ và 3 bi xanh.Thảy 
một con súc sắc ; Nếu được 1 hay 6 thì lấy một bi từ Hộp A. Nếu được số khác thì lấy 
từ Hộp B. Xác suất để được một viên bi xanh là 

 A. 1
8

   B. 73
120

   C. 21
40

   D. 5
24

 

Câu 15. Trên kệ sách có 10 sách Toán và 5 sách Văn. Lấy lần lượt 3 cuốn mà không 
để lại trên kệ. Xác suất để được hai cuốn sách đầu là Toán, cuốn thứ ba là Văn là 

 A.18
91

   B.15
91

   C. 7
45

   D. 8
15

 

Câu 16. Một Hộp chứa 3 bi xanh, 2 bi vàng và 1 bi trắng. Lần lượt lấy ra 3 bi và 
không để lại. Xác suất để bi lấy ra lần thứ I là bi xanh, thứ II là bi trắng, thứ III là bi 
vàng 

 A. 1
60

   B. 1
20

   C. 1
120

   D. 1
2

 

Câu 17. Gieo 2 đồng xu A và B một cách độc lập với nhau. Đồng xu A chế tạo cân 
đối. Đồng xu B chế tạo không cân đối nên xác suất xuất hiện mặt sấp gấp ba lần xác 
suất xuất hiện mặt ngửa. Tính xác suất để khi gieo hai đồng xu một lần thì cả hai 
đồng xu đều ngửa 
 A. 0.4   B.0,125  C.0.25   D.0,75 
Câu 18. Trong một bài thi trắc nghiệm khách quan có 10 câu. Mỗi câu có 4 phương 
án trả lời, trong đó chỉ có một câu trả lời đúng. Một học sinh không học bài nên làm 
bài bằng cách chọn ngẫu nhiên một phương án trả lời. Tính xác suất để học sinh đó 
trả lời đúng 10 câu 

A.(0,75)P

10
P  B. 0.25

10
  C. (0,25)P

10
P  D. 0,75

10
 

Câu 19. Trong một trò chơi điện tử, xác suất để An thắng trong một trận là 
0,4(Không có hòa). Hỏi An phải chơi tối thiểu bao nhiêu trận để xác suất An thắng ít 
nhất một trận trong loạt chơi đó lớn hơn 0,95 
 A.4   B.5   C.6   D.7 
Câu 20 Ba người cùng đi săn A,B,C độc lập với nhau cùng nổ súng bắn vào mục 
tiêu. Biết rằng xác suất bắn trúng mục tiêu của A,B,C tương ứng là 0,7; 0,6; 0,5. Tính 
xác suất để có ít nhất một xạ thủ bắn trúng 

A. 0.45   B. 0.80   C. 0.75 D. 0.94 
Câu 21. Trong một lớp học có 54 học sinh trong đó có 22 nam và 32 nữ. Cho rằng ai 
cũng có thể tham gia làm ban cán sự lớp. Chọn ngẫu nhiên 4 người để làm ban cán sự 
lớp; 1 là lớp Trưởng, 1 là lớp Phó học tập, 1 là Bí thư chi đoàn, 1 là lớp Phó lao động. 
Tính xác suất  “ Cả bốn đều nữ” 

 A.
4
32

4
544!

C
C

  B.
4
32

4
544!

A
C

  C.
2
32
4
54

C
A

  D. A, C đúng 

Câu 22.  .  Trong giải bóng đá nữ của trường THPT Hùng Vương có 12 đội tham gia, 
trong đó có hai đội của hai lớp 12A6 và 10A3. Ban tổ chức giải tiến hành bốc thăm 
ngẫu nhiên để chia thành hai bảng A và B, mỗi bảng 6 đội. Tính xác suất để hai đội 



12A6 và 10A3 ở cùng một bảng. 

A. 
3
25    B. 5

11
   C. 7

10
  D. 9

11
 

Câu 23. Gọi X là tập hợp các số tự nhiên gồm 6 chữ số đôi một khác nhau được tạo 
thành từ các chữ số 1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , , . Chọn ngẫu nhiên một số từ tập hợp X. Tính xác 
suất để số được chọn chỉ chứa 3 chữ số lẻ. 

A. 10
21

           B. 1
21

   C. 12
37

   D. 2
5

 

 
Câu 24. Gọi M là tập hợp các số có 4 chữ số đôi một khác nhau lập từ các chữ số 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 7. Lấy ra từ tập M một số bất kỳ. Tính xác suất để lấy được số có tổng 
các chữ số là số lẻ ? 

A. 17
156

   B. 48
105

   C. 17
100

  D. 97
256

 

Câu 25. Trong bộ môn Toán, thầy giáo có 40 câu hỏi khác nhau gồm 5 câu hỏi khó, 
15 câu hỏi trung bình, 20 câu hỏi dễ. Một ngân hàng đề thi mỗi đề thi có 7 câu hỏi 
đựơc chọn từ 40 câu hỏi đó. Tính xác suất để chọn được đề thi từ ngân hàng đề nói 
trên nhất thiết phải có đủ 3 loại câu hỏi (khó, trung bình, dễ) và số câu hỏi dễ không ít 
hơn 4. 

A. 541
3728

  B. 965
3768

   C. 915
3848

   D. 915
2637

 

2. UHướng dẫn:  
Câu 1A. Số phần tử trong không gian mẫu 20Ω =  
Số nguyên tố từ 1 đến 20 gồm: 1,3,5,7,11,13,17,19 
Vậy xác suất là 8 2

20 5
=  

Câu 2 A. Số phần tử trong không gian mẫu 52Ω =  
Số cách rút một quân át là  
Vậy xác suất là 4 1

52 13
=  

Câu 3B.  
UCách 1U. Tìm số phần tử trong không gian mẫu 32 8Ω = =  
Tìm số các kết quả thuận lợi cho A (NNS),(NSN),(SNN) suy ra có ba trường hợp. 
Vậy xác suất của A là 3( )

8
P A =  

UCách 2.U Vì xác suất hai mặt sấp và ngửa bằng nhau và bằng 0,5 
1 1 1 1 1 1 3. . . . 3. . .
2 2 2

1 1 1 1 1 1. .
2 2 2 2 2 2 2 2 2 8AP + + = =⇒ =  

Câu 4C. 



Câu 6A. 
2 1 1 3
3 7 5 3

3
15

( ) 37
455

C C C C
C
+ +

=  

Câu 7B 
3 3 3
7 5 3

3
15

46
455

C C C
C

+ +
=  

Câu 8.D. Vì sắp xếp vào 3 vị trí khác nhau, suy ra số phần tử trong không gian mẫu 
là 4

54A  
Chon ra 4 học sinh xếp vào 4 vị trí sao mà có 2 nam, 2 nữ. chọn ra 2 nam thì có 2

22C , 
2 nữ thì có 2

32C . Nhưng vì 4 vị trí này có thứ tự, nên có tổng tất cả số phần tử thõa đề 
cho “ Ban cán sự có hai nam và hai nữ”là 2 2

22 324!. .C C  

Vậy xác suất là: 
2 2
22 32
4
54

4!C C
A

 

Câu 9A . Số phần tử không gian mẫu là 36. 
“Tổng số chấm suất hiện là 7” gồm (1,6); (2,5); (3,4); (4,3); (5,2); (6,1). Vậy xác suất 

cần tìm là 6 1
36 6

=  

Câu 10. B Đừng có mắc sai lầm mà chọn là 6P

2
P=36. Vì tích hai số có thể trùng nhau, 

trật tự các số khác nhau không ảnh hưởng tới tích hai số nên ta có. 
Ứng với số chấm súc sắc I là1. thì súc sắc II có thể ra 6 kết quả có thể lập 6 số thỏa 
là tích  hai mặt xuất hiện (1,2,3,4,5,6) 
Ứng với số chấm súc sắc I là 2. thì súc sắc II có thể ra 6 kết quả  nhưng có thể lập 
5 số thỏa như trên (4,6,8,10,12)   vì loại dần tích 1.2 
Ứng với số chấm súc sắc I là 3. thì súc sắc II có thể ra 6 kết quả  nhưng có thể lập 
3 số thỏa như trên (9,15,18) loại 3.4, 3.2, 3.1 
Ứng với số chấm súc sắc I là 4. thì súc sắc II có thể ra 6 kết quả  nhưng có thể lập 
3 số thỏa như trên (16,20,24) loại 4.3, 4.2, 4.1 
Ứng với số chấm súc sắc I là 5. thì súc sắc II có thể ra 6 kết quả  nhưng có thể lập 
2 số thõa như trên (25,30) loại 5.4, 5.3 , 5.2 , 5.1 
Ứng với số chấm súc sắc I là 6. thì súc sắc II có thể ra 6 kết quả  nhưng có thể lập 
1 số thõa như trên (36) loại 6.5, 6.4, 6.3, 6.2, 6.1 
có tất cả 6+5+3+3+2+1=20 

Câu 11B . Vì để tích là một số lẻ thì I(1,3,5) có xác suất là 3
6

; II(1,3,5) có xác xuất là 

3
6

.Vậy  xác suất theo đề cho là 3 3 1.
6 6 4

=  

Câu 12C.  có 4! Cách sắp xếp bốn chữ cái, nhưng chỉ có đúng một cách xếp được 

chữ SANG, vậy xác suất là: 1 1
4! 24
=  

Câu 13.D, Xác suất chọn một hộp trong ba hộp là 1
3

. 



Vậy xác suất là 
1 1 1
3 3 5
1 1 1
8 5 9

1 1 1 551. . .
3 3 3 1080

C C C
C C C

+ + =  

Câu 14.B, Xác xuất để được số chấm là 1 hay 6 là 1
3

 

Xác xuất để được số chấm khác là 2
3

 

Vậy xác suất là:
1 1
5 3
1 1
8 5

1 2 73. .
3 3 120

C C
C C

+ =  

15.B, Để xác suất đầu là cuốn sách Toán 
1
10
1
15

C
C

 

        Để xác suất thứ hai là cuốn sách Toán 
1
9
1
14

C
C

(vì không để lại trên kệ) 

        Để xác suất thứ ba là cuốn sách Văn 
1
5
1
13

C
C

( vì không để lại trên kệ) 

Vì đây là những biến cố độc lập nên 
1 1 1
10 9 5
1 1 1
15 14 13

15. .
91

C C C
C C C

=  

Câu 16.B, Tương tự như trên ta dược 
1 1 1
3 1 2
1 1 1
6 5 4

1. .
20

C C C
C C C

=  

Câu 17B. Lí luận như sau. Đồng xu A chế tạo cân đối nên xác suất xuất hiên mặt 
ngữa (N) bằng xác suất xuất hiện mặt sấp(S) là.0.5 
Đồng xu B chế tạo không cân đối xác suất xuất hiện mặt sấp gấp ba lần xác suất xuất 
hiện mặt ngửa. Để dễ hiểu ta xin trình bày như sau 
Cứ gieo 4 lần thì. Mặt Sấp(S) 3 lần Mặt Ngửa(N)     1 lần 
xác suất Mặt Sấp(S) là      3 0,75

4
=  Và  Mặt Ngửa(N)    1 0,25

4
= . 

 Xác suất xuất hiện cả hai mặt đều ngữa là 0,5.(0,25) = 0,125 

Câu 18.C Xác suát để chọn đúng một câu là 1 0,25
4
=   

Để bạn học sinh đó trả lời đúng tất cả mười câu thì (0.25)P

10 
Câu 19.C Gọi n là số trận tối thiểu mà An thắng có xác suất lớn hơn 0.95 
A là biến cố “An không thắng trận nào cả” 
H là biến cố “ An thắng trong lượt chơi”  
Để xác suất thắng lớn hơn 0,95 thì 1-(0.6)P

n 
P> 0,95 => n=6 

Câu 20.D Bài này nên gọi biến cố đối 
 Gọi A “Không có xạ thủ nào bắn trúng cả” 0,3.0,4.0,5 0,06AP = =  
       H “Có ít nhất một xạ thủ bắn trúng” 
 ( ) 1 ( ) 1 0,06 0,94P H P A= − = − =  0,94 

Câu 21 B. ta được 
4 4
32 32

4 4
54 54

4!.
4!.

C A
A C

=  

Câu 22 B; Câu 23 A; Câu 24 B; Câu 25 C 



UĐỀ KIỂM TRA THAM KHẢO 
U1. Ma trận 
 

 
Chủ đề 

Mạch kiến thức kĩ năng 

Mức độ nhận thức  
 

Tổng 
Nhận biết 

 
Thông 
hiểu 

 

Vận dụng 
Thấp 

Vận 
dung 
cao  

I- Qui tắc đếm Câu 6,7 
            
            0,8 

Câu 5 
            
         0,4 

Câu 4 
            
         0,4 

 4 
        
    1,6 

II- Nhị thức Niu tơn Câu 18 
            
            0,4 

Câu 15,16 
            
           0,8 

Câu 17 
            
        0,4 

 4 
        
    1,6         

III- Hoán vị - Chỉnh hợp-tổ 
hợp  

Câu 8,9,10 
            
            1,2 

Câu 1,2,3 
            
            1,2 

Câu11-14 
            
           1,6 

 10 
        
    4,0 

IV. Xác suất của biến cố. Câu 19,20 
            
            0,8 

Câu 21 
            
            0,4 

Câu 22,24 
            
           0,8 

Câu 
23,25 
            
        0,4 

7 
        
    2,8 

Tổng 
 

8 
  
           3,2 

7 
                  
            2,8 

8 
               
          3,2 

2 
        
        0,8 

25 
        
    10 

U2. Đề và đáp án. 
Câu 1. Cho tập { }1;2;3;5;7;9A = . Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên 
gồm năm chữ số đôi một khác nhau? 

A. 3024      B. 360     C. 120         D. 720  
Câu 2. Cho A={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số chẵn có 5 
chữ số đôi một khác nhau? 

A. 120   B. 7203  UC.U1080   D.45 

Câu 3. Cho A={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số chẵn có 5 chữ 
số? 

A. 3888   B. 360   C.15    D.120 

Câu 4. Cho A={0, 1, 2, 3, 4, 5}. Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên có 3 
chữ số chia hết cho 5? 

A. 60   B. 36    C.120   D.20 

Câu 5. Cho A={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Từ tập A có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên có 
4 chữ số khác nhau? 

A. 60   B. 5    C.120   D.720 
Câu 6.  Một người có 8 cái áo và 10 cái quần. Hỏi có bao nhiêu cách để chọn ra 1 
chiếc áo và 1 quần để mặc? 

A. 18   B. 10   C. 8   D. 80 



Câu 7. Từ A đến B có 2 cách, B đến C  có 4 cách , C đến D có 3 cách. Hỏi có bao 
nhiêu cách đi từ A đến D (phải qua B và C)  ? 

A. 2   B. 4   C. 3   D. 24 
Câu 8. Có bao nhiêu cách sắp xếp 7 người ngồi vào 7 ghế ? 

A. 720           B. 49              C. 7P

7
P                           D. 5040 

Câu 9. Công thức tính số hoán vị n
P  là: 

A. ( 1)nP n= −  B. nP n=  C. !
( 1)n

nP
n

=
−

 UD.U !nP n=  

Câu 10. Số các chỉnh hợp chập k  của một tập hợp có n  phần tử với 1 k n   là: 

A. 
( )

!
!

k
n

nA
n k

=
−

 B. ( )!
!

k
n

n k
A

n
−

=  C. !
!

k
n

nA
k

=     D. 
( )

!
! !

k
n

nC
k n k

=
−

 

Câu 11: Giá trị của số tự nhiên n thỏa mãn 2 2 9n nC A n+ =  là: 
UA.U 7             B. 6                          C. 9                        D. 8 

Câu 12. Một tổ công nhân có 12 người. Cần chọn 3 người: 1 tổ trưởng, 1 tổ phó và 1 
thành viên. Hỏi có bao nhiêu cách chọn. 

A. 1230  B. 12!                      C. 220                         D. 1320  
Câu 13. Một hộp đựng 8 viên bi màu xanh, 5 viên bi đỏ, 3 viên bi màu vàng. Có bao 
nhiêu cách chọn từ hộp đó ra 4 viên bi trong đó có đúng 2 viên bi xanh? 

UA.U 784   B.1820   C.70   D.42 
Câu 14. Từ 1 nhóm gồm 8 viên bi màu xanh , 6 viên bi màu đỏ. Hỏi có bao nhiêu 
cách chọn ra 6 viên bi mà trong đó có cả bi xanh và bi đỏ. 

A. 2794   B. 3003   D. 14   D. 2500  

Câu 15. Hệ số của xP

8 
P trong khai triển ( )102 2  x + là: 

A. 6 4
102C    B. 6

10C    C. 4
10C  UD.U 6 6

102C  

Câu 16.  Hệ số của xP

12 
P trong khai triển ( )1022  x x− là: 

A. 8
10C    UB.U 2 8

10.2C    C. 2
10C   D. 2 8

102C−  

Câu 17. Trong khai triển 2 13
n

x
x

 + 
 

hệ số của xP

3
P là: 4 53 nC  giá trị n là: 

A. 15                  B. 12                    UC.U 9              D. 7 
Câu 18. Trong khai triển nhị thức (a + 2)P

n + 6 
P(n ∈N). Có tất cả 17 số hạng. Vậy n 

bằng: 
A. 23                    B. 17                    C. 11                 D. 10 
Câu 19.  Gieo một đồng tiền liên tiếp 3 lần thì ( )n Ω  là bao nhiêu? 

A. 4  B.6   C.8    D.16 

Câu 20.  Gieo một đồng tiền liên tiếp 3 lần. Tính xác suất của biến cố A: “ lần đầu 
tiên xuất hiện mặt sấp” 



     A. 1( )
2

P A =   B. 3( )
8

P A =   C. 7( )
8

P A =   D. 1( )
4

P A =  

Câu 21. Một tổ học sinh có 7 nam và 3 nữ. Chọn ngẫu nhiên 2 người. Tính xác suất 
sao cho 2 người được chọn đều là nữ. 

A. 1
15

   B. 7
15

    C. 8
15

   D. 1
5

 

Câu 22. Một bình chứa 16 viên bi, với 7 viên bi trắng, 6 viên bi đen, 3 viên bi đỏ. 
Lấy ngẫu nhiên 3 viên bi. Tính xác suất lấy được cả 3 viên bi đỏ. 

A. 1
560

   B. 1
16

   C. 1
28

   D. 143
280

 

Câu 23. Gọi X là tập hợp các số tự nhiên gồm 6 chữ số đôi một khác nhau được tạo 
thành từ các chữ số 1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , , . Chọn ngẫu nhiên một số từ tập hợp X. Tính xác 
suất để số được chọn chỉ chứa 3 chữ số lẻ. 

A. 10
21

           B. 1
21

   C. 12
37

   D. 2
5

 

Câu 24.  Một hộp có 5 bi đen, 4 bi trắng. Chọn ngẫu nhiên 2 bi. Xác suất 2 bi được 
chọn đều cùng màu là: 

A. 1
4

              B. 1
9

                         C. 4
9

                            D. 5
9

 

Câu 25. Trong đợt thi học sinh giỏi của tỉnh Lâm Đồng trường THPT Hùng Vương  
môn Toán có 5 em đạt giải trong đó có 4 nam và 1 nữ  , môn Văn có 5 em đạt giải 
trong đó có 1 nam và 4 nữ , môn Hóa học có 5 em đạt giải trong đó có 2 nam và 3 nữ 
, môn Vật lí có 5 em đạt giải trong đó có 3 nam và 2 nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn 
mỗi môn một em học sinh để đi dự đại hội thi đua ? Tính xác suất để có cả học sinh 
nam và nữ để đi dự đại hội?  

A. 577
625

   B. 2
3

               C. 2
3

              D. 1
4
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Chuyên đề 
DÃY SỐ - GIỚI HẠN 

 

PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 
DÃY SỐ – CẤP SỐ CỘNG – CẤP SỐ NHÂN 

(3 tiết) 
 
A. KIẾN THỨC VÀ KỸ NĂNG CƠ BẢN 
I. Phương pháp quy nạp toán học 
 Để chứng minh mệnh đề chứa biến A(n) là mệnh đề đúng với mọi giá trị nguyên dương n, ta 
thực hiện như sau: 
 • Bước 1: Kiểm tra mệnh đề đúng với  n = 1. 
 • Bước 2: Giả thiết mệnh đề đúng với số nguyên dương n = k tùy ý (k ≥ 1), chứng minh rằng 

mệnh đề đúng với  n = k + 1. 
Chú ý: Nếu phải chứng minh mệnh đề chứa biến A(n) là mệnh đề đúng với mọi giá trị nguyên 

dương n≥ p, ta thực hiện như sau 
 + Ở bước 1, ta phải kiểm tra mệnh đề đúng với n = p; 
 + ở bước 2, ta giả thiết mệnh đề đúng với số nguyên dương bất kì  n = k ≥ p và phải chứng 

minh mệnh đề đúng với n=k+1. 
II. Dãy số 

1. Định nghĩa   
: *

( )
u

n u n
→ 



  dạng khai triển:   (uRnR) = uR1R, uR2R, …, uRnR, … 

  2. Dãy số tăng, dãy số giảm: 
 •  (uRnR)  là dãy số tăng  ⇔ uRn+1R > uRnR với ∀ n ∈ N*. 
     ⇔ uRn+1R – uRnR > 0 với ∀ n ∈ N* 

     ⇔ 1 1n

n

u
u
+ >  với  ∀n ∈ N*  ( uRnR > 0). 

 •  (uRnR) là dãy số giảm ⇔ uRn+1R < uRnR với ∀n ∈ N*. 
     ⇔ uRn+1R – uRnR< 0 với ∀ n ∈ N*  

     ⇔ 1 1n

n

u
u
+ <  với ∀n ∈ N*  (uRnR > 0). 

 3. Dãy số bị chặn 
 •  (uRnR) là dãy số bị chặn trên ⇔ ∃M ∈ R: uRnR ≤ M, ∀n ∈ N*. 
 •  (uRnR) là dãy số bị chặn dưới ⇔ ∃m ∈ R: uRnR ≥ m, ∀n ∈ N*. 
 •  (uRnR) là dãy số bị chặn ⇔ ∃m, M ∈ R: m ≤ uRnR ≤ M, ∀n ∈ N*. 

III. Cấp số cộng 
 1. Định nghĩa:    (uRnR) là cấp số cộng ⇔ uRn+1R = uRnR + d, ∀n ∈ N* (d: công sai) 
 2. Số hạng tổng quát: 1 ( 1)nu u n d= + −   với  n ≥ 2 
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 3. Tính chất của các số hạng: 1 1

2
k k

k
u uu − ++

=  với  k ≥ 2 

 4. Tổng n số hạng đầu tiên: 1
1 2

( )...
2

n
n n

n u uS u u u +
= + + + = = [ ]12 ( 1)

2
n u n d+ −

 

IV. Cấp số nhân 
1. Định nghĩa: (uRnR) là cấp số nhân  ⇔ uRn+1R = uRnR.q   với  n ∈ N* (q: công bội) 
2. Số hạng tổng quát:  1

1.
n

nu u q −=   với  n ≥ 2 

3. Tính chất các số hạng:  2
1 1.k k ku u u− +=   với k ≥ 2 

4. Tổng n số hạng đầu tiên: 
1

1

, 1
(1 ) , 1
1

n
n

n

S nu q
u qS q

q

= =


− = ≠
 −

 

B. BÀI TẬP LUYỆN TẬP 
Phương pháp quy nạp toán học 

Bài 1. Chứng minh rằng: 1 1 1 1 2 1... , *
2 4 8 2 2

n

n n n N−
+ + + + = ∀ ∈  

Giải 

Bước 1: Với n = 1 thì mệnh đề trở thành 1 1
2 2
=  là mệnh đề đúng 

Bước 2: Giả sử mệnh đề đúng với n = k ≥ 1 nghĩa là: 1 1 1 1 2 1...
2 4 8 2 2

k

k k

−
+ + + + =  

Ta chứng minh rằng mệnh đề cũng đúng với n = k + 1, tức là cần chứng minh: 
1

1 1

1 1 1 1 2 1...
2 4 8 2 2

k

k k

+

+ +

−
+ + + + =  

   Thật vậy 

1

1

1

1

1 1 1 1 1...
2 4 8 2 2

2 1 1
2 2

2 1
2

k k

k

k k

k

k

VT

VP

+

+

+

+

= + + + + +

−
= +

−
= =

 

Vậy mệnh đề đã cho đúng với mọi *n N∈  
Bài 2. Chứng minh rằng: 3 23 5nu n n n= + +   chia hết cho 3 , *n∀ ∈  

Giải 
Bước 1: Với 1n = , vế trái bằng 9 chi hết cho 3. Mệnh đề đã cho đúng. 
Bước 2: Giả sử mệnh đề đã cho đúng với n k= , tức là: 3 23 5ku k k k= + +  chia hết cho 3. 

Ta chứng minh hệ thức đã cho cũng đúng với 1:n k= +  

Ta có: ( ) ( ) ( )3 2
1 1 3 1 5 1ku k k k+ = + + + + +  

                 
( ) ( )

( )

3 2 2

2

3 5 3 3 3

3 3 3k

k k k k k

u k k

= + + + + +

= + + +
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Vậy 1ku + chi hết cho 3, ta được điều phải chứng minh. 

 Dãy số 
Bài 3. Xét tính tăng giảm của các dãy số: 

1 2 1) 2 )
5 2n n

na u b u
n n

+
= − =

+
 

Giải 

1

1) 2

1 1 12 2 0, *
1 ( 1)

n

n n

a u
n

u u n N
n n n n+

= −

−   − = − − − = < ∀ ∈   + +   

 

Nên là dãy số giảm. 

2
1

2

2 1)
5 2
5 2 2 3 10 19 6. 1, *
2 1 5 7 10 19 7

n

n

n

nb u
n

u n n n n n N
u n n n n
+

+
=

+
+ + + +

= = < ∀ ∈
+ + + +

 

Nên là dãy số giảm. 

Bài 4. Tìm số hạng tổng quát của dãy số: 1 *

n 1 n

U 3
n N

U 2U+

=
∀ ∈ =

 

Giải 
Ta có:  UR1R=3 

          UR2R=2UR1R=3.2 
          UR3R=2.UR2R=3.2P

2 
           ..................... 

Dự đoán: URnR=3.2P

n-1
P. Sau đó khẳng định bằng quy nạp. 

Cấp số cộng 

Bài 5. Tìm số hạng đầu và công sai của cấp số cộng, biết: 1 3 5

1 6

10
17

u u u
u u
− + =

 + =
 

Giải 

Ta có: 1 3 5

1 6

10
17

u u u
u u
− + =

⇔ + =
1 1

1

2 10 16

2 5 17 3

u d u

u d d

+ = = 
⇔ + = = −

 

Bài 6. Một CSC có số hạng thứ 54 và thứ 4 lần lượt là -61 và 64. Tìm số hạng thứ 23. 
Giải 

Ta có: ( )1     1nu u n d= + −  

54 1

4 1

53
3

u u d
u u d

= +
⇔  = +

 

Giải hệ phương trình , ta được:. 

 
1

23 1

143 5,
2 2

3322
2

u d

u u d

= = −

⇒ = + =

 

Cấp số nhân 

Bài 7. Tìm các số hạng của cấp số nhân ( )nu  có 5 số hạng, biết: 3 53, 27u u= =  
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Giải 

Ta có: 
2

3 1

4
5 1

3 3

27 27

u u q

u u q

= = ⇔ = = 
⇔ 1

1
, 3

3
u q= = ±  

Vậy có hai dãy số:  1
,1,3,9,27

3
 và 1

, 1,3, 9,27
3
− −  

Bài 8. Tìm 3 số hạng của một cấp số nhân mà tổng số là 19 và tích là 216. 
Giải 

Gọi 3 số hạng liên tiếp của cấp số nhân là: ; ;a a aq
q

 (với q là công bội) 

 Theo giả thiết ta có: 

  

. . 216    (1)

19 (2)

a a aq
q
a a aq
q

 =

 + + =


 

 Từ (1) và (2) ta có 6a = và 3 2 hoÆc 
2 3

q q= =  

 Vậy 3 số hạng cần tìm là: 4, 6, 9 hay 9, 6, 4. 
B. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
Phương pháp quy nạp toán học 
Câu 1. Giá trị của tổng 2 2 2 21 2 3 ...nS n= + + + +  là: 

 A. ( 1)( 2) .
6

n n n+ +     B. ( 2)(2 1) .
6

n n n+ +    

 C. ( 1)(2 1) .
6

n n n+ +     D. Đáp số khác. 

Câu 2. Với mọi số nguyên dương n, tổng 1 1 1...
1.2 2.3 ( 1)nS

n n
= + + +

+
 là: 

 A. 1 .
1n +

  B. .
1

n
n +

  C. .
2

n
n +

  D. 1 .
2

n
n
+
+

 

Câu 3. Với mọi số nguyên dương n, tổng 3 11nS n n= +  chia hết cho: 
 A. 6.    B. 4.    C. 9.    D. 12.  

Câu 4. Với mọi số nguyên dương n thì + −= +1 2 111 12n n
nS  chia hết cho: 

 A. 3.    B. 33.    C. 133.   D. 13.  
Câu 5. Với mọi số tự nhiên 2n ≥ , bất đẳng thức nào sau đây đúng? 
 A. 3 4n 1.n > +   B. 3 4n 2.n > +  C. 3 3n 4.n > +   D. 3 3n 1.n > +  
Câu 6. Với mọi số tự nhiên 1n > , bất đẳng thức nào sau đây đúng? 

 A. 1 1 1 13... .
1 2 2 20n n n
+ + + >

+ +
  B. 1 1 1 13... .

1 2 2 21n n n
+ + + >

+ +
  

 C. 1 1 1 13... .
1 2 2 17n n n
+ + + >

+ +
  D. 1 1 1 13... .

1 2 2 24n n n
+ + + >

+ +
 

Dãy số 
Câu 7: Dãy số { }nu  xác định bởi công thức uRnR = 2n + 1 với mọi n = 0, 1, 2, … chính là: 

A. Dãy số tự nhiên lẻ. 
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B. Dãy 1, 3, 5, 9 13, 17. 
C. Dãy các số tự nhiên chẵn. 
D. Dãy gồm các số tự nhiên lẻ và các số tự nhiên chẵn. 

Câu 8: Cho dãy số (uRnR) xác định bởi: 1

1

2
2 .     , n 1n

n n

u
u u+

=


= ∀ ≥
. Ta có uR5R bằng: 

A. 10. B. 1024. C. 2048. D. 4096. 

Câu 9: Cho dãy số (uRnR) xác định bởi: 1

1

1
2

2     ,  n 2n n

u

u u n−

 =

 = + ∀ ≥

. Khi đó uR50R bằng: 

A. 1274,5. B. 2548,5. C. 5096,5. D. 2550,5. 

Câu 10: Cho dãy số (uRnR) xác định bởi: 1

1

1
2 .    ,  n 2n n

u
u n u −

= −
 = ∀ ≥

. Khi đó uR11R bằng: 

A. 2P

10
P.11!. B. -2P

10
P.11!. C. 2P

10
P.11P

10.
P D. -2P

10
P.11P

10
P. 

Câu 11: Cho dãy số (uRnR): 1

1

1
   , n 1n n

u
u u n+

=
 = + ∀ ≥

 Ta có uR11R bằng: 

A. 36. B. 60. C. 56. D. 44. 

Câu 12: Cho dãy số ( )nu  với 
1

1

1
2

1 ,  n = 2, 3, ...
2n

n

u

u
u −

 =

 =

−

 . Giá trị của uR4R bằng: 

A. 3
4

. B. 4
5

. C. 5
6

. D. 6
7

. 

Câu 13: Cho dãy số ( )nu  với 1 2( 1) cosn
nu

n
π+= − . Khi đó 12u  bằng: 

A. 1
2

. B. . 3
2

. C. 1
2

− . D. 3
2

− . 

Câu 14: Cho dãy số ( )nu  với 1

1
2n n

nu +

−
=  . Khi đó 1nu −  bằng: 

A. 1
1
2n n

nu −

−
= . B. 1

2
2n n

nu −

−
= . C. 1 1

2
2n n

nu − −

−
= . D. 1 2n n

nu − = . 

Câu 15: Cho dãy số có ( )1 *

1 2

1
2 3n n n

u
n N

u u u− −

=
∈ = +

. Khi đó số hạng thứ n+3 là: 

     A. 3 2 12 3 .n n nu u u+ + += +    B. 3 22 3 .n n nu u u+ += +    C. 3 2 12 3 .n n nu u u+ − += +    D. 3 2 12 3 .n n nu u u+ + −= +  

Câu 16: Cho dãy số có công thức tổng quát là 2n
nu =  thì số hạng thứ n+3 là: 

A. 3
3 2nu + = . B. 3 8.2n

nu + = . C. 3 6.2n
nu + = . D. 3 6n

nu + = . 

Câu 17: Cho tổng 1 2 3 ..........nS n= + + + + . Khi đó 3S  là bao nhiêu? 
A. 3. B. 6. C. 1. D. 9. 

Câu 18: Cho dãy số ( )1 n
nu = − . Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau đây? 

A. Dãy tăng. B. Dãy giảm. C. Bị chặn. D. Không bị chặn. 

Câu 19: Dãy số 1
1nu

n
=

+
là dãy số có tính chất: 
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A. Tăng. B. Giảm. 
C. Không tăng không giảm. D. Tất cả đều sai. 

Câu 20: Trong các dãy số sau, dãy số nào thoả mãn: 
 uR0R = 1, uR1R = 2, uRnR = 3uRn - 1R - 2uRn - 2R , n = 2, 3, …? 
A. 1, 2, 4, 8, 16, 32, … 
B. 1, 2, 8, 16, 24, 24, 54, … 
C. Dãy có số hạng tổng quát là uRnR = 2P

n
P + 1 với n = 0, 1, 2, … 

D. Dãy có số hạng tổng quát là uRnR = 2P

n
P  với n = 0, 1, 2, … 

Câu 21: Xét các câu sau: 
 Dãy 1, 2, 3, 4, … là dãy bị chặn (dưới và trên)   (1) 

 Dãy 1 1 11, , ,
3 5 7

 … là dãy bị chặn dưới nhưng không bị chặn trên  (2) 

 Trong hai câu trên: 
A. Chỉ có (1) đúng. B. Chỉ có (2) đúng. 
C. Cả hai câu đều đúng. D. Cả hai câu đều sai. 

Câu 22: Cho dãy số (uRnR), biết uRnR = 3P

n
P. Số hạng uRn + 1R bằng: 

A. 3P

n
P + 1. B. 3P

n
P + 3. C. 3P

n
P.3. D. 3(n + 1). 

Câu 23: Cho dãy số (uRnR), biết uRnR = 3P

n
P. Số hạng uR2nR bằng 

A. 2.3P

n
P. B. 9P

n
P. C. 3P

n
P + 3. D. 6n. 

Câu 24: Cho dãy số (uRnR), biết uRnR = 3P

n
P. Số hạng uRn - 1R bằng: 

A. 3P

n
P – 1. B. 3

3

n

. C. 3P

n
P – 3. D. 3n – 1. 

Câu 25: Cho dãy số (uRnR), biết uRnR = 3P

n
P. Số hạng uR2n - 1R bằng: 

A. 3P

2
P.3P

n
P – 1. B. 3P

n
P.3P

n – 1
P. C. 3P

2n
P – 1. D. 3P

2(n - 1)
P. 

Câu 26: Cho dãy số sinnu
n
π

= . Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau đây? 

A. 1 sin
1nu

n
π

+ =
+

. B. Dãy số bị chặn. 

C. Dãy số tăng. D. Dãy số không tăng, không giảm. 

Câu 27: Dãy số 3 1
3 1n
nu
n
−

=
+

 là dãy số bị chặn trên bởi: 

A. 1
2

. B. 1
3

. C. 1. D. 0. 

Câu 28: Trong các dãy số (uRnR) sau đây, hãy chọn dãy số giảm? 

A. uRnR = sin n. B. uRnR = 
2 1n
n
+ . C. uRnR = 1n n− − .     D. uRnR = ( ) ( )1 2 1n n− + . 

Câu 29: Trong các dãy số (uRnR) sau đây, hãy chọn dãy số bị chặn ? 

A. uRnR = 2 1n + . B. uRnR = n + 1
n

. 

C. uRn  R=2P

n
P + 1. D. uRnR = 

1
n

n +
. 

Câu 30: Hãy cho biết dãy số (uRnR) nằo dưới đây là dãy số tăng, nếu biết công thức số hạng tổng quát 
uRnR của nó là: 

A. ( ) 11 sinn

n
π+− . B. ( ) ( )21 5 1n n− + . C. 1

1n n+ +
. D. 2 1

n
n +

. 

Câu 31. Đặt  SR1R(n) = 1 + 2 + 3 + … + n 
  SR2R(n) = 1P

2
P + 2P

2
P + 3P

2
P + … + nP

2
PR  
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  SR3R(n) = 1P

3
P + 2P

3
P + 3P

3
P + … + nP

3 
Ta có : 

A. ( ) ( )
1

3 1
2

n n
S n

+
= . B. ( ) ( )( )

2

1 2 1
3

n n n
S n

+ +
= . 

C. ( ) ( )22

3

1
4

n n
S n

−
= . D. Đáp án khác. 

Câu 32: Dãy số nào sau đây là dãy tăng ? 

A. 1( 1) sinn
nu

n
π+= − . B. 2 3

3 2n
nu
n
+

=
+

. C. 1
1nu

n n
=

+ +
.     D. 2( 1) (3 1)n n

nu = − + . 

Câu 33: Cho dãy số 2

2
1n

nu
n

=
+

. Số  9
41

 là số hạng thứ bao nhiêu? 

A. 10. B. 9. C. 8. D. 11. 

Câu 34: Cho dãy số 1
2 1n

nu
n
+

=
+

. Số  8
15

 là số hạng thứ bao nhiêu? 

A. 8. B. 6. C. 5. D. 7. 

Câu 35: Cho dãy số 1

1

5

n nu u n+

=
 = +

u
. Số hạng tổng quát của dãy số trên là: 

A. ( )1
2n

n n
u

−
= . B. ( )1

5
2n

n n
u

−
= + . 

C. ( )1
5

2n

n n
u

+
= + . D. ( )( )1 2

5
2n

n n
u

+ +
= + . 

Câu 36: Cho dãy số 
( )

1
2

1

1

1 n
n n

u

u u+

=


= + −
 Số hạng tổng quát của dãy số trên là: 

A. 1nu n= + . B. 1nu n= − . C. ( )21 1 n
nu = + − . D. nu n= . 

Câu 37: Cho dãy số 1
2

1

1

n n

u
u u n+

=


= +
. Số hạng tổng quát của dãy số trên là: 

A. ( )( )2 1 1
1

6n

n n n
u

+ +
= + . B. ( ) ( )1 2 2

1
6n

n n n
u

− +
= +  . 

C. ( ) ( )1 2 1
1

6n

n n n
u

− −
= + . D. ( ) ( )1 2 1

6n

n n n
u

− −
=  

Câu 38: Cho dãy số 
1

1

2
12n

n

u

u
u+

= −

 = − −

. Số hạng tổng quát của dãy số trên là: 

A. 1
n

nu
n

− +
= . B. 1

n
nu

n
+

= . C. 1
n

nu
n
+

= − . D. 
1n

nu
n

= −
+

. 

Câu 39: Cho tổng ( ) 2 2 21 2 ...............S n n= + + + . Khi đó công thức của S(n) là: 

A. ( ) ( )( )1 2 1
6

n n n
S n

+ +
= . B. ( ) 1

2
nS n +

= . 

C. ( ) ( )( )1 2 1
6

n n n
S n

− +
= . D. ( ) ( )2 2 1

6
n n

S n
+

= . 

Câu 40: Tính tổng S(n)= 1-2+3-4+………….+(2n-1)-2n+(2n+1) là: 



   
 

8 

A. S(n)= n+1.        B. ( )S n = -n.            C. ( )S n =2n.    D.  ( )S n =n. 

Câu 41: Tính tổng ( ) ( )
1 1 1 1.........

1.2 2.3 3.4 1
S n

n n
= + + + +

+
. Khi đó công thức của S(n) là: 

A. ( )
2

nS n
n

=
+

. B. ( )
1

nS n
n

=
+

. C. ( ) 2
2 1

nS n
n

=
+

. D. ( ) 1
2nS n = . 

Câu 42: Tính tổng ( ) 1.4 2.7 ........ (3 1)s n n n= + + + + . Khi đó công thức của ( )S n  là: 

A. ( ) 3S n n= + . B. ( ) ( )21S n n= + . C. ( ) ( )21S n n n= + . D. ( ) 4S n n= . 

Câu 43: Tính tổng ( ) 1.1! 2.2! ........... 2007.2007!S n = + + + . Khi đó công thức của ( )S n  là: 
A. 2007! . B. 2008! . C. 2008! 1− . D. 2007! 1− . 

Câu 44: Trong dãy số 1, 3, 2, … mỗi số hạng kể từ số hạng thứ 3 bằng số hạng đứng trước nó trừ đi 
số hạng đứng trước số hạng này, tức là 1 2n n nu u u− −= −  với n ≥ 3. Tính tổng 100 số hạng đầu tiên 
của dãy số đó. Đáp số của bài toán là: 

A. 5. B. 4. C. 2. D. 1. 

Câu 45: Cho dãy số xác định bởi công thức truy hồi:
1

*
1

3
1
2n n

u

u u n+

=



= ∀ ∈


 Công thức tính số hạng 

tổng quát nu  của dãy số là: 

A. 3
2n nu = . B. 1

3
2n nu −= . C. 3

2 1n nu =
−

. D. 3
2 1n nu =
+

. 

Câu 46: Cho dãy số xác định bởi công thức truy hồi: 1
*

1 2

1

n n

u
u u n+ +

=


= ∀ ∈ 

 Công thức tính số hạng 

tổng quát nu  của dãy số là: 
A. 2 1nu n= + . B. 2 1nu n= − . C. 2 2nu n= + . D. 2 3nu n= + . 

Câu 47: Cho dãy số xác định bởi công thức truy hồi: 1

1

1
2n n

u
u u+

=
 = +

. Hỏi số 33 là số hạng thứ mấy? 

A. 15u . B. 17u . C. 14u . D. 16u . 
Cấp số cộng 
Câu 48: Viết 3 số xen giữa các số 2 và 22 để được CSC có 5 số hạng? 
     A .7;12;17.           B. 6,10,14.                       C. 8,13,18.                       D. Tất cả đều sai. 
Câu 49: Công thức nào sau đây đúng với CSC có số hạng đầu uR1R ,công sai d?    
     A.uRnR= uRnR +d.             B.uRnR= uR1R +(n+1)d.            C.uRnR= uR1R -(n+1)d.             D.uRnR= uR1R +(n-1)d .    
Câu 50:  Cho cấp số cộng 1, 8, 15, 22, 29,….Công sai của cấp số cộng này là: 
     A. 7.           B. 8 .                     C. 9.                     D. 10. 

Câu 51. Cho cấp số cộng có uR1R= 1 1;
2 2

d−
=

   
Năm số hạng liên tiếp đầu tiên của của cấp số này là: 

    
1 1. ;0;1; ;1.

2 2
A −

                

1 1 1. ;0; ;0; .
2 2 2

B −

                

1 3 5. ;1; ;2; .
2 2 2

C

                  

1 1 3. ;0; ;1; .
2 2 2

D −

 

Câu 52: Nếu cấp số cộng )( )nu  với công sai d có 5 0u =  và 10 10u =  thì: 
A. 1 8u =  và d = -2. B. 1 8u = −  và d = 2. C. 1 8u =  và d = 2. D. 1 8u = −  và d = -2. 

Câu 53. Một cấp số cộng có 9 số hạng. Số hạng chính giữa bằng 15. Tổng các số hạng đó bằng: 
A. 135. B. 405. C. 280. D. đáp số khác. 

Câu 54: Cho CSC : -2 ; uR2R ; 6 ; uR4 R. Hãy chọn kết quả đúng ? 
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A. uR2R = -6 ; uR4R = -2. B. uR2R = 1 ; uR4R = 7. C. uR2R = 2 ; uR4R = 8. D. uR2R = 2 ; uR4R = 10. 
Câu 55: Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định:  Nếu a,b,c lập thành cấp số cộng (khác 
không) thì : 

A. nghịch đảo của chúng cũng lập thành một cấp số cộng. 
B. bình phương của chúng cũng lập thành cấp số cộng. 
C. c,b,a theo thứ tự đó cũng lập thành cấp số cộng. 
D. Tất cả các khẳng định trên đều sai. 

Câu 56. Cho dãy số 7 2nu n= − . Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau đây? 
A. Ba số hạng đầu tiên của dãy là: 5;3;1. B. Số hạng thứ n+1 của dãy là 8-2n. 
C. Là CSC với d=-2. D. Số hạng thứ 4 của dãy là -1. 

Câu 57. Cho CSC có 1
1 1,
4 4

u d= = − . Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau đây? 

A. 5
5
4

s = . B. 5
4
5

s = . C. 5
5
4

s = − . D. 5
4
5

s = − . 

Câu 58. Trong các dãy số (uRnR) sau đây, dãy số nào là cấp số cộng? 

A. 1
3

1

1
1n n

u
u u+

=


= −
. B. 1

1

2

n n

u
u u n+

=


= +
. C. 1

1

1
2n n

u
u u+

= −
 − =

. D. 1

1

3
2 1n n

u
u u+

=


= +
. 

Câu 59. Cho cấp số cộng: 6, x - 2, y. Kết quả nào sau đây là đúng? 

A. 
2
5

x
y
=

 =
. B. 

4
6

x
y
=

 =
. C. 

2
6

x
y
=

 = −
. D. 

4
6

x
y
=

 = −
. 

Câu 60. Xét các câu sau: 
(1) Dãy số 1 2 3, , ,...u u u  được gọi là cấp số cộng với công sai d ≠ 0, nếu như uRnR = uRn - 1R + d với mọi 

n = 2, 3, … 
(2) Nếu dãy số 1 2 3, , ,...u u u  là cấp số cộng với công sai d ≠ 0, nếu như uRnR = uR1R + (n + 1)d với mọi 

n = 2, 3, … 
 Trong hai câu trên: 
A. chỉ có (1) đúng. B. chỉ có (2) đúng. 
C. cả hai câu đều đúng. D. cả hai câu đều sai. 

Câu 61. Xét các câu sau 

 (1) Dãy số 1 2 3, , ,...u u u  được gọi là cấp số cộng với công sai d ≠ 0 thì 1 1

2
k k

k
u uu − +−

=  với 

mọi k = 2, 3, … 
 (2) Nếu dãy số 1 2 3, , ,..., nu u u u  là cấp số cộng với công sai d ≠ 0, nếu như 1 n k n ku u u u −+ = +  

với mọi k = 2, 3, …, n - 1 
 Trong hai câu trên: 
A. chỉ có (1) đúng. B. chỉ có (2) đúng. 
C. cả hai câu đều đúng. D. cả hai câu đều sai. 

Câu 62. Nếu cấp số cộng  ( )nu  có số hạng thứ n là 1 3nu n= −  thì công sai d bằng: 
A. 6. B. 1. C. -3. D. 5. 

Câu 63: Chọn khẳng định  sai trong các khẳng định sau. Cho ( )nCSC u  có d khác không khi đó: 
A. 2 17 3 16u u u u+ = + . B. 2 17 4 15u u u u+ = + . C. 2 17 6 13u u u u+ = + . D. 2 17 1 19u u u u+ = + . 

Câu 64. Cho cấp số cộng ( )nu  có 5 12u =  và tổng 21 số hạng đầu tiên là 21 504S = . Khi đó 1u  
bằng: 

A. 4. B. 20. C. 48. D. Đáp số khác. 
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Câu 65. Cho cấp số cộng ( )nu . Biết 22 3nS n n= − , khi đó 1u  và công sai d là : 
A. 1 1; 4u d= − = . B. 1 1; 3u d= = . C. 1 2; 2u d= = . D. 1 1; 4u d= − = . 

Câu 66. Cho cấp số cộng ( )nu . Biết 5 218; 4 n nu S S= = , khi đó 1u  và công sai d là : 
A. 1 2; 3u d= = . B. 1 2; 2u d= = . C. 1 2; 4u d= = . D. 1 3; 2u d= = . 

Câu 67. Cho CSC có d=-2 và 8 72s = , khi đó số hạng đầu tiên là bao nhiêu? 

A. 1 16u = . B. 1 16u = − . C. 1
1

16
u = . D. 1

1
16

u = − . 

Câu 68. Cho CSC có 1 1, 2, 483nu d s= − = = . Hỏi số các số hạng của CSC là bao nhiêu? 
A. n=20. B. n=21. C. n=22. D. n=23. 

Câu 69. Cho CSC có 1 2, 2, 8 2u d s= = = . Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau? 
A. S là tổng của 5 số hạng đầu tiên của CSC. 
B. S là tổng của 6 số hạng đầu tiên của CSC. 
C. S là tổng của 7 số hạng đầu tiên của CSC. 
D. Tất cả đều sai. 

Câu 70. Ba số 21 , ,1x x x− +  lập thành một CSC khi: 
A. Không có giá trị nào của x. B. x=2 hoặc x= -2. 
C. x=1 hoặc x=-1. D. x=0. 

Câu 71. Ba số 21 3 , 5,1a a a+ + −  lập thành CSC khi: 
A. 0a = . B. 1a = ± . C. 2a = ± . D. Tất cả đều sai. 

Câu 72. Cho CSC có  4 1412, 18u u= − = . Khi đó số hạng đầu tiên và công sai là 
A. 1 20, 3u d= − = − . B. 1 22, 3u d= − = . C. 1 21, 3u d= − = . D. 1 21, 3u d= − = − . 

Câu 73. Cho CSC có  4 1412, 18u u= − = . Khi đó tổng của 16 số hạng đầu tiên CSC là: 
A. 24. B. -24. C. 26. D. – 26. 

Câu 74. Cho CSC có  5 2015, 60u u= − = . Tổng của 20 số hạng đầu tiên của CSC là: 
A. 200. B. -200. C. 250. D. -25. 

Câu 75. Trong các dãy số sau đây dãy số nào là CSC? 
A. 3n

nu = . B. ( ) 13 n
nu += − . C. 3 1nu n= + .               D. Tất cả đều là CSC. 

Câu 76. Trong các dãy số sau đây dãy số nào là CSC? 

A. 1

1

1
2 1n n

u
u u+

= −
 = +

. B. 1

1

1
1n n

u
u u+

= −
 = +

. C. 2
nu n= . D. ( )31nu n= + . 

Câu 77. Cho cấp số cộng (uRnR) có uR1R = 123 và uR3R - uR15R = 84. Số hạng uR17R là: 
A. 242. B. 235. C. 11. D. 4. 

Câu 78. Nếu cấp số cộng (uRnR) với công sai d có uR2R = 2 và uR50R = 74 thì: 
A. uR1R = 0 và d = 2. B. uR1R = -1 và d = 3. 
C. uR1R = 0,5 và d = 1,5. D. uR1R = -0,5 và d = 2,5. 

Câu 79: Cho cấp số cộng -2; x; 6; y. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau? 

A. 
6
2

x
y
= −

 = −
. B. 

1
7

x
y
=

 =
. C. 

2
8

x
y
=

 =
. D. 

2
10

x
y
=

 =
. 

Câu 80. Cho cấp số cộng -4; x; -9. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau? 
A. x = 36. B. x = -6,5. C. x = 6. D. x = -36. 

Câu 81. Cho cấp số cộng (uRnR). Hãy chọn hệ thức đúng trong các hệ thức sau ? 
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A. 10 20
5 102

u u u u+
= + . B. 19 20 1502u u u+ = . C. 10 30 20.u u u= . D. 10 30

20
.
2

u u u= . 

Câu 82. Cho cấp số cộng (uRnR) có: uR2R = 2001 và uR5R = 1995. Khi đó uR1001R bằng: 
A. 4005. B. 4003. C. 3. D. 1. 

Câu 83. Cho cấp số cộng có tổng 10 số hạng đầu tiên và 100 số hạng đầu tiên là SR10R = 100,  
SR100R = 10. Khi đó, tổng của 110 số hạng đầu tiên là: 

A. 90. B. -90. C. 110. D. -110. 

Câu 84. Cho dãy số (aRnR) xác định bởi 1

1

321
3     n = 2, 3, 4, ...n n

a
a a −

=
 = − ∀

  

 Tổng 125 số hạng đầu tiên của dãy số (aRnR) là: 
A. 16875. B. 63375. C. 635625. D. 166875. 

Câu 85. Cho dãy số (uRnR) xác định bởi: 1

1

150
3   ,  n 2n n

u
u u −

=
 = − ∀ ≥

. Khi đó tổng 100 số hạng đầu tiên 

của dãy số đó bằng: 
A. 150. B. 300. C. 29850. D. 59700. 

Câu 86. Cho p = 1, 2, …, 10 gọi SRpR là tổng 40 số hạng đầu tiên của cấp số cộng mà số hạng đầu là p 
và công sai là 2p - 1. Khi đó, SR1R + SR2R + … + SR10R bằng: 

A. 80000. B. 80200. C. 80400. D. 80600. 
Câu 67. Biết 1 2 3, ,n n nC C C  lập thành cấp số cộng với n > 3, thế thì n bằng: 

A. 5. B. 7. C. 9. D. 11. 
Câu 68. Tìm tất cả các giá trị của x để 21 s inx;sin ;1 sin 3x x+ +  là 3 số hạng liên tiếp của một CSC 

A. ,
2

x k kπ π= + ∈ .                                       B. 2 ,
6

x k kπ π= + ∈ . 

C. 2; ,
2 6 3

x k x k kπ π ππ= − + = − + ∈ .          D. 7; 2 ; 2 ,
2 6 6

x k x k x k kπ π ππ π π= + = − + = + ∈ . 

Câu 69. Nghiệm của phương trình 1 7 13 x 280+ + +…+ =  là: 
A. x 53 = . B. x 55 = . C. x 57 = . D. x 59= . 

Câu 70. Một tam giác vuông có chu vi bằng 3, các cạnh lập thành một cấp số cộng. Ba cạnh của 
tam giác đó là: 

A.  1 3;1;
2 2

. B. 3 5;1;
4 4

. C. 1 5;1;
3 3

. D. 1 7;1;
4 4

. 

Câu 71. Bốn nghiệm của phương trình 4 210 0x x m− + =  là 4 số hạng liên tiếp của một cấp số cộng. 
Khi đó m bằng: 

A. 16. B. 21. C. 24. D. 9. 
Câu 72. Biết daỹ số 2, 7, 12, …, x là môṭ cấp số côṇg. Biết 2 7 12 ... 245x+ + + + = , khi đó: 
       A. 52x = .                     B. 45x = .                        C. 42x = .                       D.  47x = . 
Cấp số nhân 
Câu 73. Cho cấp số nhân 1 2 3, , ,..., nu u u u  với công bội q (q ≠ 0; q ≠ 1). Đặt: 1 2 ...n nS u u u= + + + . 
Khi đó ta có: 

A. 
( )1 1

1

n

n

u q
S

q
+

=
+

. B. 
( )1 1

1

n

n

u q
S

q
−

=
−

. C. 
( )1

1 1
1

n

n

u q
S

q

− −
=

+
. D. 

( )1
1 1

1

n

n

u q
S

q

− −
=

−
. 

Câu 74: Trong các số sau, dãy số nào là một cấp số nhân? 
A. 1,-3,9,-27,81. B. 1,-3,-6,-9,-12. C. 1,-2,-4,-8,-16. D. 0,3,9,27,81. 
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Câu 75. Cho  cấp số nhân ( )nu , biết:  1 23, 6= = −u u  . Lựa chọn đáp án đúng? 

A. 3 12=u . B. 3 12= −u . C. 3 18= −u . D. 3 18=u . 

Câu 76. Cho  cấp số nhân ( )nu , biết:  1 53, 48= =u u  . Lựa chọn đáp án đúng? 

A. 3 12=u . B. 3 12= −u . C. 3 16=u . D. 3 16= −u . 

Câu 77. Cho  cấp số nhân ( )nu , biết:  1 22, 8= − =u u  . Lựa chọn đáp án đúng? 

A. 4q = − . B. 4q = . C. 12q = − . D. 10q = . 

Câu 78. Cho  cấp số nhân ( )nu , biết:  181, 9n n+= =u u  . Lựa chọn đáp án đúng? 

A. 
1
9

q =
.
 B. 9q = . C. 9q = − . D. 

1
9

q = −
.
 

Câu 79. Cho  cấp số nhân ( )nu , biết:  1 29, 3= − =u u  . Lựa chọn đáp án đúng? 

A. 
1
3

q = −
.
 B. 3q = . C. 3q = − . D. 

1
3

q =
.
 

Câu 80. Cho  cấp số nhân ( )nu , biết:  1 22, 10= − =u u  . Lựa chọn đáp án đúng? 

A. 5q = − . B. 8q = . C. 12q = − . D. 12q = . 

Câu 81. Cho  cấp số nhân ( )nu , biết:  1 22, 8= − =u u  . Lựa chọn đáp án đúng? 

A. 5 512= −u . B. 5 256=u . C. 5 256S = . D. 10q = . 

Câu 82. Cho  cấp số nhân ( )nu có 1 7
1 , 32
2

u u= − = − . Khi đó q là: 

A. 2± . B. 
1
2

±
.
 C. 4± . D. Tất cả đều sai. 

Câu 83. Cho CSN có 1 7
1 , 32
2

u u= − = − . Khi đó q là? 

A. 1
2

± . B. 2± . C. 4± . D. Tất cả đều sai. 

Câu 84. Cho CSN có 1 61, 0,00001u u= − = . Khi đó q và số hạng tổng quát là: 

A. 1

1 1,
10 10n nq u −

−
= = .  B. 11, 10

10
n

nq u −−
= = − .    

C. 1

1 1,
10 10n nq u −

−
= = .  D. ( )

1

11,
10 10

n

n nq u −

−−
= = . 

Câu 85. Cho CSN có  1
11;

10
u q −
= − = . Số 103

1
10

 là số hạng thứ bao nhiêu? 

A. Số hạng thứ 103. B. Số hạng thứ 104. C. Số hạng thứ 105. D. Đáp án khác. 
Câu 86. Cho CSN có  1 3; 2u q= = − . Số 192 là số hạng thứ bao nhiêu? 

A. Số hạng thứ 5. B. Số hạng thứ 6. C. Số hạng thứ 7. D. Đáp án khác. 

Câu 87. Cho CSN có  2 5
1 ; 16
4

u u= = . Công bội q và số hạng đầu tiên của CSN là: 

A. 1
1 1;
2 2

q u= = . B. 1
1 1,
2 2

q u= − = − . C. 1
14,

16
q u= = . D. 1

14,
16

q u= − = − . 

Câu 88. Cho CSN -2;4;-8….tổng của n số hạng đầu tiên của CSN này là: 
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A. 
( )( )
( )

2 1 2

1 2

n− − −

− −
. B. 

( )( )2 1 2

1 2

n− −

−
. C. 

( )( )
( )

22 1 2

1 2

n− − −

− −
. D. 

( )( )22 1 2

1 2

n− −

−
. 

Câu 89. Cho cấp số nhân (uRnR) biết uR1R = 3 ; uR2R = -6. Hãy chọn kết quả đúng ? 
A. uR5R = -24. B. uR5R = 48. C. uR5R = -48. D. uR5R = 24. 

Câu 90. Tổng 10 số hạng đầu tiên của cấp số nhân (uRnR) với uR1R = -3 và công bội q = -2 bằng: 
A. -511. B. -1025. C. 1025. D. 1023. 

Câu 91. Cho cấp số nhân (uRnR) có: uR2R = -2 và uR5R = 54. Khi đó tổng 1000 số hạng đầu tiên của cấp số 
nhân đó bằng : 

A. 
10001 3

4
− . B. 

10003 1
2
− . C. 

10003 1
6
− . D. 

10001 3
6

− . 

Câu 92. Cho dãy 1, 2, 4, 8, 16, 32 , … là một cấp số nhân với: 
A. công bội là 3 và phần tử đầu tiên là 1. B. công bội là 2 và phần tử đầu tiên là 1. 
C. công bội là 4 và phần tử đầu tiên là  2. D. công bội là 2 và phần tử đầu tiên là 2. 

Câu 93. Cho dãy: 729, 486, 324, 216, 144, 96, 64, … Đây là một cấp số nhân với: 
     A. Công bội là 3 và phần tử đầu tiên là 729 . B. Công bội là 2 và phần tử đầu tiên là 64. 

     C. Công bội là 2
3

 và phần tử đầu tiên là 729. D. Công bội là 1
2

 và phần tử đầu tiên là 729. 

Câu 94. Nếu một cấp số nhân ( nu ) có công bội 1
2

q = −  và 6
1
4

u = −  thì: 

A. 1 8u = . B. . 1
1

128
u = . C. . 1 8u = − . D. 1

1
128

u = − . 

Câu 95. Cho cấp số nhân 16; 8; 4; …; 1
64

. Khi đó 1
64

 là số hạng thứ: 

A. 10. B. 12. C. 11. D. Đáp số khác. 

Câu 96. Cho  cấp số nhân ( )nu có 2 5
1 ; 16
4

u u= = . Công bội q và số hạng đầu tiên của cấp số nhân 

là: 

    A. 
1

14,
16

q u= =
.
                                             B. A. 1

1 1;
2 2

q u= = .  

    
C. 

1
1 1,
2 2

q u= − = − .                                  
D. 

1
14,

16
q u= − = −

. 
Câu 97. Trong các dãy số sau, dãy số nào là CSN? 

A. 1

2
1

1
2

n n

u

u u+

 =

 =

. B. 1n nu nu+ = . C. 1

1

2
5n n

u
u u+

=
 = −

. D. 1 1 3n nu u+ += − . 

Câu 98. Cho dãy số 1 ; , 2
2

b . Ba số trên lập thành CSN khi b bằng: 

A. b=-1. B. b=1. C. b=2. D. Đáp án khác. 

Câu 99. Cho cấp số nhân (uRnR) có uR1R = 24 và 4

11

16384u
u

= . Số hạng uR17R là: 

A. 3
67108864

. B. 3
368435456

. C. 3
536870912

. D. 3
2147483648

. 
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Câu 100. Trong một cấp số nhân gồm các số hạng dương, hiệu số giữa số hạng thứ 5 và thứ 4 là 
576 và hiệu số giữa số hạng thứ 2 và số hạng đầu là 9. Tổng 5 số hạng đầu tiên của cấp số nhân này 
bằng: 

A. 1061. B. 1023. C. 1024. D. 768. 
Câu 101. Cho cấp số nhân ( )nu  với 1 7u = , công bội q = 2 và tổng các số hạng đầu tiên 7 889S = . 
Khi đó số hạng cuối bằng: 

A. 484. B. 996. C. 242. D. 448. 
Câu 102. Nếu cấp số nhân ( )nu  với 4 2 72u u− =  và 5 3 144u u− =  thì: 

A. 1 2; 12u q= = . B. 1 12; 2u q= = − . C. 1 12; 2u q= = . D. 1 4; 2u q= = . 

Câu 103. Cho  cấp số nhân ( )nu có 1
11;

10
u q −
= − = . Số 103

1
10

 là số hạng thứ bao nhiêu? 

A. Số hạng thứ 103. B. Số hạng thứ 104. C. Số hạng thứ 105. D. Đáp án khác. 
Câu 104. Trong các dãy số ( )nu cho bởi số hạng tổng quát nu sau, dãy số nào là một cấp số nhân? 

A. 
2

1
3n nu −=

.
 

B. 
1 1
3n nu = −

. C. 
1
3nu n= +

.
 

D. 
2 1

3nu n= −
.
 

Câu 105. Cho  cấp số nhân ( )nu có 1 3; 2u q= = − . Số 192 là số hạng thứ bao nhiêu? 
A. Số hạng thứ 6. B. Số hạng thứ 5. C. Số hạng thứ 7. D. Đáp án khác. 

Câu 106. Ba số 2x-1;x; 2x+1 lập thành một cấp số nhân khi: 

A. 

1
3

x = ±
.
 

B. 
1
3

x = ± . 

C. 3x = ± . D. Không có giá trị nào của x. 

Câu 107. Cho  cấp số nhân ( )nu có 20 178u u= . Công bội của  cấp số nhân là: 

A. 2q = . B. 4q = − . C. 4q = . D. 2q = − . 

Câu 108. Ba số x,y,z theo thứ tự lập thành một cấp số nhân với công bội q khác 1; đồng thời các số 
x,2y,3z theo thứ tự lập thành một cấp số cộng với công sai khác 0. Khi đó q bằng: 

A. 
1
3

q =
.
 

B. 
1
9

q =
.
 

C. 
1
3

q = −
.
 D. 3q = − . 

Câu 109.  Cho  cấp số nhân ( )nu có 1 3
2 2

1 3

3
5

u u
u u
+ =


+ =

. Tổng 10 số hạng đầu tiên của  cấp số nhân là: 

A. 
10

63 2
32( 2 1)

S =
− .

 
B. 

10
63
32

S =
.
 

C. 
10

63 2
32(1 2)

S =
− .

 
D. 

10
63

32( 2 1)
S =

− .
 

Câu 110. Cho  cấp số nhân ( )nu có tổng n số hạng đầu tiên là: 1

3 1
3

n

n nS −

−
= . Số hạng thứ 5 của cấp số 

nhân là: 

A. 
5 5

2
3

u =
.
 

B. 
5 5

1
3

u =
.
 C. 

5
5 3u = . D. 

5 5

5
3

u =
.
 

Câu 111. Trong các dãy số sau, dãy số nào là CSN? 

A. 1

2
1

1
2

n n

u

u u+

 =

 =

. B. 1n nu nu+ = . C. 1

1

2
5n n

u
u u+

=
 = −

. D. 1 1 3n nu u+ += − . 
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Câu 112. Trong các dãy số sau, dãy số nào là CSN? 

A. 1 1
3n nu = − . B. 2

1
3n nu −= . C. 1

3nu n= + . D. 2 1
3nu n= − . 

Câu 113. Cho cấp số nhân: -2; x; -18; y. Kết quả nào sau đây là đúng? 

A. 
x=6
y=-54





. B. 
x=-10
y=-26





. C. 
x=-6
y=-54





. D. 
x=-6
y=54





. 

Câu 114. Trong các dãy số cho bởi các công thức truy hồi sau, hãy chọn dãy số là cấp số nhân? 

A. 1
2

1

2

n n

u
u u+

=


=
. B. 1

1

1
3n n

u
u u+

= −
 =

. 

C. 1

1

3
1n n

u
u u+

= −
 = +

. D. 


n 

7, 77, 777, ..., 777...7  . 

Câu 115. Dãy 1 2 3, , ,...u u u  được gọi là cấp số nhân với công bội q nếu như ta có: 
A. q là số tuỳ ý và uRnR = uRn - 1Rq với mọi n = 2, 3, … 
B. q ≠ 0; q ≠ 1 và uRnR = uRn - 1Rq + uRn - 2Rq với mọi n = 3, 4, … 
C. q ≠ 0; q ≠ 1 và uRnR = uRn - 1Rq  với mọi n = 2, 3, 4, … 
D. q là số khác 0 và uRnR = uRn - 1R + q với mọi n = 2, 3, … 

Câu 116. Nghiệm của phương trình 2 20071 x x x 0+ + +…+ =  là: 
A. x 1= ± . B. x 1 = − . C.  x 11 = . D. x 1 2x= ∨ = − . 

------------------------------------------------------------- 
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GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ - GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 
- HÀM SỐ LIÊN TỤC 

(6 tiết) 
 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
I. Giới hạn của dãy số 

 Giới hạn hữu hạn Giới hạn vô cực 
1. Giới hạn đặc biệt: 

 1lim 0
n n→+∞

= ; 1lim 0 ( )
kn

k
n

+

→+∞
= ∈  

 lim 0 ( 1)n

n
q q

→+∞
= < ;  lim

n
C C

→+∞
=   

2. Định lí : 
 a) Nếu lim uRnR = a, lim vRnR = b thì 
  • lim (uRnR + vRnR) = a + b 
  • lim (uRnR – vRnR) = a – b 
  • lim (uRnR.vRnR) = a.b 

  • lim n

n

u a
v b

=   (nếu b ≠ 0) 

 b) Nếu uRnR ≥ 0, ∀n và lim uRnR= a 
  thì a ≥ 0 và lim nu a=  

 c) Nếu n nu v≤ ,∀n  và  lim vRnR = 0  
 thì  lim uRnR = 0 
 d) Nếu lim uRnR = a  thì  lim nu a=  
3. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 

 S = uR1R + uR1Rq + uR1RqP

2
P + … = 1

1
u

q−
  ( )1q <  

1. Giới hạn đặc biệt: 
 lim n = +∞ ; lim ( )kn k += +∞ ∈

 lim ( 1)nq q= +∞ >  
2. Định lí: 

 a) Nếu lim nu = +∞  thì  1lim 0
nu
=  

 b) Nếu lim uRnR = a, lim vRnR = ±∞ thì lim n

n

u
v

= 0 

 c) Nếu lim uRnR = a ≠ 0, lim vRnR = 0   

 thì lim n

n

u
v

 = . 0
. 0

n

n

neáu a v
neáu a v

+∞ >
−∞ <

 

 d) Nếu lim uRnR = +∞, lim vRnR = a 

 thì lim(uRnR.vRnR) = 0
0

neáu a
neáu a

+∞ >
−∞ <

 

 
* Khi tính giới hạn có một trong các dạng vô 

định: 0
0

, ∞
∞

, ∞ – ∞, 0.∞  thì phải tìm cách khử 

dạng vô định. 

II. Giới hạn của hàm số 
Giới hạn hữu hạn Giới hạn vô cực, giới hạn ở vô cực 

1. Giới hạn đặc biệt: 
   

0
0lim

x x
x x

→
= ;    

0

lim
x x

c c
→

=  (c: hằng số) 

2. Định lí: 
a) Nếu

0

lim ( )
x x

f x L
→

=   và  
0

lim ( )
x x

g x M
→

=  

 thì: [ ]
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x L M
→

+ = +  

  [ ]
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x L M
→

− = −  

  [ ]
0

lim ( ). ( ) .
x x

f x g x L M
→

=  

  
0

( )lim
( )x x

f x L
g x M→

=  (nếu M ≠ 0) 

b) Nếu f(x) ≥ 0 và 
0

lim ( )
x x

f x L
→

=   

1. Giới hạn đặc biệt: 

 lim k

x
x

→+∞
= +∞ ; lim k

x

neáu k chaünx
neáu k leû→−∞

+∞= −∞
 

 lim
x

c c
→±∞

= ; lim 0
kx

c

x→±∞
=  

 
0

1lim
x x−→

= −∞ ; 
0

1lim
x x+→

= +∞  

 
0 0

1 1lim lim
x xx x− +→ →

= = +∞  

2. Định lí: 
Nếu 

0

lim ( )
x x

f x L
→

= ≠ 0 và 
0

lim ( )
x x

g x
→

= ±∞  thì: 
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  thì  L ≥ 0 và 
0

lim ( )
x x

f x L
→

=  

c) Nếu 
0

lim ( )
x x

f x L
→

=  thì 
0

lim ( )
x x

f x L
→

=  

3. Giới hạn một bên: 

0

lim ( )
x x

f x L
→

= ⇔                       

                      ⇔ 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x L
− +→ →

= =  

 

0

0
0

lim ( )
lim ( ) ( )

lim ( )
x x

x x
x x

neáu L vaø g x cuøng daáu
f x g x

neáu L vaø g x traùi daáu
→

→
→

+∞
= −∞

 

0

0 0

0

0 lim ( )
( )lim lim ( ) 0 . ( ) 0
( )

lim ( ) 0 . ( ) 0

x x

x x x x

x x

neáu g x
f x neáu g x vaø L g x
g x

neáu g x vaø L g x

→

→ →

→

 = ±∞

= +∞ = >
−∞ = <

 

* Khi tính giới hạn có một trong các dạng vô định: 
0
0

, ∞
∞

, ∞ – ∞, 0.∞  thì phải tìm cách khử dạng vô 

định. 
III. Hàm số liên tục 
1. Hàm số liên tục tại một điểm: y = f(x) liên tục tại xR0R ⇔ 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
=  

 • Để xét tính liên tục của hàm số y = f(x) tại điểm xR0R ta thực hiện các bước: 
   B1: Tính   f(xR0R). 
   B2: Tính 

0

lim ( )
x x

f x
→

 (trong nhiều trường hợp ta cần tính 
0

lim ( )
x x

f x
+→

, 
0

lim ( )
x x

f x
−→

) 

   B3: So sánh 
0

lim ( )
x x

f x
→

 với f(xR0R) và rút ra kết luận. 

2. Hàm số liên tục trên một khoảng: y = f(x) liên tục tại mọi điểm thuộc khoảng đó. 
3. Hàm số liên tục trên một đoạn [a; b]: y = f(x) liên tục trên (a; b) và  
      lim ( ) ( ), lim ( ) ( )

x a x b
f x f a f x f b

+ −→ →
= =  

4. • Hàm số đa thức liên tục trên R. 
    • Hàm số phân thức, các hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng xác định của chúng. 
5. Giả sử y = f(x), y = g(x) liên tục tại điểm xR0R. Khi đó: 
 •  Các hàm số y = f(x) + g(x), y = f(x) – g(x), y = f(x).g(x) liên tục tại xR0R. 

 • Hàm số y = ( )
( )

f x
g x

 liên tục tại xR0R nếu g(xR0R) ≠ 0. 

6. Nếu y = f(x) liên tục trên [a; b] và f(a).f(b)< 0 thì tồn tại ít nhất một số c∈(a; b): f(c) = 0. 
Nói cách khác: Nếu y = f(x) liên tục trên [a; b] và f(a). f(b)< 0 thì phương trình f(x) = 0 có ít nhất 
một nghiệm  c∈ (a; b). 
Mở rộng: Nếu y = f(x) liên tục trên [a; b]. Đặt m = 

[ ];
min ( )
a b

f x , M = 
[ ];
max ( )

a b
f x . Khi đó với mọi T ∈ 

(m; M) luôn tồn tại ít nhất một số c ∈ (a; b): f(c) = T. 
B. KỸ NĂNG CƠ BẢN 
I. Giới hạn của dãy số 
Một số phương pháp tìm giới hạn của dãy số: 
 • Chia cả tử và mẫu cho luỹ thừa cao nhất của n. 
 • Nhân lượng liên hợp: Dùng các hằng đẳng thức 
 • Dùng định lí kẹp: Nếu n nu v≤ ,∀n  và  lim vRnR = 0 thì lim uRnR = 0 
Khi tính các giới hạn dạng phân thức, ta chú ý một số trường hợp sau đây: 
 • Nếu bậc của tử nhỏ hơn bậc của mẫu thì kết quả của giới hạn đó bằng 0. 
 • Nếu bậc của từ bằng bậc của mẫu thì kết quả của giới hạn đó bằng tỉ số các hệ số của luỹ thừa 
cao nhất của tử và của mẫu. 
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 • Nếu bậc của tử lớn hơn bậc của mẫu thì kết quả của giới hạn đó là +∞ nếu hệ số cao nhất của 
tử và mẫu cùng dấu và kết quả là –∞ nếu hệ số cao nhất của tử và mẫu trái dấu. 
II. Giới hạn của hàm số 
Một số phương pháp khử dạng vô định: 

1. Dạng 0
0

 

 a) L = 
0

( )lim
( )x x

P x
Q x→

 với P(x), Q(x) là các đa thức và P(xR0R) = Q(xR0R) = 0 

 Phân tích cả tử và mẫu thành nhân tử và rút gọn. 

 b) L = 
0

( )lim
( )x x

P x
Q x→

 với P(xR0R) = Q(xR0R) = 0 và P(x), Q(x) là các biểu thức chứa căn cùng bậc 

 Sử dụng các hằng đẳng thức để nhân lượng liên hợp ở tử và mẫu. 

2. Dạng ∞
∞

: L = ( )lim
( )x

P x
Q x→±∞

 với P(x), Q(x) là các đa thức hoặc các biểu thức chứa căn. 

 – Nếu P(x), Q(x) là các đa thức thì chia cả tử và mẫu cho luỹ thừa cao nhất của x. 
 – Nếu P(x), Q(x) có chứa căn thì có thể chia cả tử và mẫu cho luỹ thừa cao nhất của x hoặc 
nhân lượng liên hợp. 
3. Dạng ∞ – ∞: Giới hạn này thường có chứa căn 
 Ta thường sử dụng phương pháp nhân lượng liên hợp của tử và mẫu. 
4. Dạng 0.∞:  
 Ta cũng thường sử dụng các phương pháp như các dạng ở trên. 
III. Hàm số liên tục 
1. Xét tính liên tục của hàm số tại một điểm 

Cho h/s 1 0

2 0

( )
( )

( )
f x khi x x

f x
f x khi x x

≠
=  =

 Xét tính liên tục của hàm số tại điểm xR0 R ? 

Phương pháp 
BR1R: Tính 

0 0
1lim ( ) lim ( )

x x x x
f x f x L

→ →
= =  

BR2R: Tính f(xR0R) = fR2R(xR0R) 
BR3R: Đánh giá hoặc giải pt L= fR2R(xR0R). Từ đó đưa ra kết luận 

2. Xét tính liên tục của hàm số tại một điểm 

Cho h/s  1 0

2 0

( )
( )

( )
f x khi x x

f x
f x khi x x

≥
=  <

Xét tính liên tục của hàm số tại một điểm xR0 

Phương pháp chung: 
BR1R: Tính f(xR0R) = fR1R(xR0R) 
BR2R: (liên tục phải ) tính:

0 0
1 1lim ( ) lim ( )

x x x x
f x f x L

+ +→ →
= =  

Đánh giá hoặc GPT LR1R = fR1R(xR0R) ⇒KL về liên tục phải 
BR3R: (liên tục trái) tính:

0 0
2 2lim ( ) lim ( )

x x x x
f x f x L

− −→ →
= =  

Đánh giá hoặc GPT LR2R = fR1R(xR0R)  ⇒  KL về liên tục trái 
BR4R: Đánh giá hoặc GPT LR1R = LR2R ⇒KL liên tục tại xR0 

3. Xét tính liên tục của hàm số trên một khoảng 
Phương pháp chung: 

BR1R: Xét tính liên tục của hàm số trên một khoảng đơn 
BR2R: Xét tính liên tục của hàm số tại các điểm giao 
BR3R: Kết luận 

4. Sử dụng tính liên tục của hàm số để chứng minh pt có nghiệm 
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Phương pháp chung: Cho pt  f(x) = 0. Để chứng minh phương trình có k nghiệm trên đoạn [ ];a b  ta 
thực hiện các bước sau 

BR1R: Chọn số  a < TR1R < TR2R < … < TRk-1R < b chia đoạn [ ];a b  thành k khoảng thỏa mãn: 

1

1

( ). ( ) 0
... ... ...

( ). ( ) 0k

f x f T

f T f b−

<


 <

 

BR2R: Kết luận về nghiệm của phương trình trên[ ];a b  
C. BÀI TẬP LUYỆN TẬP 
Giới hạn của dãy số 
Bài 1: Tìm các giới hạn sau 

a) n n

n

3

3
2 2 3lim

1 4
− +

−
          b) + +

+

4

2

2 2lim
1

n n
n

       c) 
n n

n

1

1
3 4lim
4 3

+

−

−

+
     d) n n n2lim 2 + − 

 
 

Hướng dẫn giải: 

a) n n n n
n

n

3 2 3

3

3

2 32
2 2 3 1lim lim

1 21 4 4

− +
− +

= = −
− −

 

b) n n n n
n

n

4 3 4

2

2

2 21
2 2lim lim 1

11 1

+ +
+ +

= =
+ +

 

c) 

n

n n n n

n n

n

   

1

1 1 1

1 1

1

39. 4
43 4 9.3 4.4lim lim lim 4

34 3 4 3 1
4

−

+ − −

− −

−

 
− − −  = = = −

+ + +
 

d) ( ) nn n n
n n n

n

2
2

2 2lim 2 lim lim 1
22 1 1

+ − = = =
+ + + +

 

Giới hạn của hàm số 
Bài 2: Tìm các giới hạn sau 

a) 
x

x x
x

2

1

2lim
1→

− −
−

      b) 
x

x x4lim 2 3 12
→−∞

− +    c)
x

x
x3

7 1lim
3+→

−
−

 d) 
x

x

x23

1 2lim
9→

+ −

−
 

Hướng dẫn giải: 

a) 
x

x x
x

2

1

2lim
1→

− −
−

 = 
x x

x x x
x1 1

( 2)( 1)lim lim( 2) 3
( 1)→ →

− − −
= − − = −

−
 

b) 
x

x x4lim 2 3 12
→−∞

− +  = 
x

x
x x

2
4

3 12lim 2
→−∞

+ + = +∞  

c)
x

x
x3

7 1lim
3+→

−
−

 

Ta có: 
x x

x x x
3 3

lim ( 3) 0, lim (7 1) 20 0; 3 0
+ +→ →

− = − = > − >  khi x 3+→  nên I = +∞  
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d) 
x

x

x23

1 2lim
9→

+ −

−
 = 

x x

x

x x x x x3 3

3 1 1lim lim
24(3 )(3 )( 1 2) ( 3)( 1 2)→ →

− −
= = −

+ − + + + + +
 

Bài 3. Tìm các giới hạn sau 

a)
x

x x x3 2lim ( 1)
→−∞

− + − +    b)
x

x
x1

3 2lim
1−→−

+
+

    c) 
x

x

x2

2 2lim
7 3→

+ −

+ −
  d) 

x

x x x

x x x

3 2

3 23

2 5 2 3lim
4 13 4 3→

− − −

− + −
 

Hướng dẫn giải: 

a) 
x x

x x x x
x x x

3 2 3
2 3

1 1 1lim ( 1) lim 1
→−∞ →−∞

 
− + − + = − + − + = +∞ 

 
 

b) 
x

x
x1

3 2lim
1−→−

+
+

. 

Ta có: 
x

x

x

x

x x

1

1

lim ( 1) 0

lim (3 1) 2 0

1 1 0

−

−

→−

→−

 + =
 + = − <


< − ⇔ + <

  ⇒   
x

x
x1

3 2lim
1−→−

+
= +∞

+
 

c) 
( )
( )x x x

x x x x

x xx x2 2 2

2 2 ( 2) 7 3 7 3 3lim lim lim
27 3 2 2( 2) 2 2→ → →

+ − − + + + +
= = =

+ − + +− + +
 

d) 
x x

x x x x x

x x x x x

3 2 2

3 2 23 3

2 5 2 3 2 1 11lim lim
174 13 4 3 4 1→ →

− − − + +
= =

− + − − +
 

Bài 4. 
Cho hàm số ( ) 2 23 1f x x x x= + − +  Tìm ( )l im

x
f x

→+∞
.
 Hướng dẫn giải: 

( )
( )( )

( )
+ − + + + +

= + − + =
+ + +

2 2 2 2

2 2

2 2

3 1 3 1
3 1

3 1

x x x x x x
f x x x x

x x x
 

( ) ( )
 − + − + −  = = =

 + + + + + + + + +  
 

2 2

2 2 2 2

2

1
33 1 3 1

3 13 1 3 1
1 1

xx x x x x

x x x x x x
x

x x
 

( )
→+∞ →+∞ →+∞

   − −   
   = = =

   
+ + + + + +      

   
2 2

1 1
3 3

3
lim lim lim

23 1 3 1
1 1 1 1

x x x

x
x x

f x

x
x x x x

 
Bài 5: Tính các giới hạn sau 

→ → →

+ − − + − +
− − − − −

2 2

3 23 2 2

2 3 3 4 2 1 3 3
) lim ; ) lim ; ) lim .

3 2 2x x x

x x x x
a b c

x x x x x

 

Hướng dẫn giải: 
a) Nhân lượng liên hợp tử số 
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( ) ( )→ → →

+ − −
= = =

− − + + + +3 3 3

2 3 3 2( 3) 2 1
lim lim lim

3 3( 3) 2 3 3 2 3 3x x x

x x
x x x x

 

b) Phân tích: 

( )( )
− = − +

− − − = − + +

2

3 2 2

4 2 2

2 2 1

x x x

x x x x x x
 

( )( ) ( )→ → →

− − + +
= = = +∞

− − − − + + − + +

2

3 2 2 22 2 2

4 2. 2 2
lim lim lim

2 2 1 2 1x x x

x x x x
x x x x x x x x x

 
c) Thêm vào 3 và -3 trên tử. 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 22 2

2 1 3 3 2 1 3 3 3 3 2 1 3 3 3 3lim lim lim lim
2 2 2 2

2 4 2 23(2 ) 3lim lim lim lim
( 2) 3 3 3 3 3 3( 2) 2 1 3 2 1 3

8 3 5
6 6 6

x x x x

x x x x

x x x x x x
x x x x

x xx
x x xx x x

→ → → →

→ → → →

+ − + + − + − + + − − +
= = +

− − − −
− +− −

= + = +
− + + + +− + + + +

= − =

 
Hàm số liên tục 

Bài 6:  Cho hàm số 
x x khi xf x x

m khi x

2 2     2( ) 2
                    2 

 − − ≠=  −
 =

. 

a) Xét tính liên tục của hàm số khi m = 3 
b) Với giá trị nào của m thì f(x) liên tục tại x = 2 ? 

Hướng dẫn giải: 
• Ta có tập xác định của hàm số là D = R 
a) Khi m = 3 ta có 

  ⇒ f(x) liên tục tại mọi x ≠ 2. 
Tại x = 2 ta có: f(2) = 3;  f x x

x x
lim ( ) lim ( 1) 3

2 2
= + =

→ →
 ⇒ f(x) liên tục tại x = 2. 

Vậy với m = 3 hàm số liên tục trên tập xác định của nó. 

b) 

2 2 1 22( ) 2 22

x x x khi xkhi xf x x m khi xm khi x

 − − + ≠≠= =−  = =

     

                     
 

Tại x = 2 ta có: f(2) = m , lim ( ) 3
2

f x
x

=
→

 

Hàm số f(x) liên tục tại x = 2 ⇔ f f x m
x

(2) lim ( ) 3
2

= ⇔ =
→

 

Bài 7. Cho hàm số: 

3 3 2 2       khi x >2 
2( )

1                khi x 2
4

x
xf x

ax

 + −
 −= 
 + ≤


 

Xác định a để hàm số liên tục tại điểm x = 2. 
Hướng dẫn giải: 
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• f a 1(2) 2
4

= +  

• 
x x

f x ax a
2 2

1 1lim ( ) lim 2
4 4− −→ →

 
= + = + 

 
 

• ( )
3

22 2 2 3 3

3 2 2 3( 2) 1lim ( ) lim lim
2 4( 2) (3 2) 2 (3 2) 4x x x

x xf x
x x x x+ + +→ → →

+ − −
= = =

− − − + − +
 

Hàm số liên tục tại x = 2 ⇔ 
2 2

(2) lim ( ) lim ( )
x x

f f x f x
− +→ →

= =  ⇔ a a1 12 0
4 4

+ = ⇔ =  

Bài 8. Xét tính liên tục của
3 1

( ) 1
2 1

x khi x
f x x

khi x

+ ≠ −= −
 = −

 trên tập R 

Hướng dẫn giải: 
• Tập xác định D = R \ {1} 

• Với { }x 1;1∉ −  hàm số xf x
x

3( )
1

+
=

−
 xác định nên liên tục. 

• Xét tại x = 1 ∉ D nên hàm số không liên tục tại x = 1 
• Xét tại x = –1 

( ) ( )
x x

xf x f
x2 2

3lim lim 1 1 2
1→− →−

+
= = − ≠ − =

−
 nên hàm số không liên tục tại x = –1 

Bài 9. Chứng minh rằng phương trình x x x5 43 5 2 0− + − =  có ít nhất ba nghiệm phân biệt trong 
khoảng  (–2; 5). 
Hướng dẫn giải: 

Xét hàm số f x x x x5 4( ) 3 5 2= − + −  ⇒ f  liên tục trên R. 
Ta có: f f f f(0) 2, (1) 1, (2) 8, (4) 16= − = = − =  
⇒ f f(0). (1) 0<  ⇒ PT  f(x) = 0 có ít nhất 1 nghiệm c1 (0;1)∈  

       f f(1). (2) 0<  ⇒ PT  f(x) = 0 có ít nhất 1 nghiệm c2 (1;2)∈  

              f f(2). (4) 0<  ⇒ PT  f(x) = 0 có ít nhất 1 nghiệm c3 (2;4)∈  
⇒ PT  f(x) = 0 có ít nhất 3 nghiệm trong khoảng (–2; 5). 

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
Nhận biết 

Câu 1. Dãy số nu( ) với =nu
n

1
2

, chọn =M 1
100

, để <
n

1 1
2 100

 thì n phải lấy từ số hạng thứ bao 

nhiêu trở đi? 
A. 51.    B. 49.   C. 48.   D. 50. 

Câu 2. Dãy số nu( ) với =
+nu

n
1

2 1
, chọn =M 1

1000
, để <

+n
1 1

2 1 1000
 thì n phải lấy từ số hạng 

thứ bao nhiêu trở đi? 
A. 498.    B. 499.   C. 500.   D. 501. 

Câu 3. Chọn mệnh đề đúng? 

A.  
≠ 

 n
1lim 0.

10
    B.  

= 
 

n
4lim 0.
3

 

C. 3 2lim lim 0.
4 3

n n
   = =   
   

   D.  
= 

 

n
3lim 0.
2
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Câu 4. Chọn mệnh đề đúng? 
A. ( )− =lim 2017 0.                         B. ( )lim 2017 2017.− =  

C. ( )− =lim 2017 1.                         D. ( )− = −lim 2017 2017.  

Câu 5. Dãy số nu( ) với =nu
n

1 , thì nulim  bằng: 

A. 0.      B. 1.   C. −∞.          D. +∞.  

Câu 6. Dãy số nu( ) với = +nu
n2
1 9 , thì nulim  bằng: 

A. 0.      B. 9.   C. 3.      D. +∞.  

Câu 7. Cho dãy số nu( ) với = −nu
n2
17 , khi đó nulim  bằng: 

A. 0.      B. 7.   C. −∞.      D. +∞.  

Câu 8. CSN: 
n

1 1 1 1, , ,...., ,....
2 4 8 2

 có công bội là: 

A. =q 2.    B. = −q 2.   C. =q 1 .
2

          D. = −q 1 .
2

 

Câu 9. Công bội của CSN: 
−

 
− − − 

 

n 1
1 1 1 11, , , ,...., ,....
3 9 27 3

 là: 

A. =q 3.    B. = −q 3.   C. =q 1 .
3

          D. = −q 1 .
3

 

Câu 10. Công thức tính tổng của CSN lùi vô hạn nu( ) là: 

A. −
=

qS
u1

1 .    B. +
=

qS
u1

1 .   C. =
−
u

S
q

1 .
1

          D. =
+
u

S
q

1 .
1

 

Câu 11.  n2lim  có kết quả bằng: 
A. 0.      B. 1.   C. −∞.          D. .+∞  

Câu 12. nlim 5  có kết quả bằng: 
A. 0.      B. 5.   C. −∞.          D. .+∞  

Câu 13: Với k là số nguyên dương. Kết quả của giới hạn lim k

x
x

→+∞
 là: 

A. + .∞     B. .−∞     C. 0.     D. x. 

Câu 14: Kết quả của giới hạn 1lim kx x→−∞
 (với k nguyên dương) là: 

A. + .∞     B. .−∞    C. 0.     D. x. 
Câu 15: Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) .
o o ox x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = +
   

B. lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ).
o o ox x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = +  

C. lim ( ) ( ) lim [ ( ) ( )].
o ox x x x

f x g x f x g x
→ →

+ = +
   

D. lim ( ) ( ) lim [ ( ) ( )] .
o ox x x x

f x g x f x g x
→ →

+ = +  

Câu 16: Khẳng định nào sau đây đúng? 
A. 3 3 3lim ( ) ( ) lim [ ( ) ( )].

o ox x x x
f x g x f x f x

→ →
+ = +  
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B. 3 3 3lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ).
o o ox x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = +  

C. 3 3lim ( ) ( ) lim [ ( ) ( )].
o ox x x x

f x g x f x g x
→ →

+ = +  

D. 3 3 3lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ).
o o ox x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = +  

Câu  17: Trong các giới hạn sau, giới hạn nào không tồn tại? 

A.
 1

1lim .
2x

x
x→

+
−   

B.
 1

1lim .
2x

x
x→

+
−  

C.
 1

1lim .
2x

x
x→−

+
− +  

D.
 1

1lim .
2x

x
x→−

+
+

 

Câu 18: Khẳng định nào sau đây đúng? 
A. Hàm số có giới hạn tại điểm x=a  thì liên tục tại x =a. 
B. Hàm số có giới hạn trái tại điểm  x=a   thì liên tục tại  x=a  . 
C. Hàm số có giới hạn phải tại điểm  x=a   thì liên tục tại  x=a  . 
D. Hàm số có giới hạn trái và phải tại điểm  x=a   thì liên tục tại  x=a  . 

Câu  19: Cho một hàm số f(x). Khẳng định nào sau đây đúng? 
A. Nếu f(a).f(b) thì hàm số liên tục trên (a; b). 
B. Nếu hàm số liên tục trên (a; b)  thì  f(a).f(b) < 0. 
C. Nếu hàm số liên tục trên (a; b) và f(a).f(b) < 0 thì phương trình f(x) = 0 có nghiệm. 
D. Cả ba khẳng định trên đều sai. 

Câu 20: Cho một hàm số f(x). Khẳng định nào sau đây đúng? 
A. Nếu  f(x) liên tục trên đoạn [ ];a b  thì phương trình f(x) = 0 không có nghiệm trên khoảng 

(a;b). 
B. Nếu  f(a).f(b) < 0 thì phương trình  f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm trong khoảng (a; b). 
C. Nếu phương trình  f(x) = 0   có nghiệm trong khoảng (a; b) thì hàm số  f(x)  phải liên tục 

trên khoảng (a; b). 
D. Nếu hàm số  f(x)  liên tục trên đoạn [ ];a b và f(a).f(b) < 0 thì phương trình  f(x) = 0 có 

nghiệm trong khoảng (a; b). 
Thông hiểu 

Câu 21.  Giới hạn 3lim
2n −

 bằng: 

A. 3.               B. 3 .
2

−              C. 0.            D. .∞  

Câu 22.: Giới hạn 1lim
2

n
n
−
−

 bằng: 

A. 1.    B. 1.−    C. 0.            D. .∞  

Câu 23. Giới hạn 
2

2
7 3lim

2
n

n
−
−

 bằng: 

A. 7.   B. 3 .
2

−    C. 0.            D. .∞  

Câu 24. Giới hạn 
2

3
2 1lim

3 3
n

n n
+

− +
 bằng: 

A. 1 .
3

   B. 2.    C. 0.   D. .∞  

Câu 25. Giới hạn 1lim
1

n
n
+
+

 bằng: 

A. 0.   B. 1.    C. 1.−    D. 1 .
2
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Câu 26. Giới hạn 
2 3

3

1 n 3nlim
2n 5n 2
+ −
+ −

 có kết quả là: 

A. 3 .
2

−             B. 1 .
2

                       C. 0.                          D. 1 .
5

 

Câu 27. Giới hạn 
2

3

2lim
1

n n
n
+
+

  có kết quả là: 

A. 1.     B. 0.   C. −∞.           D. +∞.  

Câu 28. Cho 
2n 1A lim
n 3
+

=
+

; 
2

2
4n 2n 1B lim

2n 3
+ −

=
+

; 
3 2

3
10 1lim

5 2
n nC
n n
− +

=
+

 trong các kết quả sau 

kết quả nào đúng? 
A. B = C.            B. A = C.            C. A = B = C.               D. A = B. 

Câu 29. Giới hạn 
( )2
2 13lim

5
n

n
−

+
 có kết quả là: 

A. 0.     B. 2.             C. 2 .
5

          D. 2 .
25

 

Câu 30. Giới hạn 3 2lim
4

n n

n

+   có kết quả là: 

A. 0.               B. 5 .
4

             C. 3 .
4

          D. +∞.  

Câu 31. Giới hạn 2

3
lim(5 7 )
x

x x
→

−  có kết quả là: 

A. 24.             B. 0.                        C. -∞ .                             D. 5. 

Câu 32. Giới hạn 
1

2lim
1x

x
x→

−
+

 có kết quả là: 

 A. 1− .   B. 2− .   C. 1 .
2

−      D. +∞ . 

Câu 33. Giới hạn 
2

3

2 15lim
3x

x x
x→

+ −
−

 có kết quả là: 

A. .∞                        B. 2.                         C. 1 .
8

                            D.8. 

Câu 34. Giới hạn 
3

2

8lim
2x

x
x→

−
−

 có kết quả là: 

           A. -12.
                       

B. 12.                             C.  5.                              D. 8.
 

Câu 35.  Giới hạn 
1

2 3lim
1x

x
x−→

+
−

 có kết quả là: 

A. 2.   B. -2.                       C. .−∞                         D. .+∞  

Câu 36.  Giới hạn 
4 4

lim
x a

x a
x a→

−
−

 có kết quả là: 

A. 2aP

2
P.   B. 3aP

4
P.   C. 4aP

3
P.   D. 5aP

4
P. 

Câu 37.  Giới hạn 
2

2
5 4 3lim
2 7 1x

x x
x x→+∞

+ −
− +

 có kết quả là: 

A. 5 .
2

   B. 1.             C. 2.             D. - .∞  

Câu 38.  Giới hạn của hàm số 
2

4
( 1)( 1)( )

(2 )( 1)
x xf x
x x x
+ +

=
+ +

 khi x tiến đến -∞  có kết quả là: 
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A. 0.   B. + .∞    C. 1 .
2

   D. 2. 

Câu 39.  Giới hạn của hàm số 
2 2

4
(2 1)(2 )( )
(2 )( 1)
x x xf x
x x x
+ +

=
+ +

 khi x tiến đến +∞  có kết quả là: 

A. 4.   B. .∞    C. 0.   D. 1 .
4

 

Câu 40.  Giới hạn của hàm số nào dưới đây có kết quả bằng 1? 

           A. 
2

1

3 2lim .
1x

x x
x→−

+ +
+

                                B. 
2

2

3 2lim .
2x

x x
x→−

+ +
+

 

           C. 
2

1

3 2lim .
1x

x x
x→−

+ +
−

                                D. 
2

1

4 3lim .
1x

x x
x→−

+ +
+  

Câu 41.   Giới hạn nào dưới đây có kết quả bằng 3? 

           A. 
1

3lim
2x

x
x→ −

                                     B. 
1

3lim
2x

x
x→

−
−  

           C. Cả ba hàm số trên .                                   D. 
1

3lim
2x

x
x→

−
−

 

Câu 42.  Khẳng định nào dưới đây đúng? 

A. Hàm số 
2

1( )
1

xf x
x
+

=
+

liên tục trên . 

B. Hàm số 1( )
1

xf x
x
+

=
−

 liên tục trên . 

C. Hàm số 1( )
1

xf x
x
+

=
−

 liên tục trên . 

D. Hàm số 1( )
1

xf x
x
+

=
−

 liên tục trên . 

Câu 43. Cho hàm số 2( )
4

xf x
x
−

=
−

. Khẳng định nào dưới đây đúng? 

I. ( )f x gián đoạn tại 2x = . 
II. ( )f x liên tục tại 2x = . 

III.
2

1lim ( )
2 2x

f x
→

=
+

. 

A. Chỉ (I) và (III).    B.  Chỉ (II). 
C.  Chỉ (I).     D. Chỉ (II) và (III). 

Câu 44. Khẳng định nào sai trong các khẳng định sau? 
           A. Hàm số ( ) 3 1f x x= +  liên tục trên tập R. 

            B. Hàm số ( )f x  được xác định bởi 
1,khi  x 0

( )
0        khi x < 0
x

f x
+ ≥

= 


 liên tục tại 0x = . 

            C. Hàm số 1( )f x
x

=  liên tục 0x∀ ≠ . 

            D. Hàm số ( )f x x=  liên tục trên [ )0;+∞ . 

Câu 45: Cho hàm số ( ) 2 2 3f x x x= − + . Khẳng định nào sau đây là sai? 
A. Hàm số có giới hạn trái và phải tại điểm x = 1 bằng nhau. 
B. Hàm số có giới hạn trái và phải tại mọi điểm bằng nhau. 
C. Hàm số có giới hạn tại mọi điểm. 
D. Cả ba khẳng định trên là sai. 
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Câu 46: Cho hàm số 1( )
2

f x
x

=
−

. Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số chỉ có giới hạn phải tại điểm x = 2. 
B. Hàm số có giới hạn trái và giới hạn phải bằng nhau. 
C. Hàm số có giới hạn tại điểm  x = 2. 
D. Hàm số chỉ có giới hạn trái tại điểm x = 2. 

Câu 47. Cho các hàm số: (I) y = sinx ; (II) y = cosx ;  (III) y = tanx ; (IV) y = cotx. Hàm số nào liên 
tục trên R? 

A. (I) và (II).     B. (III) và IV). 
C. (I) và (III).     D. (I), (II), (III) và (IV). 

Câu 48. Chọn mệnh đề sai trong các mệnh đề sau? 
A. Hàm số y = tanx liên tục trên R. 

B. Hàm số y = P 2
3 5

1
x

x
+
+

 
Pliên tục trên R. 

C. Hàm số y = 2 3x +  liên tục trên R. 
D. Hàm số y = xP

3 
P- 2xP

2 
P+ 3x + 4 liên tục trên R. 

Câu 49. Chọn mệnh đề sai trong các mệnh đề sau? 
           A. Hàm số y = sinx liên tục trên R. 

           B. Hàm số y = 3x 5
x 1
+
+

 liên tục trên R. 

           C. Hàm số y = 2

4x
x 1
−
+

 liên tục trên R. 

           D. Hàm số y = xP

3
P + 2xP

2
P – 5x + 7 liên tục trên R. 

Câu 50: Kết luận nào sau đây sai? 

A. Hàm số 3x 2y
x 2
+

=
−

 gián đoạn tại x = 2. 

B. Hàm số 2

4x 3y
x 2x

+
=

+
 gián đoạn tại x = -2 và x = 0. 

C. Hàm số 3x 2y
x 2
+

=
+

 gián đoạn tại x = -2. 

D. Hàm số 
2

2

x 9y
x 4

+
=

+
 gián đoạn tại x = 2 và x = -2. 

Vận dụng thấp 

Câu 51. Giới hạn 
2 1 4lim
3 2

n n
n
+ +
−

  có kết quả là: 

A. 0.   B. 4 .
3

   C. 5 .
3

   D. 1 .
3

 

Câu 52. Giới hạn 9.5 2lim
3 3.5

n n

n n

−
+

  có kết quả bằng: 

 A. 0.   B. 3.   C. 5.   D. 5 .
3

 

Câu 53. Giới hạn 
3 3 5 9lim

3 2
n n

n
− +
−

  có kết quả bằng: 

A. 0.     B. 1.   C. 3.   D. 1 .
3
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Câu 54. Giới hạn 
12.5 9lim

1 9

n n

n

+−
+

  có kết quả bằng: 

 
A. 0.     B. -1.   C. 1.   D. – 9. 

Câu 55. Giới hạn ( )( )
( )

2

3

2 1 3
lim

4 5
n n

n
− −

−
  có kết quả bằng: 

A. 0.   B. 1 .
32

   C. 3 .
2

   D. 1 .
2

 

Câu 56. Giới hạn 2lim( )n n n+ −  có kết quả bằng: 

A. 0.     B. +∞.         C. −∞.    D. 1 .
2

 

Câu 57. Giới hạn ( )+ + −n n n2lim 2 3   có kết quả bằng: 

A. 1.     B. 0.   C. −∞.    D. .+∞  
Câu 58. Giới hạn ( )lim 1n n− +   có kết quả bằng: 

A. Không có giới hạn.    B. 0.    
C. -1.           D. +∞.  

Câu 59. Giới hạn ( )+ + − − +n n n n2 2lim 28 4 5  có kết quả bằng: 

 A. −∞.    B. 0.   C. 5 .
2

   D. +∞.  

Câu 60. Giới hạn ( )+ + − +n n n2lim 4 2 7 2 3   có kết quả bằng: 

A. 0.   B. 7 .
2

        C. − 5 .
2

  D. +∞.  

Câu 61. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 1 11 ...
2 4

S = − + −  có kết quả bằng: 

A. 1.     B. 1 .
2

        C. 2 .
3

   D. 3 .
4

 

Câu 62. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 4 2 1 ...S = − + − +  có kết quả bằng: 

A. -8.     B. −8 .
3

  C. 6.       D. 1 .
8

 

Câu 63. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 2

1 1 11 ..... ...
2 2 2nS = + + + + +  có kết quả bằng: 

A. 1.   B. 2.   C. 3.   D. 1 .
2

 

Câu 64. Giới hạn 4lim( 50 11)n n− − +   có kết quả bằng: 
 A. -1.   B. 0.   C. −∞.    D. +∞.  
Câu 65. Giới hạn 3lim( 2 1)n n− +   có kết quả bằng: 
 A. 1.                        B. 0.                         C. −∞.    D. +∞.  

Câu 66. Giới hạn 
2

0

1 1lim
x

x x x
x→

+ − + +  có kết quả bằng: 

A. 0.   B. 1.   C. .∞    D. 2. 
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Câu 67. Giới hạn của hàm số
31 1( ) xf x
x

− −
=  khi x tiến đến 0 có kết quả bằng: 

A. 0.   B. 1.   C. 1 .
3

   D. 1 .
9

 

Câu 68. Giới hạn của hàm số 
2

2
3 2( )

( 2)
x xf x

x
− +

=
−

 khi x tiến đến 2 có kết quả bằng: 

A. 0.   B. 1.   C. 2.   D. .∞  
Câu 69. Giới hạn 2lim ( 2 )

x
x x x

→+∞
+ −  bằng: 

A. 0.   B. .∞    C. 1.   D. 2. 
Câu 70. Khi x tiến tới −∞ , hàm số 2( ) ( 2 )f x x x x= + −  có giới hạn là: 

A. 0.   B. +∞ .   C. .−∞    D. 1. 
Câu 71. Trong các giới hạn sau, giới hạn nào có kết quả là 0? 

A. 31

1lim .
1x

x
x→

−
−   

B. 
2

2 5lim .
10x

x
x→−

+
+  

C. 
2

21

1lim .
3 2x

x
x x→

−
− +

 D.
 

2lim ( 1 ).
x

x x
→+∞

+ −  

Câu 72. Giới hạn 
3

33

2lim
3 2x

x x
x x→−

−
− +

 có kết quả là: 

 A. 
21.
16

   
B. 

21
20 .

   C. 0.   D. 1. 

Câu 73.  Giới hạn 
2 31

1 1lim
x

x x
x x−→

− + −

−
 có kết quả là: 

 A. -1.   B. 1.   C. 2.   D. -2. 

Câu 74.   Giới hạn 
2

( 1)

3 2lim
1x

x x
x−→ −

+ +
+

 có kết quả là: 

 A. -1.   B.  .  C. 1.   D.  

Câu 75.  Giới hạn 
4 2

3
2lim

( 1)(3 1)x

x x
x x→+∞

+ +
+ −

 có kết quả là: 

 A. 3.−   B. 3.                        C. 3 .
3

−

  D. 

3 .
3  

Câu 76.  Hàm số  

2

2

x ax    khi x 1
f (x) x 1      khi x < 1

x 1

 − ≥
=  −
 −

 liên tục tại x = 1 khi a bằng: 

            A. 1.                         B. 3.                          C. -1.                          D. 0. 
Câu 77: Cho phương trình: xP

5
P – 3xP

4
P + 5x – 2 = 0 (1). Trong các mệnh đề sau mệnh 

đề nào sai? 
A. Phương trình (1) có ít nhất ba nghiệm trên khoảng (-2;5). 
B. Phương trình (1) có nghiệm trên khoảng (-1;3). 

C. Phương trình (1) không có nghiệm trên khoảng 11( ; )
2

−∞ . 

D. Hàm số f(x) = xP

5
P – 3xP

4
P + 5x – 2 liên tục trên R. 

Câu 78: Hàm số ( )
2x 9x 10      khi   x 1f x x 1

ax 6                khi  x=1

 + −
≠= −

 +   

liên tục tại x 1=  khi: 
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 A. a = 2.  B. a = 3.  C. a = 4.  D. a = 5. 

Câu 79. Cho hàm số: 
2 1 , 0

( )
, 0

x x
f x

x x
 + >

= 
≤

 

Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 
A. 

0
lim ( ) 0.
x

f x
→

=  B. 
0

lim ( ) 1.
x

f x
→

=  C. ( ) 0.f x =   D. f(x) liên tục tại xR0R=0. 

Câu 80. Cho hàm số 
2 2( ) x xf x

x
−

=  chưa xác định tại x = 0. Để f(x) liên tục tại x = 0, phải gán cho 

f(0) giá trị bằng bao nhiêu? 
A. -3.   B. -2.   C. -1.   D. 0. 

Vận dụng cao 

Câu 81. Giới hạn ( )+ −n n3 3lim 2   có kết quả là: 

A. 1.   B. 0.   C. −∞.    D. +∞.  
Câu 82. Giới hạn ( )+ − − +n n n3 3 2lim 8 1 2 2017   có kết quả là: 

 A. 2020.  B. 0.   C. 12017 .
12

  D. +∞.  

Câu 83. Tổng 2 4 6sin sin sin ......( )
2

S x x x x kπ π= + + + ≠ + có kết quả bằng: 

A. x2sin .   B. x2cot .   C. x2tan .   D. x2cos .  
Câu 84. Tổng 2 41 os os ......( )S c x c x x kπ= + + + ≠ có kết quả bằng: 

A. 
x2

1 .
sin

  B. x2cot .   C. x2tan .             D. 
x2

1 .
cos

 

Câu 85. Giới hạn lim nu  biết 2 2 2 2

1 1 1 1...
1 1 2 2 3 3nu

n n
= + + + +

+ + + +
có kết quả là: 

A. 0.   B. 1.   C. 1 .
2

   D. +∞.  

Câu 86. Giới hạn 
3

0

2 4 8lim
4 2x

x
x→

+ −
+ −

 có kết quả là: 

 A. 3.                          B. 2.                           C. 0.                          
D.

1
.

3   
 

Câu 87. Cho hình vuông ABCD có độ dài là 1. Ta nội tiếp trong hình vuông này một hình vuông 
thứ 2, có đỉnh là trung điểm của các cạnh của nó. Và cứ thế ta nội tiếp theo hình vẽ. Tổng chu vi của 
các hình vuông đó bằng: 

 

A. 1 .
2

  B. 1 .
3

   UC.U 4(2 2).+   D. −2 1.
4 2
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Câu 88.  Giới hạn 2 2 2

1 1 1lim 1 1 ... 1
2 3 n

     − − −          
 có kết quả là: 

 A. 1.   U

B.U 
1 .
2    C. 0.   D. 

2
3 .

 

Câu 89: Giới hạn 2 4lim
1

n n n
n +

 có kết quả là: 

A. 2 .   B. 4 .   C. +∞.   D. 0 . 

Câu 90. Giới hạn lim  = + + + + − + 
n

1 1 1 1
u lim ...

1.3 3.5 5.7 (2 n 1)(2 n 1)
 có kết quả là: 

 A. 0 .   B. 1 .
2

   C. 3.   D. 1 .
3

 

Câu 91: 
3 2

3

2 1 1
lim

4 3

n n n n

n n

+ − + +

+
  có kết quả là: 

A. +∞.   B. 0 .   C. 
1

.
2

  D. 
( )+

1
.

2 2 1
 

Câu 92: Giới hạn 
1 2.3 7

lim
5 2.7

n n

n n

+ −

+
 có kết quả là: 

A. 2 .   B. 1 .
5

   C. −
1

.
2

  D. 0 . 

Câu 93: Giới hạn 
1

1 2.3 6
lim

2 (3 5)

n n

n n+

− +

−
 có kết quả là: 

A. +∞.   B. 
1

.
2

   C. 1.   D. 
1

.
3

 

Câu 94: Hàm số 

2 1 , 1( ) 1
, 1

x xf x x
a x

 −
≠= −

 =

  liên tục tại điêm xR0R = 1 thì a bằng? 

A. 0.   B. 1.   C. 2.   D. -1. 

Câu 95: Hàm số 
2

ax 3 , 1
( )

1 , 1
x

f x
x x x
+ ≥

= 
+ − <

  liên tục trên toàn trục số thì a bằng? 

A. -2.   B. -1.   C. 0.   D. 1. 
Câu 96: Cho hàm số 5( ) 1f x x x= + − . Xét phương trình: f(x) = 0 (1) trong các mệnh đề sau, tìm 
mệnh đề sai? 

A. (1) có nghiệm trên khoảng (-1; 1). 
B. (1) có nghiệm trên khoảng (0; 1). 
C. (1) có nghiệm trên R. 
D. Vô nghiệm. 

Câu 97: Cho phương trình 33 2 2 0x x+ − = . Xét phương trình: f(x) = 0  (1) trong các mệnh đề sau, 
tìm mệnh đề đúng? 

A. (1) Vô nghiệm. 
B. (1) có nghiệm trên khoảng (1; 2). 
C. (1) có 4 nghiệm trên R. 
D. (1) có ít nhất một nghiệm. 
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Câu 98: Giới hạn

2

2

2 2 21 ...
5 5 5lim
3 3 31 ...
4 4 4

n

n

   + + + +   
   
   + + + +   
   

 có kết quả là: 

 A. 1 .   B. 
5

.
12

   C. 
4

.
5

   D. 
−3

.
20

 

Câu 99: Giới hạn 
2

21

2 2lim a
3 2→−

− + −
=

+ +x

x x
x x

,  thì 4a+1 có kết quả là: 

 A. -2.   B. -3.   C. 1/4.   D. −1 / 8 . 

Câu 100: Hàm số ( )
2

3 2         khi 1   
1

13     khi 1
4

x x
xf x

m x m x

 + −
> −= 

 + + <

 liên tục tại x = 1 khi m bằng: 

A. 0m =  hoặc 3.m = −    B. 0m =  hoặc 3.m =     

C. 3 2 3 .
2

m − ±
=     D. m = 2. 

-------------------------------------------------------------------------- 
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MA TRẬN ĐỀ KIỂM TRA 45 PHÚT 
 

Chủ đề Nhận biết Thông hiểu Vận dụng Tổng Vận dụng thấp Vận dụng cao 
PP quy nạp 
 

 1 1  2 
0,8 

Dãy số 
 

1 1 1  3 
1,2 

Cấp số cộng 
 

1 1 1  3 
1,2 

Cấp số nhân 
 

1 1 1  3 
1,2 

Giới hạn dãy số 
 

1 3 1 1 6 
2,4 

Giới hạn hàm số 
 

1 1 2 1 5 
2,0 

Hàm số liên tục 
 

1 1 1  3 
1,2 

 
Tổng 

6 
2,4 

9 
3,6 

8 
3,2 

2 
0.8 

25 
10 

 
ĐỀ BÀI 

Câu 1. Với mọi số nguyên dương n, tổng 1 1 1...
1.2 2.3 ( 1)nS

n n
= + + +

+
 là: 

 A. 1 .
1n +

  B. .
1

n
n +

  C. .
2

n
n +

  D. 1 .
2

n
n
+
+

 

Câu 2. Với mọi số tự nhiên 2n ≥ , bất đẳng thức nào sau đây đúng? 
 A. 3 4n 1.n > +   B. 3 4n 2.n > +  C. 3 3n 4.n > +   D. 3 3n 1.n > +  
Câu 3. Dãy số nào dưới đây thỏa mãn 0 1 1 21, 2, 3 2n n nu u u u u− −= = = −  với 2,3, 4...n = ? 
 A. 1;2;4;8;16;36;...     B. 1;2;8;16;24;54;...  
 C. 2 1 ( 0;1;2;...)n

nu n= + =    D. 2 ( 0;1;2;...)n
nu n= =  

Câu 4. Cho dãy số ( )nu  xác định bởi 1

1

2
2 .n

n n

u
u u+

=


=
 với 1n∀ ≥ . Ta có 5u  bằng: 

 A. 10.    B. 1024.   C. 2048.   D. 4096.  

Câu 5. Dãy số ( )nu  với 3 1
3 1n
nu
n
−

=
+

 là dãy số bị chặn trên bởi: 

 A. 1 .
2

   B. 1 .
3

   C. 1.    D. 1 .
4

 

Câu 6. Cho cấp số cộng 2 ; x ; 5. Hãy chọn kết quả đúng? 

A. 5
2

x = .  B. 3x = .  C. 4x = .  D. 7
2

x =  .   

Câu 7. Cho cấp số cộng (uRnR) có: uR2R = 2001 và uR5R = 1995. Khi đó uR1001R bằng: 
A. 4005. B. 4003. C. 3. D. 1. 

Câu 8. Cho dãy số (uRnR) xác định bởi: 1

1

150
3   ,  n 2n n

u
u u −

=
 = − ∀ ≥

. Khi đó tổng 100 số hạng đầu tiên của 

dãy số đó bằng: 
A. 150. B. 300. C. 29850. D. 59700. 
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Câu 9. Nghiệm của phương trình 2 20071 x x x 0+ + +…+ =  là: 

A. x 1= ± . B. x 1 = − . C.  x 11 = . D. x 1 2x= ∨ = − . 
Câu 10. Dãy số 1, 2, 4, 8, 16, 32, …là một cấp số nhân với: 

A. công bội là 3 và phần tử đầu tiên là 1.        B. công bội là 2 và phần tử đầu tiên là 1. 
C. công bội là 4 và phần tử đầu tiên là 2.         D. công bội là 2 và phần tử đầu tiên là 2. 

Câu 11. Cho cấp số nhân  1 2 3, , ,......u u u  với công bội ( 1)q q ≠ .  
           Đặt 1 2 3 ......n nS u u u u= + + + + . Khi đó ta có: 

A. 1( 1)
1

n

n
u qS

q
+

=
+

.       B. 1( 1)
1

n

n
u qS

q
−

=
−

. 

C. 
1

1( 1)
1

n

n
u qS

q

− −
=

+
.    D. 1( 1)

1

n

n
u qS

q
−

=
−

. 

Câu 12: Giới hạn lim(nP

2
P − n + 1) bằng: 

A. 1.   B. −∞ .   C.- 1.   D. +∞ .   

Câu 13: Giới hạn 
3 2

3
3 2lim

4
n n n

n

+ +

+
bằng: 

A. 3.   B. 3
4

.   C. 4.   D. -3. 

Câu 14: Giới hạn 2 2lim 2n n n + − + 
 

bằng: 

A. 0.   B. 1.   C. 1
2

.    D. 1
2

− . 

Câu 15: Giới hạn của dãy số sinlim n
n

 bằng giới hạn nào dưới đây? 

A. 2 1lim n
n
+ .  B. lim 2n .  UC.U 1lim

2

n
 
 
 

.  D. 2lim( 1)n n+ − . 

Câu 16: Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn sau: 1 1 11 ...
2 4 8

+ + + + là: 

A. 1.   UB.U 2.   C. 4.             D. ∞ . 

Câu 17: Giới hạn 
2

2
1 2 2 ... 2lim
1 3 3 ... 3

n

n
+ + + +

+ + + +
 bằng:  

 A. 0.   B. 1.   C. 1
2

.   D. 2
3

 . 

Câu 18: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A.
0

1lim
x x−→

= −∞  . B. 50

1lim
x x+→

= +∞  .  C. 
0

1lim
x x→

= +∞ .             D. 
0

1lim
x x+→

= +∞  

Câu 19: Cho hàm số 
2

3

3( )
3 3

xf x
x

−
=

+
, ta có

3
lim ( )
x

f x
→

 bằng? 

A. 2 3
3

 .  B. 2 3
3

−  .   C. 2 3
9

− .         D. 2 3 .
9

 

Câu 20: 2lim ( 3 2 )
x

x x x
→+∞

− + −  bằng: 

A. 7
2

 .   B. 7
2

−  .   C. 3
2
− .          D. 3 .

2
 



   
 

35 

Câu 21: 
1

lim
x +→ 1

x
x −

 bằng:  

A. −∞  .  B. +∞   .  C. 1.                     D. 0. 

Câu 22: Cho hàm số 2 3, 2( )
1, 2

x xf x
ax x
 − + ≥= 

− <
, để 

2
lim ( )
x

f x
→

tồn tại thì a bằng bao nhiêu? 

A. 2 .   B.3  .    C. 4.         D. 5. 
Câu 23: Cho các hàm số: (I) y = sinx ;`(II) y = cosx ;  (III) y = tanx ; (IV) y = cotx 
Trong các hàm số sau hàm số nào liên tục trên R? 

A. (I) và (II).  B. (III) và IV) . C. (I) và (III).  D. (I), (II), (III) và (IV). 

Câu 24: Cho hàm số f(x) chưa xác định tại x = 0: 
2 2( ) x xf x

x
−

= . Để f(x) liên tục tại x = 0, phải 

gán cho f(0) giá trị bằng bao nhiêu? 
A. -3.   B. -2.            C. -1.        D. 0. 

Câu 25: Cho phương trình 33 2 2 0x x+ − = . Xét phương trình: f(x) = 0  (1) trong các mệnh đề sau, 
tìm mệnh đề đúng? 

A. (1) Vô nghiệm.    B. (1) có nghiệm trên khoảng (1; 2). 
C. (1) có 4 nghiệm trên R.                              D. (1) có ít nhất một nghiệm.  
 

 
NHÓM: THPT KHÁNG NHẬT + THPT XUÂN HUY 



CHUYÊN ĐỀ: ĐẠO HÀM 
BUỔI 1: 

ĐỊNH NGHĨA ĐẠO HÀM VÀ QUY TẮC TÍNH  ĐẠO HÀM 
 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Định nghĩa đạo hàm: 
Đạo hàm của )(xf  tại 0x , kí hiệu )( 0

' xf  hay )( 0
' xy  

0

' 0 0 0
0 x 0 x x

0

f (x x) f (x ) f (x) f (x )f (x ) lim lim
x x x∆ → →

+ ∆ − −
= =

∆ −
 

2. Quy tắc tính đạo hàm và công thức tính đạo hàm 
*Các quy tắc :  Cho ( ) ( ); ; :u u x v v x C= =  là hằng số . 

• ( ) ' ' 'u v u v± = ±  

• ( ) ( ). ' '. '. . .u v u v v u C u C u′ ′= + ⇒ =  

• ( )2 2
'. '. ., 0u u v v u C C uv

v uv u

′ ′−   = ≠ ⇒ = −   
   

 

• Nếu ( ) ( ), .x u xy f u u u x y y u′ ′ ′= = ⇒ =  . 
*Các công thức :  

• ( ) ( )0 ; 1C x′ ′= =   

• ( ) ( ) ( )1 1. . . , , 2n n n nx n x u n u u n n− −′ ′ ′= ⇒ = ∈ ≥  

• ( ) ( ) ( ) ( )1 , 0 , 0
2 2

′′ ′= > ⇒ = >
ux x u u

x u
 

B. KĨ NĂNG CƠ BẢN 
* Các bước tính đạo hàm bằng định nghĩa: 
+ Bước 1: Giả sử ∆x là số gia của đối số tại xRoR.  
      Tính ∆y = f(xRoR + ∆x) – f(xRoR). 

+ Bước 2: Tính 
ox x

ylim
x→

∆
∆

 suy ra f′(xRoR) 

    *Công thức tính đạo hàm nhanh của hàm hữu tỉ : 

 Dạng : y = 
''' 2

2

cxbxa
cbxax
++
++  ⇒  y’ = 22

2

)'''(
)''()''(2)''(

cxbxa
cbbcxcaacxbaab

++
−+−+−  

 Dạng : y = 
edx

cbxax
+

++2

  ⇒  y’ = 2

2

)(
)(.2.

edx
dcbexaexad

+
−++  

 Dạng : y = 
dcx
bax

+
+                ⇒  y’ = 2)( dcx

cbad
+
−  

C. BÀI TẬP LUYỆN TẬP 
UBài toán 1: UTính đạo hàm bằng định nghĩa: 
Bài tập 1: Tính (bằng định nghĩa) đạo hàm của mỗi hàm số sau: 

a)  y = xP

2
P + x       tại 10 =x   

b) y =  
1
1

−
+

x
x        tại 00 =x  

ULời giải 



a)  y = xP

2
P + x       tại 10 =x  

               Gọi x∆  là gia số của x tại 10 =x  
Ta có                          )()( 00 xfxxfy −∆+=∆  

                            
xxxxxxxfxf ∆+∆=−∆++∆+∆+=−∆++∆+=−∆+= 321212)1()1()1()1( 222  

3)1('

3)3(lim)3(lim3limlim
00

2

00

=

=+∆=
∆

+∆∆
=

∆
∆+∆

=
∆
∆

→∆→∆→∆→∆

f

x
x
xx

x
xx

x
y

xxxx  

b) y =  
1
1

−
+

x
x        tại 00 =x  

                     Gọi x∆  là gia số của x tại 00 =x  
Ta có                          )()( 00 xfxxfy −∆+=∆  

                                      
1

21
1
1)1(

1)0(
1)0()0()0(

−∆
∆

=+
−∆
+∆

=−−
−∆+
+∆+

=−∆+=
x

x
x
x

x
xfxf  

 

                       
2)0('

2
1

2lim
)1(

2lim1.
1

2limlim
0000

−=

−=
−∆

=
−∆∆

∆
=

∆−∆
∆

=
∆
∆

→∆→∆→∆→∆

f
xxx

x
xx

x
x
y

xxxx  

 UNhận xét:U Để tính hàm số y = )(xf  trên khoảng (a;b) và );(0 bax ∈  bằng định nghĩa ta chỉ 
cần tính  

  )()( 00 xfxxfy −∆+=∆  sau đó lập tỉ số 
x
y

∆
∆  rồi tìm giới hạn của 

x
y

∆
∆  khi x∆  tiến dần về 0. 

UBài toán 2:U Tính đạo hàm của hàm số theo quy tắc 
Dạng 1: Tính đạo hàm của Tổng, Hiệu, Tích, Thương. 
Bài tập 2: Tính đạo hàm của các hàm số sau: 

a) 312 5 ++=
x

xy     b) 125 235 +−−= xxxy      c) 
4
32

+
−

=
x
xy      d) )133)(29( 2 +−−= xxxy  

ULời giải: 

   a) 312 5 ++=
x

xy  

( ) ( ) 2
4

2
4'

'
'5

'
5 110110312312'

x
x

x
x

x
x

x
xy −=






−+=+






+=






 ++=  

    b) 125 235 +−−= xxxy         

       ( ) ( ) ( ) ( ) xxxxxxxxxy 4155)1('25'125' 24'2'35235
'

−−=+−−=+−−=  

    c) 
4
32

+
−

=
x
xy                        

           

2222

'''
'

)4(
11

)4(
3282

)4(
)32()4(2

)4(
)32()4()4()32(

4
32

+
=

+
+−+

=
+

−−+
=

+
−+−+−

=







+
−

=
xx

xx
x

xx
x

xxxx
x
xy  

d) )133)(29( 2 +−−= xxxy  

     

)29)(36()133(2

)29()133()133()29()1323)(29(

2

'22'
'

'

xxxx

xxxxxxxxxy

−−++−−=

−+−++−−=



 +−−=

 



( ) 610

4

25

5'

5
' 1052)'(212

xx
x

x
x

x
y −=−=−=






=

      
296618

6271254266
2

22

−+−=

+−−+−+−=

xx
xxxxx  

 UNhận xét:U Để tìm đạo hàm của hàm số  )(xfy =  ta chỉ cần xác định dạng của hàm số rồi 
áp dụng các công thức và phép toán của đạo hạm để tính đạo hàm của hàm số. 

 
Dạng 2: Tính đạo hàm của hàm hợp 
Bài tập 3: Tính đạo hàm của các hàm số sau: 

 a) 19944 )342( −+= xxy    ;     b) 122 2 −= xy            ;  c) 5

2
x

y =       d) ( )325 22 −−= xxy  

ULời giải: 
 

a) 19944 )342( −+= xxy  
' 4 1993 4 '

4 1993 3

y 1994(2x 4x 3) (2x 4x 3)
1994(2x 4x 3) (8x 4)   

= + − + −

= + − +
 

b) 122 2 −= xy  

)12
4

)122
)12(2

22

'2
'

−
=

−

−
=

x
x

x
xy  

c) 5

2
x

y =  

 

d) ( )325 22 −−= xxy  

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )
( )

2
22215

22
)2(22215

22223

22223

22

2

4
2

25

2

'2
4

2
25

'
2'5

2
25

'
25

2
25

'3
25'

−
−−−=

−

−
−−−=

−−−−=

−−−−=





 −−=

x
xxxx

x
xxxx

xxxx

xxxx

xxy

 

UBài toán 3:U Giải bất phương trình.  
 Phương pháp giải: Để giải bất phương trình ta làm các bước sau: 

Bước 1: Tính đạo hàm của hàm số )(xf và )(xg (nếu có) 
Bước 2: Xác định điều kiện bất phương trình rồi thay )(' xf  và )(' xg (nếu có) vào điều kiện tìm 
nghiệm 0x  
Bước 3: Lập bảng xét dấu rồi kết luận tập nghiệm của bất phương trình. 

Bài tập 4: Giải các bất phương trình sau: 

a) )(' xf < 0            ,với xxxxf 6
2
5

3
1)( 23 +−=  

b) 0)(' ≤xg            ,với 
2

93)(
2

−
−+

=
x

xxxg   

c) )(' xf < )(' xg     ,với ;
2
1)( 23 −+= xxxf     xxxxg 2

2
1

3
2)( 23 ++=  

                                                                        ULời giải: 

           a) )(' xf < 0,  với xxxxf 6
2
5

3
1)( 23 +−=                

Ta có  65)( 2' +−= xxxf     
Mà )(' xf < 0 
 
Vậy tập nghiệm bất phương trình là: S=(2 ; 3)                                                                                                                                                                                    

32
0652

<<⇔
<+−⇔

x
xx



 b) 0)(' ≤xg       ,với
2

93)(
2

−
−+

=
x

xxxg  

                Ta có 2

2
'

)2(
34)(

−
+−

=
x

xxxg  

                     Mà 0)(' ≤xg  

   [ ] { }
2 1 x 3x 4x 3 0

x 1;3 \ 2
x 2x 2 0
≤ ≤ − + ≤ 

⇔ ⇔ ⇔ ∈  ≠− ≠ 
 

                                                                                                               
Vậy tập nghiệm bất phương trình là: S=[1 ; 3]\2 

 c) )(' xf < )(' xg , với ;
2
1)( 23 −+= xxxf     xxxxg 2

2
1

3
2)( 23 ++=  

                            Ta có  xxxf 23)( 2' += ,     22)(' 2 ++= xxxg  
Mà )(' xf < )(' xg  

1202022232223 22222 <<−⇔<−+⇔<−−−+⇔++<+⇔ xxxxxxxxxxx  
Vậy tập nghiệm bất phương trình là: S=(-2 ; 1) 
 UNhận xét: UTùy thuộc vào đề bài ta tính được đạo hàm của )(xf và )(xg (nếu có) sau đó 

đem thế vào điều kiện có được từ đề bài để tìm nghiệm của bất phương trình. 
Luyện tập củng cố: 
Bài tập 1: Tính đạo hàm các hàm số sau: 

1) = − + −
3 2

5
3 2
x xy x                           ĐS: 2 1y x x′ = − +  

2) 3
2

2 5 +−=
xxy                     ĐS: 4 110

2
y x′ = −    

3) = − + −2 3 4

2 4 5 6
7

y
x x x x

                     ĐS: 2 3 4 5
2 8 15 24

7
y

x x x x
′ = − + − +  

4) 2 3 25 (3 1) 15 5y x x x x= − = −               ĐS: 245 10y x x′ = −   
Bài tập 2: Tính đạo hàm các hàm số sau: 
1) y = (xP

3
P – 3x )(xP

4
P + xP

2
P – 1)   

2) 32 )5( += xy             
3) )35)(1( 22 xxy −+=          
  

4) ( ) = + − 
 

2 3 1y x x
x

    

5) 32y x=      
6) y = ( 5xP

3
P + xP

2
P – 4 )P

5
P  

7) 4 23y x x= +  

8) 
22 5

2
xy
x

−
=

+
 

9) 2

1
2 3 5

y
x x

=
+ −

    

10) 762 ++= xxy               
11) 21 ++−= xxy                   

12) 1)1( 2 +++= xxxy        

13)
12

322

+
+−

=
x

xxy         

14) 
1 xy
1 x
+

=
−

 

 
 
   



   
D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN. 
Câu 1: Số gia của hàm số , ứng với:  và  là: 
A. 19   B. -7   C. 7   D. 0   
Câu 2: Số gia của hàm số  theo  và  là: 
A.   B.   UC.U  D.   
Câu 3: Số gia của hàm số  ứng với số gia  của đối số tại  là: 

A.  B.  C.  D.   

Câu 4: Tỉ số    của hàm số  theo x và  là: 
A. 2   B. 2    C.    D. −   
Câu 5: Đạo hàm của hàm số  tại  là: 
A. 0   B. 2   C. 1   D. 3  
Câu 6: Hàm số 

1x
1x2y

−
+

= có đạo hàm là: 

A. yP

/
P = 2                      B. 

2
/

)1x(
1y
−

−=        C. 
2

/

)1x(
3y
−

−=        D. 
2

/

)1x(
1y
−

=       

Câu 7: Hàm số ( )
x1
2xy

2

−
−

=  có đạo hàm là: 

A. 
2

2
/

)x1(
x2xy

−
+−

=      B. 
2

2
/

)x1(
x2xy

−
−

=          C. yP

/
P = –2(x – 2)             UD.U 

2

2
/

)x1(
x2xy

−
+

=  

Câu 8: Cho hàm số f(x) = 
2

x1
x1









+
− . Đạo hàm của hàm số f(x) là: 

A.
3

/

)x1(
)x1(2)x(f

+
−−

=    B. 
3

/

)x1(x
)x1(2)x(f

+
−−

=   C. 
2

/

)x1(x
)x1(2)x(f

+
−

=  D. 
)x1(
)x1(2)x(f /

+
−

=  

Câu 9: Đạo hàm của hàm số  trên khoảng  là: 
A.   B.  C.   D.  
Câu 10: Đạo hàm của hàm số  là: 
A.    B.  
C.   D.  
Câu 11: Đạo hàm của hàm số  là: 

A.     B.  

C.     D.     

Câu 12: Đạo hàm của hàm số  là: 

A.  B.  C.  D.   
Câu 13: Đạo hàm của hàm số  là: 
A.   B.   C.  D.  
Câu 14: Cho hàm số . Giá trị của x để y’ > 0 là: 
A.     B.  
C.   D.   



Câu 15: Đạo hàm của hàm số   bằng: 
A.   B.  
C.    D.   
Câu 16: Phương trình  biết  có tập nghiệm là: 
A. S={1}  B. S = {2}  C. S = {3}  D.S = ∅   
 Câu 17: Đạo hàm của hàm số  là: 

A.   B.  

C.    D. Không tồn tại đạo hàm   

Câu 18: Đạo hàm của hàm số  tại điểm  là: 

A.    B.    C.    D.     
Câu 19: Đạo hàm của hàm số  là: 

A. 
2

2

2 2 1'
1

x xy
x
+ +

=
+  

B. 
2

2

2 2 1'
1

x xy
x
− +

=
+  

C. 
2

2

2 2 1'
1

x xy
x
− −

=
+

; D. 
2

2

2 2 1'
1

x xy
x
− +

=
−

 

Câu 20: Hàm số có 2

1' 2y x
x

= +  là: 

A. 
3 1xy
x
+

=
  

B. 
2

3

3( )x xy
x
+

=
 U

C.U 
3 5 1x xy

x
+ −

=
 

D. 
22 1x xy

x
+ −

=
 

 

Câu 21: Tìm nghiệm của phương trình  biết . 
A.  và   B.  và 4  C.  và 4  D.  và    
Câu 22: Cho hàm số .  Giá trị biểu thức f(3) – 8f’(3) là: 
UA.U 0   B. 1   C. 2   D. 3   
Câu 23: Giả sử . Tập nghiệm phương trình  là: 
A.   B.   C.   UD.U  
Câu 24: Cho hai hàm số  và  . Tính   . 
UA.U 2   B. 0   C. Không tồn tại D. -2   
Câu 25: Cho hàm số . Tìm m để  có hai nghiệm trái dấu. 
A.   UB.U   C.   D.  
 

__________________________________ 



BUỔI 2 
Tiết 4    ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 
UA. Kiến thức cơ bản 

Giới hạn của 
x

xsin  là
  0

sinlim 1
x

x
x→

=
                 

 

Bảng đạo hàm hàm số lượng giác 
Đạo hàm của hàm số lượng giác: 

( ) xx cossin ' =  ( ) uuu cossin '' =  ( )'1' sin.sin)(sin uunu nn −=  

( ) xx sincos ' −=  ( ) uuu sincos '' −=  )'.(coscos)'(cos 1 uunu nn −=  

( )
x

x 2
'

cos
1tan =  ( )

u
uu 2

'
'

cos
tan =  

)'.(tantan)'(tan 1 uunu nn −=  

( )
x

x 2
'

sin
1cot −=  ( )

u
u

2

'
'

sin
cot −=  

)'.(cotcot)'(cot 1 uunu nn −=  

 
Nếu hàm số u = g(x) có đạo hàm tại x là xu '  và hàm số )(ufy = có đạo hàm tại u là '

( ( ))u xy thì hàm hợp 
))(( xgfy = có đạo hàm tại x là:  

 

UB. Kỹ năng cơ bản 

- Biết vận dụng 
0

sinlim 1
x

x
x→

=  trong một số giới hạn dạng 0
0

 đơn giản.  

- Tính đạo hàm của một số hàm số lượng giác.     
- Tính đạo hàm của một số hàm số hợp. 
UC.  Bài tập luyện tập  
UBài toán 1:U Đạo hàm của hàm số lượng giác. 
UDạng 1:U Đạo hàm của hàm số xy sin= , xy cos= , xy tan=  và xy cot=  

Ví dụ: Tính đạo hàm của các hàm số sau: 

      a) xxy cossin +=   :              b) xxy cottan +=                       c) 
xx
xxy

cossin
cossin

−
+

=  

ULời giải: 

            a) 
' '

' ' '

'

sin cos
(sin cos )
(sin ) (cos )
cos sin

y x x
y x x
y x x
y x x

= +

= +

= +

= −

                                b) 

' '

' ' '

'
2 2

tan cot
(tan cot )
(tan ) (cot )

1 1
cos sin

y x x
y x x
y x x

y
x x

= +

= +

= +

= −

 

' ' '
( ) (u(x)) ( ).x xy y u=



           

'
'

' '

2

2

sin cos)
sin cos
sin cos
sin cos

(sin cos ) (sin cos ) (sin cos) (sin cos )
(sin cos )

(cos sin )(sin cos ) (cos sin )(sin cos )
(sin cos )

(cos sin )( sin cos ) (sin c

x xy
x x
x xy
x x

x x x x x x x
x x

x x x x x x x x
x x

x x x x x

+
=

−

+ =  − 
+ − − − +

=
−

− − − + +
=

−
− − − + − +

=

c

2

os )(sin cos )
(sin cos )

x x x
x x

+
−

          

2 2

2

2 2 2 2

2

2

2

(cos sin ) (sin cos )
(sin cos )

(cos 2cos sin sin ) (sin 2sin cos cos )
(sin cos )

(1 2cos sin ) (1 2sin cos )
(sin cos )

2
(sin cos )

x x x x
x x

x x x x x x x x
x x

x x x x
x x

x x

− − − +
=

−

− − + − + +
=

−
− − − +

=
−

−
=

−

                   

 UDạng 2:U Đạo hàm của hàm hợp: 
Ví dụ: Tính đạo hàm của các hàm số sau: 

a) 2

1sin
x

y = ;  b) xxy 2cot2tan3 22 +=         c) xxy 2cot.12 +=        d) 
x
xy 3sin

cos
=  

ULời giải: 

  a) 2

1sin
x

y =         

               232

'

2

'

2
' 1cos21cos11sin

xxxxx
y −=






=






=  

b) xxy 2cot2tan3 22 +=         
' 2 2 ' ' '

' '

2 2

2 2 2 2

(3 tan 2 cot 2 ) 6 tan 2 (tan 2 ) 2cot 2 (cot 2 )

(2 ) (2 )6 tan 2 . 2cot 2
cos 2 sin 2

1 1 12 tan 2 4cot 212 tan 2 . 4cot 2 .
cos 2 sin 2 cos 2 sin 2

y x x x x x x

x xx x
x x

x xx x
x x x x

= + = +

 
= + − 

 

= − = −  

c) xxy 2cot.12 +=        

)1cos(sin 22 =+ xx



        

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' ' '' 2 2 2

2 ' '
2

22

2

22

1.cot 2 1 cot 2 cot 2 1

( 1) (2 )cot 2 1
sin 22 1

cot 2 2 1
sin 21

y x x x x x x

x xx x
xx

x x x
xx

= + = + + +

+
= − +

+

+
= −

+

 

d) 
x
xy 3sin

cos
=  

         

3 2 '' ' 3 3 '
'

3 3 2 3 2

4 2 2

6

sin .sin 3sin (sin ) coscos (cos ) sin (sin ) cos
sin (sin ) (sin )

sin 3sin .cos
sin

x x x x xx x x x xy
x x x

x x x
x

 − −−   = = = 
 

− −
=

 

UD. Bài tập TNKQ 
(Làm tổng hợp cuối) 



 
Tiết 5     VI PHÂN 
A. Kiến thức cơ bản 
Vi phân: ( ) ( )y f x dy f x dx′= ⇒ =   
Phép tính gần đúng: f(xR0R + ∆ x) ≈  f(xR0R) + f’(x) ∆ x 
B. Kỹ năng cơ bản 
- Vi phân của một hàm số 
- Giá trị gần đúng của một hàm số tại một điểm. 
- Nắm chắc các quy tắc tính đạo hàm, vận dụng vào trong BT. 
C. Bài tập vận dụng 
Dạng 1: Phép tính gần đúng 
Ví dụ 1: Xác định giá trị của 3,99  với 4 chữ số thập phân. 
           Giải 
Đặt f(x) = x , ta có 

   f’(x) = 1
2 x

. 

Theo công thức tính gần đúng, với xR0R = 4, ∆ x = -0,01 ta có f(3,99) =f(4 – 0,01) ≈ f(4) +f’(4)(-0,01), 
tức là 3,99 = 4 0,01− ≈  

4 + 1
2 4

(-0,01)=1,9975 

Ví dụ 2: Tính giá trị của 0sin 30 30′  
 

Do 30P

0
P30’= 06 360

π π
+ nên ta xét hàm số 

f(x)=sinx tại điểm 0 6
x π
= với số gia 0360

x π
∆ = . Áp dụng ct 

f(xR0R + ∆ x) ≈  f(xR0R) + f’(x) ∆ x 

Ta có:
0 0

0

sin sin os
6 360 6 6 360

1 3 0,5076
2 2 360

cπ π π π π

π

   + ≈ +   
   

= + ≈

 

Vậy 0
0sin 30 30 sin 0,5076

6 360
π π ′ = + ≈ 
 

 

Dạng 2: Vi phân 
Ví dụ : Tìm vi phân của các hàm số sau: 

a) 2

1y
x

=         b) 2
1

xy
x
+

=
−

    c) tan xy
x

=  

Lời giải 

a) 3

2dy dx
x

= −         b)  2

3
( 1)

dy dx
x

= −
−  

c)
( )
2

2 sin 2

4 os

x x
dy dx

x xc x

−
=  

D. Bài tập TNKQ 
(Làm tổng hợp cuối) 



Tiết 6     ĐẠO HÀM CẤP HAI 
A. Kiến thức cơ bản 

 •
( ) ( )( ) (f (x)) 'n nf x =  

• 1( ) ' .n nx n x −=    
B. Kỹ năng cơ bản 
Tính đạo hàm cấp hai của HS 
Tính đạo hàm cấp cao của HS luọng giác, phân thức 
Tính đạo hàm và sử dụng các phép biến đổi đặc biệt là về hàm lượng giác. 
C. Bài tập vận dụng 
Dạng 1: Tính đạo hàm cấp hai 
Ví dụ 1: Tính đạo hàm cấp hai của các hàm số sau: 

a) y = sin3xcos2x        b) 2 1
xy

x
=

−
 

c) 2 siny x x=              d) 2(1 )y x cosx= −  

a)

( )

( )

( )

1sin 5 os2 sin 7 sin 3
2

1 7 cos 7 3cos3
2

1'' 49sin 7 9sin 3
2

y xc x x x

y x x

y x x

= = +

′ = +

= − +

 

b) 

2 2 2

3 3

1 1 1 1 1 1'
1 2 1 1 2 ( 1) ( 1)

1 1''
( 1) ( 1)

xy y
x x x x x

y
x x

 − − = = + ⇒ = +  − + − + −   
 

= + + − 

 

c) 
2

2

' 2 .sin .cos
'' (2 )sin 4 .cos

y x x x x
y x x x x
= −

= − +
 

d) 
( )2

2

' 2 .cos 1 sin

'' ( 3)cos 4 sin

y x x x x

y x x x x

= − + −

= − +
 

Dạng 2: Chứng minh đẳng thức về đạo hàm. 
Ví dụ 2. Chứng minh rằng  
 a) y’ – yP

2
P -1 = 0 với y = tanx. 

 b) y’ + 2yP

2
P + 2 = 0 với y = cot2x. 

 c) y’P

2
P + 4yP

2
P = 4 với y = sin2x. 

Giải 

a) Ta có '
2

1
cos

y
x

=  

Khi đó 



 ( )

2 2 2
' 2

2 2 2

2 2

2 2

1 sin 1 sin cos1 1
cos cos cos

1 sin cos 1 1 0
cos cos

x x xy y
x x x

x x
x x

− −
− − = − − =

− + −
= = =

 

Vậy ta có điều cần chứng minh. 

b) Ta có '
2
2

sin 2
y

x
= −  

Khi đó  

( )2 22
' 2

2 2 2

2 2 sin 2 cos 22 2cos 22 2 2 0
sin 2 sin 2 sin 2

x xxy y
x x x

− + +
+ + = − + + = =  

Vậy ta có điều cần chứng minh. 
c) Ta có 
y’ = 2cos2x 

Khi đó ( )2' 2 2 24 4cos 2 4sin 2 4y y x x+ = + =  

Vậy ta có điều cần chứng minh. 
D. Bài tập TNKQ 
(Làm tổng hợp cuối) 
 



D. Bài tập trắc nghiệm 
Câu 1.  (NB) Hàm số y = sinx có đạo hàm là: 

A. yP

/
P = cosx  B. yP

/
P = – cosx   

C. yP

/
P = – sinx  D. 

xcos
1y / =   

Câu 2.  (NB) Hàm số y = tanx có đạo hàm là: 

A. yP

/
P =  cotx B. yP

/
P = 

xcos
1

2
   

C. yP

/
P = 

xsin
1

2
 D. yP

/
P = 1 – tanP

2
Px 

Câu 3. (NB)Hàm số y = cotx có đạo hàm là: 

A. yP

/
P = – tanx B. yP

/
P = –

xcos
1

2
    

C. yP

/
P = –

xsin
1

2
 D. yP

/
P = 1 + cotP

2
Px 

Câu 4. (TH) Hàm số y = 
2
1 (1+ tanx)P

2
P có đạo hàm là: 

A. yP

/
P = 1+ tanx  B. yP

/
P = (1+tanx)P

2
P   

C.  yP

/
P = (1+tanx)(1+tanx)P

2
P D. yP

/
P = 1+tanP

2
Px 

Câu 5. (TH) Hàm số y = sinP

2
Px.cosx có đạo hàm là: 

A. yP

/
P = sinx(2cosP

2
Px – 1) B. yP

/
P = sinx(3cosP

2
Px + 1)   

C. yP

/
P = sinx(cosP

2
Px + 1)   D. yP

/
P = sinx(cosP

2
Px – 1) 

Câu 6. (TH) Hàm số y = x2cot  có đạo hàm là: 

A. 
x2cot

x2cot1y
2

/ +
=  B. 

x2cot
)x2cot1(y

2
/ +−
=   

C. 
x2cot

x2tan1y
2

/ +
=  D. 

x2cot
)x2tan1(y

2
/ +−
=  

Câu 7. (VDT) Cho hàm số y = cos3x.sin2x. Khi đó yP

/ 





 π

3  
P

bằng: 

A. yP

/ 





 π

3 P= –1 B. yP

/ 





 π

3 P= 1   

C. yP

/ 





 π

3 P= –
2
1   D. yP

/ 





 π

3 P= 
2
1  

Câu 8. (VDT) Cho hàm số xsin2)x(fy == . Đạo hàm của hàm số y là: 

A. xcos2y /=  B. xcos
x

1y /=  

C. 
x

1cosx2y/=  D. 
xcosx

1y / =
 

Câu 9. (VDC)Đạo hàm của hàm số  là: 



A.  B.  C.  D.  
Câu 10. (VDT) Cho các hàm số , , . Hàm số nào có đạo 

hàm tại  bằng 2. 
A.   B.   C.   D.  và   

Câu 11. (VDT) Cho hai hàm số  và  . Khi đó   bằng 
A. 0   B. 2   C. 3   D. -1 
Câu 12. (VDC) Cho hàm số . Giá trị của x để  là: 

A.   B.   

C.   D. (k là số nguyên) 
Câu 13.  (NB) Cho hàm số y = f(x) = (x – 1)P

2
P. Biểu thức nào sau đây chỉ vi phân của hàm số f(x)? 

A. dy = 2(x – 1)dx  B. dy = (x–1)P

2
Pdx  C. dy = 2(x–1)  D. dy = (x–1)dx 

Câu 14. (TH) Một hàm số y = f(x) = x2cos1 2+ . Chọn câu đúng: 

A. dx
x2cos12

x4sin)x(df
2+

−
=   B. dx

x2cos1
x4sin)x(df

2+

−
=   

C. dx
x2cos1

x2cos)x(df
2+

=  D. dx
x2cos12

x2sin)x(df
2+

−
=  

Câu 15. (NB) Cho hàm số y = xP

3
P – 5x + 6. Vi phân của hàm số là: 

A. dy = (3xP

2
P – 5)dx B. dy = –(3xP

2
P – 5)dx  

C. dy = (3xP

2
P + 5)dx D. dy = (–3xP

2
P + 5)dx 

Câu 16. (TH) Cho hàm số y =
3x3

1 . Vi phân của hàm số là: 

A. dx
4
1dy =  B. dx

x
1dy

4
=  C. dx

x
1dy

4
−=  D. dxxdy 4=  

Câu 17. (NB) Cho hàm số y =
1x
2x

−
+ . Vi phân của hàm số là: 

A. 
( )21x

dxdy
−

=  B. 
( )21x

dx3dy
−

=   

C. 
( )21x

dx3dy
−

−
=  D. 

( )21x
dxdy
−

−=  

Câu 18. (TH) Cho hàm số y =
1x

1xx 2

−
++ . Vi phân của hàm số là: 

A. dx
)1x(

2x2xdy
2

2

−
−−

−=   B. dx
)1x(
1x2dy

2−
+

=   

C. dx
)1x(
1x2dy

2−
+

−=    D. dx
)1x(

2x2xdy
2

2

−
−−

=
 



Câu 19. (VDC) Vi phân của hàm số 
x

xtany = là: 

A. dx
xcosxx4

x2dy
2

=  B. dx
xcosxx4

)x2sin(dy
2

=   

C. dx
xcosxx4

)x2sin(x2dy
2

−
=  D. dx

xcosxx4
)x2sin(x2dy

2

−
−=  

Câu 20. (VDT)Hàm số y = xsinx + cosx có vi phân là: 
A. dy = (xcosx – sinx)dx  B. dy = (xcosx)dx 
C. dy = (cosx – sinx)dx  D. dy = (xsinx)dx 

Câu 21. (TH) Hàm số 
2x

xy
−

= có đạo hàm cấp hai là: 

A. yP

//
P = 0 B. 

( )2
//

2x
1y
−

=   

C. 
( )2

//

2x
4y
−

−=  D. 
( )2

//

2x
4y
−

=  

Câu 22. (NB)  Hàm số y = (xP

2
P + 1)P

3
P có đạo hàm cấp ba là: 

A. yP

///
P = 12(xP

2
P + 1) B. yP

///
P = 24(xP

2
P + 1)  

C. yP

///
P = 24(5xP

2
P + 3) D. yP

///
P = –12(xP

2
P + 1) 

Câu 23. (NB) Đạo hàm cấp 2 của hàm số y = tanx bằng: 

A. 
xcos
xsin2y

3
// −=  B. 

xcos
1y

2
// =  C. 

xcos
1y

2
// −=  D. 

xcos
xsin2y

3
// =  

Câu 24. (VDT)Xét hàm số y = f(x) = 





 π

−
3

x2cos . Phương trình fP

(4)
P(x) = –8 có nghiệm x 



 π

∈
2

;0  là: 

A. x = 
2
π   B. x = 0 và x = 

6
π  C. x = 0 và x = 

3
π  D. x = 0 và x = 

2
π  

Câu 25. (VDC) Cho hàm số y = sin2x. Hãy chọn câu đúng: 
A. 4y – yP

//
P = 0  B. 4y + yP

//
P = 0  C. y = yP

/
Ptan2x  D. yP

2
P = (yP

/
P)P

2
P = 4  

 
 



BUỔI 3: 
Ý NGHĨA CỦA ĐẠO HÀM  

 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1) Ý nghĩa hình học của đạo hàm 
Cho hàm số y = f(x) xác định trên (a; b) và có đạo hàm tại điểm ( )0x a;b∈ . Gọi (C) là đồ thị của hàm 
số đó. 
Định lí: Đạo hàm của hàm số y = f(x) tại điểm xR0R là hệ số góc của tiếp tuyến MR0RT của (C) tại điểm 
MR0R(xR0R;f(xR0R)). 
*Phương trình tiếp tuyến 
Định lí: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) của hàm số y = f(x) tại điểm MR0R(xR0R;f(xR0R)) là: 

y - yR0R = f'(xR0R)(x - xR0R) trong đó yR0R = f(xR0R). 
2)Ý nghĩa vật lí của đạo hàm 
a) Vận tốc tức thời: v(tR0R) = s'(tR0R) 
b) Cường độ tức thời: I(tR0R) = Q'(tR0R) 
B. KĨ NĂNG CƠ BẢN 
1) Viết phương trình tiếp tuyến của hàm số )(xfy =  
 Dạng 1: Cho hàm số )(xfy =  có đồ thị (C), viết phương trình tiếp tuyến tại điểm M( 00 ; yx ) 
 Dạng 2: Cho hàm số )(xfy =  có đồ thị (C), viết phương trình tiếp tuyến biết hệ số góc k. 
2) Ứng dụng đạo hàm vào giải các bài toán có nội dung vật lý 
C. BÀI TẬP LUYỆN TẬP 
1) Viết phương trình tiếp tuyến của hàm số )(xfy =  
    Dạng 1: Cho hàm số )(xfy =  có đồ thị (C), viết phương trình tiếp tuyến tại điểm M( 00 ; yx ) 
 Phương pháp giải:  
                  Bước1: Xác định tọa độ 00 ; yx  

                        Bước 2: Tính đạo hàm của )(' xf  tại 0x  
                        Bước 3: Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm M( 00 ; yx ), có dạng:    

))(( 00
'

0 xxxfyy −=−  

Bài tập 1: Cho hàm số 2
3
1 23 ++= xxy  có đồ thị (C) viết phương trình tiếp tuyến của (C): 

a) Tại điểm (1 ; -1). 
b) Tại điểm có hoành độ bằng -3. 

Lời giải: 
 

Tại điểm (1;-1). Ta có 10 =x  và 10 −=y   
xxxf 2)( 2' +=  3)1(' =⇒ f  

Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm  
(1 ; -1), có dạng 

43
)1(31

))(( 00
'

0

−=⇔
−=+⇔

−=−

xy
xy

xxxfyy
 

Tại điểm có hoành độ bằng -3          
Gọi 0x  và 0y  là tọa độ tiếp điểm, khi đó   Ta có 

30 −=x   =⇒ 0y 2   
xxxf 2)( 2' +=  3)3(' =−⇒ f     

Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm (-3 ; 2), có dạng     
          

113
)3(32

))(( 00
'

0

+=⇔
+=−⇔

−=−

xy
xy

xxxfyy



Dạng 2: Cho hàm số )(xfy =  có đồ thị (C), viết phương trình tiếp tuyến biết hệ số góc k. 
 Phương pháp giải:  

Bước 1:Gọi 0x  là hoành độ tiếp điểm, khi đó ta có kxf =)( 0
'  

Bước 2: Giải kxf =)( 0
'  để tìm 0x sau đó thế 0x vào hàm số )(xfy =  để tìm 0y  

            Bước 3: Viết phương trình tiếp tuyến của (C), có dạng : 
))(( 00

'
0 xxxfyy −=−  

Bài tập 2: Cho hàm số 1
2
1

3
1 23 +−= xxy  có đồ thị (C), viết phương trình tiếp tuyến biết hệ số góc bằng 2. 

Lời giải: 
Biết hệ số góc tiếp tuyến k = 2 
Ta có xxxf −= 2' )(  
Gọi 0x  là hoành độ tiếp điểm 

                                                                             



−=

=
⇔

1
2

0

0

x
x

 

* Với 
3
52 00 =⇒= yx  

2)2(' =⇒ f  
Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm 

 (2 ; 
3
5 ), có dạng: 

 
 
 
 
 
 

* Với 
6
11 00 =⇒−= yx  

2)1(' =−⇒ f  

Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm (-1 ; 
6
1 ), có 

dạng:    
 
 

Vậy phương trình tiếp tuyến của (C) tại hệ số góc tiếp tuyến bằng 3 là 

3
72 −= xy  ;          

6
132 += xy  

 
Chú ý: Cho đường thẳng : 0Ax By C∆ + + = , khi đó: 

− Nếu ( )// :d d y ax b∆⇒ = + ⇒ hệ số góc k = a. 

− Nếu ( ) :d d y ax b⊥ ∆⇒ = + ⇒ hệ số góc 1k
a

= − . 

*) Tiếp tuyến tạo với chiều dương trục hoành góc α  khi đó hệ số góc của tiếp tuyến là k = tanα  sau 
đó tìm tiếp điểm MR0R(xR0R; yR0R) bằng cách giải phương trình fP

/
P(xR0R) = k và viết phương trình tiếp tuyến 

tương ứng. 
*) Tiếp tuyến tạo với đường thẳng y = ax +b một góc α  khi đó hệ số hóc của tiếp tuyến là k thoả mãn 

tan
1
k a

ka
α−

=
+

 hoặc chúng ta dùng tích vô hướng của hai véctơ pháp tuyến để tìm hệ số góc k sau đó 

tìm tiếp điểm MR0R(xR0R; yR0R) bằng cách giải phương trình fP

/
P(xR0R) = k và viết phương trình tiếp tuyến tương 

ứng. 

0222)( 0
2
00

2
00

' =−−⇔=−⇔= xxxxxf

'
0 0 0( )( )

1 2( 1)
6

132
6

y y f x x x

y x

y x

− = −

⇔ − = +

⇔ = +

'
0 0 0( )( )

5 2( 2)
3

72
3

y y f x x x

y x

y x

− = −

⇔ − = −

⇔ = −



Bài tập 3: Gọi (C) là đồ thị của hàm số 3 25 2y x x= − + . Viết pt tiếp tuyến của (C) sao cho tiếp tuyến đó 
a) Song song với đường thẳng 3 1y x= − +  

b) Vuông góc với đường thẳng 1 4
7

y x= −  

Lời giải 
 
a) Vì phương trình tiếp tuyến song song với đường thẳng 3 1y x= − + nên nó có hệ số góc là -3  

Do đó ( ) 2 23 10 3 3 10 3 0f x x x x x′ = − = − ⇔ − + =
1
3
3

x

x

 =⇔


=

 

Với 1
3

x = thì 0
40
27

y =  Vậy pt tt là: 673
40

y x= − +  

Với x=3thì 0 16y = − Vậy pt ttlà: 3 7y x= − −  
b) Gọi k là hệ số góc của pt tt .  

Phương trình tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 1 4
7

y x= −  khi 1. 1 7
7

k k= − ⇒ = −  

Với k=-7 ta có ( ) 2 23 10 7 3 10 7 0f x x x x x′ = − = − ⇔ − + =
1
7
3

x

x

=
⇔
 =


 

Với x=1thì 0 2y = − Vậy pt ttlà: 7 5y x= − +  

Với 7
3

x = thì 0
338
27

y = − Vậy pt ttlà: 1037
27

y x= − +    

Bài tập 4: Cho hàm số 3( ) ( 1) 1= = − + +y f x x m x  (CRmR). Viết phương trình tiếp tuyến  của (CRmR) tại 
giao điểm của nó với Oy, tìm m để tiếp tuyến trên chắn trên hai trục tạo ra một tam giác có diện tích 
bằng 8. 

Giải 
TXĐ: = D  
Ta có (CRmR) giao với Oy tại điểm A(0; 1 -m)   

/ / 2( ) 3= = −y f x x m . Khi đó tiếp tuyến cần tìm là y = yP

/
P(0)x +1 – m hay y =-mx +1-m 

Tiếp tuyến trên cắt trục hoành tại điểm 1( ; 0) ( 0)−
≠

mB m
m

 suy ra 

2

2 2

2 2

1 1 1| | . | | |1 | . | | 8 16 | | 2 1
2 2

16 2 1 14 1 0 9 4 5
16 2 1 18 1 0 7 4 3

∆

−
= = − = ⇔ = − +

 − = − + + + = = ±
⇔ ⇔ ⇔  

= − + − + = = ±  

OAB A B
mS y x m m m m

m
m m m m m m

m m m m m m

 

Với m = 0 thì đồ thị hàm số đã cho không cắt trục hoành suy ra không tồn tại tam giác OAB. Vậy với 
9 4 5

7 4 3

 = ±


= ±

m

m
 thì tiếp tuyến cần tìm cắt hai trục tọa độ tạo ra tam giác có diện tích bằng 8. 

   Bài tập 5: Cho hàm số 3 22 3 12 5= − − −y x x x  (C). Viết phương trình tiếp tuyến với (C) trong các 
trường hợp sau 

a) Tiếp tuyến song song với đường thẳng  y = 6x – 4. 



b) Tiếp tuyến tạo với đường thẳng 
1 5
2

y x= − +  một góc 45P

0
P. 

Giải 
TXĐ: D =  . Ta có / 26 6 12y x x= − −  
a) Vì tiếp tuyến song song với đường thẳng y = 6x – 4 suy ra hệ số góc của tiếp tuyến là k = 6. 
Gọi MR0R(xR0R; yR0R) là tiếp điểm của tiếp tuyến cần tìm. Khi  đó ta có  

0
/ 2 2

0 0 0 0 0

0

1 13
2( ) 6 6 6 12 6 3 0

1 13
2

 −
=

= ⇔ − − = ⇔ − − = ⇔
 +

=


x
y x x x x x

x
 

Với 0
1 13

2
−

=x  ta có 0
20 13 23

2
−

=y khi đó tiếp tuyến cần tìm là  

1 13 20 13 23 26 13 296( ) 6
2 2 2

− − −
= − + ⇔ = +y x y x  

Với 0
1 13

2
+

=x  ta có 0
7 13 23

2
+

= −y khi đó tiếp tuyến cần tìm là  

1 13 7 13 23 13 13 296( ) 6
2 2 2

+ + +
= − − ⇔ = −y x y x  

b) Vì tiếp tuyến cần tìm tạo với đường thẳng 
1 5
2

y x= − +  một góc 45P

0
P suy ra hệ số góc của tiếp 

tuyến là k thoả mãn  

0

1 12 1 22 12 tan 45 1 2 1 | 2 | 3
2 1 221 32

+ + = − =+ = ⇔ = ⇔ + = − ⇔ ⇔ + = −− − = −

k k k kk k kk k kk k
 

sau đó làm tương tự như phần a (Tìm tiếp điểm). 

Bài tập 6: Viết phương trình tiếp tuyến với (C) : 3 22 3 5= − +y x x  đi qua điểm 19 ; 4
12
 
 
 

A . 

Giải 

Giả sử đường thẳng đi qua 19 ; 4
12
 
 
 

A  có hệ số góc k, khi đó nó có dạng 

194
12

= + −y kx k  (d) 

Ta có (d) tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghịêm 
3 2

2

192 3 5 4 (1)
12

6 6 (2)

 − + = + −

 − =

x x kx k

x x k
 

Thay (2) vào (1) ta có  



3 2 2 2 3 2

2

192 3 5 (6 6 ) 4 (6 6 ) 8 25 19 2 0
12

1
( 1)(8 17 2) 0 4

1
8

− + = − + − − ⇔ − + − =


 =


− − + = ⇔ =


=


x x x x x x x x x x

x
x x x x

x

 

Vậy có ba tiếp tuyến với (C) đi qua điểm 19 ; 4
12
 
 
 

A  ( Tự viết phương trình tiếp tuyến). 

                                                                                        
 Nhận xét: Để viết phương trình tiếp tuyến (C) của hàm số )(xfy =  ta cần phải biết tọa 

độ 0x  và 0y  hay hệ số tiếp tuyến k để tìm 0x và 0y , sau đó tính đạo hàm của hàm số )(xfy =  tại 

0x  rồi áp dụng vào phương trình tiếp tuyến. 

Bài tập 7:  Một vật rơi tự do với phương trình chuyển động 21
2

s gt= , trong đó g=9,8m/sP

2
P và t tính 

bằng giây. Vận tốc của vật tại thời điểm t=5s bằng:  
A. 49m/s.  B. 25m/s.  C. 10m/s.  D. 18m/s. 
Hướng dẫn giải 

Ta có 21
2

s gt= => '(t) . ( )s g t v t= =  

Khi đó (5) 9,8.5 49v = = m/s  
Chọn đáp án A 

Bài tập 8:   Cho chuyển động thẳng xác định bởi phương trình 4 21 3
2

S t t= −  , trong đó t tính bằng giây 

s và S được tính bằng mét m. Gia tốc của chuyển động tại thời điểm t=4s bằng: 
A. 80m/s.  B. 32m/s.   C. 90m/s.   D.116m/s. 
Hướng dẫn giải: 

Ta có 
3

2

'( ) 2 6 ( )
( ) 6 6

S t t t v t
a t t

= − =

= −
 

Vậy gia tốc tại t=4s là a(t)=90 
Bài tập 9: Trong mạch máy tính, cường độ dòng điện ( đơn vị mA ) là một hàm số theo thời gian t : 
I( ) 0,3 0,2t t= − . Hỏi tổng điện tích đi qua một điểm trong mạch trong 0,05s là bao nhiêu ? 
A. 0,29975mC   B. 0,29mC   C. 0,01525mC  D. 0,0145mC 
Hướng dẫn giải 
Tổng điện tích qua trong mạch trong  là: (0,3-0,2.0,05).0,05=0,0145 
Chọn đáp án C.  
* Bài tập củng cố 
Bài tập 1: 
Cho (P) có phương trình: y = xP

2 
Tìm hệ số góc của tiếp tuyến của (P): 
a) Tại điểm (-2;4) 
b) Tại giao điểm của (P) với đường thẳng y = 3x - 2. 
Bài giải: 



( )− = −

a)HÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn cÇn t×m lµ:

f' 2 4
 

=
= − ⇔ − + = ⇔  =

2 2

b)Ph¬ng tr×nh hoµnh ®é giao ®iÓm:

x 1
x 3x 2 x 3x 2 0

x 2

 

( )
( )

f ' 1 2

f ' 2 4

=

=
 

 
Bài tập 2: 
Gọi (C) là đồ thị hàm số: y = xP

3
P - 5xP

2
P + 2 

Viết phương trình tiếp tuyến của (C) sao cho tiếp tuyến đó: 
a) Song song với đường thẳng y = -3x + 1 

b) Vuông góc với đường thẳng y = 
1

x 4
7

−  

c) tại điểm A(0; 2) 
Đáp số: 
a) y = -3x - 7  và y = -3x + 67/27 
b) y = -7x + 5 và y = -7x + 103/27 

c) y = 2         và y = 
25

x 2
4

− +  

Bài tập 3 : Cho hàm số0T 3 23 2y x x= − + 0Tcó đồ thị (13TC13T). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (13TC13T) : 
1. Tại điểm có hoành độ bằng -1. 
2. Tại điểm có tung độ bằng 2. 
3. Biết tiếp tuyến có hệ số góc0T 0T13Tk0T13T 0T= -3. 
4. Biết tiếp tuyến song song với đường thẳng0T 0T35Ty35T37T=36T37T935T36Tx35T37T+36T37T1 
5. Biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng0T 0T35Ty35T37T=−36T37T12435T36Tx35T37T+36T37T2 
6. Biết tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ nhất trong tất cả các tiếp tuyến của đồ thị (13TC13T). 
7. Biết tiếp tuyến đi qua điểm0T 0T35TA35T37T(−36T37T136T37T;−36T37T236T37T) 

45TBài  tập 445T: Cho đường cong0T 0T37T(35T37TC35T37T):37T

3 23 2y x x= − + Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết: 
1. Tiếp điểm có hoành độ là 2. 
2. Tiếp tuyến có hệ số góc k = 9. 
3. Tiếp tuyến đi qua điểm A(0;3). 

45TBài  tập 545T: Cho đường cong0T 0T37T(35T37TC35T37T):37T

2 1x xy
x
+ +

= Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết: 

1. Tiếp điểm có tung độ bằng -1 
2. Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng x – 3y + 10 = 0. 
3. Tiếp tuyến đi qua điểm M(2;3). 

45TBài  tập 645T: Viết phương trình tiếp tuyến của0T 0T37T(35T37TC35T37T):37T

2( 3)y x x= − biết tiếp tuyến song song với đường 

thẳng (d): y = 24x – 2. 



45TBài  tập 745T: Viết phương trình tiếp tuyến của0T 0T37T(35T37TC35T37T):37T

2
1

xy
x
−

=
+

biết tiếp tuyến đó vuông góc với đường 

thẳng (d): x + 3y – 4 = 0. 
45TBài  tập 845T: Cho đường cong0T 0T37T(35T37TC35T37T):37T

4 2 1y x x= + + Viết phương trình tiếp tuyến của (C): 
1. Tại điểm có tung độ là 1. 
2. Biết hệ số góc của tiếp tuyến là 6. 
3. Biết tuyến tuyến song song với đường thẳng y + 1 = 0. 

45TBài  tập 945T: Cho đường cong0T 0T37T(35T37TC35T37T):37T

4 21 2
4

y x x= − + Viết phương trình tiếp tuyến của (C) biết: 

1. Tiếp tuyến có hệ số góc k = 3. 
2. Biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng0T 0T37T(35T37Td35T37T):35T37Tx35T37T−36T37T435T36Ty35T37T+36T37T1236T37T=36T37T036T. 

45TBài  tập 1045T: Cho đường cong0T 0T37T(35T37TC35T37T):37T

1
2

xy
x
+

=
−

Viết phương trình tiếp tuyến của (C): 

1. Biết hoành độ tiếp điểm bằng 1. 
2. Tại giao điểm của (C) với trục hoành. 
3. Biết tiếp tuyến song song với đường thẳng x + 3y – 1 = 0. 

45TBài  tập 1145T: Cho đường cong0T 0T37T(35T37TC35T37T):37T

3 22 3 9 4y x x x= − + − 35T.35T Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại 

giao điểm của nó với: 
1. Đường thẳng0T 0T37T(35T37Td35T37T):35T37Ty35T37T=36T37T735T36Tx35T37T+36T37T436T. 
2. Parabol0T 0T37T(35T37TP35T37T):37T

2 8 3y x x= − + −  
3. Đường cong0T 0T37T(35T37TC35T37T′):37T

3 24 6 7y x x x= − + −  
D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN. 
Câu 1: Hệ số góc của tiếp tuyến với đồ thị hàm số  tại điểm M(-2; 8) là: 
A. 12   B. -12   C. 192  D. -192   
Câu 2: Một chất điểm chuyển động có phương trình  (t tính bằng giây, s tính bằng mét). Vận tốc 
của chất điểm tại thời điểm  (giây) bằng: 
A.   B.   C.   D.     
Câu 3: Phương trình tiếp tuyến của Parabol  tại điểm M(1; 1) là: 
A.   B.  C.  D.    
Câu 4: Điện lượng truyền trong dây dẫn có phương trình  thì cường độ dòng điện tức thời 
tại điểm  bằng: 
A. 15(A)  B. 8(A)  C. 3(A)  D. 5(A)   
Câu 5: Một vật rơi tự do có phương trình chuyển động ,  và t tính bằng s. Vận 
tốc tại thời điểm  bằng: 
A.   B.   C.   D.   
Câu 6: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số  tại điểm có hoành độ  có phương trình là: 
A.  B.             C.   D.   
Câu 7: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số  tại giao điểm của đồ thị hàm số với 
trục tung là: 
A.   B.   C.   D.    
Câu 8: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số  có hệ số góc của tiếp tuyến bằng 3 là: 
A.  và   B.  và  



C.  và   D.  và    
Câu 9: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số  có tung độ của tiếp điểm bằng 2 
là: 
A.  và  B.  và  
C.  và   D.  và   
Câu 10: Cho hàm số  có tiếp tuyến song song với trục hoành. Phương trình tiếp tuyến 
đó là: 
A.   B.   C.   D.   
Câu 11: Biết tiếp tuyến của Parabol  vuông góc với đường thẳng . Phương trình tiếp 
tuyến đó là: 
A.  B.  C.  D.   
Câu 12: Cho chuyển động thẳng xác định bởi phương trình , trong đó t được tính 
bằng giây và S được tính bằng mét. Thời điểm gia tốc bị triệt tiêu là: 

A. 3s  B. 1s  C. 1
3

s  D. 2s   

Câu 13: Tìm trên đồ thị 1
1

y
x

=
−

 điểm M sao cho tiếp tuyến tại đó cùng với các trục tọa độ tạo thành 

một tam giác có diện tích bằng 2. 

A. 3 ;4
4

 
 
    

B. 3 ; 4
4

 − 
    

C. 3 ; 4
4

 − − 
    

D. 3 ;4
4

 − 
    

 

Câu 14: Một viên đá được ném lên từ mặt đất theo phương thẳng đứng với phương trình chuyển động 
là s = tP

3
P – tP

2
P + t (m) (bỏ qua sức cản của không khí). Thời điểm tại đó tốc độ của viên đá bằng 0 là: 

A. 1s   B.    C. 5s  D.    
Câu 15: Hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = cotx tại điểm có hoành độ  là: 
A. -2   B. 3   C. 1   D. 0   
Câu 16: Một vật chuyển động với phương trình , trong đó ,  tính bằng ,  
tính bằng . Tìm gia tốc của vật tại thời điểm vận tốc của vật bằng 11. 
A.   B.   C.   D.   
Câu 17:Điểm M trên đồ thị hàm số y =  xP

3
P – 3xP

2
P – 1 mà tiếp tuyến tại đó có hệ số góc k bé nhất trong 

tất cả các tiếp tuyến của đồ thị thì M, k là: 
A. M(1; –3), k = –3  B. M(1; 3), k = –3 C. M(1; –3), k = 3 D. M(–1; –3), k = –3 

Câu 18 : Cho hàm số y = 
1x
bax

−
+ có đồ thị cắt trục tung tại A(0; –1), tiếp tuyến tại A có hệ số góc k = –

3. Các giá trị của a, b là: 
A. a = 1; b=1 B. a = 2; b=1 C. a = 1; b=2 D. a = 2; b=2 

Câu 19 : Tìm m để tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = (2m – 1)xP

4
P – mxP

2
P + 

4
5 tại điểm có hoành độ 

x = –1 vuông góc với đường thẳng 2x – y – 3 = 0 

A. 
3
4

 B. 3
4

−  C. 
1
4

 D. 
5
6

 

Câu 20: Tiếp tuyến kẻ từ điểm (2; 3) tới đồ thị hàm số 
1x
4x3y

−
+

=  là: 

A. y = -28x + 59 B. y = 28x - 53 C. y = 3 D. y = 3; y = x+1 



Câu 21:Cho hàm số y = xP

3
P – 6xP

2
P + 7x + 5 (C), trên (C) những điểm có hệ số góc tiếp tuyến tại điểm 

nào bằng 2? 
A. (–1; –9); (3; –1) B. (1; 7); (3; –1) C. (1; 7); (–3; –97)  D. (1; 7); (–1; –9)  

Câu 22:Tìm hệ số góc của tiếp tuyến với đồ thị y = tanx tại điểm có hoành độ x = 
4
π : 

A. k = 1  B. k =
2
1  C. k = 

2
2   D. 2 

Câu 23:Gọi (P) là đồ thị hàm số y = 2xP

2
P – x + 3. Phương trình tiếp tuyến với (P) tại điểm mà (P) cắt 

trục tung là: 
A. y = –x + 3  B. y = –x – 3 C. y = 4x – 1 D. y = 11x + 3 

Câu 24:Đồ thị (C) của hàm số 
1x
1x3y

−
+

= cắt trục tung tại điểm A. Tiếp tuyến của (C) tại A có phương 

trình là: 
A. y = –4x – 1 B. y = 4x – 1  C. y = 5x –1  D. y = – 5x –1  

Câu 25:Gọi (C) là đồ thị của hàm số y = xP

4
P + x. Tiếp tuyến của (C) vuông góc với đường thẳng d: 

 x +  5y = 0 có phương trình là: 
A. y = 5x – 3 B. y = 3x – 5  C. y = 2x – 3 D. y = x + 4  



KIỂM TRA  

1. MỤC TIÊU. 
a) Về kiến thức: 
 -Nắm được các khái niệm, các ứng dụng về đạo hàm của hàm số tại một điểm. 
 -Nắm được các quy tắc tính đạo hàm. 
         - Nắm được khái niệm vi phân . 
c) Về kỹ năng: 
         -Lập được PTTT của hàm số tại môt điểm, khi biết hệ số góc . 
         -Biết tính đaọ hàm của hàm số theo quy tắc. 
         - Biết tính vi phân của hàm số . 
 c) Về thái độ: 
 -Cẩn thận chính xác tích cực trong làm bài. 
2. CHUẨN BỊ. 
Giáo viên: - Đề kiểm tra, đáp án, thang điểm. 
Học sinh: - Xem lại các kiến thức trọng tâm trong chương.  
                 - Học bài cũ và làm BT đầy đủ. 
3. TIẾN TRÌNH KIỂM TRA. 
a) Hình thức đề kiểm tra: 
+ Hình thức: Trắc nghiệm + tự luận  
+ Học sinh làm bài tại lớp. 
b) Thiết lập ma trận đề kiểm tra: 

 

Nội dung kiến 
thức 

 

Mức độ nhận thức 
Cộng Nhận biết Thông hiểu Vận dụng 

Thấp 
Vận dụng  cao  

TN TL TN TL TN TL TN TL 

1. ĐN và ý 
nghĩa của đạo 
hàm 

1 câu 
0,2 đ 

  1 câu 
0,2 đ 

 3 câu  
0,6đ 

 1 câu  
0,2đ 

 6 câu 
1,2 đ 

(20%) 
2. Quy tắc tính 
đạo hàm 

1 câu 
0,2đ 

 3 câu 
0,6đ đ 

 3 câu 
0,6 đ 

   7 câu 
1,4 đ 

(35%) 
3. Đạo hàm 
của hàm số 
lương giác 

2 câu 
0,4đ đ 

 3 câu 
0,6 đ 

   2 câu 
0,4đ 

 7 câu 
1,4 đ 

(35%) 
 
4. Vi phân 

  1 câu  
0,2đ 

 1 câu  
0,2đ 

   2 câu 
0,4đ 

(10%) 
5. Đạo hàm 
cấp cao 

  1 câu  
0,2 đ 

 2 câu  
0,4đ 

   3 câu 
0,6đ 

(10%) 
Tổng số câu 
Tổng số    
điểm 

4 câu 
0,8 đ 

(20%) 

 9 câu 
1,8 đ 

(40%) 

 9câu 
1,8đ 
(5%) 

 3 câu 
0,6đ 
(5%) 

 25 câu 
10,0 đ 

(100%) 
 
 



c) Đề kiểm tra: 

Câu 1: Tiếp tuyến với đồ thị hàm số f(x) = 4
x 1−

tại điểm có hoành độ xR0R = -1 có hệ số góc là: 

 A. -1                           B. -2                     C. 2                        D. 1 

Câu 2: Một vật rơi tự do theo phương trình 21s gt   (m), 
2

= với g = 9,8 (m/sP

2
P). Vận tốc tức thời của vật 

tại thời điểm t= 5(s) là: 
 A. 122,5 (m/s)    B. 29,5(m/s)           C. 10 (m/s)               D. 49 (m/s) 

Câu 3: (TL) Cho hàm số y = 1
3

xP

3
P -3x có đồ thị ( C) . Viết phương trình tiếp tuyến của  (C) biết : 

a) Hoành độ tiếp điểm bằng -2 
b)Tiếp tuyến cần viết song song với đường thẳng (d) : y = x + 2017  
 
Câu 4: Đạo hàm của hàm số ( )34 1y x= − là:  

A. 3 4 3' 12 ( 1)y x x= −              B. 4 2' 3( 1)y x= −         C. 3 4 2' 12 ( 1)y x x= −          D. 3 4 3' 4 ( 1)y x x= −  

Câu 5:  Đạo hàm của biểu thức 2( ) 2 4f x x x= − +  là: 

A. 
2

2( 1)
2 4

x
x x

−

− +
           B. 

2

2 2
2 4

x
x x

−

− +
    C. 

2

2

2 4
2 2 4

x x
x x
− +

− +
      D. 

2

( 1)
2 4

x
x x

−

− +
 

Câu 6: Đạo hàm của hàm số 2 3
4

xy
x
−

=
+

là: 

A. '
2

5
( 4)

y
x

=
+

 B. '
2

11
( 4)

y
x
−

=
+

 C. ' 11
4

y
x

=
+

  D. '
2

11
( 4)

y
x

=
+

 

 
Câu 7: Đạo hàm của hàm số 3( 2 )( 3)y x x x= − +

 
là: 

A. 3 2' 4 9 4 6y x x x= + − −                                                B. 3 2' 4 9 4y x x x= − +                                               
C. 3 2' 4 9 4 6y x x x= + − +                                                 D. 3' 5 4 6y x x= − +  
Câu 8:  (TL) Tính đạo hàm các hàm số sau: 

a) 
2 1

1
x xy

x
+ +

=
+

  

b) 3 3 4cos 5y x x x= − + +  
 
Câu 9: Đạo hàm của hàm sô 3 22 4 5y x x x= + − + là: 
A. ' 23 4 4y x x= + −            B.  2' 3 2 4y x x= + −        C. ' 3 2 4y x x= + − .         D. 2' 3 4 4 5y x x= + − +  
 
Câu 10: Đạo hàm của hàm số y tan x=  là: 

 A. 2

1
sin x

−                          B. 2

1
cos x

                C. 2

1
sin x

                        D. - 2

1
cos x

 

Câu 11: Đạo hàm của hàm số ( ) sin 3f x x= là: 
A. 3cos3x .    B. cos3x .   C. 3cos3x− .   D. cos3x− . 
Câu 12: Đaọ hàm của hàm số coty x x= là: 



A. 2cot
sin

xx
x

−     B. 2cot
sin

xx
x

+   C. 2cot
cos

xx
x

−   D. 2cot
cos

xx
x

+  

 
Câu 13: Đaọ hàm của hàm số cos sin 2y x x x= − +  là: 
A. sin cos 2x x− − + .   B. sin cos 2x x− + .    C. sin cos 2x x− + + .  D. sin cos 2x x x− − + . 
 
Câu 14: Đạo hàm của hàm số osx+4sinxy c= là:  

 A. 4cos s inx
osx+4sinx

x
c

−    B. 4cos s inx
2 osx+4sinx

x
c

−   C. 2cos s inx
osx+4sinx

x
c

−        D. 

s inx 4cos
2 osx+4sinx

x
c

+     

Câu 15:  Đạo hàm của hàm số 3 4cos (3 5)y x= + là: 
 A. 4 2 43 cos (3 5)sinx x x+                                             B. 2 43sin (3 5)cosx x− +    
 C. 3 2 4 436 sin (3 5)cos(3 5)x x x+ +                                  D. 3 2 4 436 cos (3 5)sin(3 5)x x x− + +   

Câu 16:  Điểm M trên đồ thị hàm số y =  xP

3
P – 3xP

2
P – 1 mà tiếp tuyến tại đó có hệ số góc k bé nhất trong 

tất cả các tiếp tuyến của đồ thị thì M, k là: 
A. M(1; –3), k = –3  B. M(1; 3), k = –3 C. M(1; –3), k = 3 D. M(–1; –3), k = –3 

Câu 17: Vi phân của hàm số  là: 
A.  B.  
C.   D.  

Câu 18:  Cho hàm số f(x) liên tục tại xR0R. Đạo hàm của f(x) tại xR0R là:  

A. f(xR0R)  B. 
h

xfhxf )()( 00 −+
  

C. 0 0

0

( ) ( )
h

f x h f xlim
h→

+ − (nếu tồn tại giới hạn) D. 0 0

0

( ) ( )
h

f x h f x hlim
h→

+ − − (nếu tồn tại giới 

hạn) 
 

Câu 19: Cho hàm số f(x) xác định trên ( )+∞;0  bởi f(x) = 
x
1 . Đạo hàm của f(x) tại xR0R = 2 là: 

A. 
2
1  B– 

2
1  C. 

2
1  D. –

2
1  

Câu 20:  Hàm số 
1x
1x2y

−
+

= có đạo hàm là: 

A. yP

/
P = 2 B. 

2
/

)1x(
1y
−

−=   C. 
2

/

)1x(
3y
−

−=  D. 
2

/

)1x(
1y
−

=  

Câu 21:  Cho hàm số y = xP

3
P – 3xP

2
P – 9x – 5. Phương trình yP

/
P = 0 có nghiệm là: 

A. {–1; 2} B. {–1; 3}  C. {0; 4}  D. {1; 2}  

Câu 22:  Hàm số y = 
2
1 (1+ tanx)P

2
P có đạo hàm là: 



A. yP

/
P = 1+ tanx B. yP

/
P = (1+tanx)P

2
P  C.  yP

/
P = (1+tanx)(1+tanx)P

2
P D. yP

/
P = 

1+tanP

2
Px 

Câu 23:  Cho hàm số y = f(x) = (x – 1)P

2
P. Biểu thức nào sau đây chỉ vi phân của hàm số f(x)? 

A. dy = 2(x – 1)dx  B. dy = (x–1)P

2
Pdx  C. dy = 2(x–1)  D. dy = (x–1)dx 

 

Câu 24:  Vi phân của hàm số 
x

xtany = là: 

A. dx
xcosxx4

x2dy
2

=  B. dx
xcosxx4

)x2sin(dy
2

=   

C. dx
xcosxx4

)x2sin(x2dy
2

−
=  D. dx

xcosxx4
)x2sin(x2dy

2

−
−=  

 
Câu 25:  Giả sử h(x) = 5(x+1)P

3
P + 4(x + 1). Tập nghiệm của phương trình hP

//
P(x) = 0 là: 

A. [–1; 2] B. (–∞; 0] C. {–1}  D. ∅  
 

 



 1 

Chuyên đề: 
PHÉP DỜI HÌNH VÀ PHÉP ĐỒNG DẠNG TRONG  

MẶT PHẲNG 
(Buổi 1) 

1. Phép tịnh tiến: 
 
Ua) ĐNU: Phép tịnh tiến theo véctơ u  là một phép dời hình biến điểm M thành điểm M ′ sao 
cho uMM ′ =



 . 
 Kí hieäu : T hay T  .Khi ñoù : T (M) M MM uu u
 Pheùp tònh tieán hoaøn toaøn ñöôïc xaùc ñònh khi bieát vectô tònh tieán cuûa noù .

′ ′= ⇔ =




 



 Neáu T (M) M , M thì T  laø pheùp ñoàng nhaát .o o= ∀ 

         
 
Ub) Biểu thức tọa độU: Cho u = (a;b) và phép tịnh tiến Tu . 

′′ ′ ′→ =  ′


x = x + a  M(x;y) M =T (M) (x ;y ) thì u y = y + b
I  

Uc) Tính chất: 
 

Pheùp tònh tieán baûo toaøn khoaûng caùch giöõa hai ñieåm baát kì .
 Pheùp tònh tieán:

 + Bieán moät ñöôøng thaúng thaønh moät ñöôøng thaúng song song hoaëc truøng vôùi 
ñöôøng thaúng ñaõ cho .
 + Bieán





 moät tia thaønh tia .
 + Baûo toaøn tính thaúng haøng vaø thöù töï cuûa caùc ñieåm töông öùng .
 + Bieán moät ñoaïn thaúng thaønh ñoaïn thaúng baèng noù .
  

 

v v+ Bieán 
T T

tam giaùc thaønh tam giaùc baèng noù . (Tröïc taâm tröïc taâm , troïng taâm  troïng taâm )→ →
 

I I
 
 

v  

 + Ñöôøng troøn thaønh ñöôøng troøn baèng noù .

        (Taâm bieán thaønh taâm : I I  , R  = R )
T

′ ′→
I

 

   
 2. Phép đối xứng trục: 
Ua) ĐN: 
      ĐN1 
Điểm M ′ gọi là đối xứng với điểm M qua đường thẳng a nếu  a  là đường trung trực của đoạn 
MM ′   
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        Pheùp ñoái xöùng qua ñöôøng thaúng coøn goïi laø pheùp ñoái xöùng truïc .  Ñöôøng thaúng a goïi laø 
truïc ñoái xöùng.
       ÑN2 : 
Pheùp ñoái xöùng qua ñöôøng thaúng a laø pheùp bieán hình bieá

a o o o

n moâi ñieåm M thaønh ñieåm M
 ñoái xöùng vôùi M qua ñöôøng thaúng a .
 Kí hieäu : Ñ (M) M M M M M , vôùi M  laø hình chieáu cuûa M treân ñöôøng thaúng a .

′

′ ′= ⇔ = −
 

 

  Khi đó : 

  a Neáu M a thì Ñ (M) M : xem M  laø ñoái xöùng vôùi  chính noù qua a . 
( M coøn goïi laø ñieåm baát ñoäng ) 

∈ =

 

  ′ ′∉ = ⇔ aM a thì Ñ (M) M a laø ñöôøng trung tröïc cuûa MM  

  a a Ñ (M) M  thì Ñ (M ) M′ ′= =  
  a a Ñ (H) H  thì Ñ (H ) H , H  laø aûnh cuûa hình H .′ ′ ′= =   

d ÑN : d laø truïc ñoái xöùng cuûa hình H Ñ (H) H .
 Pheùp ñoái xöùng truïc hoaøn toaøn xaùc ñònh khi bieát truïc ñoái xöùng cuûa noù .

Chuù yù : Moät hình coù theå khoâng coù truïc ñoái xöùng ,coù the

⇔ =



å coù moät hay nhieàu truïc ñoái xöùng .
 

 
b)U Biểu thức tọa độ:U  ′ ′ ′→ = =dM(x;y) M Ñ (M) (x ;y )I  

′ ′  −≡ ≡ ′ ′− 
x = x x = x     ª d Ox :        ª d Oy :  
y  = y y  = y  

 
Uc) ĐL:U Phép đối xứng trục là một phép dời hình. 
 

  
  1.Pheùp ñoái xöùng truïc bieán ba ñieåm thaúng haøng thaønh ba ñieåm thaúng haøng vaø baûo toaøn thöù töï 
cuûa caùc ñieåm töông öùng .
 2. Ñöôøng thaúng thaønh ñöôøng thaúng .       

  3

Heä quaû :
  

 

→ →

. Tia thaønh tia .
  4. Ñoaïn thaúng thaønh ñoaïn thaúng baèng noù .

  5. Tam giaùc thaønh tam giaùc baèng noù .  (Tröïc taâm tröïc taâm , troïng taâm  troïng taâm )

  6. Ñöôøng troøn thaønh ñöôøng

I I
′ ′→ troøn baèng noù . (Taâm bieán thaønh taâm : I I  , R  = R )

  7. Goùc thaønh goùc baèng noù .
I

 
  
 
3. Phép đối xứng tâm: 
a) ÑN : Pheùp ñoái xöùng taâm I laø moät pheùp dôøi hình bieán moãi ñieåm M thaønh ñieåm M  ñoái xöùng
 vôùi M qua I.
  Pheùp ñoái xöùng taâm coøn goïi laø pheùp ñoái xöùng qua moät ñieåm   .
 Ñieåm I go

′

ïi laø taâm cuûa cuûa pheùp ñoái xöùng hay ñôn giaûn laø taâm ñoái xöùng .
 
 Kí hieäu : Ñ (M) M IM IM .I ′ ′= ⇔ = −
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 Neáu M I thì M I
 Neáu M I thì M Ñ (M) I laø trung tröïc cuûa MM .I
 ÑN :Ñieåm I laø taâm ñoái xöùng cuûa hình H Ñ (H) H.I

 Chuù yù : Moät hình coù theå khoâng coù taâm ñoái xöùng .

′≡ ≡
′ ′≠ = ⇔

⇔ =







  

I

b) Bieåu thöùc toïa ñoä : Cho I(x ;y ) vaø pheùp ñoái xöùng taâm I : o o
x = 2x xÑ oM(x;y) M Ñ (M) (x ;y ) thì I y 2y yo

c) Tính chaát :
  1. Pheùp ñoái xöùng taâm baûo toaøn khoaûng caùch giöõa hai 

′ −′ ′ ′→ = =  ′ = −
I

ñieåm baát kì .
  2. Bieán moät tia thaønh tia .
  3. Baûo toaøn tính thaúng haøng vaø thöù töï cuûa caùc ñieåm töông öùng .

 

 

 4. Bieán moät ñoaïn thaúng thaønh ñoaïn thaúng baèng noù .
 5. Bieán moät ñöôøng thaúng thaønh moät ñöôøng thaúng song song hoaëc truøng vôùi ñöôøng thaúng ñaõ cho.
 6. Bieán moät goùc thaønh goùc coù 

 
soá ño baèng noù .

 7. Bieán tam giaùc thaønh tam giaùc baèng noù . ( Tröïc taâm tröïc taâm , troïng taâm  troïng taâm )→ →
 

 ′ ′→ 8. Ñöôøng troøn thaønh ñöôøng troøn baèng noù . ( Taâm bieán thaønh taâm : I I  , R  = R )I  

  
UBài tập tự luận 

1. Phép tịnh tiến: 
a) Dạng bài tập và PP giải: 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐIỂM  

{ ( )uT x = x + a  M(x;y) M =T (M) (x ;y ) thì ; vôùi u a;bu y = y + b
′′ ′ ′→ = ′





I  

 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT HÌNH  (H) . 

UCách 1U: Dùng tính chất (cùng phương của đường thẳng, bán kính đường tròn: không đổi) 

1/ Lấy ′ ′∈ → ∈M (H) M (H )I  

2/   ′≡ → ≡ (H)  ñöôøng thaúng (H ) ñöôøng thaúng cuøng phöông  
Taâm I Taâm I (H) (C)  (H ) (C )  (caàn tìm I ) .

+ bk : R + bk : R = R
′+ + ′ ′ ′≡ → ≡  ′ 

  II  

U

 Caùch 2 : Duøng bieåu thöùc toïa ñoä .
      Tìm x theo x  , tìm y theo y  roài thay vaøo bieåu thöùc toïa ñoä .

T
 Caùch 3 : Laáy hai ñieåm phaân bieät  : M, N (H) M , N (H )

′ ′

′ ′ ′∈ → ∈


I

 

 
b) Vận dụng: 
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B1  Trong mpOxy . Tìm aûnh cuûa M  cuûa ñieåm M(3; 2) qua pheùp tònh tieán theo vectô u = (2;1) .
 Giaûi 

x 3 2 x 5Theo ñònh nghóa ta coù : M  = T (M) MM u (x 3;y 2) (2;1)u y 2 1 y 1

′ −

′ ′− = = ′ ′ ′ ′⇔ = ⇔ − + = ⇔ ⇔ ′ ′+ = = − 









                                                                                M (5; 1)
B2  Tìm aûnh caùc ñieåm chæ ra qua pheùp tònh tieán theo vectô u :
    a) A( 1;1) , u = (3;1)                  

′⇒ −

−



                                                                       A (2;3)
    b) B(2;1) , u = ( 3;2)                                                                                        B ( 1;

′⇒
′− ⇒ −

 3)
    c) C(3; 2) , u = ( 1;3)                                                                                      C (2;1)′− − ⇒



 
 
B3  Ñöôøng thaúng  caét Ox taïi A(1;0) , caét Oy taïi B(0;3) . Haõy vieát phöông trình 
ñöôøng thaúng  laø aûnh cuûa  qua pheùp tònh tieán theo vectô u = ( 1; 2) .
  Giaûi 
   Vì : A T (A) (0; 2) ,u

∆
′∆ ∆ − −

′ = = −



  B T (B) ( 1;1) .u
  Maët khaùc : T ( )  ñi qua A ,B  . u

 qua A (0; 2) x tDo ñoù :   ptts :
y 2 3t VTCP :  A B = ( 1;3)

′ = = −
′ ′ ′ ′∆ = ∆ ⇒ ∆

′ − = −′ ′∆ ⇒ ∆  = − +′ ′ − 











 

 
B4  Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng thaúng sau qua pheùp tònh tieán:
                      a)  : x 2y 4 = 0 , u = (0 ; 3)                                   : x 2y 2 0
                      b)  : 3x y 3 =

′∆ − − ⇒ ∆ − + =
∆ + −



 0 , u = ( 1 ; 2)                              : 3x y 2 0′− − ⇒ ∆ + + =


 

2 2B5  Tìm aûnh cuûa ñöôøng troøn (C) : (x + 1) (y 2) 4 qua pheùp tònh tieán 
theo vectô u = (1; 3) .
 Giaûi

x = x + 1 x = x 1 Bieåu thöùc toaï ñoä cuûa pheùp tònh tieán T  laø : u y = y 3 y = y + 3

 

+ − =
−

′ ′ − ⇔ ′ ′− 





2 2 2 2Vì : M(x;y) (C) : (x + 1) (y 2) 4 x (y 1) 4
2 2 M (x ;y ) (C ) : x (y 1) 4

2 2              Vaäy : AÛnh cuûa (C) laø (C ) : x  (y 1) 4

′ ′∈ + − = ⇔ + + =

′ ′ ′ ′⇔ ∈ + + =

′ + + =

 

 
2. Phép đỗi xứng trục: 
a) Dạng bài tập và PP giải: 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐIỂM  
 

aPP : Tìm aûnh M  = Ñ (M), thöïc hieän caùc böôùc:
 1. (d) M , d a 
 2. H = d a 
 3. H laø trung ñieåm cuûa MM M  ? 

′•
∋ ⊥

∩
′ ′→

 

 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐƯỜNG THẲNG  
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a

a

ª PP :  Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng : = Ñ ( )
   TH1: ( ) // (a)
    1. Laáy A,B ( ) : A B
    2. Tìm aûnh A = Ñ (A)
    3. A , // (a)

′∆ ∆
∆

∈ ∆ ≠
′

′ ′ ′ ′∆ ∋ ∆ → ∆



 

  TH2 :  //∆

a

  a 
     1. Tìm K = a
     2. Laáy P : P K .Tìm Q = Ñ (P)
     3. (KQ) 

∆∩
∈∆ ≠

′∆ ≡

 

 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐƯỜNG TRÒN  
PP: Tìm ảnh của tâm I qua phép đối xứng trục và dùng tính chất “Phép đối xứng trục biến đường 
tròn thành đường tròn có cùng bán kính” 
 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM min M ( ) : (MA + MB) .∈ ∆  

ª  UPP U: minTìm M ( ) : (MA + MB) .∈ ∆  
 

min

min

   Tìm M ( ) : (MA+ MB)  
 Loaïi 1 : A, B naèm cuøng phía ñoái vôùi ( ) :

   1) goïi A  laø ñoái xöùng cuûa A qua ( )   
   2) M ( ), thì MA + MB MA + MB A B 
   Do ñoù: (MA+MB) = A B M = (A B) ( ) 

∈ ∆
∆

′ ∆
′ ′∀ ∈ ∆ = ≥

′ ′⇔ ∩ ∆



min

 Loaïi 2 : A, B naèm khaùc phía ñoái vôùi ( ) :
  M ( ), thì MA + MB AB 
Ta coù: (MA+MB)  = AB M = (AB) ( )

∆
∀ ∈ ∆ ≥

⇔ ∩ ∆



 

 
 
b) Vận dụng: 
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ÑÑ OyOx

B1  Trong mpOxy . Tìm aûnh cuûa M(2;1) ñoái xöùng qua Ox , roài ñoái xöùng qua Oy .

    HD : M(2;1) M (2; 1) M ( 2; 1)
B2  Trong mpOxy . Tìm aûnh cuûa M(a;b) ñoái xöùng qua Oy , roài ñoái x

′ ′′→ − → − −I I

Ñ ÑOy Ox

a

öùng qua Ox .

    HD : M(a;b) M ( a;b) M ( a; b)
B3  Cho ñieåm M( 1;2) vaø ñöôøng thaúng (a) : x + 2y + 2 = 0 . Tìm aûnh cuûa M qua Ñ
    HD : (d) : 2x y + 4 = 0 , H = d a H( 2;0) , 
H laø 

′ ′′→ − → − −
−

− ∩ → −

I I

a

a

trung ñieåm cuûa MM M ( 3; 2)
B4  Cho ñieåm M( 4;1) vaø ñöôøng thaúng (a) : x + y = 0 . Tìm aûnh cuûa M qua Ñ                       
 Kq:             M = Ñ (M) ( 1;4)
B5  Cho 2 ñöôøng thaúng ( ) : 4x y +

′ ′→ − −
−
′⇒ = −

∆ − a

a

 9 = 0 , (a) : x y + 3 = 0 . Tìm aûnh = Ñ ( ) .
  HD :

4 1     Vì  caét  a K a K( 2;1)
1 1

     M( 1;5) d M, a d : x y 4 0 H(1/ 2;7 / 2) :
trung ñieåm cuûa MM M Ñ (M) (2;2)
     KM : x 4y + 6 = 0

′− ∆ ∆

−
≠ ⇒ ∆ → = ∆∩ → −
−

− ∈∆→ ∋ ⊥ → + − = →
′ ′→ = =

′ ′∆ ≡ −







 

a

a

B6  Tìm b = Ñ (Ox) vôùi ñöôøng thaúng (a) : x + 3y + 3 = 0 .
    HD :  a Ox = K( 3;0) .

3 9              M O(0;0) Ox : M = Ñ (M) = ( ; ) .
5 5

              b KM : 3x + 4y 9 = 0 .

∩ −

′≡ ∈ − −

′≡ +







 

 
3. Phép đối xứng tâm: 
a) Dạng bài tập và PP giải: 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐIỂM  
PP: Sử dụng biểu thức tọa độ : 

I

 Cho I(x ;y ) vaø pheùp ñoái xöùng taâm I : o o
ÑM(x;y) M Ñ (M) (x ;y ) thì I

x = 2x xo       
y 2y yo

′ ′ ′→ = =
′ −

 ′ = −

I  

 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐƯỜNG THẲNG  

 Caùch 1: Duøng bieåu thöùc toaï ñoä
 Caùch 2 :  Xaùc ñònh daïng // , roài duøng coâng thöùc tính khoaûng caùch d( ; ) .
 Caùch 3 :  Laáy baát kyø A,B  , roài tìm aûnh A ,B A B
 

′ ′ ′∆ ∆ ∆ ∆ → ∆
′ ′ ′ ′ ′ ′∈∆ ∈∆ ⇒ ∆ ≡

 

 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐƯỜNG TRÒN  
UCách 1:U Sử dụng biểu thức tọa độ. 
UCách 2:U Tìm ảnh của tâm I qua phép đối xứng tâm và dùng tính chất “Phép đối xứng tâm 
biến đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính” 
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b) Vận dụng: 
B1  Tìm aûnh cuûa caùc ñieåm sau qua pheùp ñoái xöùng taâm I :
  1) A( 2;3) , I(1;2)                                                                      A (4;1)
  2) B(3;1) , I( 1;2)                   

′− ⇒
−                                                     B ( 5;3)

  3) C(2;4) , I(3;1)                                                                          C (4; 2) 
′⇒ −
′⇒ −

 

 

{ {
Giaûi : 
 1) Giaû söû : A Ñ (A) IA IA (x 1;y 2) ( 3;1)I

x 1 3 x 4 A (4;1)y 2 1 y 1
    Caùch : Duøng bieåu thöùc toaï ñoä 
2),3) Laøm töông töï

′ ′ ′= ⇔ = − ⇔ − − = − −
′ ′− = = ′⇔ ⇔ ⇒′ ′− = − =

≠

 

 

 
 
B2  Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng thaúng sau qua pheùp ñoái xöùng taâm I :
 1) ( ) : x 2y 5 0,I(2; 1)                                              ( ) : x 2y 5 0
 2) ( ) : x 2y 3 0,I(1;0)                        

′∆ + + = − ⇒ ∆ + − =
∆ − − =                          ( ) : x 2y 1 0

 3) ( ) : 3x 2y 1 0,I(2; 3)                                             ( ) : 3x 2y 1 0
′⇒ ∆ − + =
′∆ + − = − ⇒ ∆ + + =

 

 
 

I

Giaûi
x 4 x x 4 xÑ  1) Caùch 1: Ta coù : M(x;y) M
y 2 y y 2 y
′ ′= − = − ′→ ⇒ ′ ′= − − = − − 

I  

I

Vì M(x;y) x 2y 5 0 (4 x ) 2( 2 y ) 5 0 x 2y 5 0
                                                 M (x ;y )  : x 2y 5 0

Ñ      Vaäy : ( )  ( ) : x 2y 5 0
Caùch 2 :  Goïi  = Ñ ( )  song song I

′ ′ ′ ′∈∆ ⇔ + + = ⇔ − + − − + = ⇔ + − =
′ ′ ′ ′⇔ ∈∆ + − =

′∆ → ∆ + − =
′ ′∆ ∆ ⇒ ∆ ∆

I
: x + 2y + m = 0 (m 5) .

m 5 (loaïi)|5| | m |               Theo ñeà : d(I; ) = d(I; ) 5 | m |
m 52 2 2 21 2 1 2

                                                                                      

′⇒ ∆ ≠
=′∆ ∆ ⇔ = ⇔ = ⇔  = −+ +

                                                  
  ( ) : x 2y 5 0
Caùch 3 :  Laáy : A( 5;0),B( 1; 2) A (9; 2),B (5;0) A B : x 2y 5 0

′→ ∆ + − =
′ ′ ′ ′ ′− − − ∈∆⇒ − ⇒ ∆ ≡ + − =

 

 
 
+ Các ý 2),3) làm tương tự. 
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B3  Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng troøn vaø(P) sau qua pheùp ñoái xöùng taâm I :
2 2 1) (C) : x (y 2) 1,E(2;1)                                                                               
2 2 2) (C) : x y 4x 2y

+ − =

+ + + =

E

0,F(1;0)                          
2 3) (P) : y = 2x x 3 , taâm O(0;0) .                 

HD :1) Co ù 2 caùch giaûi :
 Caùch 1:  Duøng bieåu thöùc toaï ñoä .

Ñ Caùch 2 :  Tìm taâm I I ',R R (ña õ cho) .
 2)

− +

′→ = =I
 Töông töï .

Keát quaû:
2 21) (C ) : (x 4) y 1

2 22) (C ) : x y 8x 2y 12 0
ÑNõ hay bieåu thöùc toaï ñoä 23) (P ) : y = 2x x 3

′ − + =

′ + − − + =

′→ − − −

 

UBài tập trắc nghiệm: 
1. Phép tịnh tiến: 
Nhận biết 

Câu 1: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm ( )2;5A  . Phép tịnh tiến theo vectơ ( )1;2v =


 biến A  

thành điểm có tọa độ là: 
A. ( )3;1  . B. ( )1;6  . C. ( )3;7 .  D. ( )4;7  . 

Lời giải 
Chọn  C. 
Nhắc lại: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm ( );M x y  và điểm ( )' '; 'M x y , ( );v a b=



 sao 

cho:  ( )' vM T M=  .Ta có: 
'
'

x x a
y y b
= +

 = +
 

Áp dụng công thức trên ta có: Ảnh của A qua  phép tịnh tiến theo vectơ ( )1;2v =


 là 

( )' 3;7A   
Câu 2: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm ( )2;5A . Hỏi A   là ảnh của điểm nào trong các điểm sau 

qua phép tịnh tiến theo vectơ ( )1;2v =


? 

A. ( )3;1  . B. ( )1;6  . C. ( )4;7  . D.  ( )1;3  . 
Lời giải 

Chọn  D. 
A   là ảnh của điểm  M  qua phép tịnh tiến theo vectơ ( )1;2v =



  
Áp dụng công thức biểu thức tọa dộ của phép tịnh tiến ta có:  

( )
2 1 1

1;3
5 2 3

A M M

A M M

x x a x
M

y y b y
= + = − = 

⇔ ⇒ = + = − = 
  

Câu 3: Trong mặt phẳng tọa độOxy , phép tịnh tiến theo vectơ ( )3;2v = −


  biến điểm ( )1;3A  

thành điểm nào trong các điểm sau: 
A. ( )3;2−  . B. ( )1;3 .  C. ( )2;5−  . D. ( )2; 5− . 

Lời giải 
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Chọn  C. 
Nhắc lại: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm ( );M x y  và điểm ( )' '; 'M x y , ( );v a b=



 sao 

cho:  ( )' vM T M=  .Ta có: 
'
'

x x a
y y b
= +

 = +
 

Áp dụng công thức trên ta có: Ảnh của ( )1;3A qua  phép tịnh tiến theo vectơ ( )3;2v = −


 
là ( )' 2;5A −   
 

Câu 4: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , phéptịnh tiến theo vectơ  ( )1;3v =


 biến điểm ( )1;2A    

thành điểm nào trong các điểm sau ? 
A. ( )2;5  . B. ( )1;3  . C. ( )3;4 .  D. ( )3; 4− −  . 

Lời giải 
Chọn  A. 
Áp dụng công thức trên ta có: Ảnh của ( )1;2A qua  phép tịnh tiến theo vectơ ( )1;3v =



 là 

( )' 2;5A   
 

Câu 5: Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một đường thẳng cho trước thành chính nó? 
A. Không có. B. Chỉ có một. C. Chỉ có hai. D. Vô số . 

Lời giải 
Chọn  D. 

 
Câu 6: Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một đường tròn cho trước thành chính nó? 

A. Không có. B. Một. C. Hai. D. Vô số . 
Lời giải 

Chọn  B. 
 
Câu 7: Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một hình vuông thành chính nó? 

A. Không có. B. Một. C. Bốn. D. Vô số . 
Lời giải 

Chọn  B. 
 
Câu 8: Giả sử qua phép tịnh tiến theo vectơ 0v ≠

 

, đường thẳng d  biến thành đường thẳng 'd  . 
Câu nào sau đây sai? 
A. d  trùng 'd  khi v



 là vectơ chỉ phương của d .  
B. d song song với 'd  khi v



 là vectơ chỉ phương của d . 
C. d  song song với 'd  khi v



 không phải là vectơ chỉ phương của d .  
D. d  không bao giờ cắt 'd . 

Lời giải 
Chọn  B. 

 Thông hiểu 
Câu 9: Cho hai đường thẳng song song d   và 'd  . Tất cả những phép tịnh tiến biến d   thành 'd  

là: 
A. Các phép tịnh tiến theo v



, với mọi vectơ 0v ≠
 

 không song song với vectơ chỉ phương 
của d  . 
B. Các phép tịnh tiến theo v



, với mọi vectơ 0v ≠
 

 vuông góc với vectơ chỉ phương của 
d . 
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C. Các phép tịnh tiến theo 'AA


, trong đó hai điểm A   và 'A   tùy ý lần lượt nằm trên d  
và 'd .  
D. Các phép tịnh tiến theo v



, với mọi vectơ 0v ≠
 

 tùy ý. 
Lời giải 

Chọn  C. 
 
Câu 10: Cho ,P Q   cố định. Phép tịnh tiến T biến điểm M  bất kỳ thành 2M   sao cho 

2 2MM PQ=
 

.   

A. T chính là phép tịnh tiến theo vectơ PQ


. B. T chính là phép tịnh tiến theo vectơ 

2MM


.  

C. T chính là phép tịnh tiến theo vectơ 2PQ


. D. T chính là phép tịnh tiến theo vectơ 
1
2

PQ


. 

Lời giải 
Chọn  C. 

 
Câu 11: Cho phép tịnh tiến uT  biến điểm M  thành 1M và phép tịnh tiến vT  biến 1M  thành 2M  . 

A. Phép tịnh tiến u vT
+
   biến 1M  thành 2M .  

B. Một phép đối xứng trục biến M   thành 2M . 
C. Không thể khẳng định được có hay không một phép dời hình biến M  thành 2M

R

. 

D. Phép tịnh tiến u vT
+
   biến M   thành 2M . 

Lời giải 
Chọn  D. 

uT  biến điểm M  thành 1M  ta có 1MM u=
 

  

vT  biến 1M  thành 2M  ta có 1 2 vM M =
 

 

Phép tịnh tiến u vT
+
   biến M   thành 2M  khi đó  

2 1 1 2 2 2 2u MM MM M M MM MMv MM+ = ⇔ + = ⇔ =
       

 ( đúng) 
Câu 12: Cho phép tịnh tiến vectơ v



 biến A   thành 'A  và M   thành 'M  . Khi đó: 
A. ' 'AM A M= −
 

. B. 2 ' 'AM A M=
 

. C. ' 'AM A M=
 

. D. 
3 2 ' 'AM A M=
 

. 
Lời giải 

Chọn  C. 

   Tính chất 1: Nếu ')( MMTv = , ')( NNTv =  thì MNNM ='' . Hay phép tịnh tiến bảo toàn 
khoảng cách giữa hai điểm bất kì. 

 
Câu 13: Trong mặt phẳng Oxy  , cho ( );v a b=



 . Giả sử phép tịnh tiến theo v


 biến điểm ( );M x y  

thành ( )' '; 'M x y  . Ta có biểu thức tọa độ của phép tịnh tiến theo vectơ v


 là: 
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A. 
'
'

x x a
y y b
= +

 = +
. B. 

'
'

x x a
y y b
= +

 = +
. C. 

'
'

x b x a
y a y b
− = −

 − = −
. D. 

'
'

x b x a
y a y b
+ = +

 + = +
. 

Lời giải 
Chọn  A. 
  
Vận dụng 

Câu 14: Trong mặt phẳng Oxy , cho phép biến hình f  xác định như sau: Với mỗi ( );M x y ta có 

( )' fM M=   sao cho ( )' '; 'M x y  thỏa mãn ' 2, ' 3x x y y= + = −  . 

A. f  là phép tịnh tiến theo vectơ ( )2;3v =


 . B. f  là phép tịnh tiến theo vectơ 

( )2;3v = −


 . 

C. f  là phép tịnh tiến theo vectơ ( )2; 3v = − −


 . D. f  là phép tịnh tiến theo vectơ 

( )2; 3v = −


. 
Lời giải 

Chọn  D. 
 

Áp dụng câu 13. 
Câu 15: Trong mặt phẳng Oxy , ảnh của đường tròn: ( ) ( )2 22 1 16x y− + − = qua phép tịnh tiến 

theo vectơ  ( )1;3v =


là đường tròn có phương trình: 

A. ( ) ( )2 22 1 16x y− + − = . B. ( ) ( )2 22 1 16x y+ + + = .  

C. ( ) ( )2 23 4 16x y− + − = . D. ( ) ( )2 23 4 16x y+ + + = . 
Lời giải 

Chọn C. 
Theo định nghĩa ta có biểu thức tọa độ của phép tịnh tiến là :  

1
3

x x a x
y y b y
′ = + = +

 ′ = + = +

1
3

x x
y y

′= −
⇔  ′= −

 

Thay vào phương trình đường tròn ta có : ( ) ( )2 22 1 16x y− + − =  

( ) ( )2 21 2 1 3 16x y′ ′⇔ − − + − − = ( ) ( )2 23 4 16x y′ ′⇔ − + − =  

Vậy ảnh của đường tròn đã cho qua phép tịnh tiến theo vectơ  ( )1;3v =


là đường tròn có 
phương trình:  
( ) ( )2 23 4 16x y− + − = . 

Câu 16: Trong mặt phẳng Oxy cho 2 điểm ( ) ( )1;6 ; 1; 4A B − − . Gọi C, D lần lượt là ảnh của A và 

B qua phéptịnh tiến theo vectơ ( )1;5v =


.Tìm khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 

A. ABCD là hình thang.  B. ABCD là hình bình hành.  
C. ABDC là hình bình hành. D. Bốn điểm A, B, C, D thẳng hàng. 

Lời giải 
Chọn D. 
Ta có : ( ) ( ) ( )2; 10 2 1;5 2 1AB v= − − = − =
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Do đó C, D lần lượt là ảnh của A và B qua phéptịnh tiến theo vectơ ( )1;5v =


thì 

( )2AC BD v= =
  

 
Từ ( ) ( )1 ; 2 suy ra / / / /AB AC BD  do đó A,B,C,D thẳng hàng. 

Câu 17: Trong mặt phẳng Oxy , ảnh của đường tròn : ( ) ( )2 21 3 4x y+ + − = qua phép tịnh tiến theo 

vectơ ( )3;2v =


là đường tròn có phương trình: 

A. ( ) ( )2 22 5 4x y+ + + =  .B. ( ) ( )2 22 5 4x y− + − = . 

C. ( ) ( )2 21 3 4x y− + + = . D. ( ) ( )2 24 1 4x y+ + − = . 
Lời giải 

Chọn B. 
Theo định nghĩa ta có biểu thức tọa độ của phép tịnh tiến là :  

3
2

x x a x
y y b y
′ = + = +

 ′ = + = +

3
2

x x
y y

′= −
⇔  ′= −

 

Thay vào phương trình đường tròn ta có : ( ) ( )2 21 3 4x y+ + − =  

( ) ( )2 23 1 2 3 4x y′ ′⇔ − + + − − = ( ) ( )2 22 5 4x y′ ′⇔ − + − =  

Vậy ảnh của đường tròn : ( ) ( )2 21 3 4x y+ + − = qua phép tịnh tiến theo vectơ  

( )3;2v =


là đường tròn có phương trình: ( ) ( )2 22 5 4x y− + − = . 
 
Câu 18: Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau: 

A. Phép tịnh tiến bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì.  
B. Phép tịnh tiến biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng  
C. Phép tịnh tiến biến tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho  
D. Phép tịnh tiến biến đường thẳng thành đường thẳng song song với đường thẳng đã cho  

Lời giải 
Chọn D. 
Phép tịnh tiến biến đường thẳng thành đường thẳng song song với đường thẳng đã cho 
khi và chỉ khi véctơ tịnh tiến v



cùng phương với véctơ chỉ phương của đường thẳng đã 
cho. 

Câu 19: Trong mặt phẳng Oxy cho 2 điểm A(1; 1) và B (2; 3). Gọi C, D lần lượt là ảnh của A và 
B qua phép tịnh tiến v



 = (2; 4). Tìm khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 
A. ABCD là hình bình hành B. ABDC là hình bình hành  
C. ABDC là hình thang  D. Bốn điểm A, B, C, D thẳng hàng 

Lời giải 
Chọn D. 

Ta có : ( ) ( )11;2 1
2

AB v= =
 

 

Do đó C, D lần lượt là ảnh của A và B qua phéptịnh tiến theo vectơ ( )1;5v =


thì 

( )2AC BD v= =
  

 
Từ ( ) ( )1 ; 2 suy ra / / / /AB AC BD  do đó A,B,C,D thẳng hàng. 

Câu 20: Cho hai đường thẳng d  và d ′  song song nhau. Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến d thành 
d ′ ? 
A. 1. B. 2. C. 3. D. Vô số. 

Lời giải 
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Chọn D. 
Vì / /d d ′nên lần lượt lấy 2 điểm trên hai đường thẳng ;M d N d ′∈ ∈ thì phép tịnh tiến 
theo véctơ: v MN=

 

luôn biến đường thẳng d thành đường thẳng d ′ .  
Câu 21: Khẳng định nào sau đây là đúng về phép tịnh tiến ? 

A. Phép tịnh tiến theo véctơ v


 biến điểm M  thành điểm M ′ thì v M M′=
 

. 
B. Phép tịnh tiến là phép đồng nhất nếu véctơ tịnh tiến 0v =

 

. 
C. Nếu phép tịnh tiến theo véctơ v



 biến 2 điểm ,M N thành hai điểm ,M N′ ′ thì 
MNN M′ ′ là hình bình hành. 
D. Phép tịnh tiến biến một đường tròn thành một elip.  

Lời giải 
Chọn B. 
A sai vì Phép tịnh tiến theo véctơ v



 biến điểm M  thành điểm M ′ thì v MM ′=
 

. 
B đúng vì phép tịnh tiến theo véctơ tịnh tiến 0v =

 

biến mọi điểm M thành chính nó nên 
là phép đồng nhất. 
C sai vì nếu ;MN v

 

là hai véctơ cùng phương thì khi đó MM NN v′ ′= =
  

 nên 
; ;MN MM NN′ ′

  

là các véctơ cùng phương do đó thẳng hàng vì vậy tứ giác 
MNN M′ ′không thể là hình bình hành. 
D sai vì phép tịnh tiến biến một đường tròn thành đường tròn. 

Câu 22: Cho hình bình hành ABCD , M là một điểm thay đổi trên cạnh AB . Phép tịnh tiến theo 
vt BC


biến điểm M  thành điểm M ′  thì khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng ?  
A. Điểm M ′  trùng với điểm M . B. Điểm M ′nằm trên cạnh BC . 
C. Điểm M ′ là trung điểm cạnh CD. D. Điểm M ′nằm trên cạnh DC . 
Lời giải 
Chọn D. 
Vì phép tịnh tiến bảo toàn tính chất thẳng hàng. 
Khi đó : : ;BCT A D B C

  nên :BCT AB CD

 . 
Vì ( )BCT M M ′= và M AB M DC′∈ ⇒ ∈ . 

Câu 23: Cho phép tịnh tiến theo vt 0v =
 

. Phép tịnh tiến theo vt 0v =
 

 biến hai điểm ,M N thành 
hai điểm ,M N′ ′khi đó khẳng định nào sau đây đúng nhất ? 
A. Điểm M trùng với điểm N. B. Vt MN



 là vt 0


. 
C. Vt ' 0MM NN′ = =

  

.  D. 0MM ′ =
 

. 
Lời giải 

Chọn C. 
A sai khi hai điểm ,M N phân biệt. 
B sai khi hai điểm ,M N phân biệt. 
C đúng vì theo định nghĩa phép tịnh tiến thì ta có : ' 0MM NN′ = =

  

. 
D sai vì thiếu điều kiện ' 0NN =

 

. 
Câu 24: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy , phép tịnh tiến theo vt ( )1;2v =



biến điểm 

( )1;4M −  thành điểm M ′có tọa độ là ? 

 A. ( )0;6M ′ . B. ( )6;0M ′ . C. ( )0;0M ′ . D. ( )6;6M ′ . 
Lời giải 

Chọn A. 
Theo định nghĩa ta có biểu thức tọa độ của phép tịnh tiến là :  

1 1 0
4 2 6

x x a
y y b
′ = + = − + =

 ′ = + = + =
( )0;6M ′⇔ . 
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Câu 25:  Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy .Cho điểm ( )10;1M − và ( )3;8M ′ . Phép tịnh 

tiến theo vt v


 biến điểm M  thành điểm M ′ , khi đó tọa độ của vt v


 là ? 
A. ( )13;7v = −


. B. ( )13; 7v = −


. C. ( )13;7v =


. D. ( )13; 7v = − −


. 
Lời giải 

Chọn C. 
Phép tịnh tiến theo vt v



 biến điểm M  thành điểm M ′nên ta có : ( )13;7v MM ′= =
 

. 
 

2. Phép đối xứng trục 
Nhận biết 
Câu 1.  Hình vuông có mấy trục đối xứng? 

A. 1   B. 2   UC.U 4                            D. vô số 

Câu 2:Trong mặt phẳng Oxy   cho điểm ( )2;3M  . Hỏi trong bốn điểm sau điểm nào là ảnh của 

M qua phép đối xứng trục Ox ? 
A. ( )3;2  . B. ( )2; 3−  . C. ( )3; 2−  . D. ( )2;3−  . 

Lời giải 
Gọi ( );M x y′ ′ ′  là ảnh của điểm ( );M x y  qua phép đối xứng trục Ox  ta có: 

2
3

x x x
y y y
′ ′= = 

⇒ ′ ′= − = − 
. 

Vậy ( )2; 3M ′ − . 

Chọn B. 

Câu 3:Trong mặt phẳng Oxy   cho điểm ( )2;3M  . Hỏi M   là ảnh của điểm nào trong các điểm sau 

qua phép đối xứng trục Oy  ? 
A. ( )3;2  . B. ( )2; 3−  . C. ( )3; 2−  . D. ( )2;3−  . 

Lời giải 
Gọi ( );M x y′ ′ ′  là ảnh của điểm ( );M x y  qua phép đối xứng trục Oy  ta có: 

2
3

x x x
y y y
′ ′= − = − 

⇒ ′ ′= = 
. 

Vậy ( )2;3M ′ − . 

Chọn D. 

Câu 4:Trong mặt phẳng Oxy   cho điểm ( )2;3M  . Hỏi trong bốn điểm sau điểm nào là ảnh của M   

qua phép đối xứng qua đường thẳng : – 0x y∆ =  ? 
A. ( )3;2  . B. ( )2; 3−  . C. ( )3; 2−  . D. ( )2;3−  . 

Lời giải 
Gọi ( );M x y′ ′ ′  là ảnh của điểm ( );M x y  qua phép đối xứng qua : – 0x y∆ = . 

Gọi d  là đường thẳng đi qua điểm ( )2;3M  và vuông góc : – 0x y∆ =  ta có: 

: 5 0d x y+ − = . 

Gọi I d= ∩∆  thì 5 5;
2 2

I  
 
 

. 
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Khi đó I  là trung điểm của MM ′  nên suy ra ( )3;2M ′ . 

Chọn A. 

Câu 5:Hình gồm hai đường tròn có tâm và bán kính khác nhau có bao nhiêu trục đối xứng? 
A. Không có. B. Một. C. Hai. D. Vô số. 

Lời giải 

I
K

 
Chọn B. 

Câu 6:Hình gồm hai đường thẳng d  và d ′  vuông góc với nhau đó có mấy trục đối xứng? 
A. 0  . B. 2  . C. 4  . D. Vô số. 

Lời giải 

d'

d

 
Ta có 2  trục đối xứng là 2  đường thẳng đó và 2  đường phân giác tạo bởi 2  đường 
thẳng đó. 
Chọn C. 

Câu 7:Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng? 
A. Đường tròn là hình có vô số trục đối xứng. 
B. Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải là hình tròn. 
C. Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải là hình gồm những đường tròn đồng 
tâm. 
D. Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải là hình gồm hai đường thẳng vuông 
góc. 

Lời giải 
Các đường kính của đường tròn là các trục đối xứng. 
Chọn A. 

Câu 8:Xem các chữ cái in hoa A,B,C,D,X,Y   như những hình. Khẳng định nào sau đậy đúng? 
A. Hình có một trục đối xứng: A,Y và các hình khác không có trục đối xứng. 
B. Hình có một trục đối xứng: A, B,C, D, Y  . Hình có hai trục đối xứng: X . 
C. Hình có một trục đối xứng: A,B và hình có hai trục đối xứng: D,X . 
D. Hình có một trục đối xứng: C,D,Y  . Hình có hai trục đối xứng: X . Các hình khác 
không có trục đối xứng. 

Lời giải 
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Hình có một trục đối xứng: A, B,C, D, Y  . Hình có hai trục đối xứng: X . 
Chọn B. 
Thông hiểu 

Câu 9:Giả sử rằng qua phép đối xứng trục aĐ   ( a  là trục đối xứng), đường thẳng d  biến thành 
đường thẳng d ′  . Hãy chọn câu sai trong các câu sau: 

A. Khi d  song song với a  thì d   song song với d ′ . 
B. d  vuông góc với a  khi và chỉ khi d  trùng với d ′ . 
C. Khi d  cắt a  thì d  cắt d ′ . Khi đó giao điểm của d  và d ′  nằm trên a . 
D. Khi d  tạo với a  một góc 045  thì d  vuông góc với d ′ . 

Lời giải 
Ta có d  vuông góc với a  thì d  trùng với d ′ . Ngược lại d  trùng với d ′  thì a  có thể 
trùng d . 
Chọn B. 

Câu 10:Trong mặt phẳng Oxy  , cho Parapol ( )P   có phương trình 2 24x y=  . Hỏi Parabol nào 

trong các parabol sau là ảnh của ( )P   qua phép đối xứng trục Oy  ? 

A. 2 24x y=  . B. 2 24x y= −  . C. 2 24y x=  . D. 2 24y x= −  P

. 

Lời giải 
Gọi ( );M x y′ ′ ′  là ảnh của điểm ( );M x y  qua phép đối xứng trục Oy  ta có: 

x x x x
y y y y
′ ′= − = − 

⇒ ′ ′= = 
. 

( ) 2 2: 4P x y′ ′ ′=  

Vậy ( ) 2 4: 2P x y′ = . 

Chọn A. 

Câu 11:Trong mặt phẳng Oxy  , cho parabol ( ) 2:P y x= . Hỏi parabol nào sau đây là ảnh của 

parabol ( )P  qua phép đối xứng trục Oy  ? 

A. 2y x=  . B. 2y x= −  . C. 2x y= −  . D. 2x y=  . 
Lời giải 

Gọi ( );M x y′ ′ ′  là ảnh của điểm ( );M x y  qua phép đối xứng trục Oy  ta có: 

x x x x
y y y y
′ ′= − = − 

⇒ ′ ′= = 
. 

( ) 2:P y x′ ′ ′= −  

Vậy ( ) 2:P y x′ = − . 

Chọn B. 

Câu 12: Trong mặt phẳng Oxy   cho parabol ( )P  có phương trình 2 4x y=  . Hỏi parabol nào trong 

các parabol sau là ảnh của ( )P   qua phép đối xứng trục Ox  ? 

A. 2 4x y=  . B. 2 4x y= −  . C. 2 4y x=  . D. 2 4y x= −  . 
Lời giải 
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Gọi ( );M x y′ ′ ′  là ảnh của điểm ( );M x y  qua phép đối xứng trục Oy  ta có: 

x x x x
y y y y
′ ′= = 

⇒ ′ ′= − = − 
. 

( ) 2 4:P x y′ ′ ′= −  

Vậy ( ) 2 4:P x y′ = − . 

Chọn B. 

Câu 13:Trong mặt phẳng Oxy , qua phép đối xứng trục Oy  . Điểm ( )3;5A   biến thành điểm nào 

trong các điểm sau? 
A. ( )3;5  . B. ( )3;5−  . C. ( )3; 5−  . D. ( )3; 5− −  . 

Lời giải 
Gọi ( );A x y′ ′ ′  là ảnh của điểm ( );A x y  qua phép đối xứng trục Oy  ta có: 

3
5

x x x
y y y
′ ′= − = − 

⇒ ′ ′= = 
. 

Vậy ( )3;5A′ − . 

Chọn B. 
 

Câu 14: Cho 3  đường tròn có bán kính bằng nhau và đôi một tiếp xúc ngoài với nhau tạo thành 
hình ( )H  . Hỏi ( )H   có mấy trục đối xứng? 

A. 0 . B. 1  . C. 2 . D. 3 . 
Lời giải 

 

 
Gọi , ,I J K  lần lượt là tâm của 3  đường tròn có bán kính bằng nhau và đôi một tiếp xúc 
ngoài với nhau tạo thành hình ( )H . 

Trục đối xứng của hình ( )H  là các đường cao của tam giác đều IJK . 

Chọn D. 

Câu 15: Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau: 
A. Phép đối xứng trục bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì. 
B. Phép đối xứng trục biến một đường thẳng thành một đường thẳng song song hoăc 
trùng với đường thẳng đã cho. 
C. Phép đối xứng trục biến tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho. 
D. Phép đối xứng trục biến đường tròn thành đường tròn bằng đường tròn đã cho 

Lời giải 

J

I

K
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Dựa vào các tính chất của phép đối xứng trục ta có câu B sai. 
Chọn B. 
Vận dụng 

Câu 16: Phát biểu nào sau đây là đúng về phép đối xứng trục d : 
 A. Phép đối xứng trục d  biến M  thành M ′  MI IM ′⇔ =

 

 (I là giao điểm của MM ′  và 
trục d). 
 B. Nếu M  thuộc d  thì ( )Đd M M= . 
 C. Phép đối xứng trục không phải là phép dời hình. 
 D. Phép đối xứng trục d  biến M  thành M ′ MM d′⇔ ⊥ . 

Lời giải 
A. Chiều ngược lại sai khi MM ′  không vuông góc với d  
B. Đúng, phép đối xứng trục giữ bất biến các điểm thuộc trục đối xứng. 
C. Sai, phép đối xứng trục là phép dời hình. 
D. Sai, cần MM d′ ⊥  tại trung điểm của MM ′   mới suy ra được M ′  là 

ảnh của M  qua phép đối xứng trục d  , tức là cần d  là trung trực của MM ′  
Câu 17: Cho hình vuông ABCD  có hai đường chéo AC  và BD cắt nhau tại I . Hãy chọn phát biểu 
đúng trong các phát biểu sau đây.  
 A. Hai điểm A  và B  đối xứng nhau qua trục CD  .   
 B. Phép đối xứng trục AC   biến A  thành C . 
 C. Phép đối xứng trục AC   biến D  thành B .   
 D. Hình vuông ABCD  chỉ có 2 trục đối xứng là AC   và BD  . 

Lời giải: 
A . Sai. 
B. Sai, phép đối xứng trục AC  biến điểm A  thành chính nó.  
C. Đúng. 
D. Hình vuông có 4 trục đối xứng. 

Câu 18: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy , cho phép đối xứng trục Ox .  Với bất kì, gọi M ′  
là ảnh của M  qua phép đối xứng trục Ox . Khi đó tọa độ điểm M ′  là: 
A. ( )' ;M x y  .  B. ( ),M x y′ −  C. ( ),M x y′ − −  D. ( ),M x y′ −  

Lời giải: 
           Hai điểm đối xứng nhau qua trục Ox có hoành độ bằng nhau và tung độ đối nhau.      

Câu 19: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy . Cho phép đối xứng trục Oy , với ( ),M x y gọi 

M ′  là ảnh của M  qua phép đối xứng trục Oy . Khi đó tọa độ điểm M ′
R
 Rlà: 

 A. ( ),M x y′  B. ( ),M x y′ −  C. ( ),M x y′ − −  D. ( ),M x y′ −  
Lời giải: 

Hai điểm đối xứng nhau qua trục Oy có tung độ bằng nhau và hoành độ đối nhau. 

Câu 20: Hình nào sau đây có trục đối xứng (mỗi hình là một chữ cái in hoa): 
 A. G B. Ơ C. N D. M 
Câu 21: Hình nào sau đây có trục đối xứng: 
 A. Tam giác bất kì  B. Tam giác cân  
 C. Tứ giác bất kì  D. Hình bình hành. 
Câu 22: Cho tam giác ABC  đều. Hỏi hình tam giác đều ABC có bao nhiêu trục đối xứng: 
 A. Không có trục đối xứng. B. Có duy nhất 1 trục đối xứng. 
 C.  Có đúng 2 trục đối xứng. D. Có đúng 3 trục đối xứng. 
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Câu 23: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy , cho phép đối xứng trục Ox . Phép đối xứng trục 
Ox  biến đường thẳng : 2 0d x y+ − =  thành đường thẳng d ′  có phương trình là: 

 A. 2 0x y− − =  B. 2 0x y+ + =  C. 2 0x y− + − =           D. 2 0x y− + =   
Lời giải: 

Gọi ( );M x y′  là ảnh của ( );M x y  qua phép đối xứng trục Ox . Khi đó: 
x x x x
y y y y
′ ′= = 

⇔ ′ ′= − = − 
  

( )2 0 2 0 2 0M d x y x y x y′ ′ ′ ′∈ ⇔ + − = ⇔ + − − = ⇔ − − =  
Vậy M ′  thuộc đường thẳng d ′  có phương trình 2 0x y− − =  

Câu 24: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy . Phép đối xứng trục Ox  biến đường tròn 

( ) ( ) ( )2 2: 1 2 4C x y− + + =  thành đường tròn ( )C′  có phương trình là: 

 A. ( ) ( )2 21 2 4x y+ + + =  B. ( ) ( )2 21 2 4x y− + + =   

 C. ( ) ( )2 21 2 4x y− + − =  D. ( ) ( )2 21 2 4x y+ + − =    
Lời giải: 

Gọi ( );M x y′ ′ ′  là ảnh của ( );M x y  qua phép đối xứng trục Ox . Khi đó: 
x x x x
y y y y
′ ′= = 

⇔ ′ ′= − = − 
  

( ) ( ) ( )2 21 2 4M C x y∈ ⇔ − + + =  ( ) ( )2 21 2 4x y′ ′⇔ − + − + =   

Vậy M ′  thuộc đường tròn ( )C′ có phương trình ( ) ( )2 21 2 4x y− + − =  

Câu 25: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy , cho phép đối xứng trục : 0d y x− = . Phép đối 

xứng trục d  biến đường tròn ( ) ( ) ( )2 2: 1 4 1C x y+ + − =  thành đường tròn ( )C′ có phương trình là: 

 A. ( ) ( )2 21 4 1x y+ + − =  B. ( ) ( )2 24 1 1x y− + + =   

 C. ( ) ( )2 24 1 1x y+ + − =  D. ( ) ( )2 24 1 1x y+ + + =   
Lời giải: 

( )C   có tâm ( )1;4I −  và bán kính bằng 1. 
Gọi I ′  là ảnh của ( )1;4I −  qua phép đối xứng trục : 0d y x− = . Khi đó, d  là trung trực của II ′  . 
Gọi ( );H x y  là trung điểm của II ′  .  

3
1 4 0 2. 0d

H d x y
x y

x yIH u

∈ = ⇔ ⇔ = =  + + − == 
    

Do đó ( )4; 1I ′ −  . 
Phép đối xứng trục biến đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính nên ảnh của 
( )C  là : ( ) ( ) ( )2 2: 4 1 1C x y′ + + + =   

 
3. Phép đối xứng tâm 
Nhận biết 

Câu 1: Cho hai điểm ( )1;2I  và ( )3; 1M − . Hỏi điểm M ′  có tọa độ nào sau đây là ảnh của M  qua 

phép đối xứng tâm I ? 
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 A. ( )2;1  B. ( )1;5−  C. ( )1;3−  D. ( )5; 4−   
Lời giải: 

I  là trung điểm của MM ′  nên ta chọn câu B. 

Câu 2: Trong mặt phẳng Oxy  cho đường thẳng d  có phương trình 2x = . Trong các đường thẳng 
sau đường thẳng nào là ảnh của d  qua phép đối xứng tâm O ? 
 A. 2x = −  B. 2y =  C. 2x =  D. 2y = −  

Lời giải 
Ảnh là một đường thẳng song song với d  (vì tâm đối xứng O  không thuộc d ) nên ta 
chọn A. 

 

Câu 3: Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng? 
 A. Qua phép đối xứng tâm không có điểm nào biến thành chính nó. 
 B. Qua phép đối xứng tâm có đúng một điểm biến thành chính nó. 
 C. Có phép đối xứng tâm có hai điểm biến thành chính nó. 
 D. Có phép đối xứng tâm có vô số điểm biến thành chính nó. 

Lời giải 
Chọn B, vì phép đối xứng tâm chỉ giữ bất biến tâm đối xứng. 

Câu 4: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường thẳng d  có phương trình 4 0x y− + = . Hỏi trong các 
đường thẳng sau đường thẳng nào có thể biến thành d  qua một phép đối xứng tâm? 
 A. 2 4 0x y+ − =  B. 1 0x y+ − =              C. 2 2 1 0x y− + =  D. 
2 2 3 0x y+ − =   

Lời giải 
Phép đối xứng tâm biến một đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với 
đường thẳng ban đầu, nên ta chọn đáp án C vì chỉ có đường thẳng ở câu C mới song song 
với d .  

 

Câu 5: Hình gồm hai đường tròn phân biệt có cùng bán kính có bao nhiêu tâm đối xứng? 
A. Không có. B. Một. C. Hai. D. Ba. 

Lời giải 

Đáp án B. 
Hình gồm hai đường tròn phân biệt có cùng bán kính 
có một tâm đối xứng, tâm đối xứng đó chính là trung 
điểm của đoạn nối tâm. 
Thật vậy, giả sử hai đường tròn là: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2
1 1 1

2 2 2
2 2 2

: ;

:

C x x y y R

C x x y y R

− + − =

− + − =
  

Trung điểm đoạn nối tâm có tọa độ 

1 2 1 2;
2 2

x x y yC + + 
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Câu 6: Trong hệ trục tọa độ Oxy  cho điểm ( );I a b  . Nếu phép đối xứng tâm I  biến điểm ( );M x y  

thành ( );M x y′ ′ ′  thì ta có biểu thức:  

A. 
x a x
y b y
′ = +

 ′ = +
. B. 

2
2

x a x
y b y
′ = −

 ′ = −
. C. 

x a x
y b y
′ = −

 ′ = −
. D. 

2
2

x x a
y y b

′= −
 ′= −

. 

Lời giải 
Đáp án B. 
Phép đối xứng tâm I  biến điểm ( );M x y  thành ( );M x y′ ′ ′  thì I  là trung điểm của 

MM ′   

22
2

2

x x a x a x
y y y b yb

′+ = ′ = −⇒ ⇒ ′ ′+ = − =


 . 

Câu 7: Trong mặt phẳng Oxy , cho phép đối xứng tâm ( )1;2I  biến điểm ( );M x y  thành 

( );M x y′ ′ ′ . Khi đó: 

A. 
2
2

x x
y y
′ = − +

 ′ = − −
. B. 

2
4

x x
y y
′ = − +

 ′ = − +
 . C. 

2
4

x x
y y
′ = − +

 ′ = − −
 . D. 

2
2

x x
y y
′ = +

 ′ = −
. 

Lời giải 
Đáp án B. 
Phép đối xứng tâm I  biến điểm ( );M x y  thành ( );M x y′ ′ ′  thì I  là trung điểm của 

MM ′  

1 22
42

2

x x
x x

y y y y

′+ = ′ = − +⇒ ⇒ ′ ′+ = − + =


. 

Câu 8: Một hình ( )H  có tâm đối xứng nếu và chỉ nếu: 

A. Tồn tại phép đối xứng tâm biến hình ( )H  thành chính nó.  

B. Tồn tại phép đối xứng trục biến hình ( )H  thành chính nó.  

C. Hình ( )H  là hình bình hành.  

D. Tồn tại phép dời hình biến hình ( )H  thành chính nó. 

Lời giải 
Đáp án A. 

Lấy một điểm ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 1 0 1 0 1;M x y C x x y y R∈ ⇒ − + − =  

 Điểm đối xứng với M  qua C  có tọa độ ( )1 2 0 1 2 0;M x x x y y y′ + − + −   

Ta chứng minh ( )2M C′∈  do ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 2 0 2 1 2 0 2 0 1 0 1x x x x y y y y x x y y R+ − − + + − − = − + − =   

Với mỗi điểm M  xác đinh được điểm M ′  là duy nhất nên C  là tâm đối xứng của hai đường tròn. 
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Câu 9: Hình nào sau đây không có tâm đối xứng? 
A. Hình vuông. B. Hình tròn. C. Hình tam giác đều. D. Hình thoi.  
Lời giải. 
Chọn C. 
Hình tam giác đều không có tâm đối xứng. 

Câu 10: Trong mặt phẳng ( )Oxy , tìm ảnh của điểm ( )5;3A  qua phép đối xứng tâm ( )4;1I . 

A. ( )5;3 . B. ( )5; 3− − . C. ( )3; 1− . D. 9 ;2
2

 
 
 

. 

Lời giải. 
Chọn C. 
Gọi ( );A x y′ ′ ′  là ảnh của ( )5;3A  qua phép đối xứng tâm ( )4;1I . 

Ta có: ( )
2 2.4 5 3

3; 1
2 2.1 3 1

I A

I A

x x x
A

y y y
′ = − = − =

′⇒ − ′ = − = − = −
.   

Thông hiểu 
Câu 11: Trong mặt phẳng ( )Oxy  cho đường thẳng d  có phương trình 2 0x y+ − = , tìm phương 

trình đường thẳng d ′  là ảnh của d  qua phép đối xứng tâm ( )1;2I . 

A. 4 0x y+ + = . B. 4 0x y+ − = . C. 4 0x y− + =  D. 4 0x y− − = . 
Lời giải. 
Chọn B. 
Lấy ( );M x y d∈ . Gọi ( );M x y′ ′ ′  là ảnh của M  qua phép đối xứng tâm ( )1;2I . 

Ta có: 
2.1 2 2
2.2 4 4

x x x x x
y y y y y
′ ′= − = − = − 

⇒ ′ ′= − = − = − 
. 

 Do ( );M x y d∈  nên ta có: 2 0 2 4 2 0 4 0x y x y x y′ ′ ′ ′+ − = ⇔ − + − − = ⇔ + − = . 
Mà ( );M x y d′ ′ ′ ′∈  nên phương trình d ′  là: 4 0x y+ − = .      

Câu 12: Trong mặt phẳng ( )Oxy , tìm phương trình đường tròn ( )C′  là ảnh của đường tròn ( )C : 

( ) ( )2 23 1 9x y− + + =  qua phép đối xứng tâm ( )0;0O .  

A. ( ) ( )2 23 1 9x y− + + = . B. ( ) ( )2 23 1 9x y+ + + = .  

C. ( ) ( )2 23 1 9x y− + − = .  D. ( ) ( )2 23 1 9x y+ + − = . 
Lời giải. 
Chọn D. 
Đường tròn ( )C : ( ) ( )2 23 1 9x y− + + =   có  tâm ( )3; 1I −  và có bán kính 3R = . 
Điểm đối xứng với ( )3; 1I −  qua ( )0;0O  là ( )3;1I ′ − . 

Vậy phương trình ( )C′  là: ( ) ( )2 23 1 9x y+ + − = .    

Câu 13: Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau:  

A. Phép đối xứng tâm bảo toàn khoảng cách giữa 2 điểm bất kì.  
B. Nếu IM IM′ =  thì ( )§I M M ′= .  
C. Phép đối xứng tâm biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc 
trùng với đường thẳng đã cho.  
D. Phép đối xứng tâm biến tam giác bằng tam giác đã cho. 
Lời giải. 
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Chọn B. 
Mệnh đề này sai vì thiếu điều kiện ba điểm , ,I M M ′  thẳng hàng. 

Câu 14: Trong mặt phẳng ( )Oxy , cho điểm ( )0 0;I x y . Gọi ( );M x y  là một điểm tùy ý và 

( );M x y′ ′ ′  là ảnh của M  qua phép đối xứng tâm I . Khi đó biểu thức tọa độ của phép đối xứng 

tâm I  là: 

A. 0

0

' 2
' 2

x x x
y y y
= −

 = −
.  B. 0

0

' 2
' 2

x x x
y y y
= +

 = +
. 

C. 0

0

2 '
2 '

x x x
y y y
= +

 = +
.  D. 0

0

'
'

x x x
y y y
= −

 = −
. 

Lời giải. 
Chọn A. 
Vì I  là trung điểm của MM ′ .  
Vận dụng 

Câu 15: Trong mặt phẳng ( )Oxy , tìm phương trình đường tròn ( )C′  là ảnh của đường tròn 

( ) 2 2:  1C x y+ =   qua phép đối xứng tâm ( )1;0I .  

A. ( )2 22 1x y− + = .  B. ( )2 22 1x y+ + = .  

C. ( )22 2 1x y+ + = .  D. ( )22 2 1x y+ − = .   
Lời giải. 
Chọn A. 
Đường tròn ( )C : 2 2 1x y+ =   có  tâm ( )0;0O  và có bán kính 1R = . 
Điểm đối xứng với ( )0;0O  qua ( )1;0I  là ( );O x y′ ′ ′ . 

Ta có: ( )
2.1 0 2

2;0
2.0 0 0

x
O

y
′ = − = ′⇒ ′ = − =

  

Vậy phương trình ( )C′  là: ( )2 22 1x y− + = .    

Câu 16: Trong mặt phẳng ( )Oxy , cho đường tròn ( ) ( ) ( )2 2:  1 3 16C x y− + − = . Giả sử qua phép 

đối xứng tâm I  điểm ( )1;3A  biến thành điểm ( );B a b . Tìm phương trình của đường tròn ( )C′  là 

ảnh của đường tròn ( )C  qua phép đối xứng tâm I . 

A. ( ) ( )2 2 1x a y b− + − =   B.  

( ) ( )2 2 4x a y b− + − = .  

C.  ( ) ( )2 2 9x a y b− + − = . D.  ( ) ( )2 2 16x a y b− + − = . 
Lời giải. 
Chọn D. 
Đường tròn ( ) ( ) ( )2 2:  1 3 16C x y− + − =   có  tâm ( )1;3A  và có bán kính 4R = . 
Qua phép đối xứng tâm I  biến ( )1;3A  thành ( );B a b  nên ( );B a b  chính là tâm của 

( )C′ . Phép đối xứng tâm là một phép dời hình nên ( )C′  có tâm 4R R′ = = .  

Phương trình ( )C′  là: ( ) ( )2 2 16x a y b− + − = .  
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Câu 17:  Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ ( )Oxy . Cho phép đối xứng tâm ( )0;0O  biến điểm 

( )2;3M −  thành M ′  có tọa độ là: 

A. ( )4;2M ′ − . B. ( )2; 3M ′ − − . C. ( )2; 3M ′ − . D. 

( )2;3M ′ .  
Lời giải. 
Chọn C. 

Ta có: 
( ) ( )

2.0 2 2
2; 3

2.0 3 3
M

M

x
M

y
′

′

= − − =
′⇒ −

= − = −
.  

Câu 18: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ ( )Oxy . Cho phép đối xứng tâm ( )1; 2I −  biến điểm 

( )2;4M  thành M ′  có tọa độ là: 

A. ( )4;2M − . B. ( )4;8M ′ − . C. ( )0;8M .  D. ( )0; 8M ′ − . 
Lời giải. 
Chọn D. 

Ta có: 
( ) ( )

2. 2.1 2 0
0; 8

2. 2. 2 4 8
M I M

M I M

x x x
M

y y y
′

′

= − = − =
′⇒ − = − = − − = −

.  

Câu 19: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ ( )Oxy . Cho phép đối xứng tâm ( )1;1I  biến đường 

thẳng :  2 0d x y+ + =  thành đường thẳng d ′  có phương trình là: 
A. 4 0x y+ + = . B. 6 0x y+ + = . C. 6 0x y+ − = . D. 

0x y+ = .  
Lời giải. 
Chọn C. 
Lấy ( );M x y d∈ . Gọi ( );M x y′ ′ ′  là ảnh của M  qua phép đối xứng tâm ( )1;1I . 

Ta có: 
2.1 2 2
2.1 2 2

x x x x x
y y y y y
′ ′= − = − = − 

⇒ ′ ′= − = − = − 
. 

Do ( );M x y d∈  nên ta có: 2 0 2 2 2 0 6 0x y x y x y′ ′ ′ ′+ + = ⇔ − + − + = ⇔ + − = . 

Mà ( );M x y d′ ′ ′ ′∈  nên phương trình d ′  là: 6 0x y+ − = .      

Câu 20: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ ( )Oxy . Cho phép đối xứng tâm 1 ;2
2

I  
 
 

 biến đường 

tròn ( ) ( ) ( )2 2: 1 2 4C x y+ + − =  thành đường tròn ( )C′  có phương trình là: 

A. ( ) ( )2 21 2 4x y+ + − = . B. ( ) ( )2 21 2 4x y− + − = .  

C. ( ) ( )2 21 2 4x y+ + + = . D. ( ) ( )2 22 2 4x y− + − = .  
Lời giải. 
Chọn D. 
Đường tròn ( ) ( ) ( )2 2: 1 2 4C x y+ + − =  có tâm ( )1;2J −  , bán kính 2R = . 

Gọi ( );J x y′ ′ ′  là ảnh của J  qua phép đối xứng tâm 1 ;2
2

I  
 
 

. Ta có:  
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( ) ( )
12 1 2

2;22
2.2 2 2

x
J

y

 ′ = ⋅ − − = ′⇒
 ′ = − =

.  

Vậy phương trình ( )C′  là ( ) ( )2 22 2 4x y− + − = . 

Câu 21: Hình nào sau đây có tâm đối xứng: 
A. Hình thang. B. Hình tròn. C. Parabol. D. Tam giác bất 
kì. 
Lời giải. 
Chọn B. 
Tâm đối xứng của đường tròn chính là tâm của đường tròn. 
  

Câu 22: Hình nào sau đây có tâm đối xứng (một hình là một chữ cái in hoa): 
A. Q . B. P . C. N . D. E . 
Lời giải. 
Chọn C. 
Chữ N  có tâm đối xứng chính là trung điểm nét chéo của nó. 

Cho hai điểm ( )1;2I  và ( )3; 1M − . Hỏi điểm M ′  có tọa độ nào sau đây là ảnh của M  qua phép 

đối xứng tâm I ? 
 A. ( )2;1  B. ( )1;5−  C. ( )1;3−  D. ( )5; 4−   

Lời giải: 
I  là trung điểm của MM ′  nên ta chọn câu B. 

Câu 23: Trong mặt phẳng Oxy  cho đường thẳng d  có phương trình 2x = . Trong các đường thẳng 
sau đường thẳng nào là ảnh của d  qua phép đối xứng tâm O ? 
 A. 2x = −  B. 2y =  C. 2x =  D. 2y = −  

Lời giải 
Ảnh là một đường thẳng song song với d  (vì tâm đối xứng O  không thuộc d ) nên ta 
chọn A. 

 
Câu 24: Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng? 
 A. Qua phép đối xứng tâm không có điểm nào biến thành chính nó. 
 B. Qua phép đối xứng tâm có đúng một điểm biến thành chính nó. 
 C. Có phép đối xứng tâm có hai điểm biến thành chính nó. 
 D. Có phép đối xứng tâm có vô số điểm biến thành chính nó. 

Lời giải 
Chọn B, vì phép đối xứng tâm chỉ giữ bất biến tâm đối xứng. 

Câu 25: Trong mặt phẳng Oxy , cho đường thẳng d  có phương trình 4 0x y− + = . Hỏi trong các 
đường thẳng sau đường thẳng nào có thể biến thành d  qua một phép đối xứng tâm? 
 A. 2 4 0x y+ − =  B. 1 0x y+ − =              C. 2 2 1 0x y− + =  D. 
2 2 3 0x y+ − =   

Lời giải 
Phép đối xứng tâm biến một đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với 
đường thẳng ban đầu, nên ta chọn đáp án C vì chỉ có đường thẳng ở câu C mới song song 
với d .  
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UBuổi 2 
I. Phép quay: 
a) ÑN : Trong maët phaúng cho moät ñieåm O coá ñònh vaø goùc löôïng giaùc . Pheùp bieán hình bieán moãi
 ñieåm M thaønh ñieåm M   sao cho OM = OM  vaø (OM;OM ) =  ñöôïc goïi laø pheùp quay taâm
 O vôù

ϕ
′ ′ ′ ϕ

( )

   Pheùp quay hoaøn toaøn xaùc ñònh khi bieát taâm vaø goùc quay

   Kí hieäu : Q  hoaëc Q   .o, O

i goùc quay .

ϕ
ϕ

ϕ




 
Chuù yù : Chieàu döông cuûa pheùp quay  chieàu döông cuûa ñöôøng troøn löïông giaùc .

2k      Q  pheùp ñoàng nhaát , k
(2k+1)      Q  pheùp ñoái xöùng taâm I , k

b) Tính chaát :
  ÑL : Pheùp qua

≡
π ≡ ∀ ∈

π ≡ ∀ ∈

 

 

 y laø moät pheùp dôøi hình .
  HQ : Pheùp quay bieán:
  1. Ba ñieåm thaúng haøng thaønh ba ñieåm thaúng haøng vaø baûo toaøn thöù töï cuûa caùc ñieåm töông öùng .
 2. Ñöôøng thaúng thaønh ñöôøng thaúng

  

 



 . 
  3. Tia thaønh tia .
  4. Ñoaïn thaúng thaønh ñoaïn thaúng baèng noù .
 

ϕ

→ →

′ ′→(O ; )

Q Q
5. Tam giaùc thaønh tam giaùc baèng noù . (Tröïc taâm tröïc taâm , troïng taâm  troïng taâm )

Q
6. Ñöôøng troøn thaønh ñöôøng troøn baèng noù . ( Taâm bieán thaønh taâm : I I  , R  

I I

I = R )
7. Goùc thaønh goùc baèng noù . 
II. PHÉP DỜI HÌNH VÀ HAI HÌNH BẰNG NHAU 

U1/ Phép dời hình. 
Phép dời hình là phép biến hình không làm thay đổi khoảng cách giữa hai điểm 

bất kỳ, tức là với hai điểm bất kì ,M N và ảnh ,M N′ ′của chúng, ta luôn có: 
M N MN′ ′ = .(Bảo toàn khoảng cách) 

U2/ Tính chấtU (của phép dời hình): 
 ĐL: Phép dời hình biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng, ba 

điểm không thẳng hàng thành ba điểm không thẳng hàng. 
 HQ: Phép dời hình biến:  

 + Đường thẳng thành đường thẳng. 
 + Tia thành tia. 
 + Đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó. 
 + Tam giác thành tam giác bằng nó. (Trực tâm → trực tâm, trọng 
tâm→ trọng tâm,…) 
 + Đường tròn thành đường tròn bằng nó. (Tâm biến thành tâm: 

,I I R R′ ′→ = ) 
 + Góc thành góc bằng nó. 
U3/ Hai hình bằng nhau. 
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KN: Hai hình được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến hình này thành 
hình kia. 

UBài tập vận dụng: 
Phép quay: 
Dạng bài tập và PP giải: 
 TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐIỂM  
 
B1  Trong maët phaúng toaï ñoä Oxy cho A(3;4) . Haõy tìm toaï ñoä ñieåm A  laø aûnh

o     cuûa A qua pheùp quay taâm  O goùc 90 .
HD :
Goïi B(3;0),C(0;4) laàn löôït laø hình chieáu cuûa A leân caùc truïc Ox

′

,Oy . Pheùp
oquay taâm O goùc 90  bieán hình chöõ nhaät OABC thaønh hình chöõ nhaät OC A B .

 Khi ñoù : C (0;3),B ( 4;0). Suy ra : A ( 4;3).
′ ′ ′

′ ′ ′− −

 

 
/B2  Trong maët phaúng Oxy cho ñieåm M(x;y) . Tìm M  = Q (M) .(O ; )

 HD :
ϕ

 

Hình vẽ minh họa: 

 
 

(O ; )

 HD :
x = rcos  Goïi M(x;y) . Ñaët : OM = r , goùc löôïng giaùc (Ox;OM) =  thì M
y = rsin

Q / / / / Vì : M M . Goïi M (x ;y ) thì ñoä daøi OM = r  vaø (Ox;OM ) = +  .
Ta coù :
   x  = rcos( + ) =

ϕ

αα  α

′ ′→ α ϕ

′ α ϕ

I

 r.cos .cos r.sin .sin x cos ysin  .
  y  = rsin( + ) = r.sin .cos r.cos .sin xsin y cos  .

x = x cos ysin  /       Vaäy : M
y = xsin y cos

α ϕ− α ϕ = ϕ− ϕ
′ α ϕ α ϕ+ α ϕ = ϕ+ ϕ

′ ϕ− ϕ
 ′ ϕ+ ϕ
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−ϕ

ϕ

−ϕ

′′ ϕ + ϕ→  ′′ − ϕ+ ϕ
′ − − ϕ− − ϕ→  ′− − ϕ+ − ϕ

 →

(O ; )

(I ; )

o o

(I ; )

o o

 Ñaëc bieät :
Q x  = x cos ysin  / /       M M

y  = xsin y cos
Q x x  = (x x )cos (y y )sin  / o o o      M M

y y  = (x x )sin (y y )cosI(x ;y ) o o o
Q

      M
I(x ;y )

I

I

I






′′ − − ϕ− − ϕ  ′′ − − − ϕ+ − ϕ

x x  = (x x )cos (y y )sin  / / o o oM
y y  = (x x )sin (y y )coso o o

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐƯỜNG THẲNG  
B3  Trong mpOxy cho ñöôøng thaúng ( ) : 2x y+1= 0 . 
       Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng qua :
   a) Pheùp ñoái xöùng taâm I(1; 2).               
   b) Pheùp quay Q .(O;90 )
Giaûi

a) Ta coù : M (x ;y ) = Ñ (I

∆ −

−

′ ′ ′



{ {x 2 x x 2 xM) thì bieåu thöùc toïa ñoä M y 4 y y 4 y
    Vì M(x;y) ( ) : 2x y+1= 0 2(2 x ) ( 4 y ) 1 0 2x y 9 0
                                                          M (x ;y ) ( ) : 2x y 9 0

′ ′= − = −′ ⇔′ ′= − − = − −
′ ′ ′ ′∈ ∆ − ⇔ − − − − + = ⇔ − + + =
′ ′ ′ ′⇔ ∈ ∆ − − =

I

(O;90 )

Ñ    Vaäy : ( )  ( ) : 2x y 9 0

Q
b) Caùch 1 : Goïi M(x;y) M (x ;y ) . Ñaët (Ox ; OM) =  , OM = r ,

                    Ta coù (Ox ; OM ) =  + 90 ,OM r .

x = rcos   Khi ñoù : M y =

′∆ → ∆ − − =

′ ′ ′→ α

′ ′α =

α





I

I

{ {(O;90 )

(O;90 )

Q x r cos( 90 ) r sin y x y M rsin y xy r sin( 90 ) rcos x
   Vì M(x;y) ( ) : 2(y ) ( x ) + 1 = 0  x 2y  + 1 = 0

M (x ;y ) ( ) : x 2y 1 0
Q

   Vaäy : ( ) ( ) : x 2

 ′ ′= α + = − α = − =′→ ⇒ ′α = −′ = α + = α =
′ ′ ′ ′∈ ∆ − − ⇔ +

′ ′ ′ ′⇔ ∈ ∆ + + =

′∆ → ∆ +









I

I y 1 0+ =
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(O;90 )

(O;90 )

(O;90 )

Q
  Caùch 2 : Laáy :   M(0;1) ( ) M ( 1;0) ( )

Q1 1                             N( ;0) ( ) N (0; ) ( )
2 2

Q
                             ( ) ( ) M N : x 2y 1 0

′ ′• ∈ ∆ → − ∈ ∆

−′ ′• − ∈ ∆ → ∈ ∆

′ ′ ′• ∆ → ∆ ≡ + + =







I

I

I

(O;90 )

(O;90 )

  

Q 1Caùch 3 :  Vì ( ) ( ) ( ) ( ) maø heä soá goùc : k 2 k
2

Q
                 M(0;1) ( ) M (1;0) ( ) 

 Qua M (1;0)
                 ( ) : ( )1 hsg ; k =

2

′ ′• ∆ → ∆ ⇒ ∆ ⊥ ∆ = ⇒ = −′∆ ∆

′ ′• ∈ ∆ → ∈ ∆
′′ ′• ∆ ⇒ ∆ −









I

I

 : x 2y 1 0+ + =

 

 
 
 
 
 
 
 PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐƯỜNG TRÒN  

(O ; 45 )

B4  Trong mpOxy cho pheùp quay Q  . Tìm aûnh cuûa :(O;45 )
a) Ñieåm M(2;2)              

2 2b) Ñöôøng troøn (C) : (x 1) + y = 4  
Q

/ / /Giaûi .  Goïi : M(x;y) M (x ;y ) . Ta coù : OM = 2 2,  (Ox; OM) =

−

→





I  

x  = rcos( +45 ) r cos .cos45 r sin .sin 45 x.cos45 y.sin 45/Thì M
y  = rsin( +45 ) r sin .cos45 r cos .sin 45 y.cos45 x.sin 45

α
 ′ α = α − α = −

′ α = α + α = +

    

    

 


′ −⇒ 

 ′ +

2 2x = x y/ 2 2 M
2 2y = x y

2 2

 

{
(O ; 45 )

(O ; 45 )

(O ; 45 )

Q
/ a) A(2;2) A (0 ;2 2) 
Q / Taâm I(1;0)  Taâm I ? b) Vì (C) : (C ) :  Bk : R = 2  Bk : R  = R = 2

Q 2 2 2 2/ 2 2    I(1;0) I (  ; ) . Vaäy : (C ) : (x ) + (y ) = 4
2 2 2 2

→


′→  ′

′→ − −















I

I
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5. Phép dời hình và hai hình bằng nhau: 
 
 XÉT 1 PHÉP BIẾN HÌNH XEM CÓ PHẢI PHÉP DỜI HÌNH.  

B1  Trong mpOxy cho pheùp bieán hình f : M(x;y)  M  = f(M) = (3x;y) . 
Ñaây coù phaûi laø pheùp dôøi hình hay khoâng ?

′→I

1 1 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

Giaûi : Laáy hai ñieåm baát kì M(x ;y ),N(x ;y ) 

Khi ñoù f : M(x ;y )  M  = f(M) = (3x ; y ) .

            f : N(x ;y )  N  = f(N) = (3x ; y )

′→

′→

I
I

 

2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1

1 2

  Ta coù : MN = (x x ) (y y )  , M N  = 9(x x ) (y y )
  Neáu  x x  thì M N MN . Vaäy : f khoâng phaûi laø pheùp dôøi hình . 
                (Vì coù 1 soá ñieåm f khoâng baûo toaøn khoaûng caù

′ ′− + − − + −
′ ′≠ ≠

ch)  .
 

 
B2  Trong mpOxy cho 2 pheùp bieán hình :

  a) f : M(x;y)  M  = f(M) = (y ; x-2)       b) g : M(x;y)  M  = g(M) = ( 2x ; y+1)  .
       Pheùp bieán hình naøo treân ñaây laø pheùp dôøi hình ?
   HD 

′ ′→ →I I

1 2

:
     a) f laø pheùp dôøi hình              b) g khoâng phaûi laø pheùp dôøi hình  ( Vì x x  thì M N MN ) 
B3  Trong mpOxy cho 2 pheùp bieán hình :

  a) f : M(x;y)  M  = f(M) = (y + 1 ; x)       b

′ ′≠ ≠

′→ −I

1 2

) g : M(x;y)  M  = g(M) = ( x ; 3y )  .
       Pheùp bieán hình naøo treân ñaây laø pheùp dôøi hình ?
   HD :
  a) f laø pheùp dôøi hình              b) g khoâng phaûi laø pheùp dôøi hình  ( Vì y y

′→

≠

I

 thì M N MN ) ′ ′ ≠
 
 
 
 
 HAI HÌNH BẰNG NHAU.  
B1  Cho hình chöõ nhaät ABCD . Goïi E,F,H,I theo thöù töï laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh
   AB,CD,BC,EF. Haõy tìm moät pheùp dôøi hình bieán AEI thaønh FCH . Töø ñoù KL 
chuùng baèng nhau.
HD :
 Thöïc h

∆ ∆

ieän lieân tieáp pheùp tònh tieán theo AE vaø pheùp ñoái xöùng qua ñöôøng thaúng IH 

   T : A E,E B,I H T ( AEI) EBHAE AE→ → → ⇒ ∆ = ∆



 I I I
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B2  Cho hình chöõ nhaät ABCD . Goïi O laø taâm ñoái xöùng cuûa noù ; E,F,G,H,I,J theo thöù töï laø 
trung ñieåm cuûa
 caùc caïnh AB,BC,CD,DA,AH,OG . Chöùng minh raèng : Hai hình thang AJOE vaø GJFC
 baèng nhau .
HD :
 Pheùp tònh tieán theo AO bieán A,I,O,E laàn löôït thaønh O,J,C,F . Pheùp ñoái
 xöùng qua truïc cuûa OG bieán O,J,C,F laàn löôït thaønh G,J,F,C.
Töø ñoù suy ra pheùp dôøi hình coù ñöôïc b



aèng caùch thöïc hieän lieân tieáp hai
pheùp bieán hình treân seõ bieán hình thang AJOE thaønh hình thang GJFC .
  Do ñoù hai hình thang aáy baèng nhau .

 

 
 
 TÌM ẢNH QUA PHÉP DỜI HÌNH (Thực hiện liên tiếp qua 1 số phép).  

2 2B1  Tìm aûnh cuûa ñöôøng troøn (C) : x y 2x 4y 4 0 coù ñöôïc baèng caùch thöïc hieän 
lieân tieáp pheùp
      tònh tieán theo u = (3; 1) vaø pheùp Ñ  .Oy

2 2           ÑS : (C ) : (x + 4) (y 3) 9

+ − + − =

−

′ + + =

  

2 2B2  Tìm aûnh cuûa ñöôøng troøn (C) : x y 6x 2y 6 0 coù ñöôïc baèng caùch thöïc hieän
 lieân tieáp pheùp 
    quay Q  vaø pheùp Ñ  .Ox(O;90 )
HD :  (C) coù taâm I(3;1) , bk : R = 2 . Khi ñoù :

 (C) : I(3;1)

+ − − + =



(O;90 ) Ox
Q Ñ , R = 2 (C ) : I ( 1;3) , R = 2  (C ) : I ( 1; 3) , R = 2

2 2(C ) :(x + 1) (y 3) 4

′ ′ ′′ ′′→ − → − −

′′⇒ + + =



I I

 

 
UBài tập trắc nghiệm: 

4. Phép quay 
Nhận biết 

Câu 1. Trong mặt phẳng Oxy, ảnh của điểm ( )6;1M − qua phép quay ( ),90oO
Q  là: 

UA.U ( )' 1; 6M − −  .  B. ( )' 1;6M . C. ( )' 6; 1M − − . D. ( )' 6;1M . 

→ → → ⇒ ∆ = ∆
∆ = ∆

∆ = ∆ ⇒ ∆ = ∆







   Ñ : E F,B C,H H Ñ ( EBH) FCHIH IH
   Ñ : T ( AEI) FCHIH AE
      Do ñoù : Ñ T ( AEI) FCH AEI FCHIH AE





I I I
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Câu 2. Trong mặt phẳng Oxy, qua phép quay ( ),90oO
Q ,  ( )' 3; 2M − là ảnh của điểm : 

A. ( )3;2M  .  UB.U ( )2;3M . C. ( )3; 2M − − . D. ( )2; 3M − − . 

Câu 3. Trong mặt phẳng Oxy, ảnh của điểm ( )3;4M qua phép quay ( ),45oO
Q  là: 

A. 7 2 7 2' ;
2 2

M
 
  
 

 .  UB.U 2 7 2' ;
2 2

M
 
−  
 

.  

C. 2 2' ;
2 2

M
 
− −  
 

. D. 7 2 2' ;
2 2

M
 

−  
 

. 

Câu 4. Trong mặt phẳng Oxy, qua phép quay ( ), 135oO
Q

−
,  ( )' 3;2M  là ảnh của điểm : 

A. 5 2 5 2;
2 2

M
 

−  
 

 .  B. 2 2;
2 2

M
 
−  
 

.  

UC.U 5 2 2;
2 2

M
 
−  
 

. D. 2 2;
2 2

M
 

−  
 

. 

Câu 5.  Khẳng định nào sau đây đúng về phép đối xứng tâm: 
A. Nếu OM OM ′=  thì M ′  là ảnh của M  qua phép đối xứng tâm O . 
B. Nếu OM OM ′= −

 

 thì M ′  là ảnh của M  qua phép đối xứng tâm O . 
C. Phép quay là phép đối xứng tâm. 
D. Phép đối xứng tâm không phải là một phép quay. 

Lời giải 
Chọn B. 
M ′  là ảnh của M  qua phép đối xứng tâm O  khi và chỉ khi 0OM OM ′+ =

  

. 
Phép đối xứng tâm là một phép quay, nhưng phép quay chưa hẳn đã là phép đối xứng 
tâm. 

Câu 6. Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm ( )1;1M . Hỏi các điểm sau điểm nào là ảnh của M  qua 

phép quay tâm O , góc 45 ? 

A. ( )1;1− . B. ( )1;0 . C. ( )2;0 . D. ( )0; 2 . 

Lời giải 
Chọn D. 
Dựa vào hình vẽ chọn đáp án D. 

 
UChú ý:U trong 4 đáp án chỉ có 1 đáp án điểm nằm trên trục Oy  nên chọn đáp án D. 

O x

y

1

1 ( )1;1M
2

45
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Câu 7. Cho tam giác đều tâm O . Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm O  góc α , 0 2α π≤ ≤ , biến tam 
giác trên thành chính nó? 

A. Một. B. Hai. C. Ba. D. Bốn. 
Lời giải 

Chọn D. 

Với điều kiện 0 2α π≤ ≤  thì có 4  giá trị tìm được của α  là 0 , 
3
π , 2

3
π  và 2π . 

 
 
Thông hiểu 

Câu 8. Cho tam giác đều tâm O . Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm O  góc α , 0 2α π≤ ≤ , biến tam 
giác trên thành chính nó? 

A. Một. B. Hai. C. Ba. D. Bốn. 
Lời giải 

Chọn D. 

Với điều kiện 0 2α π≤ ≤  thì có 4  giá trị tìm được của α  là 0 , 
3
π , 2

3
π  và 2π . 

UChú ý:U giống câu 77. 
Câu 9. Cho hình chữ nhật có O  là tâm đối xứng. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm O  góc α , 
0 2α π≤ ≤ , biến hình chữ nhật trên thành chính nó? 

A. Không có. B. Hai. C. Ba. D. Bốn. 
Lời giải 

Chọn C. 
Với điều kiện 0 2α π≤ ≤  thì có 3  giá trị tìm được của α  là 0 , π  và 2π . 

Câu 10. Có bao nhiêu điểm biến thành chính nó qua phép quay tâm O  góc 2kα π≠ , k  là số 
nguyên? 

A. Không có. B. Một. C. Hai. D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn B. 
Với góc 2kα π≠ , k  là số nguyên thì có duy nhất một điểm là O . 

Câu 11. Phép quay ( );OQ ϕ  biến điểm M  thành M ′ . Khi đó: 

A. OM OM ′=
 

 và ( ),OM OM ϕ′ = . B. OM OM ′=  và ( ),OM OM ϕ′ = . 

C. OM OM ′=
 

 và MOM ϕ′ = . D. OM OM ′=  và MOM ϕ′ = . 
Lời giải 

Chọn B. 
Theo định nghĩa. 

Câu 12. Phép quay ( );OQ ϕ  với 2 ,
2

k kπϕ π≠ + ∈  biến điểm A  thành M . Khi đó: 

(I): O  cách đều A  và M . 
(II): O  thuộc đường tròn đường kính AM . 
(III): O  nằm trên cung chứa góc ϕ  dựng trên đoạn AM . 
Trong các câu trên câu đúng là: 
A. Cả ba câu. B. chỉ (I) và (II). C. chỉ (I). D. chỉ (I) và (III). 

Lời giải 
Chọn C. 
(I) đúng theo định nghĩa có OA OM= . 
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(II) chỉ đúng khi 2 ,
2

k kπϕ π≠ + ∈ . 

(III) chỉ đúng khi 0 180ϕ< <  . 
Câu 13. Chọn câu sai trong các câu sau: 

A. Qua phép quay ( );OQ ϕ  điểm O  biến thành chính nó. 

B. Phép đối xứng tâm O  là phép quay tâm O , góc quay 180−  . 
C. Phép quay tâm O  góc quay 90  và phép quay tâm O  góc quay 90−   là hai phép quay 
giống nhau. 
D. Phép đối xứng tâm O  là phép quay tâm O , góc quay 180 . 

Lời giải 
Chọn C. 
Câu A đúng. 
Phép quay tâm O , góc quay 180−   và phép quay tâm O , góc quay 180  đều là phép đối 
xứng tâm O , nên các câu B, D đúng. 

Câu 14. Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm ( )3;0A . Tìm tọa độ ảnh A′  của điểm A  qua phép quay 

;
2

O
Q π 

 
 

. 

A. ( )0; 3A′ − . B. ( )0;3A′ . C. ( )3;0A′ − . D. 

( )2 3;2 3A′ . 

Lời giải 
Chọn B. 
Dựa vào hình vẽ chọn đáp án B. 

 
 
Vận dụng 

Câu 15. Trong mặt phẳng Oxy , cho điểm ( )3;0A . Tìm tọa độ ảnh A′  của điểm A  qua phép quay 

;
2

O
Q π − 

 

. 

A. ( )3;0A′ − . B. ( )3;0A′ . C. ( )0; 3A′ − . D. 

( )2 3;2 3A′ − . 

O x

y

3

3

( )3;0A2
π

3−

( )0;3A′
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Lời giải 
Chọn C. 
Dựa vào hình vẽ chọn đáp án C. 

 
Câu 16. Khẳng định nào sau đây đúng về phép quay? 

A. Phép biến hình biến điểm O  thành điểm O  và điểm M  khác điểm O  thành điểm M ′  
sao cho ( ),OM OM ϕ′ =  được gọi là phép quay tâm O  với góc quay ϕ . 

B. Nếu ( ) ( )90;
:

O
M MQ M O′ ≠



  thì OM OM′ ⊥ . 

C. Phép quay không phải là một phép dời hình. 
D. Nếu ( ) ( )90;

:
O

M MQ M O′ ≠


  thì OM OM′ > . 

Lời giải 
Chọn B. 
Đáp án A thiếu OM OM′ = . 
Đáp án C sai. 
Đáp án D sai. 

Câu 17. Cho tam giác đều ABC , với góc quay nào sau đây thì phép quay tâm A  có thể biến điểm 
B  thành điểm C ? 

A. 30ϕ =  . B. 90ϕ =  . C. 120ϕ = −  . D. 150ϕ = −  . 
Lời giải 

Chọn C. 
Câu 18. Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy , cho điểm ( )2;0M  và điểm ( )0;2N . Phép quay 

tâm O  biến điểm M  thành điển N , khi đó góc quay của nó là: 
A. 30ϕ =  . B. 30ϕ =   hoặc 45ϕ =  . 
C. 90ϕ = −  . D. 90ϕ =   hoặc 270ϕ = −  . 

Lời giải 
 

Chọn D. 
Câu 19. Phép quay QR(O; ϕ) Rbiến điểm A thành M. Khi đó: 

(I) O cách đều A và M. 
(II) O thuộc đường tròn đường kính AM. 
(III) O nằm trên cung chứa góc ϕ dựng trên đoạn AM. 
Trong các câu trên câu đúng là: 

A. Cả ba câu B. (I) và (II) C. (I) UD.U (I) và (III)  

Câu 20. Chọn câu sai: 

O x

y

3

3

( )3;0A2
π

3−

( )0; 3A′ −
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A. Qua phép quay QR(O; ϕ)R điểm O biến thành chính nó. 
B. Phép đối xứng tâm O là phép quay tâm O, góc quay –180P

0
P  

UC.U Phép quay tâm O góc quay 90P

0
P và phép quay tâm O góc quay –90P

0
P là hai phép quay giống 

nhau. 
D. Phép đối xứng tâm O là phép quay tâm O, góc quay 180P

0 

Câu 21. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm A(3;0). Tìm tọa độ ảnh A’ của điểm A qua phép quay 

)
2

;( πO
Q  

A. A’(0; –3); UB.U A’(0; 3); C. A’(–3; 0); D. A’(2 3 ; 2 3 ). 

Câu 22. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm A(3;0). Tìm tọa độ ảnh A’ của điểm A qua phép quay 

)
2

;( π
−O

Q  

A. A’(–3; 0); UB.U A’(3; 0); C. A’(0; –3); D. A’(–2 3 ; 

2 3 ). 

Câu 23. Khẳng định nào sau đây đúng về phép quay: 
A. Phép biến hình biến điểm O thành điểm O và điểm M khác điểm O thành điểm MP

/
P sao cho 

(OM; OMP

/
P) = ϕ  được gọi là phép quay tâm O với góc quay ϕ . 

UB.U Nếu ĐR(O; 90RP

0
PR)R: M → MP

/
P (M≠ O) thì OMP

/
P ⊥ OM 

C. Phép quay không phải là một phép dời hình 
D. Nếu ĐR(O; 90RP

0
PR)R: M → MP

/
P thì OMP

/
P > OM 

Câu 24. Cho tam giác đều ABC hãy xác định góc quay của phép quay tâm A biến B thành điểm 
C: 
A. 030=ϕ  B. 090=ϕ  C. 0120−=ϕ  UD.U 060ϕ = −  hoặc 

060ϕ =  

Câu 25. Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho điểm M(2; 0) và điểm N(0; 2). Phép quay 
tâm O biến điểm M thành điển N, khi đó góc quay của nó là: 
A. 030=ϕ  B. 030=ϕ hoặc 045=ϕ  UC.U 090ϕ =  D. 090=ϕ  hoặc 

0270=ϕ  

 
5. Phép dời hình và hình bằng nhau 
Nhân biết 
Câu 1: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M(2; 1). Hỏi phép dời hình có được bằng cách thực hiện 
liên tiếp phép đối xứng tâm O và phép tịnh tiến theo vectơ v  = (2; 3) biến điểm M thành điểm nào 
trong các điểm sau? 
A. (1; 3) B. (2; 0) UC.U (0; 2)  D. (4; 4)  

Câu 2: Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình (x – 1)P

2
P + (y + 2)P

2
P = 4. Hỏi 

phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua trục Oy và phép tịnh tiến 
theo vectơ 
v  = (2; 3) biến (C) thành đường tròn nào trong các đường tròn có phương trình sau? 
A. xP

2
P + yP

2
P = 4  B. (x – 2)P

2
P + (y – 6)P

2
P = 4  
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C. (x – 2)P

2
P + (y – 3)P

2
P = 4 UD.U (x – 1)P

2
P + (y – 1)P

2
P = 4 

Câu 3: Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình x + y – 2 = 0. Hỏi phép dời hình 
có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng tâm O và phép tịnh tiến theo vectơ v  = (3; 2) 
biến đường thẳng d thành đường thẳng nào trong các đường thẳng sau? 
A. 3x + 3y – 2 = 0 B. x – y + 2 = 0 C. x + y + 2 = 0 UD.U x + y – 3 = 0  

Câu 4: Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng? 
UA.U Thực hiện liên tiếp hai phép tịnh tiến sẽ được một phép tịnh tiến. 
B. Thực hiện liên tiếp hai phép đối xứng trục sẽ được một phép đối xứng trụC.  
C. Thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua tâm và phép đối xứng trục sẽ được một phép đối xứng 
qua tâm. 
D. Thực hiện liên tiếp phép quay và phép tịnh tiến sẽ được một phép tịnh tiến. 

Câu 5: Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng? 
A. Có một phép tịnh tiến theo vectơ khác không biến mọi điểm thành chính nó. 
B. Có một phép đối xứng trục biến mọi điểm thành chính nó. 
C. Có một phép đối xứng tâm biến mọi điểm thành chính nó. 
UD.U Có một phép quay biến mọi điểm thành chính nó. 

Câu 6: Hãy tìm khẳng định sai: 
A. Phép tịnh tiến là phép dời hình. B. Phép đồng nhất là phép dời hình 
C. Phép quay là phép dời hình  UD.U Phép vị tự là phép dời hình 

 
        Câu 7: Trong các phép biến hình sau, phép nào không phải là phép dời hình ? 
    UA.U Phép chiếu vuông góc lên một đường thẳng           B. Phép vị tự tâm I(1; 2) tỉ số –1     
 C. Phép đồng nhất           D. Phép đối xứng trục  
Câu 8: Cho hai đường thẳng d và d’ vuông góc với nhau. Hỏi hình tạo bởi hai đường thẳng d, d’ có 

bao nhiêu trục đối xứng:  
A.  1   B. 2     UC.U  4  D. Vô số  
Câu 9:  Cho hai đường thẳng d và d’ song song với nhau. Hỏi hình tạo bởi hai đường thẳng d, d’ có 

bao nhiêu trục đối xứng:  
A.  1   B. 2     C.  4  UD.U Vô số  
Câu 10: Trong mặt phẳng cho hai đường thẳng dR R và d’ cắt nhau. Hỏi có bao nhiêu phép đối xứng trục 

biến đường thẳng d thành đường thẳng d’:  
 A. 1   UB.U 2   C. 4   D. Vô số  
Câu 11:  Cho hai đường thẳng d và d’ song song với nhau. Hỏi có bao nhiêu phép vị tự biến đường 

thẳng d thành đường thẳng d’. 
 A. 1   B. 2  C. 4   UD.UVô số  
Câu 12: Trong mặt phẳng cho hai đường thẳng dR R và d’ cắt nhau. Hỏi có bao nhiêu phép vị tự biến hình 

tạo bởi hai đường thẳng d  và d’ thành chính nó. 
 A. 1   B. 2  C. 0   UD.U Vô số  
 
Câu 13: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M (−3 ; 2 ). Ảnh của điểm M qua phép tịnh tiến theo vectơ 
v


=(2; −1) là điểm có toạ độ : 
   A.    (5; −3 ) B.   (−5; 3 )    UC.U    (−1; 1 )               D. (1; −1 ) 
Câu 14: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M’ (−3 ; 2) là ảnh của điểm M qua phép quay tâm O góc 

−90P

0
P thì điểm M có toạ độ là: 

   A.    (2; −3 )            B.   (2; 3 )                 UC.U    (−2; −3 )            D. (3; −2 ) 
Thông hiểu 
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 I
 F

 H

 E

 G

 C

 A  B

 D

Câu 15: Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm M (−3 ; 2 ) và M’(3; −2). M’ là ảnh của điểm M qua 
phép biến hình nào sau đây: 

   A. Phép quay tâm O góc −90P

0
P B.   Phép quay tâm O góc 90P

0
P               

 C. Phép đối xứng trục tung                                        UD.U   Phép quay tâm O góc −180P

0
P  

Câu 16: Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 2x−  y + 1 = 0. Để phép tịnh tiến 
theo vectơ v



 biến đường thẳng d thành chính nó thì v


 phải là vectơ nào trong các vectơ sau: 
   A. v



 = (2; 1)                B. v


 = (2; −1)        UC.U v


 = (1; 2)        D. v


 = (−1; 2) 
 
Câu 17:  Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình: 3x – 2y – 1 = 0. Ảnh của đường 

thẳng d qua phép quay tâm O góc 180P

0
P có phương trình : 

 A.  3x + 2y +1 = 0         UB.U −3x + 2y −1 = 0     
 C.  3x + 2y –1 = 0    D.  3x – 2y −1 = 0 
 
Câu 18:Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình : 3x – 2y + 1 = 0. Ảnh của đường 

thẳng d qua phép tịnh tiến theo véc tơ v


 = (2; −1) có phương trình : 
  UA.U  3x + 2y + 1 = 0          B.  −3x + 2y −1 = 0     
 C.  3x + 2y – 1 = 0  D.  3x – 2y −1 = 0 
    
Câu 19:Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình : xP

2
P + yP

2
P −2x + 6y + 1 = 0. Ảnh 

của đường tròn (C) qua phép tịnh tiến theo véc tơ v


 = (2; −1) có phương trình : 
  UA.U  xP

2
P + yP

2
P −6x + 8y + 16 = 0 B.  xP

2
P + yP

2
P −6x + 12y + 9 = 0   

 C.  xP

2
P + yP

2
P + 6x + 8y −16 = 0 D.  xP

2
P + yP

2
P −2x + 6 y + 1 = 0 

    
Vận dụng 
Câu 20: Trong mặt phẳng Oxy cho  u



= (3;1) và đường thẳng d: 2x – y = 0. Ảnh của đường thẳng d 
qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép quay o(O;90 )

Q  và phép tịnh tiến theo 

vectơ u


 là đường thẳng d’ có phương trình: 
UA.U  x + 2y – 5 = 0.  B.  x + 2y + 5 = 0. 
C. 2x + y – 7 = 0. D.  2x + y + 7 = 0. 

Câu 21:Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình : (x + 1)P

2
P + (y −3)P

2
P  = 9. Ảnh của 

đường tròn (C) qua phép tịnh tiến theo véc tơ  v


= (2; −2)có phương trình : 
  A. (x −  1)P

2
P + (y −  2)P

2
P  =  9                                        UB.U  (x −  1)P

2
P + (y −  1)P

2
P  =  9  

 C.  (x + 3)P

2
P + (y −  5)P

2
P  =  9  D.  (x + 1)P

2
P + (y + 1)P

2
P  =  9  

Câu 22: Cho hình vuông ABCD ( như hình vẽ). 

  a) Phép biến hình nào sau đây biến tam giác DEI thành tam giác CFI 
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UA.U  Phép quay tâm H góc 90P

o
P     

B.  Phép quay tâm H góc −90P

o 
C.  Phép tịnh tiến theo véc tơ EI



    
D.  Phép quay tâm I góc (ID,IC) 
 
b) Phép quay tâm I góc −90P

o
P biến tam giác HIF thành tam giác nào sau đây:  

A.  ∆FIG                   B.  ∆EIH C.  ∆IFC  D.  ∆IED 
 
Câu 23:Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình : xP

2
P + yP

2
P −4x + 2y −  4 = 0. Ảnh 

của đường tròn (C) qua phép quay tâm O góc 90P

o
P có phương trình : 

  UA.U  (x −  1)P

2
P + (y −  2)P

2
P  =  9 B.  (x −  1)P

2
P + (y −  2)P

2
P  =  3   

 C.  (x −  1)P

2
P + (y −  1)P

2
P  =  9  D.  (x + 3)P

2
P + (y −  5)P

2
P  =  9 

    
Câu 24: Trong mặt phẳng Oxy, cho đường thẳng d: x –2y + 4 = 0. Để phép tịnh tiến theo v  biến d 

thành chính nó thì v  phải là vectơ nào trong các vectơ sau :  
UA.U )1;2(v =   B. )1;2(v −=   C. )2;1(v =   D. )2;1(v −=  

 
Câu 25:Trong  mặt  phẳng  Oxy cho  và điểm M( 2;1) ảnh của điểm M qua phép tịnh tiến 

theo vectơ  là điểm có tọa độ nào trong các tọa độ sau 
A.(0 ; 3)           UB.U(3;0)                 C.(1 ; 2)                           D.(2;1) 

UBuổi 3 
I Phép vị tự: 

( )

a) ÑN : Cho ñieåm I coá ñinh vaø moät soá k 0 . Pheùp vò töï  taâm I tæ soá k .
k  Kí hieäu : V  hoaëc V ,  laø pheùp bieán hình bieán moâi ñieåm M thaønh ñieåm M  sao cho IM k IM.I,k I

≠

′ ′ =
 

 

( )
( )

( )
I,k

b) Bieåu thöùc toïa ñoä : Cho I(x ;y ) vaø pheùp vò töï V  .o o I,k
V x = kx+ (1 k)xo  M(x;y)   M V (M) (x ;y ) thì I,k y = ky+ (1 k)yo

′ −′ ′ ′→ = =  ′ −
I

 

( ) ( )
c) Tính chaát : 
1. M V (M), N V (N) thì M N = kMN , M N = |k|.MNI,k I,k
2. Bieán ba ñieåm thaúng haøng thaønh ba ñieåm thaúng haøng vaø baûo toaøn thöù töï cuûa caùc ñieåm töông öùng .
3. Bieá

′ ′ ′ ′ ′ ′= =
 

n moät ñöôøng thaúng thaønh moät ñöôøng thaúng song song hoaëc truøng vôùi ñöôøng thaúng ñaõ cho .

 

4. Bieán moät tia thaønh tia .
5. Bieán ñoaïn thaúng thaønh ñoaïn thaúng maø ñoä daøi ñöôïc nhaân leân |k| .
6. Bieán tam giaùc thaønh tam giaùc ñoàng daïng vôùi noù .
7. Ñöôøng troøn coù baùn kính R tha ′ønh ñöôøng troøn coù baùn kính R = |k|.R .
8. Bieán goùc thaønh goùc baèng noù .

 

 
 
II. Phép đồng dạng: 
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a) ÑN : Pheùp bieán hình F goïi laø pheùp ñoàng daïng tæ soá k (k > 0) neáu vôùi hai ñieåm baát kì M , N 
vaø aûnh M , N  laø aûnh cuûa chuùng , ta coù M N = k.MN .
b) ÑL :  Moïi pheùp ñoàng daïng F tæ s

′ ′ ′ ′
oá k (k> 0) ñeàu laø hôïp thaønh cuûa moät pheùp vò töï tæ soá k 

vaø moät pheùp dôøi hình D.
c) Heä quaû(Tính chaát ) Pheùp ñoàng daïng :
1. Bieán 3 ñieåm thaúng haøng thaønh 3 ñieåm thaúng haøng (vaø baûo toaøn thöù töï ) .
2. Bieán ñöôøng thaúng thaønh ñöôøng thaúng .
3. Bieán tia thaønh tia .
4. Bieán ñoaïn thaúng thaønh ñoaïn thaúng maø ñoä daøi ñöôïc nhaân leân k ( k laø tæ soá ñoàng daïng ) .
5. B  ieán tam giaùc thaønh tam giaùc ñoàng daïng vôùi noù ( tæ soá k).
6. Bieán ñöôøng troøn coù baùn kính R thaønh ñöôøng troøn coù baùn kính R = k.R .
7. Bieán goùc thaønh goùc baèng noù .
d) Hai hình ñoàng

′

 daïng :
 ÑN : Hai hình goïi laø ñoàng daïng vôùi nhau neáu coù pheùp ñoàng daïng bieán hình naøy thaønh hình kia .

F     H ñoàng daïng G   F ñoàng daïng : H G⇔ ∃ →I
 
 

e) Các phép đồng dạng gồm: Nhóm phép dời hình (Phép đồng nhất, phép tịnh tiến, phép 
đối xứng trục, phép đối xứng tâm, phép quay) và Phép vị tự. 

Lưu ý: Kết quả của việc thực hiện liên tiếp các phép đồng dạng, cho ta một phép đồng dạng. 

UBài tập tự luận: 
Phép vị tự: 
Dạng bài tập và PP giải: 
 TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐIỂM – MỘT ĐƯỜNG QUA PHÉP VỊ TỰ 
PP: Sử dụng định nghĩa: 
* Sử dụng đẳng thức véc tơ của phép vị tự và tính chất bằng nhau của hai véc tơ , ta sẽ tìm được kết 
quả . 
Ví dụ 1. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho đường tròn (O) : ( ) ( )2 21 1 4x y− + − = . Tìm phương 
trình đường tròn (O’) là ảnh của (O) qua phép vị tự tâm O tỉ số k=2 . 
Giải 
Tâm I của (O) có tọa độ I(1;1) bán kính R=2 . Nếu (O’) có tâm là J và bán kính R’ là ảnh của (O) 
qua phép vị tự tâm O ta có đẳng thức véc tơ :  

( )
' 0 2.1 ' 2

OJ 2 2;2
' 0 2.1 ' 2

x x
OI J

y y
− = = 

= ⇔ ⇒ ↔ − = = 

 

. R’=2R=2.2=4. 

Vậy (O’) :  ( ) ( )2 22 2 16x y− + − =     
 
Ví dụ 2. ( Bài 1.23-BTHH11-CB-tr33) 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho đường thẳng d : 2x+y-4=0. 
a/ Viết phương trình của đường thẳng d’ là ảnh của d qua phép vị tự tâm O tỉ số k=3. 
b/ Viết phương trình đường thẳng d’’ là ảnh của d qua phép vị tự tâm I(-1;2) tỉ số k=-2 
Giải 
a/Gọi M(x;y) là một điểm bất kỳ thuộc d và M’(x’;y’) là ảnh của M qua phép vị tự tâm O tỉ số k=3 . 
Nếu M chạy trên d thì M’ chạy trên đường thảng d’ . 
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Theo tính chất của phép vị tự : 

'
' 3x 3' 3
' 3 '

3

xxx
OM OM

y y yy

 == = ⇔ ⇒ =  =


 

.  

Thay (x;y) vào d: ' '2 4 0 2x ' ' 12 0
3 3
x y y   + − = ⇔ + − =   

   
. Vậy d’: 2x+y-12=0 . 

b/ Tương tự như trên ta có : 
( )
( )

' 1 ' 31' 1 2 1 2 2
' 2

' 2 2 2 ' 2 ' 62
2 2

x xxx x
IM IM

y y y yy

 + + = − = + = − + − −   = − ⇔ ⇔ 
− = − − − −   = + =  − − 

 

. 

Thay vào d : ' 3 ' 62 4 0 2x ' ' 2 0
2 2

x y y+ −   + − = ⇔ + + =   − −   
. Do đó d’’: 2x+y+2=0 . 

 
Ví dụ 3. ( Bài 1.24-tr33-BTHH11). 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho đường tròn (C ): ( ) ( )2 23 1 9x y− + + = . Hãy viết phương trình 
đường tròn (C’) là ảnh của đường tròn (C ) qua phép vị tự tâm I(1;2) tỉ số k=-2. 
Giải 
Gọi O(3;-1) là tâm của (C ) có bán kính R=3. Đường tròn (C’) có tâm J(x;y) bán kính R’ là ảnh của 
(C ) qua phép vị tự tâm I tỉ số k=-2 . Theo tính chất của phép vị tự ta có :  

( )
( )

( )
1 2 3 1 3

IJ 2 O 3;8
82 2 1 2

x x
I J

yy

− = − − = −= − ⇔ ⇔ ⇒ = −  =− = − − − 

 

. R’=2R=2.3=6 . 

Vậy (C’) : ( ) ( )2 23 8 36x y+ + − = . 
   
  TÌM ẢNH CỦA MỘT HÌNH QUA MỘT PHÉP VỊ TỰ 
Phương pháp:  

Sử dụng định nghĩa và các tính chất của phép vị tự . Từ định nghĩa nếu tâm vị tự là I(a;b) , 
điểm M(x;y); điểm M’(x’;y’) là ảnh của M của phép vị tự tâm I tỉ số k, thì ta có :  

( )
( )

( )
( )

' '
'

' '

x a k x a x k x a a
IM k IM

y b k y b y k y b b

− = − = − +  ⇔ = ⇔ ⇒ 
− = − = − +  

 

 (*) .  

Chính là biểu thức tọa độ của phép vị tự tâm I tỉ số vị tự là k . 
 
Vận dụng:  
Ví dụ 1. Trong mặt phẳng tọa độ cho đường thẳng d: 3x+2y-6=0 . Hãy viết phương trình của đường 
thẳng d’ là ảnh của đường thẳng d qua phép vị tự tâm I(1;2) tỉ số vị tự k=-2 ? 
 
 
Giải 
Gọi M(x;y) thuộc d ,M’(x’;y’) là một điểm bát kỳ thuộc d’ thì theo biểu thức tọa độ của phép vị tự 
ta có :  

( )
( )

' 1 ' 31' 1 2 1 2 2
' 2 ' 6' 2 2 2 2
2 2

x xxx x
y yy y y

− − = + =− = − −  − −⇒  − −− = − −  = + =
 − −

.  
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Thay vào phương trình của đường thẳng d: ' 3 ' 63 2 2 0 3x ' 2 ' 9 0
2 2

x y y− −   + − = ⇔ + − =   − −   
 

Do vậy d’: 3x+2y-9=0 .  
 
Ví dụ 2 .( Bài 1.23-tr33-BTHH11CB) 
Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d: 2x+y-4=0 
a/ Hãy viết phương trình đường thẳng d’ là ảnh của đường thẳng d qua phép vị tự tâm O tỉ số vị tự 
k=3 . 
b/ Hãy viết phương trình đường thẳng d’’ là ảnh của d qua phép vị tự tâm I (-1;2) tỉ số vị tự k=-2  
Giải 

a/ Từ công thức tọa độ : 
( )
( )

'
' 0 3 0 ' '3 2 4 0 2 ' ' 12 0

' 3 3' 0 3 0
3

xxx x x y x y
yy y y

 =− = −     ⇔ ⇒ + − = ⇔ + − =     − = −      =


 

Do đó đường thẳng d’: 2x+y-12=0 . 
b/ Tương tự : 

( )
( )

' 1 ' 31' 1 2 1 ' 3 ' 62 2 2 4 0 2x ' ' 8 0
' 2 ' 6 2 2' 2 2 2 2
2 2

x xxx x x y y
y yy y y

+ + = − =+ = − + + −     − −⇔ ⇒ + − = ⇔ + + =     − − − −− = − −      = + =
 − −

. 

Do đó đường thẳng d’’: 2x+y+8=0 . 
 
Ví dụ 3. ( Bài 1.24-tr33-BTHH11-CB) 
Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C ): ( ) ( )2 23 1 9x y− + + = . Hãy viết phương trình đường 
tròn (C’) là ảnh của đường tròn (C ) qua phép vị tự tâm I(1;2) tỉ số k=-2 . 
Giải 
Đường tròn (C ) có tâm O(3;-1) bán kính R=3. Gọi O’ (x’;y’) là tâm của (C’) ,R’ là bán kính của 
(C’) . Ta có tọa độ của O’ thỏa mãn biểu thực tọa độ của phép vị tự : 

( )
( )

2 2

' 1 ' 31
2 2' 1 2 1
' 2 ' 4 ' 3 ' 4' 2 2 2 2 3 1 9
2 2 2 2

' ' 2.3 62

x xx
x x

y y x yy y y
R R
R

− − = + =  − − − = − −  − − − −    ⇔ − = − − ⇔ = + = ⇒ − + + =     − − − −    
= = =

 

  

( ) ( )2 2' 3 ' 6 36x y⇔ + + − = . Vậy (C’) : ( ) ( )2 23 6 36x y⇔ + + − =  

UBài tập trắc nghiệm: 
1 Phép vị tự 
 
Nhận biết 

Câu 1: Trong măt phẳng Oxy cho điểm M(–2; 4). Phép vị tự tâm O tỉ số k = –2 biến điểm M thành 
điểm nào trong các điểm sau? 

A. (–3; 4) B. (–4; –8) C. (4; –8)  D. (4; 8)  
Câu 2: Trong măt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 2x + y – 3 = 0. Phép vị tự tâm O tỉ 
số  k = 2 biến d thành đường thẳng nào trong các đường thẳng có phương trình sau? 

A. 2x + y + 3 = 0 UB.U 2x + y – 6 = 0   C. 4x – 2y – 3 = 0    D. 4x + 2y – 5 = 0  
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Câu 3: Trong măt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình x + y – 2 = 0. Phép vị tự tâm O tỉ 
số k = – 2 biến d thành đường thẳng nào trong các đường thẳng có phương trình sau ? 

A. 2x + 2y = 0 B. 2x + 2y – 4 = 0 UC.U x + y + 4 = 0 D. x + y – 4 = 0 
Câu 4: Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình 

 (x – 1)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 4. Phép vị tự tâm O tỉ số k = – 2 biến (C) thành đường tròn nào trong các 

đường tròn có phương trình sau ? 
A. (x – 2)P

2
P + (y – 4)P

2
P = 16 B. (x – 4)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 4   

  
C. (x – 4)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 16 UD.U (x + 2)P

2
P + (y + 4)P

2
P = 16 

Câu 5: Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình (x – 1)P

2
P + (y – 1)P

2
P = 4. Phép vị tự 

tâm O tỉ số k =  2 biến (C) thành đường tròn nào trong các đường tròn có phương trình sau ? 
A. (x –1)P

2
P + (y – 1)P

2
P = 8 B. (x – 2)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 8     

UC.U (x – 2)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 16 D. (x + 2)P

2
P + (y + 2)P

2
P = 16 

Câu 6: Phép vị tự tâm O tỉ số k (k ≠ 0) biến mỗi điểm M thành điểm M’ sao cho : 

UA.U '1 OM
k

OM =  B. 'OMkOM =  C. 'OMkOM −=  D. OMOM −='  

Câu 7: Chọn câu đúng: 
A. Qua phép vị tự có tỉ số k ≠ 1, đường thẳng đi qua tâm vị tự sẽ biến thành chính nó.  
UB.U Qua phép vị tự có tỉ số k ≠ 0, đường tròn đi qua tâm vị tự sẽ biến thành chính nó.  
C. Qua phép vị tự có tỉ số k ≠ 1, không có đường tròn nào biến thành chính nó. 
D. Qua phép vị tự VR(O, 1)R đường tròn tâm O sẽ biến thành chính nó. 
 
Thông hiểu 

Câu 8: Nếu phép vị tự tỉ số k biến hai điểm M, N lần lượt thành hai điểm M’và N’ thì: 
A. MNkNM ='' và M’N’ = –kMN UB.U MNkNM ='' và M’N’ = |k|MN  

C. MNkNM ='' và M’N’ = kMN D. MNNM //'' và M’N’ = 
2
1 MN 

Câu 9: Xét các phép biến hình sau: 
(I) Phép đối xứng tâm.   (II) Phép đối xứng trục 
(III) Phép đồng nhất.   (IV). Phép tịnh tiến theo vectơ khác 0  
Trong các phép biến hình trên: 

A. Chỉ có (I) là phép vị tự. B. Chỉ có (I) và (II) là phép vị tự.  
UC.U Chỉ có (I) và (III) là phép vị tự.  D. Tất cả đều là những phép vị tự. 

Câu 10: Hãy tìm khẳng định sai : 
UA.U Nếu một phép vị tự có hai điểm bất động thì mọi điểm của nó đều bất động. 
B. Nếu một phép vị tự có hai điểm bất động thì nó là một phép đồng nhất. 
C. Nếu một phép vị tự có một điểm bất động khác với tâm vị tự của nó thì phép vị tự đó có tỉ số 
k = 1. 
D. Nếu một phép vị tự có hai điểm bất động thì chưa thể kết luận được rằng mọi điểm của nó đều 
bất động. 

Câu 11: Cho tam giác ABC với trọng tâm G. Gọi A’, B’, C’ lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, 
AC, AB của tam giác ABC. Khi đó phép vị tự nào biến tam giác A’B’C’ thành tam giác ABC ? 
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A. Phép vị tự tâm G, tỉ số 2. UB.U Phép vị tự tâm G, tỉ số –2. 
C. Phép vị tự tâm G, tỉ số –3. D. Phép vị tự tâm G, tỉ số 3. 

Câu 12: Cho phép vị tự tâm O tỉ số k và đường tròn tâm O bán kính R. Để đường tròn (O) biến 
thành chính đường tròn (O), tất cả các số k phải chọn là : 

A. 1 B. R UC.U 1 và –1 D. –R  
Câu 13: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. Có một phép vị tự biến thành chính nó.  
B. Có vô số phép vị tự biến mọi điểm thành chính nó  
UC.U Thực hiện liên tiếp hai phép vị tự sẽ được một phép vị tự. 
D. Thực hiện liên tiếp hai phép vị tự tâm I sẽ được một phép vị tự tâm I. 

Câu 14: Cho hình thang ABCD, với AB
2
1CD −= . Gọi I là giao điểm của hai đường chéo AC và 

BD. Gọi V là phép vị tự biến AB  thành CD . Trong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào đúng: 

UA.U V là phép vị tự tâm I tỉ số k =
2
1

−  B. V là phép vị tự tâm I tỉ số k =
2
1   

C. V là phép vị tự tâm I tỉ số k = –2 D. V là phép vị tự tâm I tỉ số k = 2 
 
Vận dụng 

Câu 15: Cho tam giác ABC, với G là trọng tâm tam giác, D là trung điểm của BC. Gọi V là phép vị 
tự tâm G biến điển A thành điểm D. Khi đó V có tỉ số k là: 

A. k = 
2
3  B. k = –

2
3  C. k = 1

2
 UD.U k = 1

2
−  

Câu 16: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy. Cho phép vị tự tâm I(2; 3) tỉ số k = –2 biến điểm  
M(–7;2) thành MP

/
P có tọa độ là:  

A. (–10; 2) UB.U (20; 5)  C. (18; 2)  D. (–10; 5)  
Câu 17: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy. Cho hai điểm M(4; 6) và MP

/
P(–3; 5). Phép vị tự 

tâm I tỉ số k =  
2
1  biến điểm M thành MP

/
P. Khi đó tọa độ điểm I là: 

A. I(–4; 10) B. I(11; 1)  C. I(1; 11)  UD.U I(–10; 4) 

Câu 18: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy. Cho hai điểm A(1;2), B(–3; 4) và I(1; 1). Phép vị 

tự tâm I tỉ số k =  –
3
1  biến điểm A thành AP

/
P, biến điểm B thành BP

/
P. Trong các mệnh đề sau mệnh đề 

nào đúng:  

A. 





=

3
2;

3
4BA //  UB.U ' ' 4 2;

3 3
A B  = − 

 



   C. 320BA // =  D. 















 − 0;

3
7B,

3
2;1A //   

Câu 19: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy. Cho ba điểm I(–2; –1), M(1; 5) và MP

/
P(–1; 1). Giả 

sử V phép vị tự tâm I tỉ số k  biến điểm M thành MP

/
P. Khi đó giá trị của k là: 

UA.U 
3
1  B. 

4
1  C. 3 D. 4 
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Câu 20: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy. Cho đường thẳng ∆: x + 2y – 1 = 0 và điểm 
I(1;0). Phép vị tự tâm I tỉ số k tùy ý biến đường thẳng ∆ thành ∆P

/
P có phương trình là: 

A. x – 2y + 3 = 0 B. x + 2y +1 = 0   C. 2x – y + 1 = 0 UD.U x + 2y -1 = 0 

Câu 21: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy. Cho hai đường thẳng ∆R1 Rvà∆R2 R lần lượt có phương 
trình : x – 2y +1 = 0 và x – 2y +4 = 0,  điểm I(2 ; 1). Phép vị tự tâm I tỉ số k biến đường thẳng ∆R1R 
thành ∆R2R khi đó giá trị của k  là : 

A. 1 B. 2 C. 3 UD.U 4 
Câu 22: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy. Cho đường tròn (C) có phương trình:(x–1)P

2
P +(y–

5)P

2
P = 4 và điểm I(2; –3). Gọi (CP

/
P) là ảnh của (C) qua phép vị tự V tâm I tỉ số k = –2. khi đó (CP

/
P) có 

phương trình là: 
UA.U (x–4)P

2
P +(y+19)P

2
P = 16    B. (x–6)P

2
P +(y+9)P

2
P = 16  

C. (x+4)P

2
P +(y–19)P

2
P = 16                                               D. (x+6)P

2
P +(y+9)P

2
P = 16 

Câu 23: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy. Cho hai đường tròn (C) và (CP

/
P), trong đó (CP

/
P) có 

phương trình :(x+2)P

2
P +(y+1)P

2
P = 9. Gọi V là phép vị tự tâm I(1 ; 0) tỉ số k = 3 biến đường tròn (C) 

thành (CP

/
P). Khi đó phương trình của (C) là:  

A. 1y
3
1x 2

2

=+





 −  B. 9

3
1yx

2
2 =






 −+  UC.U ( ) ( )2 28 3 81x y+ + + =   D. xP

2
P + yP

2
P 

= 1  

Câu 24: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy cho A(1; 2), B(–3; 1). Phép vị tự tâm I(2; –1) tỉ số 
k=2 biến điểm A thành AP

/
P, phép đối xứng tâm B biến AP

/
P thành BP

/
P. tọa độ điểm BP

/
P là: 

A. (0; 5) B. (5; 0)  UC.U (–6; –3)  D. (–3; –6) 
    Câu 25:  Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm M (−3 ; 2 ) và M’(3; −2). M’ là ảnh của điểm M qua 

phép biến hình nào sau đây: 
   A. Phép tịnh tiến theo véc tơ  v



 = (1; 1)  B.  Phép quay tâm O góc −90P

0
P               

 UC.U Phép vị tự tâm O tỉ số −1 D.  Phép vị tự tâm I
4 1;
3 3

 − 
 

 tỉ số −2 

 
2 Phép đồng dạng 

 Câu 1:  Trong mp Oxy, cho đường tròn (C) 2 2( 2) ( 2) 4x y− + − = . Hỏi phép đồng dạng có được 

bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự  tâm O, tỉ số k = 1/2 và phép quay tâm O góc 90P

o
P biến  (C) 

thành đường tròn nào sau đây: 

 A. ( ) ( ) 112 22 =−++ yx   B. ( ) ( ) 122 22 =−+− yx  

 UC.U ( ) ( ) 111 22 =−++ yx   D. ( ) ( ) 111 22 =−+− yx  

Câu 2: Cho M(2;4). Thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm O tỉ số 1k
2

=  và phép đối xứng qua trục Oy 

sẽ biến M thành điểm nào? 
                 A. (1;2)                                                   B. (-2;4) 

     C. (-1;2)                                                 UD.U (1;-2) 

Câu 3: Ảnh của điểm P( -1 , 3) qua phép đồng dạng cĩ được bằng  cách thực hiện liên tiếp phép  

quay tâm O(0, 0)  gĩc quay  1800   và phép vị tự tâm O(0,0) tỉ số  2 là. 
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A. M( 2, -6) B. N( -2, 6) C. E( 6, 2) D. F( -6, -2). 
 

Câu 4: Cho đường tron (C) co phương trình (x− 1)2  +(y+2)2  =4. qua phép đồng dạng của phép đối 
xứng trụcOy và phép tịnh tiến theo v (2;1) biến (C) thành đường trịn nào? 
    A. 2 2( ) (1  1) 4x y− + − =           B. 2 2 4x y+ =          C. 2 2( ) (2  6) 4x y− + − =             
D. 2 2( ) (2  3)  4x y− + − =   

Câu 5: Cho đường thẳng d có phương trình x+y− 2 =0. qua phép đồng dạng của phép đối xứng tâm 
O(0;0) và phép tịnh tiến theo  ( ) 3;2v



 biến d thành đường thẳng nào? 

A. x+y− 4 =0       B. 3x+3y− 2=0      C. x+y+2 =0        D. x+y− 3=0 
 

 
Câu 6: Trong măt phẳng Oxy cho điểm M(2; 4). Phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên 

tiếp phép vị tự tâm O tỉ số k = 
2
1  và phép đối xứng qua trục Oy sẽ biến M thành điểm nào trong các 

điểm sau? 
A. (1; 2) B. (–2; 4) C. (–1; 2)  UD.U (1; –2)  
 
Nhân biết 

Câu 7: Trong măt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 2x – y = 0. Phép đồng dạng có 
được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm O tỉ số k = –2 và phép đối xứng qua trục Oy sẽ 
biến d thành đường thẳng nào trong các đường thẳng sau? 

UA.U 2x – y = 0 B. 2x + y = 0     C. 4x – y = 0      D. 2x + y – 2 = 0  
Câu 8: Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình (x – 2)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 4. Phép 

đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm O tỉ số k = 
2
1  và phép quay tâm O 

góc 90P

0
P sẽ biến (C) thành đường tròn nào trong các đường tròn sau? 

A. (x – 2)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 1 B. (x – 1)P

2
P + (y – 1)P

2
P = 1 

UC.U (x + 2)P

2
P + (y – 1)P

2
P = 1 D. (x + 1)P

2
P + (y – 1)P

2
P = 1  

Câu 9: Mọi phép dời hình cũng là phép đồng dạng tỉ số 
UA.U k = 1 B. k = –1 C. k = 0  D. k = 3  

Câu 10: Các phép biến hình biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó có 
thể kể ra là: 

A. Phép vị tự.  B. Phép đồng dạng, phép vị tự.  
C. Phép đồng dạng, phép dời hình, phép vị tự.  D. Phép dời dình, phép vị tự. 

Câu 11: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy cho A(1; 2), B(–3; 1). Phép vị tự tâm I(2; –1) tỉ số 
k=2 biến điểm A thành AP

/
P, phép đối xứng tâm B biến AP

/
P thành BP

/
P. tọa độ điểm BP

/
P là: 

A. (0; 5) UB.U (5; 0)  C. (–6; –3)  D. (–3; –6) 

Câu 12: Trong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào sai? 
UA.U Phép dời là phép đồng dạng tỉ số k = 1  
B. Phép đồng dạng biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó.  

C. Phép vị tự tỉ số k là phép đồng dạng tỉ số k  
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D. Phép đồng dạng bảo toàn độ lớn góC. 
 

Câu 13: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy cho A(–2; –3), B(4; 1). phép đồng dạng tỉ số k = 

2
1

biến điểm A thành AP

/
P, biến điểm B thành BP

/
P. Khi đó độ dài AP

/
PBP

/
P là: 

A. 
2
52

 B. 52  UC. U

2
50

 D. 50  

Câu 14: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy cho đường thẳng d: x – 2y + 1 = 0, Phép vị tự tâm  
I(0; 1) tỉ số k= –2 biến đường thẳng d thành đường thẳng dP

/
P. phép đối xứng trục Ox biến đường 

thẳng dP

/ 
P thành đường thẳng dR1R. Khi đó phép đồng dạng biến đường thẳng d thành dR1R có phương 

trình là: 

A. 2x – y + 4 = 0 UB.U 2x + y + 4 = 0    C. 2x – 2y + 4 = 0   D. 2x + 2y + 4 = 0 

Câu 15: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho đường tròn (C) tâm I(3; 2), bán kính R = 2. 
Gọi (CP

/
P) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng tỉ số k = 3. khi đó trong các mệnh đề sau mệnh đề nào 

sai: 

A. (CP

/
P) có phương trình (x – 3)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 36  

B. (CP

/
P) có phương trình xP

2
P+ yP

2
P – 2y – 35= 0 

C. (CP

/
P) có phương trình xP

2
P+ yP

2
P + 2x  – 36= 0 

UD.U (CP

/
P) có bán kính bằng 6. 

 
Thông hiểu 

Câu 16: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho 2 đường tròn (C) và (CP

/
P) có phương trình :  

xP

2
P+ yP

2
P – 4y – 5= 0 và xP

2
P+ yP

2
P – 2x + 2y – 14= 0. Gọi (CP

/
P) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng tỉ số k, 

khi đó giá trị k là: 

A. 
3
4

 B. 
4
3

 C. 
16
9

 D. 
9

16
 

Câu 17: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho hai Elip (ER1R) và (ER2R) lần lượt có phương trình 

là: 1
95

22
=+

yx
 và 1

59

22
=+

yx
. Khi đó (ER2R) là ảnh của (ER1R) qua phép đồng dạng tỉ số k bằng: 

A. 
9
5

 B. 
5
9

 C. 1−=k  D. k = 1 

Câu 18: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho phép đồng dạng biến đường thẳng d: x+y–
1=0 thành đường thẳng dP

/
P: 2008x + 2007y + 2006 = 0 là phép đồng dạng tỉ số k bằng: 

UA. U

2007
2008

 B. 1 C. 
2008
2007

 D. 
2007
2006

 

Câu 19: Trong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào sai? 
A. Phép dời là phép đồng dạng tỉ số k = 1  
B. Phép đồng dạng biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó.  
UC.U Phép vị tự tỉ số k là phép đồng dạng tỉ số k  
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D. Phép đồng dạng bảo toàn độ lớn góC. 
Câu 20: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy cho A(–2; –3), B(4; 1). phép đồng dạng tỉ số k = 

2
1

biến điểm A thành AP

/
P, biến điểm B thành BP

/
P. Khi đó độ dài AP

/
PBP

/
P là: 

A. 
2
52

 B. 52  C. 
2
50

 D. 50  

Câu 21: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy cho đường thẳng d: x – 2y + 1 = 0, Phép vị tự tâm  
I(0; 1) tỉ số k= –2 biến đường thẳng d thành đường thẳng dP

/
P. phép đối xứng trục Ox biến đường 

thẳng dP

/ 
P thành đường thẳng dR1R. Khi đó phép đồng dạng biến đường thẳng d thành dR1R có phương 

trình là: 
A. 2x – y + 4 = 0     B. 2x + y + 4 = 0     C. 2x – 2y + 4 = 0    UD.U 2x + 2y + 4 = 0 
Câu 22: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho đường tròn (C) tâm I(3; 2), bán kính R = 2. 
Gọi (CP

/
P) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng tỉ số k = 3. khi đó trong các mệnh đề sau mệnh đề nào 

sai: 
A. (CP

/
P) có phương trình (x – 3)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 36 

UB.U (CP

/
P) có phương trình xP

2
P+ yP

2
P – 2y – 35= 0 

C. (CP

/
P) có phương trình xP

2
P+ yP

2
P + 2x  – 36= 0 

D. (CP

/
P) có bán kính bằng 6. 

 
Vận dụng ( câu 23-25 và 1-5) 

Câu 23: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho 2 đường tròn (C) và (CP

/
P) có phương trình :  

xP

2
P+ yP

2
P – 4y – 5= 0 và xP

2
P+ yP

2
P – 2x + 2y – 14= 0. Gọi (CP

/
P) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng tỉ số k, 

khi đó giá trị k là: 

A. 
3
4

 B. 
4
3

 C. 
16
9

 D. 
9

16
 

Câu24: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho hai Elip (ER1R) và (ER2R) lần lượt có phương trình 

là: 1
95

22
=+

yx
 và 1

59

22
=+

yx
. Khi đó (ER2R) là ảnh của (ER1R) qua phép đồng dạng tỉ số k bằng: 

A. 
9
5

 UB.U 
5
9

 C. 1−=k  D. k = 1 

Câu 25: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho phép đồng dạng biến đường thẳng d: x+y–
1=0 thành đường thẳng dP

/
P: 2008x + 2007y + 2006 = 0 là phép đồng dạng tỉ số k bằng: 

A. 
2007
2008

 B. 1 C. 
2008
2007

 D. 
2007
2006
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Ma trận đề kiểm tra 
 

STT CÁC CHỦ ĐỀ MỨC ĐỘ NHẬN THỨC TỔNG 
SỐ 

CÂU 
HỎI 

NHẬN 
BIẾT 

THÔNG 
HIỂU 

VẬN DỤNG 
THẤP 

VẬN DUNG 
CAO 

1 Phép tịnh tiến 2 1 1  4 
2 Phép đối xứng trục 2 1   3 
3 Phép đối xứng tâm 1 2   3 
4 Phép Quay 1 2 1  4 
5 Phép dời hình và 

hai hình bằng nhau 
 2 1 1 4 

6 Phép vị tự 1 1 1 1 4 
7 Phép đồng dạng   3  3 
 TỔNG 7 8 7 2 25 

 
 

UIV. Đề bài: 
Câu 1: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm ( )2;5A  . Phép tịnh tiến theo vectơ ( )1;2v =



 biến A  thành 

điểm có tọa độ là: 
A. ( )3;1  . B. ( )1;6  . UC.U ( )3;7 .  D. ( )4;7  . 
 

Câu 2: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm ( )2;5A . Hỏi A   là ảnh của điểm nào trong các điểm sau 

qua phép tịnh tiến theo vectơ ( )1;2v =


? 

A. ( )3;1  . B. ( )1;6  . C. ( )4;7  . UD.U  ( )1;3  . 

Câu 3: Trong mặt phẳng Oxy , ảnh của đường tròn: ( ) ( )2 22 1 16x y− + − = qua phép tịnh tiến theo 

vectơ  ( )1;3v =


là đường tròn có phương trình: 

A. ( ) ( )2 22 1 16x y− + − = . B. ( ) ( )2 22 1 16x y+ + + = .  

UC.U ( ) ( )2 23 4 16x y− + − = . D. ( ) ( )2 23 4 16x y+ + + = . 
 

Câu 4: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy .Cho điểm ( )10;1M − và ( )3;8M ′ . Phép tịnh tiến 

theo véctơ v


 biến điểm M  thành điểm M ′ , khi đó tọa độ của véctơ v


 là ? 
A. ( )13;7v = −


. B. ( )13; 7v = −


. UC.U ( )13;7v =


. D. ( )13; 7v = − −


. 
 

Câu 5: Hình vuông có mấy trục đối xứng? 
A. 1   B. 2   UC.U 4                            D. vô số 

Câu 6: Trong mặt phẳng Oxy   cho điểm ( )2;3M  . Hỏi trong bốn điểm sau điểm nào là ảnh của 

M qua phép đối xứng trục Ox ? 
A. ( )3;2  . B. ( )2; 3−  . C. ( )3; 2−  . D. ( )2;3−  . 

Câu 7: Trong mặt phẳng Oxy  , cho parabol ( ) 2:P y x= . Hỏi parabol nào sau đây là ảnh của 

parabol ( )P  qua phép đối xứng trục Oy  ? 
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A. 2y x=  . B. 2y x= −  . C. 2x y= −  . D. 2x y=  . 

Câu 8: Cho hai điểm ( )1;2I  và ( )3; 1M − . Hỏi điểm M ′  có tọa độ nào sau đây là ảnh của M  qua 

phép đối xứng tâm I ? 
 A. ( )2;1  UB. U ( )1;5−  C. ( )1;3−  D. ( )5; 4−   

Câu 9: Trong mặt phẳng ( )Oxy  cho đường thẳng d  có phương trình 2 0x y+ − = , tìm phương 

trình đường thẳng d ′  là ảnh của d  qua phép đối xứng tâm ( )1;2I . 

A. 4 0x y+ + = . UB.U 4 0x y+ − = . C. 4 0x y− + =  D. 4 0x y− − = . 

Câu 10: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ ( )Oxy . Cho phép đối xứng tâm 1 ;2
2

I  
 
 

 biến đường 

tròn ( ) ( ) ( )2 2: 1 2 4C x y+ + − =  thành đường tròn ( )C′  có phương trình là: 

A. ( ) ( )2 21 2 4x y+ + − = . B. ( ) ( )2 21 2 4x y− + − = .  

C. ( ) ( )2 21 2 4x y+ + + = . D. ( ) ( )2 22 2 4x y− + − = .  

Câu 11 : Trong mặt phẳng Oxy, ảnh của điểm ( )6;1M − qua phép quay ( ),90oO
Q  là: 

UA.U ( )' 1; 6M − −  .  B. ( )' 1;6M . C. ( )' 6; 1M − − . D. ( )' 6;1M . 

Câu 12 : Trong mặt phẳng Oxy, qua phép quay ( ), 135oO
Q

−
,  ( )' 3;2M  là ảnh của điểm : 

A. 5 2 5 2;
2 2

M
 

−  
 

 .  B. 2 2;
2 2

M
 
−  
 

.  

UC.U 5 2 2;
2 2

M
 
−  
 

. D. 2 2;
2 2

M
 

−  
 

 

Câu 13: Chọn câu sai trong các câu sau: 
A. Qua phép quay ( );OQ ϕ  điểm O  biến thành chính nó. 

B. Phép đối xứng tâm O  là phép quay tâm O , góc quay 180−  . 
C. Phép quay tâm O  góc quay 90  và phép quay tâm O  góc quay 90−   là hai phép quay 
giống nhau. 
D. Phép đối xứng tâm O  là phép quay tâm O , góc quay 180 . 

Câu 14: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, cho điểm M(2; 0) và điểm N(0; 2). Phép quay tâm 
O biến điểm M thành điển N, khi đó góc quay của nó là: 

A. 030=ϕ  B. 030=ϕ hoặc 045=ϕ       UC.U 090ϕ =          D. 090=ϕ  hoặc 0270=ϕ  

Câu 15: Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M(2; 1). Hỏi phép dời hình có được bằng cách thực hiện 
liên tiếp phép đối xứng tâm O và phép tịnh tiến theo vectơ v  = (2; 3) biến điểm M thành điểm nào 
trong các điểm sau? 

A. (1; 3) B. (2; 0) UC.U (0; 2)  D. (4; 4)  
Câu 16 : Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình x + y – 2 = 0. Hỏi phép dời hình 
có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng tâm O và phép tịnh tiến theo vectơ v  = (3; 2) 
biến đường thẳng d thành đường thẳng nào trong các đường thẳng sau? 

A. 3x + 3y – 2 = 0 B. x – y + 2 = 0 C. x + y + 2 = 0 UD.U x + y – 3 = 0  
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 Câu 17: Trong các phép biến hình sau, phép nào không phải là phép dời hình ? 
    UA.U Phép chiếu vuông góc lên một đường thẳng           B. Phép vị tự tâm I(1; 2) tỉ số –1     
 C. Phép đồng nhất           D. Phép đối xứng trục  
 Câu 18: Trong mặt phẳng Oxy cho  u



= (3;1) và đường thẳng d: 2x – y = 0. Ảnh của đường thẳng d 
qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép quay o(O;90 )

Q  và phép tịnh tiến theo 

vectơ u


 là đường thẳng d’ có phương trình: 
 UA.U  x + 2y – 5 = 0.  B.  x + 2y + 5 = 0. 
 C. 2x + y – 7 = 0. D.  2x + y + 7 = 0. 

Câu 19: Trong măt phẳng Oxy cho điểm M(–2; 4). Phép vị tự tâm O tỉ số k = –2 biến điểm M thành 
điểm nào trong các điểm sau? 

A. (–3; 4) B. (–4; –8) C. (4; –8)  D. (4; 8)  
Câu 20: Trong măt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 2x + y – 3 = 0. Phép vị tự tâm O 
tỉ số  k = 2 biến d thành đường thẳng nào trong các đường thẳng có phương trình sau? 

A. 2x + y + 3 = 0 UB.U 2x + y – 6 = 0   C. 4x – 2y – 3 = 0    D. 4x + 2y – 5 = 0  
Câu 21 : Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình (x – 1)P

2
P + (y – 1)P

2
P = 4. Phép vị 

tự tâm O tỉ số k =  2 biến (C) thành đường tròn nào trong các đường tròn có phương trình sau? 
A. (x –1)P

2
P + (y – 1)P

2
P = 8  B. (x – 2)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 8    

UC.U (x – 2)P

2
P + (y – 2)P

2
P = 16 D. (x + 2)P

2
P + (y + 2)P

2
P = 16 

Câu 22: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy. Cho hai điểm M(4; 6) và MP

/
P(–3; 5). Phép vị tự 

tâm I tỉ số k =  
2
1  biến điểm M thành MP

/
P. Khi đó tọa độ điểm I là: 

A. I(–4; 10) B. I(11; 1)  C. I(1; 11)  UD.U I(–10; 4) 
Câu 23: Trong mp Oxy, cho đường tròn (C) 2 2( 2) ( 2) 4x y− + − = . Hỏi phép đồng dạng có được 

bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự  tâm O, tỉ số k = 1/2 và phép quay tâm O góc 90P

o
P biến  (C) 

thành đường tròn nào sau đây: 

 A. ( ) ( ) 112 22 =−++ yx   B. ( ) ( ) 122 22 =−+− yx  

 UC.U ( ) ( ) 111 22 =−++ yx   D. ( ) ( ) 111 22 =−+− yx  

Câu 24: Trong măt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 2x – y = 0. Phép đồng dạng có 
được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm O tỉ số k = –2 và phép đối xứng qua trục Oy sẽ 
biến d thành đường thẳng nào trong các đường thẳng sau? 

UA.U 2x – y = 0 B. 2x + y = 0     C. 4x – y = 0      D. 2x + y – 2 = 0  

Câu 25: Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy cho đường thẳng d: x – 2y + 1 = 0, Phép vị tự tâm  
I(0; 1) tỉ số k= –2 biến đường thẳng d thành đường thẳng dP

/
P. phép đối xứng trục Ox biến đường 

thẳng dP

/ 
P thành đường thẳng dR1R. Khi đó phép đồng dạng biến đường thẳng d thành dR1R có phương 

trình là: 
A. 2x – y + 4 = 0     B. 2x + y + 4 = 0     C. 2x – 2y + 4 = 0    UD.U 2x + 2y + 4 = 0 
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CHUYÊN ĐỀ HÌNH HOC̣ KHÔNG GIAN LỚP 11  
 
Tiết 1,2,3:                 QUAN HÊ ̣SONG SONG 

I. Kiến thức cơ bản 

1. Hai đường thẳng song song : 
  Sử dụng một trong các cách sau : 

• Chứng minh a và b  đồng  phẳng và không có điểm chung  

•  Chứng minh a và b  phân biệt và cùng song song với đường thẳng thứ ba  

• Chứng minh a và b  đồng  phẳng  và áp dụng các tính chất của hình học phẳng (cạnh đối của 
hình bình hành , định lý talet …) 

• Sử dụng các định lý  

• Chứng minh bằng phản chứng  
2. Đường thẳng song song với măṭ phẳng 

 Phương pháp   α
α

α
//// d

a
ad

d
⇒









⊂

⊄
  

3. Hai măṭ phẳng song song 

     Phương pháp    )//()(
)//(),//(

)(),(
βα

ββ

αα
⇒








=∩

⊂⊂

ba
Mba
ba

 

           

   Phương pháp   )//()(

//,//

)(),(

)(),(

βαββ

αα

⇒














=∩
⊂⊂

=∩
⊂⊂

dbca
Ndc
dc
Mba
ba

   

II. Kı ̃năng cơ bản 
 Hoc̣ sinh ve ̃nhanh và chı́nh xác hı̀nh ve,̃ nhâṇ daṇg nhanh yêu cầu của bài toán 
 Hoc̣ sinh nhı̀n nhâṇ hı̀nh ve ̃chı́nh xác             
III. Bài tâp̣ luyêṇ tâp̣ 
Bài  1. Cho hình chóp S.ABCD với  đáy ABCD là hình bình hành .Gọi A’ ,B’ , C’ ,D’ lần lượt là 
trung 
 điểm các cạnh SA , SB , SC , SD . 
 a. Chứng minh A’B’C’D’ là hình gı̀  
 b. Gọi M là điểm bất kì trên BC . Tìm thiết diện của (A’B’M) với hình chóp S.ABCD  

S

A'
C'D'

 



 

 

    UGiải 
 a. Chứng minh A’B’C’D’ là hình bình hành : 

 Trong tam giác SAB, ta có : A’B’ //
2
1 AB  

 Trong tam giác SCD, ta có : C’D’ //
2
1 CD  

  ⇒   A’B’ //  C’D’ 

 Vậy : A’B’C’D’ là hình bình hành 
 b. Tìm thiết diện của (A’B’M) với hình chóp S.ABCD: 
 Ta  có : AB  ∕ ∕  A’B’ và  M  là điểm chung của (A’B’M) và (ABCD) 
 Do đó giao tuyến của (A’B’M) và (ABCD) là  Mx  song song   AB và A’B’ 

  Gọi   N = Mx ∩ AD 
 Vậy :  thiết diện là hình thang A’B’MN 

Bài  2. Cho hình chóp S.ABCD với  đáy ABCD là hình thang với cạnh đáy AB  và CD (AB >CD).  
Gọi M , N  lần lượt là trung  điểm các cạnh SA , SB  
 a. Chứng minh : MN ∕ ∕  CD 

 b. Tìm  P = SC ∩ (ADN) 
 c. Kéo dài AN và DP cắt nhau tại I . 
  Chứng minh : SI  ∕ ∕ AB  ∕ ∕ CD . Tứ giác SABI là hình gì ? 
    UGiải 
 a. Chứng minh : MN ∕ ∕  CD : 
 Trong tam giác SAB, ta có : MN  ∕ ∕ AB  
  Mà   AB  ∕ ∕  CD  (ABCD là hình thang) 
 Vậy : MN ∕ ∕  CD 

 b. Tìm  P = SC ∩ (ADN): 

 • Chọn mp phụ (SBC) ⊃ SC 

 •  Tìm  giao tuyến của (SBC) và (ADN) 
  Ta có :  N là điểm chung của (SBC) và (ADN) 

  Trong (ABCD), gọi  E = AD ∩ AC 

  ⇒ (SBC) ∩ (ADN) = NE  

        

 • Trong (SBC), gọi  P = SC ∩ NE   

 Vậy : P  = SC  ∩ (ADN) 

 c. Chứng minh : SI // AB //  CD . Tứ giác SABI là hình gì ? 

I

E

S

B

C

M N

P

D

A

 
 



 

 

 Ta có :  CDABSI
SCD
SAB

SCD

////

CD  / / AB
)( CD
)( AB

 )(  (SAB)  SI

⇒











⊂
⊂

∩=

 (theo định lí 2) 

 Xét  ∆ ASI , ta có :  SI  // MN (vì cùng song song AB)     M là trung điểm AB 

   ⇒ SI //  2MN      Mà  AB // 2.MN             Do đó : SI // AB 

 Vậy : tứ giác SABI là hình bình hành  
Bài 3. Cho hình chóp S.ABCD có  đáy ABCD là hình bình hành .Gọi M ,N lần lượt là trung điểm 
các cạnh  AB và CD . 
 a. Chứng minh MN  // (SBC) , MN // (SAD) 
 b. Gọi P   là trung điểm cạnh  SA . Chứng minh SB và SC  đều song song với (MNP) 

 c. Gọi   G 1 ,G 2   lần lượt là trọng tâm của  ∆ABC và  ∆SBC.Chứng minh 21GG  // (SAB)       

 a. Chứng minh MN  // (SBC): 

 Ta có : )//(
)(

//
)(

SBCMN
SBCBC

BCMN
SBCMN

⇒








⊂

⊄
 

 Tương tự : )//(
)(

//
)(

SADMN
SADAD

ADMN
SADMN

⇒








⊂

⊄
 

 b. Chứng minh SB // (MNP): 

 Ta có : )//(
)(

//
)(

MNPSB
MNPMP

MPSB
MNPSB

⇒








⊂

⊄
 

 Chứng minh SC // (MNP): 
 Tìm giao tuyến của (MNP) và (SAD) 
 Ta có : P là điểm chung của (MNP) và (SAD) 
    MN // AD  
 Do đó giao tuyến là đường thẳng qua P song song MN cắt SD tại Q 

  ⇒  PQ =  (MNP) ∩  (SAD)  

 Xét   ∆ SAD  , Ta có :  PQ // AD , P là trung điểm SA 

     ⇒ Q là trung điểm SD 

 Xét   ∆ SCD  , Ta có :  QN // SC 

 Ta có : )//(
)(

//
)(

MNPSC
MNPNQ

NQSC
MNPSC

⇒








⊂

⊄
 

 c.  Chứng minh 21GG  // (SAB) :  

Q

M N
C

D

P

B

A

S

 



 

 

 Xét   ∆ SAI , ta có : 
3
121 ==

IS
IG

IA
IG  

 ⇒  21GG  // SA 

 Do đó  : )//(GG
)(

SA// GG 
)(GG

2121

21

SAB
SABSA

SAB
⇒









⊂

⊄
 

Bài 4. Cho hình chóp S.ABCD . M,N là hai điểm trên AB, CD . Mặt phẳng (α) qua MN // SA  

 a.  Tìm các giao tuyến của (α) với (SAB) và (SAC). 

 b. Xác định thiết diện của hình chóp với (α)  
 c.  Tìm điếu kiện của MN để thiểt diện là hình thang 
    UGiải  

 a.  Tìm các giao tuyến của (α) với (SAB): 

 Ta có : 








⊂

∩∈

)(
//

)()(

SABSA
SA

SABM
α

α
 

 ⇒ (α) ∩ (SAB) = MP với MP // SA 

 Tìm các giao tuyến của (α) với (SAC): 

  Gọi  R = MN ∩ AC 

 Ta có : 








⊂

∩∈

)(
//

)()(

SACSA
SA

SACR
α

α
 

 ⇒ (α) ∩ (SAC) = RQ với RQ // SA            

 Thiết diện là tứ giác MPQN 
 c.  Tìm điếu kiện của MN để thiểt diện là hình thang: 

 Ta có : MPQN là hình thang  ⇒  
)2(
)1(

//
//





PQMN
QNMP

 

 UXét (1)U ,ta có QNSA //
MP//QN

MPSA // 
⇒



  

 Do đó : )//(
)(

//
SCDSA

SCDQN
QNSA

⇒




⊂
   (vô lí) 

 UXét (2)U ,ta có BCMN //
(SBC)PQ
(ABCD)MN

(SBC)(ABCD)BC
⇒









⊂
⊂

∩=
 

N

S

M

A

B C

D

P
Q

R

 



 

 

 Ngược lại, nếu  MN // BC  thì PQMN
SBCBC

MB
SBCPQ

//
)(

)(
)(

⇒








⊂
⊂

∩=
α

α
 

 Vậy để thiết diện là hình thang thì    MN // BC. 
Bài 5. Cho hình chóp S.ABCD đáy là hình bình hành tâm O. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của 
SA và  SD  
 a.   Chứng minh rằng : (OMN) // (SBC) 
 b. Gọi P, Q , R lần lượt là trung điểm của AB ,ON, SB.  
 Chứng minh : PQ // (SBC), (MOR) // (SCD) 
    UGiải  
 a.  Chứng minh rằng : (OMN) // (SBC): 
 Xét tam giác SAC và SDB :  

 Ta có : )//()(
//
//

SBCOMN
SBON
SCOM

⇒


  

 b. Chứng minh : PQ // (SBC)  

 Ta có : MNOP
MNAD
ADOP

//
//
//

⇒


  

  ⇒  M, N, P, O đồng phẳng  

  ⇒  PQ  ⊂ (MNO) 

 Mà  )//(
(SBC) // )(

)( 
SBCPQ

MNO
MNOPQ

⇒


 ⊂

 

 Vậy :  PQ // (SBC) 
 Chứng minh : PQ // (SBC), (MOR) // (SCD) : 

 Ta có : DCMR
DCAB
ABMR

//
//
//

⇒


   (1) 

 Xét tam giác SDB : ta có SDOR //   (2) 

 Từ (1) và (2) , ta được )//()(
)()(

)()(
////

SCDMOR
SCDSDvàSCDDC
MORORvàMORMR

SDORvàDCMR
⇒









⊂⊂

⊂⊂  

Bài 6. Cho hai hình bình hành ABCD và ABEF có chung cạnh AB  và không đồng phẳng . I , J , K  
lần  lượt  là trung điểm các cạnh AB , CD, EF. Chứng minh : 
 a. (ADF) // (BCE)    b. (DIK) // (JBE) 
     UGiải  
 a. (ADF)//(BCE): 

R

N P

Q

S

M

O

C

B

D

A

 

B

CD

EF

I

J

K

A

 



 

 

 Ta có : )//(
)(
)(

//
BCEAD

BCEBC
BCEAD

BCAD
⇒









⊂
⊄    (1)  

 Tương tự : )//(
)(
)(

//
BCEAF

BCEBE
BCEAF

BEAF
⇒









⊂
⊄   (2)  

 Từ (1) và (2) , ta được : 

   )//()(
)()(

)//(
)//(

BCEADF
ADFAFvàADFAD

BCEAF
BCEAD

⇒








⊂⊂
 

 Vậy : )//()( BCEADF  

 b. (DIK)//(JBE) :  

  Ta có :  )//()(
//
//

JBEDIK
BEIK
JBDI

⇒


  

 Vậy  :  (DIK)//(JBE)   
  

IV. Bài tâp̣ TNKQ 
Câu 1: Trong không gian cho ba đường thẳng phân biệt a, b, c. Khẳng định nào sau đây sai? 

A. Nếu a và b cùng vuông góc với c thì a//b 
B. Nếu a//b và c ⊥ a thì c ⊥ b 
UC.U Nếu góc giữa a và c bằng góc giữa b và c thì a//b 
D. Nếu a và b cùng nằm trong mp (α) // c thì góc giữa a và c bằng góc giữa b và c 

Câu 2: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC và   ASB BSC CSA= = . Hãy xác định góc giữa cặp 
vectơ SB



 và AC


? 
A. 60P

0
P B. 120P

0
P C. 45P

0
P UD.U 90P

0 
Câu 3: Trong không gian cho hai tam giác đều ABC và ABC’ có chung cạnh AB và nằm trong hai 
mặt phẳng khác nhau. Gọi M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của các cạnh AC, CB, BC’ và C’A. Tứ 
giác MNPQ là hình gì? 

A. Hình bình hành. UB.U Hình chữ nhật. C. Hình vuông. D. Hình thang. 

Câu 4: Cho tứ diện ABCD có AB = AC = AD và   

0 060 , 90BAC BAD CAD= = = . Gọi I và J lần 
lượt là trung điểm của AB và CD. Hãy xác định góc giữa cặp vectơ AB



 và IJ


? 
A. 120P

0
P UB.U 90P

0
P C. 60P

0
P D. 45P

0 
Câu 5: Cho hình chóp S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a. Gọi I và J lần lượt là trung điểm của 
SC và BC. Số đo của góc ( IJ, CD) bằng: 

A. 90P

0
P B. 45P

0
P C. 30P

0
P UD.U 60P

0 

Câu 6: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC và   ASB BSC CSA= = . Hãy xác định góc giữa cặp 
vectơ SC



 và AB


? 
A. 120P

0
P B. 45P

0
P C. 60P

0
P UD.U 90P

0 
Câu 7: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh bằng a và các cạnh bên đều bằng 
a. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AD và SD. Số đo của góc ( MN, SC) bằng: 



 

 

A. 45P

0
P B. 30P

0
P UC.U 90P

0
P D. 60P

0 
Câu 8: Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ có tất cả các cạnh đều bằng nhau. Trong các mệnh đề sau, 
mệnh đề nào có thể sai? 

A. A’C’⊥BD UB.U BB’⊥BD C. A’B⊥DC’ D. BC’⊥A’D 
Câu 9: Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào là đúng? 

A. Nếu đường thẳng a vuông góc với đường thẳng b và đường thẳng b vuông góc với đường 
thẳng c thì a vuông góc với c  

B. Cho ba đường thẳng a, b, c vuông góc với nhau từng đôi một. Nếu có một đường thẳng d 
vuông góc với a thì d song song với b hoặc c 

UC.U Nếu đường thẳng a vuông góc với đường thẳng b và đường thẳng b song song với đường 
thẳng c thì a vuông góc với c  

D. Cho hai đường thẳng a và b song song với nhau. Một đường thẳng c vuông góc với a thì c 
vuông góc với mọi đường thẳng nằm trong mặt phẳng (a, b) 
Câu 10: Cho hình lập phương ABCD.EFGH. Hãy xác định góc giữa cặp vectơ AB



 và EG


? 
A. 90P

0
P B. 60P

0
P UC.U 45P

0
P D. 120P

0 
Câu 11: Cho tứ diện ABCD đều cạnh bằng a . Gọi M là trung điểm CD, α là góc giữa AC và BM. 
Chọn khẳng định đúng? 

A. 3cos
4

α =  B. 1cos
3

α =  UC. U

3cos
6

α =  D. 060α =  

Câu 12: Cho tứ diện ABCD có AB = a, BD = 3a. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AD và 
BC. Biết AC vuông góc với BD. Tính MN 

A. MN = 6
3

a      U  B.U MN = 10
2

a  

C. MN = 2 3
3

a        D. MN = 3 2
2

a  

Câu 13: Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào là đúng? 
A. Một đường thẳng cắt hai đường thẳng cho trước thì cả ba đường thẳng đó cùng nằm trong một 

mặt phẳng 
UB.U Ba đường thẳng cắt nhau từng đôi một và không nằm trong một mặt phẳng thì đồng quy 
C. Một đường thẳng cắt hai đường thẳng cắt nhau cho trước thì cả ba đường thẳng đó cùng nằm 

trong một mặt phẳng 
D. Ba đường thẳng cắt nhau từng đôi một thì cùng nằm trong một mặt phẳng 

Câu 14: Cho tứ diện đều ABCD, M là trung điểm của cạnh BC. Khi đó cos(AB,DM) bằng: 

A. 2
2

 UB.U 3
6

 C. 1
2

 D. 3
2

 

Câu 15: Cho tứ diện ABCD có AB = CD. Gọi I, J, E, F lần lượt là trung điểm của AC, BC, BD, 
AD. Góc (IE, JF) bằng: 

A. 30P

0
P B. 45P

0
P C. 60P

0
P UD.U 90P

0 
Câu 16: Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng? 

A. Hai đường thẳng cùng vuông góc với đường thẳng thứ ba thì song song với nhau. 
B. Nếu đường thẳng a vuông góc với đường thẳng b và đường thẳng b vuông góc với đường 

thẳng c thì a vuông góc với c 
C.  Cho hai đường thẳng phân biệt a và b. Nếu đường thẳng c vuông góc với a và b thì a, b, c 

không đồng phẳng. 
UD.U Cho hai đường thẳng a và b, nếu a vuông góc với c thì b cũng vuông góc với 

Câu 17: Mệnh đề nào sau đây là đúng? 
A. Một đường thẳng vuông góc với một trong hai đường thẳng vuông góc thì song song với 

đường thẳng còn lại 



 

 

B. Hai đường thẳng cùng vuông góc với một đường thẳng thì song song với nhau 
C. Hai đường thẳng cùng vuông góc với một đường thẳng thì vuông góc với nhau 
D. Một đường thẳng vuông góc với một trong hai đường thẳng song song thì vuông góc với 

đường thẳng kia 

Câu 18: Cho tứ diện ABCD với  

03 ; 60 ,
2

AC AD CAB DAB CD AD= = = = . Gọi ϕ   là góc giữa AB 

và CD. Chọn khẳng định đúng? 

A. cos 3 
4

ϕ =  B. 060ϕ =  C. 030ϕ =  UD. U cos 1 
4

ϕ =  

Câu 19: Cho tứ diện ABCD có AB = CD = a, IJ = 3
2

a ( I, J lần lượt là trung điểm của BC và AD). 

Số đo góc giữa hai đường thẳng AB và CD là : 
A. 30P

0
P B. 45P

0
P C. 60P

0
P D. 90P

0 

Câu 20: Cho tứ diện ABCD với AB ^ AC, AB ^ BD. Gọi P, Q lần lượt là trung điểm của AB và 
CD. Góc giữa PQ và AB là? 

UA.U 90P

0
P B. 60P

0
P C. 30P

0
P D. 45P

0 
Câu 21: Cho tứ diện ABCD. Tìm giá trị của k thích hợp thỏa mãn: . . .AB CD AC DB AD BC k+ + =

     

 
A. k = 1           B. k = 2   U  C.U k = 0         D. k = 4 

Câu 22: Trong không gian cho tam giác ABC có trọng tâm G. Chọn hệ thức đúng? 
A. ( )2 2 2 2 2 22AB AC BC GA GB GC+ + = + +  B. 2 2 2 2 2 2AB AC BC GA GB GC+ + = + +  

C. ( )2 2 2 2 2 24AB AC BC GA GB GC+ + = + +  UD.U ( )2 2 2 2 2 23AB AC BC GA GB GC+ + = + +  

Câu 23: Cho tứ diện ABCD có DA = DB = DC và   

0 0 060 , 90 , 120BDA ADC ADB= = = . Trong các 
mặt của tứ diện đó: 

A. Tam giác ABD có diện tích lớn nhất B. Tam giác BCD có diện tích lớn nhất 
C. Tam giác ACD có diện tích lớn nhất D. Tam giác ABC có diện tích lớn nhất 

Câu 24: Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng? 
A. Hai đường thẳng cùng vuông góc với một đường thẳng thì song song với nhau. 
B. Một đường thẳng vuông góc với một trong hai đường thẳng vuông góc với nhau thì song song 

với đường thẳng còn lại. 
C. Hai đường thẳng cùng vuông góc với một đường thẳng thì vuông góc với nhau. 
D. Một đường thẳng vuông góc với một trong hai đường thẳng song song thì vuông góc với 

đường thẳng kia. 
Câu 25: Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng? 

A. Cho hai đường thẳng a, b song song với nhau. Một đường thẳng c vuông góc với a thì c vuông 
góc với mọi đường thẳng nằm trong mặt phẳng (a,b). B. Cho ba đường thẳng a, b, c vuông góc với 
nhau từng đôi một. Nếu có một đường thẳng d vuông góc với a thì d song song với b hoặc c . 

C. Nếu đường thẳng a vuông góc với đường thẳng b và đường thẳng b vuông góc với đường 
thẳng c thì đường thẳng a vuông góc với đường thẳng c . D. Nếu đường thẳng a vuông góc với 
đường thẳng b và đường thẳng b song song với đường thẳng c thì đường thẳng a vuông góc với 
đường thẳng c . 
 
 
 
 
 



 

 

Tiết 4,5,6              QUAN HỆ VUÔNG GÓC TRONG KHÔNG GIAN 
I. Kiến thức cơ bản 
1. Hai đường thẳng vuông góc với nhau 
 
    C1 : Dùng các quan hệ vuông góc đã biết trong mặt phẳng. 
    C2 : a b⊥ ⇔ góc( ; ) 90oa b = . 
    C3: Dùng hệ quả: 
 
 
 
 
 
  
  C4: Dùng hệ quả: 
 
 
 
 
 
   C5 : Dùng hệ quả: 
 
 
 
 
 
 
  
 C6 : Sử dụng định lí ba đường vuông góc. 
  C7: Dùng hệ quả: Nếu một đường thẳng vuông góc với hai cạnh của một tam giác thì vuông góc 
với cạnh còn lại của tam giác 
 
⊥  
 
 
 
 
C8:a⊥ b khi 2 vtcp của 2 đt đó vuông góc. 

Chú ý:Đlí hàm số cosin 
ACAB

BCACABA
..2

cos
222 −+

= ;
BCBA

ACBCBAB
..2

cos
222 −+

=  

2. Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng 
    C1 : Dùng định lý: Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng khi nó vuông góc với hai đường thẳng 
cắt nhau nằm trong mặt phẳng 
 
 
 
 
 
 
    C2 : Dùng hệ quả: Cho hai đường thẳng // nếu đường thẳng này vuông góc với mặt phẳng thì 
đường thẳng kia cũng vuông góc với mặt phẳng 

b // c , a b a c⊥ ⇒ ⊥  

 a

 c

 b

 

( )

( )

a P
a b

b P

⊥ 
⇒ ⊥⊂ 

 

 a

 b

 

P 

 a

 P

 b

 

( )

( )

a song song P
a b

b P


⇒ ⊥⊥ 

 

∆

 A  C

 B

 

AB
BC

AC

∆ ⊥ 
⇒ ∆ ⊥∆ ⊥ 

 

 c

 a

 b

 P

 

 
b , c  cắt nhau , , ( )b c P⊂ , ,a b a c⊥ ⊥ ⇒ ( )a P⊥  

 P

 b  a

 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
   C3 : Dùng hệ quả: Cho hai mặt phẳng vuông góc theo giao tuyến b, nếu đường thẳng a nằm trong 
mẵt phẳng này  vuông góc với giao tuyến b thì đường thẳng a cũng vuông góc với mặt phẳng kia 
 
 
  
 
 
 
 
 
    C4 : Dùng hệ quả: Nếu hai mặt phẳng cắt nhau cùng vuông góc với mặt phẳng thứ ba thì giao 
tuyến của hai mặt phẳng này cũng vuông góc với mặt phẳng thứ ba đó 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. Mặt phẳng vuông góc mặt phẳng . 
    C1 : Chứng minh góc giữa chúng là một vuông. 
     
 
 
 
 
 
 
 
   C2 : Dùng hệ quả:Cho hai mặt phẳng vuông góc với nhau nếu có một đường thẳng nằm trong mặt 
phẳng này vuông góc với mặt phẳng kia. 
 
 
 
 
 
 

 

a // b ,  ( ) ( )b P a P⊥ ⇒ ⊥  

 Q

 P

 b

 a

 

( ) ( )
( )

( ),

P Q b
a P

a Q a b

∩ = 
⇒ ⊥⊂ ⊥ 

 

 P

 (β  ) (α  )

∆

 

( ) ( )
( )

( ) ( ),( ) ( )
P

P P

α β
α β

∩ = ∆ 
⇒ ∆ ⊥⊥ ⊥ 

 

ϕ  y x

βα

∆

 

O 

• ( ) ( )α β∩ = ∆ , ( ),Ox Oxα⊂ ⊥ ∆ , ( ),Oy Oyβ⊂ ⊥ ∆   
Khi đó: 
 góc (( );( ))α β = góc ( ; ) : 0 90oOx Oy xOy ϕ ϕ= = ≤ ≤  

•  ( ) ( ) 90oα β ϕ⊥ ⇔ =  

β
α

 a

 

( )
( ) ( )

( )

a

a

β
α β

α
⊂ 

⇒ ⊥⊥ 
 



 

 

II. Kı ̃năng cơ bản 
 Hoc̣ sinh ve ̃nhanh và chı́nh xác hı̀nh ve ̃
 Hoc̣ sinh nhı̀n nhâṇ hı̀nh ve ̃chı́nh xác  
III. Bài tâp̣ luyêṇ tâp̣ 
Bài 1  :    Cho tứ diện ABCD đều. Chứng minh  AB vuông góc với CD 
Hướng dẫn tóm tắt:             dùng tích vô hướng 0. =CDAB  

                                           C2:Gọi M là tđ của AB ,CM cho AB ⊥ (MCD) 
Bài  2 :       Cho hình chop S.ABC có AB = AC, góc SAC = góc SAB. M là trung điểm BC. C/M  

a. AM vuông góc với BC và SM vuông góc với BC 
b. SA vuông góc với BC 

Hướng dẫn tóm tắt:                     a,∆ABC cân ⇒AM ⊥BC. 
                                                      b, ∆SAB=∆SAC(cgc) ⇒SB=SC⇒SM⊥BC 
Bài  3 :Cho tứ diện ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác BCD 

a. CM: AO⊥CD 
b. Tính góc giữa 2 đt AB và CD 

Hướng dẫn tóm tắt:            a, CDAOBCDAO ⊥⇒⊥ )(  
                                            b.Gọi M là trđ CD ⇒AM ⊥CD ,lại có AO⊥CD⇒CD⊥ (AMB) 
⇒CD⊥AB 
 
Bài 4  : Cho tứ diện ABCD có 2 mặt ABC và DBC là hai tam giác cân chung đáy BC. Gọi I là 
trung điểm BC. 

a. chứng minh BC vuông góc AD 
b. kẻ AH là đường cao trong tam giác ADI. Chứng minh AH vuông góc với mp(BCD) 

Hướng dẫn tóm tắt: 
                                           a.BC⊥DI và BC⊥AI nên BC⊥AD 
                                          b.AH⊥DI và AH⊥BC nên AH⊥ (BCD) 
 
Bài 5  : Cho hình chop SABC. SA vuông góc với đáy (ABC) và đáy là tam giác vuông tại B. 
           a .cm BC ⊥ SB 
            b.Từ A kẻ 2 đường cao AH, AK trong tam giác SAB và SAC. Cm: AH ⊥ (SBC), SC ⊥ ( 
AHK)   
Hướng dẫn tóm tắt: 

a. BC  ⊥AB và BC⊥ SA nên BC⊥ SB 
b. AH   ⊥ SB và AH ⊥BC nên AH⊥ (SBC) 

                     AH⊥ SC và AK⊥ SC nên SC⊥ (AHK) 
 

 
Bài 7  : Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông tâm O, SA vuông góc (ABCD). Gọi α là mặt 
phẳng qua A và vuông góc với SC, α cắt SC tại I. 

a. Xác định giao điểm của SO và (α ) 
b. Cm: BD vuông góc SC. Xét vị trí tương đối của BD và (α ) 
c. Xác định giao tuyến của (SBD) và (α ) 

Hướng dẫn tóm tắt: 
                   a.J là giao điểm của AI và SO thì J là giao điểm của SO và( α ) 

b.BD⊥AC và BD⊥ SA nên BD⊥ (SAC) suy ra BD⊥ SC 
c.giao tuyến là đt qua J và song song với BD 

Bài 8: Cho hình chóp S.ABC có SA ⊥ (ABC). Tam giác ABC vuông tại B 
a. cm: (SAC) ⊥ (ABC) 
b.Gọi H là hình chiếu của A lên SC. K là hình chiếu của A lên SB. cm (AHK)⊥ (SBC) 



 

 

Hướng dẫn tóm tắt: 
                        a.Trong (SAC) có SA⊥ (ABC) suy ra đpcm 
                       b.Trong (AHK) có AK⊥ (SBC) suy ra đpcm 
Bài 9  : Cho tam giác đều ABC cạnh a, I là trung điểm BC, D là điểm đối xứng của A qua I. dựng 

đoạn SD = 
2

6a   vuông góc với (ABC). cm  

a.(SBC)⊥ (SAD)                     b.(SAB) ⊥ (SAC)                                  
Hướng dẫn tóm tắt: 

a.Trong tam giác (SBC) có BC⊥ (SAD) suy ra đpcm 
b.∆SAB=∆SAC.Trong ∆SAC kẻ đg cao CK⊥ SA,Trong tam giác SAB kẻ đg cao 

BK⊥ SA.2 tam giác vuông SDA và IKA đồng dạng
2
aIK

SA
IA

SD
IK

=⇒=⇒ suy ra tam 

giác BKC vuông tại K. 
 

IV. Bài tâp̣ TNKQ 
Câu 1: Cho hai đường thẳng phân biệt a, b và mặt phẳng (P), trong đó a ⊥ (P), Mệnh đề nào sau 
đây là sai? 

A. Nếu b ⊥ (P) thì b // a B. Nếu b // (P) thì b ⊥ a 
C. Nếu b // a thì b ⊥ (P) D. Nếu b ⊥ a thì b // (P) 
                            

Câu 2: Cho tứ diện đều ABCD cạnh a = 12, gọi (P) là mặt phẳng qua B và vuông góc với AD. 
Thiết diện của (P) và hình chóp có diện tích bằng? 

UA. U 36 2  B. 40 C. 36 3  D. 36 
Câu 3: Trong không gian cho đường thẳng ∆ và điểm O. Qua O có mấy đường thẳng vuông góc với 
∆ cho trước? 

UA. UVô số           B. 2     C. 3         D. 1 
Câu 4: Cho tứ diện ABCD có cạnh AB, BC, BD bằng nhau và vuông góc với nhau từng đôi một. 
Khẳng định nào sau đây đúng ? 

UA. UGóc giữa CD và (ABD) là góc CBD B. Góc giữa AC và (BCD) là góc ACB 
C. Góc giữa AD và (ABC) là góc ADB D. Góc giữa AC và (ABD) là góc CAB 

Câu 5: Cho hình chóp S.ABC thỏa mãn SA = SB = SC. Tam giác ABC vuông tại A. Gọi H là hình 
chiếu vuông góc của S lên mp(ABC). Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau? 

UA. U(SBH) Ç  (SCH) = SH B. (SAH) Ç  (SBH) = SH 

C. AB ^ SH D. (SAH) Ç (SCH) = SH 

Câu 6: Cho hình chóp S.ABC có SA= SB = SC và tam giác ABC vuông tại B. Vẽ SH ⊥ (ABC), 
H∈(ABC). Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. H trùng với trung điểm của AC. B. H trùng với trực tâm tam giác ABC. 
C. H trùng với trọng tâm tam giác ABC. D. H trùng với trung điểm của BC 



 

 

Câu 7 Cho hình chóp SABC có SA⊥(ABC). Gọi H, K lần 
lượt là trực tâm các tam giác SBC và ABC. Mệnh đề nào 
sai trong các mệnh đề sau? 

UA.U BC ⊥ (SAH).  
B. HK ⊥ (SBC). 
C. BC ⊥ (SAB).  
D. SH, AK và BC đồng quy. 
 

 

Câu 8: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều, O là trung điểm của đường cao AH của 
tam giác ABC, SO vuông góc với đáy. Gọi I là điểm tùy ý trên OH (không trùng với O và H). mặt 
phẳng (P) qua I và vuông góc với OH. Thiết diện của (P) và hình chóp S.ABC là hình gì? 

A. Hình thang cân B. Hình thang vuông C. Hình bình hành UD.U Tam giác vuông 
Câu 9: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình vuông có tâm O, SA⊥ (ABCD). Gọi I là trung 
điểm của SC. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. BD⊥ SC B. IO⊥ (ABCD). 
C. (SAC) là mặt phẳng trung trực của đoạn BD D. SA= SB= SC. 

Câu 10: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA ^ (ABCD), 6SA a= . 
Gọi α là góc giữa SC và mp(ABCD). Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau? 

UA.U α = 30P

0
P           B. 3cos

3
α =    C. α = 45P

0
P        D. α = 60P

0 

Câu 11: Cho hình chóp SABC có các mặt bên nghiêng đều trên đáy . Hình chiếu H của S trên 
(ABC) là: 

A. Tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC . B. Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC . 
UC.U Trọng tâm tam giác ABC . D. Giao điểm hai đường thẳng AC và BD . 

Câu 12: Khẳng định nào sau đây sai ? 
UA.U Nếu đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau nằm trong (α) thì d vuông góc 

với bất kì đường thẳng nào nằm trong (α). 
B. Nếu đường thẳng d ⊥(α) thì d vuông góc với hai đường thẳng trong (α) 
C. Nếu đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng nằm trong (α) thì d ⊥(α) 
D. Nếu d ⊥(α) và đường thẳng a // (α) thì d ⊥ a 

Câu 13: Cho a, b, c là các đường thẳng trong không gian. Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau. 
A. Nếu a ⊥ b và b ⊥ c thì a // c. 
B. Nếu a vuông góc với mặt phẳng (α) và b // (α) thì a ⊥ b. . 
C. Nếu a // b và b ⊥ c thì c ⊥ a. 
UD.U Nếu a ⊥ b, c ⊥ b và a cắt c thì b vuông góc với mặt phẳng (a, c). 

Câu 14: Cho tứ diện SABC có SA ⊥(ABC) và AB⊥BC. Số các mặt của tứ diện SABC là tam giác 
vuông là: 

A. 1 B. 3 C. 2 D. 4 
Câu 15: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B, cạnh bên SA vuông góc với 
đáy. Mặt phẳng (P) đi qua trung điểm M của AB và vuông góc với SB, cắt AC, SC, SB lần lượt tại 
N, P, Q. Tứ giác MNPQ là hình gì? 

UA.U Hình thang vuông B. Hình thang cân C. Hình bình hành D. Hình chữ nhật 
Câu 16: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với 1 đường thẳng thứ ba thì song song với nhau. 



 

 

B. Mặt phẳng (P) và đường thẳng a không thuộc (P) cùng vuông góc với đường thẳng b thì song 
song với nhau. 

C. Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thì song song với nhau. 
UD.U Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với 1 mặt phẳng thì song song với nhau. 

Câu 17: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, SA ^ (ABCD). AE và AF là các 
đường cao của tam giác SAB và SAD, Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau? 

A. SC ^ (AFB) 

UB.U SC ^ (AEC) 

C. SC ^ (AED) 

D. SC ^ (AEF) 
 

Câu 18: Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ Có đáy là hình thoi Â=60P

0
P 

và A’A = A’B = A’D . Gọi O = AC ∩ BD . Hình chiếu của A’ trên 
(ABCD) là : 

 

 
A. trung điểm của AO. B. trọng tâm  ∆ABD . 
UC.U giao của hai đoạn AC và BD . D. trọng tâm  ∆BCD . 

Câu 19: Cho hai đường thẳng phân biệt a, b và mặt phẳng (P), trong đó a ^ (P). Chọn mệnh đề sai 
trong các mệnh đề sau? 

A. Nếu b ^ (P) thì a // b. B. Nếu b // (P) thì b ^ a. 

C. Nếu b // a thì b ^ (P) UD.U Nếu a ^ b thì b // (P). 

Câu 20: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, SA ^ (ABC), 3
2

SA a= . Gọi 

(P) là mặt phẳng đi qua A và vuông góc với trung tuyến SM của tam giác SBC. Thiết diện của (P) 
và hình chóp S.ABC có diện tích bằng? 

UA.U 
2 6
8

a  B. 
2

6
a  C. 2a  D. 

2 16
16

a  

Câu 21: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 
UA.U Nếu đường thẳng a song song với mặt phẳng (P) và đường thẳng b vuông góc với a thì b 

vuông góc với mặt phẳng (P). 
B. Nếu đường thẳng a song song với đường thẳng b và b song song với mặt phẳng (P) thì a song 

song hoặc thuộc mặt phẳng (P). 
C. Nếu đường thẳng a song song với mặt phẳng (P) và đường thẳng b vuông góc với mặt phẳng 

(P) thì a vuông góc với b. 
D. Một đường thẳng vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau thuộc một mặt phẳng thì nó vuông 

góc với mặt phẳng đó. 
Câu 22: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình vuông cạnh bằng a và SA⊥ (ABCD) . Biết SA 

= 6
3

a . Tính góc giữa SC và ( ABCD) 

A. 30P

0
P B. 60P

0
P C. 75P

0
P D. 45P

0 
Câu 23: Cho tứ diện ABCD có AB = AC và DB = DC. Khẳng định nào sau đây đúng? 



 

 

A. AB ⊥ ( ABC) B. BC ⊥ AD UC. UCD ⊥ ( ABD) D. AC ⊥ BD 
Câu 24: Cho tứ diện OABC có ba cạnh OA, OB, OC đôi một vuông góc. Gọi H là hình chiếu của O 
lên (ABC). Khẳng định nào sau đây sai? 

A. H là trực tâm tam giác ABC. B. OA ^ BC. 

UC. U

2 2 2 23OH AB AC BC= + +  D. 2 2 2 2

1 1 1 1
OH OA OB OC

= + +  

Câu 25: Cho hình chóp S.ABC thỏa mãn SA = SB = SC. Gọi H là hình chiếu vuông góc của S lên 
mp(ABC). Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau? 

A. H là trực tâm tam giác ABC. B. H là trọng tâm tam giác ABC. 
C. H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. D. H là tâm đường tròn nội tiếp tam giác 

ABC. 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

Tiết 7,8,9           KHOẢN CÁCH 
 
 
I. Kiến thức cơ bản 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

II. Kı ̃năng cơ bản 
 Hoc̣ sinh ve ̃nhanh và chı́nh xác hı̀nh ve ̃
 Hoc̣ sinh nhı̀n nhâṇ hı̀nh ve ̃chı́nh xác 
 Kı ̃năng xác điṇh nhanh khoảng cách từ hı̀nh ve ̃
III. Bài tâp̣ luyêṇ tâp̣ 
 Bài 1 : Cho tứ diện S.ABC, tam giác ABC vuông cân tại B và AC = 2a, cạnh SA ⊥  (ABC)  
                   và    SA = a 

a. CM: (SAB)⊥ (SBC) 
b. Tính khoảng cách từ A đến mp(SBC); C đến (SAB); B đến (SAC) 
c. Tính khoảng cách từ trung điểm O của AC đến mp(SBC) 
d. Gọi D , E là trung điểm của BC và SC tính khoảng cách từ A đến SD, k/c từ E đến 

AB 
 Hướng dẫn tóm tắt: 
      a.BC⊥ (SAB) nên (SBC) ⊥ (SAB) 

       b.*Trong tam giác SAB kẻ AH⊥ SB ,⇒AH⊥ (SBC)
3

6))(;( aAHSBCAd ==⇒  

          *d(C;(SAB))=CB=a 2      ;d(B;(SAC))=BO=a với O là t điểm AC. 

           c.Gọi I là tđ AB )//(// SBCIOBCIO ⇒⇒
6

6))(;(
2
1))(;( aSBCAdSBCOd ==⇒  

        d.tam giác SDA vuông tại A,kẻ AK⊥ SD thì AK=d(A;SD)=
7
35a      

 Bài 2 : Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, AB = 3, AD = 4, SA ⊥ (ABCD) & 
SA = 5. Tính các khoảng cách từ: 

a. A đến (SBD)      b.A đến (SBC)                c.O đến (SBC) 
 
 Hướng dẫn tóm tắt: 
                     a. Kẻ AI⊥BD ⇒BD⊥ SI,trong (SAI) kẻAH⊥ SI⇒AH⊥ (SBD).;AH.SI=AB.AI 

                AI=12/5;SI= 5
769 ;AH=

769
60  

           b.d(A;(SBC))=
34

15  

Khoảng cách từ một điểm 
đến một đường thẳng 

Khoảng cách từ một điểm 
đến một mặt phẳng 

Khoảng cách giữa hai 
đường thẳng sng song 

Khoảng cách giữa mặt 
phẳng và đường thẳng // 

  

Khoảng cách giữa hai  
mặt phẳng song song 

Khoảng cách giữa hai  
Đường thẳng chéo nhau 



 

 

           c.M là t đ của AB⇒OM//(SBC) nê n d(O;(SBC))=d(M;(SBC))=1/2d(A;(SBC))=
342

15  

 
 Bài 3 : Cho hình chop S.ABCD có đáy SA ⊥ (ABCD), đáy ABCD là hình thang vuông tại A và B. 

AB = BC = 
2

AD  = a, SA = a 

a. CM các mặt bên của hình chóp là những tam giác vuông 
b. Tính k/c từ A đến mp(SBC) 
c. Tính khoảng cách từ B đến đt SD 

Hướng dẫn tóm tắt: 
           b.d(A;(SBC))= 2a  
          c.tam giác SBD cân tại D;I là tđ SB; DI= 223a ; SBDS = 23 2a 53);( aSDbd =⇒  

 
IV. Bài tâp̣ TNKQ 
Câu 1: Hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng 3a, cạnh bên bằng 2a. Khoảng cách từ 
đỉnh S tới mặt phẳng đáy là: 

A. a B. 2a  C. 1,5a D. a 3  
Câu 2: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD cạnh đáy bằng cạnh bên bằng a. Khoảng cách từ AD 
đến mp(SBC) bằng bao nhiêu? 

A. 2
3
a  UB. U

2
3

a  C. 3
2
a  D. 

3
a  

Câu 3: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng a. Khoảng cách giữa BB’ và AC 
bằng: 

UA. U

2
2

a  B. 
2
a  C. 

3
a  D. 3

3
a  

Câu 4: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật và AB = 2a, BC = a. Các cạnh bên 
của hình chóp bằng nhau và bằng 2a . Khoảng cách từ S đến mặt phẳng đáy (ABCD) là: 

A. 2
2

a  B. 2
4

a  C. 3
2

a  D. 3
4

a  

Câu 5: Cho hình lăng trụ ABC.A’B’C’ có tất cả các cạnh đều bằng a. Góc tạo bởi cạnh bên và mặt 
phẳng đáy bằng 30P

0
P. Hình chiếu H của A trên mặt phẳng (A’B’C’) thuộc đường thẳng B’C’. 

Khoảng cách giữa hai đường thẳng AA’ và B’C’ là: 
 

UA. U

3
4

a              B. 
2
a      C. 3

2
a          UD.U 

3
a  

Câu 6: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ cạnh a. Khoảng cách từ C đến AC’ là: 

A. 3
3

a  B. 5
3

a  UC. U

2
3

a  D. 6
3

a  

Câu 7: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, đáy có tâm O và cạnh bằng a, cạnh bên bằng a. 
Khoảng cách từ O đến (SAD) bằng bao nhiêu? 

A. 
2
a  B. 

2
a  UC. U

6
a  D. a 

Câu 8: Cho hình chóp S.ABC trong đó SA, AB, BC vuông góc với nhau từng đôi một. Biết SA = 
3a, AB=a 3 , BC = a 6 . Khỏang cách từ B đến SC bằng: 

A. 2a 3  B. a 3  C. a 2  UD.U 2a 



 

 

Câu 9: Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Khoảng cách từ A đến mặt phẳng (BCD) bằng bao nhiêu? 

A. 2a B. 6
3

a  C. 3
2
a  D. 6

2
a  

Câu 10: Cho hình chóp S.ABCD có SA ⊥( ABCD) đáy ABCD là hình thoi cạnh bằng a và B̂ = 60P

0
P. 

Biết SA= 2a. Tính khỏang cách từ A đến SC 

A. 3 2
2

a  UB. U

2 5
5

a  C. 5 6
2

a  D. 4 3
3

a  

Câu 11: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC cạnh đáy bằng 2a và chiều cao bằng a 3 . Tính 
khaỏng cách từ tâm O của đáy ABC đến một mặt bên: 

A. 5
2

a  UB. U

2 3
3

a  C. a 3
10

 D. a 2
5

 

Câu 12: Cho hình thang vuông ABCD vuông ở A và D, AD = 2a. Trên đường thẳng vuông góc tại 
D với (ABCD) lấy điểm S với SD = a 2 . Tính khỏang cách giữa đường thẳng DC và ( SAB). 

A. a 2  B. 3
3

a  UC.U 
2

a  D. 2
3
a  

Câu 13: Cho tứ diện OABC, trong đó OA, OB, OC đôi một vuông góc với nhau và OA = OB = OC 
= a. Khoảng cách giữa OA và BC bằng bao nhiêu? 

A. 
2

a  B. 3
2

a  C. a UD.U 
2
a  

Câu 14: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, tâm O, Cạnh bên SA = a và 
vuông góc với đáy. Gọi I là trung điểm của SC, M là trung điểm của AB. Khoảng cách từ I đến CM 
bằng bao nhiêu? 

A. 2
5
a  B. 3

10
a  C. 2

5
a  D. 3

5
a  

Câu 15: Cho hình chóp A.BCD có cạnh AC ⊥ (BCD) và BCD là tam giác đều cạnh bằng a. Biết 
AC = a 2  và M là  trung điểm của BD. Khoảng cách từ A đến đường thẳng BD bằng: 

A. 11
2

a  B. 4 5
3

a  C. 3 2
2

a  D. 2 3
3

a  

Câu 16: Cho tứ diện SABC trong đó SA, SB, SC vuông góc với nhau từng đôi một và SA = 3a, SB 
= a, SC=2a. Khoảng cách từ A đến đường thẳng BC bằng: 

A. 3 2
2

a  B. 7 5
5

a  C. 8 3
3

a  D. 5 6
6

a  

Câu 17: Cho hình chóp S.ABC trong đó SA, AB, BC vuông góc với nhau từng đôi một. Biết SA = 
a 3 , AB=a 3 . Khỏang cách từ A đến (SBC) bằng: 

A. 3
2

a  B. 2
3

a  C. 2 5
5

a  D. 6
6

a  

Câu 18: Cho tứ diện ABCD có AC = BC = AD = BD = a, CD = b, AB = c.  Khoảng cách giữa AB 
và CD là? 

UA.U 
2 2 23

2
a b c− −  B. 

2 2 24
2

a b c− −  C. 
2 2 22

2
a b c− −  D. 

2 2 2

2
a b c− −  

Câu 19: Khoảng cách giữa hai cạnh đối trong một tứ diện đều cạnh a bằng: 

A. 
2

3

a  
B. 

2

2

a  
C. 

3

3

a  D. 2a 



 

 

Câu 20: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’  có cạnh bằng a. Khoảng cách giữa hai đường 
thẳng BC’ và CD’ là: 

UA.U 
2
a  B. 2

2
a  C. 3

2
a  D. 3

4
a  

Câu 21: Hình tứ diện ABCD có AB, AC, AD đôi một vuông góc và AB = AC = AD = 3. Diện tích 
tam giác BCD bằng 

A. 27  U

B.U 
27

2
 

C. 
9 2

3
 

D. 
9 3

2
 

Câu 22: Cho hình hôp chữ nhật ABCD.A’B’C’D’ có AB = AA’ = a, AC = 2a. Khoảng cách từ 
điểm D đến mặt phẳng (ACD’) là: 

A. 5
5

a  B. 3
3

a  UC.U 6
3

a  D. 10
5

a  

Câu 23: Cho hình chóp S.ABCD có SA ⊥( ABCD), SA= 2a, ABCD là hình vuông cạnh bằng a. 
Gọi O là tâm của ABCD, tính khoảng cách từ O đến SC. 

A. 3
3

a  B. 3
4

a  C. 2
3

a  D. 2
4

a  

Câu 24: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A’B’C’D’ có AB = a, BC = b, CC’ = c. Khoảng cách giữa 
hai đường thẳng BB’ và AC’ là? 

A. 
2 2

4ab
a b+

 B. 
2 2

3ab
a b+

 C. 
2 2

2ab
a b+

 D. 
2 2

ab
a b+

 

Câu 25: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông tâm O cạnh bằng a, SA vuông góc 
với đáy (ABCD), SA = a. khoảng cách giữa hai đường thẳng SC và BD bằng bao nhiêu? 

UA. U

6
a  B. 

7
a  C. 

2
a  D. 

5
a  

 



 

 

MA TRẬN ĐỀ 
 

 
Chủ đề 

Chuẩn KTKN 

Cấp độ tư duy 
Cộng 

Nhận biết Thông hiểu Vận dụng 
thấp 

Vận 
dụng cao 

Quan hệ song song. 
Câu 1,2,3 
Điểm 1,2 
Tỉ lệ 12% 

Câu 4,5,6 
Điểm 1,2 
Tỉ lệ 12% 

Câu 7,8 
Điểm 0,8 
Tỉ lệ 8% 

 
8 

Điểm 3,2 
Tỉ lệ 32% 

Quan hệ vuông góc 
Câu 9,10,11 

Điểm 1,2 
Tỉ lệ 12% 

Câu 12,13,14 
Điểm 1,2 
Tỉ lệ 12% 

Câu 15,16 
Điểm 0,8 
Tỉ lệ 8% 

Câu 17 
Điểm 0,4 
Tỉ lệ 4% 

9 
Điểm 3,6 
Tỉ lệ 36% 

Khoảng cách và góc 
Câu 18,19,20 

Điểm 1,2 
Tỉ lệ 12% 

Câu 21,22 
Điểm 0,8 
Tỉ lệ 8% 

Câu 23,24 
Điểm 0,8 
Tỉ lệ 8% 

Câu 25 
Điểm 0,4 
Tỉ lệ 4% 

8 
Điểm 3,2 
Tỉ lệ 32% 

Cộng 
9 

Điểm 3,6 
Tỉ lệ 36% 

8 
Điểm 3,2 
Tỉ lệ 32% 

6 
Điểm 2,4 
Tỉ lệ 24% 

2 
Điểm 0,8 
Tỉ lệ 8% 

25 
Điểm 10 

Tỉ lệ 100% 
 

ĐỀ KIỂM TRA 
 
Câu 1. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng? 

A. Ba điểm phân biệt luôn cùng thuộc mặt mặt phẳng duy nhất. 
B. Có duy nhất một mặt phẳng đi qua ba điểm không thẳng hàng. 
C. Ba điểm bất kì chỉ thuộc một mặt phẳng. 
D. Có đúng một mặt phẳng đi qua ba điểm cho trước. 

Câu 2. Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau. 
A. Nếu hai mặt phẳng có một điểm chung thì chúng còn vô số điểm chung khác nữa. 
B. Nếu hai mặt phẳng phân biệt cùng song song với mặt phẳng thứ ba thì chúng song 

song với nhau. 
C. Nếu hai đường thẳng phân biệt cùng song song với một mặt phẳng thì song song với 

nhau. 
D. Nếu một đường thẳng cắt một trong hai mặt phẳng song song với nhau thì sẽ cắt mặt 

phẳng còn lại. 
Câu 3. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. Qua một đường thẳng và một điểm không thuộc đường thẳng đó có duy nhất một mặt 
phẳng. 

B. Qua hai đường thẳng có duy nhất một mặt phẳng. 
C. Qua hai đường thẳng cắt nhau có duy nhất một mặt phẳng. 
D. Qua hai đường thẳng song song có duy nhất một mặt phẳng. 

Câu 4. Trong mặt phẳng (α) , cho bốn điểm A , B, C , D trong đó không có ba điểm nào thẳng 
hàng. Điểm S Ï (α). Có mấy mặt phẳng tạo bởi S và hai trong bốn điểm nói trên? 
  A. 4.   B. 5.                      C. 6.                       D.8.                                                                                       
Câu 5. Cho tam giác ABC. Lấy điểm I  đối xứng với C qua trung điểm của cạnh AB. Trong các 
khẳng định sau, khẳng định nào sai? 

A. ( )I ABC∈  .     B. ( ) ( )ABC IBC≡ . 

C. ( )CI ABC∉ .      D. ( )AI ABC⊂ .  



 

 

Câu 6. Cho hình chóp S.ABCD . Gọi , ,AC BD I AB CD J AD BC K∩ = ∩ = ∩ = . Trong các khẳng 
định sau, khẳng định nào sai? 

A. ( ) ( )SAC SCD SI∩ = .                             B. ( ) ( )SAB SCD SJ∩ = .  

  C. ( ) ( )SAD SBC SK∩ = .      D. ( ) ( )SAC SAD AB∩ = . 
Câu 7. Cho  hình  lăng  trụ  ABC.A’B’C’.  Gọi  M,  N  lần  lượt  là  trung  điểm  của  BB’  và  
CC’, ( ) ( )' ' 'AMN A B C∆ = ∩ . Khẳng định nào sau đây đúng ? 

A.  / / AB∆                  B.  / / AC∆                     C. / /BC∆                    D. / / 'AA∆  
Câu 8. Cho hình lăng trụ ABC.A’B’C’. Gọi H lần lượt là trung điểm của AB. Đường thẳng BC 
song song với mặt phẳng nào sau đây ? 

A. (AHC’)                   B. (AA’H)                      C. (HAB)                      D. (HA’C’) 
Câu 9: Cho hình lập phương ABCD.EFGH. Góc giữa cặp véc tơ nào bằng 060 : 
47T A. 47T ( ),AC BF

 

                47TUB.U 47T ( ),AC DG
 

                  

47T C. 47T ( ),AC EH
 

  47T

D. 47T ( ),AF DG
 

 

Câu 10: Cho hình lập phương ABCD.EFGH cạnh bằng a . Giá trị .AC FG
 

 bằng: 

47T A. 47T

22a                     47TB. 47T

22
2
a                            47TC. 47T

22a                                  47TU

D.U 47T

2a  

Câu 11: Cho hình lập phương ABCD.EFGH cạnh bằng a . Giá trị ( )os .c AD AG
 

 bằng: 

47T  UA.U 47T

3
3

                           47TB. 47T

2
2a

                             47TC. 47T 2a  47TD. -47T

3
3

 

Câu 12: Cho tứ diện đều ABCD. Gọi M là trung điểm CD. Khẳng định nào sau đây đúng : 
47T UA.U47T AB CD⊥                  47TB. 47T AB BM⊥  47T

C. 47T AM BM⊥                      47T

D. 
47T AB BD⊥  
Câu 13: Cho tứ diện  ABCD có hai mặt ABC và ABD là hai tam giác đều. Gọi M,N là trung điểm 
của AB và BC. Khẳng định nào sau đây đúng : 
47T A. 47T AB ND⊥                  47TB. 47T MN AD⊥                   47TU

C.U 47T MN CD⊥         47TD. 
47T CD BM⊥  
Câu 14: Cho tứ diện  ABCD có BCD tam giác đều cạnh bằng a và ( )AB BCD⊥ , 3AB a= . Gọi M 
là trung điểm của CD. Góc giữa 2 đường thẳng AM và BM bằng: 
47T   A. 47T

048                            47TUB.U 47T

063≈                            47T

C. 47T

060          47TD. 47T

067≈   
Câu 15: Cho hình chóp S.ABCD có tất cả các cạnh bên và cạnh đáy đều bằng a và ABCD là hình 
vuông. Gọi M là trung điểm của CD. Giá trị .MS CB

 

 bằng: 

47T UA.U 47T

2

2
a                            47TB. 47T

2

2
a

−  47TC. 47T

2

3
a

                               
  47TD. 47T

22
2
a  

Câu 16: Cho hình chóp S.ABCD có tất cả các cạnh bên và cạnh đáy đều bằng nhau và ABCD là 
hình vuông. Khẳng định nào sau đây đúng : 
47T   A.47T ( )SA ABCD⊥                   47TB. 47T ( )AC SBC⊥  
   47TUC.U 47T ( )AC SBD⊥        47TD. 47T ( )AC SCD⊥  
Câu 17: Cho tứ diện  ABCD có hai mặt ABC và ABD là hai tam giác đều. Gọi M là trung điểm của 
AB. Khẳng định nào sau đây đúng : 
47T A. 47T ( )CM ABD⊥                       47TUB.U 47T ( )AB MCD⊥  
47T C. 47T ( )AB BCD⊥  47TD. 47T ( )DM ABC⊥  

Câu 18: Cho hình chóp S.ABC có 3SA SB SC a= = =  và  đáy  ABC là tam giác đều cạnh bằng a.   
Góc giữa đường thẳng SA và mặt phẳng đáy bằng: 



 

 

47T     A. 47T

065≈                       47TUB.U 47T

070≈                           47TC. 47T

074≈                                D. 
075≈  

Câu 19: Cho hình chóp S.ABCD có ( )SA ABCD⊥  và SA a= ,  đáy  ABCD là hình  vuông cạnh 
bằng a. Góc giữa  đường thẳng SC và mặt phẳng (SAB) bằng góc nào: 
47T     UA.U 47T

BSC                         47TB. 47T

SCB  47T

C. 47T

SCA                                 47TD. 47T

ASC  
Câu 20: Cho hình chóp S.ABCD có ( )SA ABCD⊥  và đáy là hình thoi tâm O. Góc giữa  đường 
thẳng SB và mặt phẳng (SAC) là góc giữa cặp đường thẳng nào: 
47T A. 47T ( ),SB SA                    47TB. 47T ( ),SB AB    47TUC.U 47T ( ),SB SO                        47TD. 47T ( ),SB SA  
Câu 21: Cho tứ diện  ABCD có BCD tam giác đều cạnh bằng a và ( )AB BCD⊥ , AB a= . Gọi M là 
trung điểm của CD. Góc giữa  đường thẳng AM và mặt phẳng (BCD) bằng: 
47T A. 47T

045                             47TUB.U 47T

049≈                       47TC. 47T

053≈                                47TD. 
47T

043≈  
Câu 22: Cho hình chóp S.ABCD có tất cả các cạnh bên và cạnh đáy đều bằng nhau và ABCD là 
hình vuông. Góc giữa  đường thẳng SA và mặt phẳng đáy là góc giữa cặp đường thẳng nào: 
47T UA.U 47T ( ),SA AC                    47TB. 47T ( ),SA AB        47TC. 47T ( ),SA SC                          47TD. 

47T ( ),SA BD  
Câu 23:  Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thoi, SA AB=  và SA BC⊥ . 
Tính góc giữa hai đường thẳng SD  và BC . 
 A. ( ) 0, 30BC SD =                    B. ( ) 0, 45BC SD =            

 C. ( ) 0, 60BC SD =                                                 D. ( ) = 0, 90BC SD  
Câu 24: Cho tứ diện ABCD . Gọi ,M N  lần lượt là trung điểm các cạnh BC  và AD . Cho biết 

2AB CD a= =  và 3MN a= . Tính góc giữa hai đường thẳng AB  và CD . 
 A. ( ) 0, 30AB CD =    B. ( ) 0, 45AB CD =   

 C. ( ) 0, 60AB CD =    D. ( ) 0, 90AB CD =  
Câu 25:  Cho tứ diện ABCD có AB=CD=2a . Gọi M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của AB, BC, 
CD, DA, 3NQ a= .Tìm góc giữa đường AB và CD? 

A. 090  .   B. 060  .  C. 045  .   D. 030 . 
 

ĐÁP ÁN 
1-B 2-C 3-B 4-C 5-C 6-D 7-C 
8-A 9-B 10-D 11-A 12-A 13-C 14-B 
15-A 16-C 17-B 18-B 19-A 20-C 21-B 
22-A 23-B 24-C 25-B    
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