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LGOI NOI DAU

Nguyén ly nhiing cdi 16ng va céc chii thd da dudc biét dén tii rat
1au. Ngay trong chuong trinh phd théng cd s§ ching ta ciing da lam
quen vdi phudng phdp giai todn nay. Thuc ra nguyén 1y nay mang
tén nha bac hoc ngudi bBic Péte Gutxtap Legien Dirichlet (1805-
1859). Nguyén ly phat bi€u rat don gian: Néu chiing ta nhét tho vao
cdc 16ng ma s6 long it hon s6 thd, thi thé ndo ciing ¢ mét long nhét it
nhdt hai con tho.

Chi bang nguyén 1y don gian nhu vy hang loat c4c bai todn da
dudc giai.

Cudn sach dudc bién soan lai theo tling chti dé ¢6 lién quan dén
nguyén 1y, mbi cch gidi trong vi du cla tiing chuong 13 4p dung
dién hinh nguyén 1y Dirichlé. Bai tip giai tridc 6 lién quan dén bai
giai sau nén can Iiu y khia doc sach. Véi mong muén ciing ban doc
thao ludn mét phudng phép chiing minh to4n hoc va hy vong cung
cap mdt tai liéu bd ich cho cac thay c6 gido va cac em hoc sinh ham
mé tim toi trong toan hoc, tic gid manh dan bién soan cudn sich
nay. Do kha ning va thdi gian con han ché, cudn sach chic chin
khéng tranh khoi thi€u sét. Chting tdi mong dudc sui déng gép ¥
kién ctia doc gia. Thu gép y xin gdii vé Nha xuat ban Khoa hoc va K§
thuat - 70 Tran Hung Pao, Ha Noi.



4 Ldi néi ddu

Téc gia xin chan thanh cAm on PGS-TSKH Pb Héng Tan da doc
va déng gép nhiéu ¥ kién qui bau trong qua trinh hoan chinh ban
thao.
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CHUONG |
NGUYEN LY PIRICHLE VA ViDU

1.1. Nguyén ly birichlé

Nguyén ly Dirichlé nhiéu khi ngudi ta goi 1a “Nguyén ly nhiing
ngan kéo”. P4y 1a mot nguyén 1y rat don gian, dic biét cé nhiéu
ing dung trong céc linh vic kh4c nhau cta todn hoc. Dling nguyén
1y ndy ngudi ta dé dang chding minh ton tai mot d6i tudng vdi tinh
chat x4c dinh. Dang don gian nhat cé thé phat bi€u nhu sau:

Néu cé m vat ddt vao n cdi ngdn kéo va m > n thi cé it nhdt mét
ngdn kéo chifa it nhdt hai vat.

Tuy rang vdi nguyén 1y ndy ngudi ta chi ching minh dude su ton
tai ma khong dua ra dudc phuong phdp tim dudc vat cu thé, nhing
trong thuc té nhiéu bai toan ta chi cin chi ra sy ton tai 1a d roi.

Nguyén ly Dirichlé 1a mét dinh 1y vé tdp hdp hitu han. Phat biéu
chinh xac nguyén ly nay nhu sau:

Cho A va B 1a hai tip hop khong rbéng c6 s6 phin tii hitu
han, ma s6 ligng phan ti cta A 16n hon s6 ligng phan tii caa
B. N&u vdi mét qui tic ndo diy, mbi phin tli clia A cho tidng
ing véi mot phan td B, thi ton tai hai phan ti khac nhau cta A
ma ching tudng ing véi cing mot phan ti ctua B.

P& dé hiéu ta cti cho rang cac phan ti clia tp B 13 "Nhiing ngin
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kéo" va cc phan tli clia A dudc dit vao cdc ngin kéo ctia né. Trong
phét bi€u ctia nguyén ly trén cic phan tt hitu han dudc tinh bang
s6 tu nhién, vi vy Nguyén ly Birichlé cé lién quan mat thiét téi tap
hop s6 tu nhién va cac tinh chat cta tip hop sd nay.

1.2. Vidu

> 1.1. D€ ky niém 20 ndm ngay giai phdng Mién Nam, tai mét thanh
phé ngudi ta t6 chifc budi 1é gdp mdt nhiing ngudi 20 tudi. Ngdy 30
thdng 4 ndm dé trong budi gip mdt cé 400 thanh nién. Chitng minh
rdng c6 it nhdt hai ngudi trong s6 ngudi tdi du ciing chung mét ngdy
sinh.

Loi giai. Nim 1995 c6 365 ngay. Ching ta coi mdi ngay nhu mét
ngin kéo va danh s6 tli 1 dén 365 (ngin kéo cudi cling 1a ngay 31
thang 12 ndm 1995). Chung ta dat nhiing thanh nién cé ngay sinh
tuong ing vio cac ngin kéo dé. Nhung s8 thanh nién dén du 1 16n
hon s8 ngan kéo, theo nguyén ly Dirichlé ¢é it nhat hai ngudi dudc
dit vao cting mét ngin kéo. Diéu d6 cé nghia 14 ho sinh cling mot
ngay. ©

> 1.2. Trong sinh hoc ngudi ta biét rdng s6 téc trén ddu clia mbi ngudi
khéng qud 200.000 cdi. Ching minh rdng trong s6 ngudi ciia thanh
phd Ha néi, vdi s6 dan hon 2.000.000, c6 it nhdt 11 ngudi ¢d cing s6
téc.

Loi giai. Ching ta xét 200.000 ngin kéo dudc danh s6 tli 0 dén
199.999. Chiing ta “dit” mdi ngudi dan Ha ndi vao mot ngin kéo
ma s6 téc bang s6 thd tu clia ngin kéo. Gia sit khéng c6 11 ngudi
c6 cling s6 téc, nhu viy mdi ngin 6 nhiéu nhat 14 10 ngudi ¢ cling
s6 téc, do d6 s6 dan Ha noi nhiéu nhat 13 200.000 x 10=2.000.000,
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diéu nay khong ding vdi gia thiét 1a s6 dan Ha ndi 16n hon 2 triéu.

©

> 1.3. Ba mudi hoc sinh lam bai viét chinh ta. Mot trong s6 hoc sinh
dé bi 14 16i, con cdc hoc sinh khdc mdc 16i it hon. Chiing minh rang
¢6 it nhdt ba ngudi mdc s6'16i bang nhau.

Loi giai. Ching ta xét 15 ngan kéo dudc danh s6 tii 0 dén 14. Ching
ta "dit” moi hoc sinh vao mét ngin kéo mang s6 ding bang s& 16i
ctia hoc sinh nay. Néu khéng ¢6 ba hoc sinh ndo cé s6 16i bing nhau,
thi trong mdi ngin mang sd tli 0,1,2,. . .,13 s& c6 nhiéu nhat hai hoc
sinh. Khi d6 s6 ludng clia nhiing hoc sinh nay nhiéu nhat 13 28. Néu
thém vao dé hoc sinh méc 14 18i (trong ngin kéo s6 14) ching ta sé
nhén dudc nhiéu nhat 29 hoc sinh viét chinh ta, diéu nay din dén
su vo 1y vdi diéu kién da cho. ©

> 1.4. Chifng minh rdng trong mbi nhém ban 5 ngudi ¢6 it nhdt hai
ngudi c6 ciing sé lugng ngudi quen giiia nhiing ngudi trong nhém dos.
Chifng minh rang ciing két ludn nhu vdy vdi nhém ban ¢6 s6 ligng
thanh vién bdt ky.

Loi gidi. Ching ta xét nim ngin kéo, d4nh s6 tit 0 dén 4. Mbi ngudi
tham du dudc dit vao ngin kéo mang s6 triing véi s6 ngudi trong
nhém ma ngudi dé quen.

a) Néu c6 mot ngudi khong quen ai ca trong sd nhiing ngudi
con lai, thi ngin s8 4 1a tréng (vi ngudc lai thi ca hai ngin 0 va 4
déu khéng trong, din dén vé6 1y). Nhu viy, mbi ngudi trong s& 5
ngudi dude dit vao cac ngin mang s6 0,1,2,3 vdi sd ludng 4 ngin.
Ti nguyén 1y Pirichlé suy ra it nhat cé hai ngudi & trong mot ngan,
hay 13, ho ¢6 chung s lidng ngudi quen.
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b) Né&u moi ngudi ¢é it nhat mot ngudi quen, mbi ngudi sé dude
dat vao cdc ngin mang s6 1,2,3,4, v6i s6 lugng 4 ngin. Phan con lai
ap dung nguyén ly Dirichlé. ©

> 1.5. Trong mét gidi béng dd tham du 16 dbi. Mbi cdp hai ddi phai
ddu vdi nhau. Chitng minh rang tai méi thoi diém clia gidi ¢ it nhdt
2 dbi ¢6 s6 trdn da ddu nhu nhau.

Loi gidi. Chiing ta xét 16 ngin kéo danh s6 tlit 0 dén 15. Chd y rang
15 13 s6 lugng 16n nhat c4c trin béng ma méi déi c6 thé du tai thdi
diém dang xét. Hiy dit mdi doi béng vio ngin kéo mang sé bang
s6 céc trdn ma doi da ddu dén thoi diém d6. Ching ta nhén ra rang
cdc ngin 0 va 15 khong thé dong thdi khong tréng dudc va nhu vay
c6 th€ 4p dung nguyén 1y Dirichlé. ©

> 1.6. Trén trdi ddt séng hon 5 ty ngudi, biét rang khéng qud 1% séng
trén mot tram tudi. Chiing minh rdng it nhdt ¢6 hai ngudi sinh ciing
mét gidy déng ho.

Loi giai. Theo duong lich hién hanh 100 nim c6 it hon 37000 ngay.
Mbi ngy c6 24 gid, mdi gi c6 3600 gidy. Khi d6 100 nim c6 it hon
3,33 ty gidy. TU diéu kién chiing ta tim dudc nhiing ngudi trén trai
dat khong qua 100 tudi it nhat 14 99% tli 5 ty ngudi nghia 1a it nhat
c6 4,9 ty. Viéc con lai 4p dung nguyén 1y Pirichlé: dit 4,9 ty ngudi
vao 3,33 ty ngan kéo. ©

> 1.7. Trong thdi gian kéo dai mét ndm hoc mét hoc sinh giai it nhdt
mét bai tdp mébi ngay. PE trdnh cdng thdng hoc sinh gidi hang tudn
khéng qud 12 bai tdp. Chifng minh rdng trong thdi gian kéo dai lién
tuc mét s6 ngdy hoc sinh ndy phdi gidi diing 20 bai tdp mdi ngay.



1.2. Vidu 9

Loi giai. Ching ta ky hiéu a; 13 s6 ludng bai tap hoc sinh da giai
trong ngay dau tién, a, 1a s6 lugng bai tap da giai trong hai ngay
dau, a3 13 s6 Iudng bai tap da gidi trong ba ngay dau, va v.v. az;
12 s6 ligng bai tap di giai trong 77 ngay dau (11 tudn). Theo gia
thiét a;; < 11.12 = 132. Ching ta xét tp hdp céc sd ti nhién
M = {al,ﬂlz,ag, eoo,a77,a1 +20,a; + 20,a3 + 20, ..., a7 + 20}. N6
chiia 154 phan td va s6 16n nhat trong ching 1a ay; + 20 < 152.
Theo nguyén 1y Pirichlé trong M c6 it nhit hai s6 bang nhau. Nhung
cac sO ay,a»,4a3, . . .,a77 12 hoan toan khac nhau. suy ra ton tai a; va
a; ma a = a;+ 20,1 < k < 77. Nhd vay a; — a; = 20, diéu nay
c6 nghia 13 tii ngay thii I + 1 dén ngay thd k hoc sinh nay phai giai
ding 20 bai. ©

> 1.8. Trong mot khu tdp thé séng 123 ngudi. Téng s6 tudi cia ho
la 3813. Chiing minh rdng c6 thé chon 100 ngudi séng & khu tdp thé
nay, ma téng s6 tudi ciia ho khéng nhod hon 3100.

Loi gidi. Ching ta hiy chon 100 ngudi nhiéu tudi nhat va gia sd
tong s tudi cia ho nhd hon 3100. Khi dé ngudi tré nhat trong s6
ngudi dudc chon 1a 3100:100=31 tudi. Mt khdc ngudi nay khoéng
tré hon 23 ngudi con lai theo cach chon. Khi d6 tong s6 tudi clia 23
ngudi nay khong 16n hon 23.31=713. Suy ra téng sb tudi clia tat ca
moi ngudi séng trong tip th€ nhd hon 3100+713=3813 din dén
V6 1y. ©

> 1.9. Ndm cdp vd chéng t6 chifc mét budi gdp mdt. Khi gip nhau ho
bdt tay nhau, nhung khéng ai tu bdt tay ngudi trong gia dinh minh
va ngudi ma chdng minh (hodc vd minh) dé bdt tay réi. Ciing khéng
ai bdt tay cing mét ngudi hai ldn. Sau cudc gdp chiic miing ban ddu,
mét ngudi dan éng tén la Hung hoi tdt ca nhiing ngudi ¢ mdt, ké ca
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vd minh, la ho dd bdt tay dudc bao nhiéu ldn. Ho nhdn thdy rdng chin
ngudi dudc hoi déu tra 15i cdc con s6 khdc nhau. Nhu v@y vd ciia Hing
da bdt tay bao nhiéu ldn?

Loi giai. Mbi mot ngudi khach bit tay khong qua 8 14n. Vi cau tra 1i
clia 9 ngudi 1a cc sd khdc nhau nén cac s6 dé phaila 0,1,2,3,4,5,6,7
va 8. Ngudi bit tay 8 14n phai 14 vd (hoic chéng) clia ngudi khéng
bét tay 1an nao (néu ngudc lai thi ngudi dé khéng bat tay 8 1an ma
nhiéu nhét chi 14 7 14n théi). Tuong ti nhu viy ngudi bét tay 7 14n
6 ngudi vd (hodc chdng) bit tay mot l14n, ngudi bit tay 6 lan cb
ngudi va (hodc chdng) bit tay 2 14n, ngudi bit tay 5 14n c6 ngudi vo
(hodc chdng) bit tay 3 14n. Chi con lai mot ngudi duy nhat bat tay
4 1an, d6 chinh 12 ngudi vd clia Hung. ©

> 1.10. Mot cdu chuyén c6 tich ké lai rang: Mot ldn vua Hiing viong
18 ¢ mdi cdc quan trong triéu hop ngéi quanh mét cdi ban tron. Theo
lénh clia vua, mét cdn thdn dd viét tén ciia mdi quan trén ban trudc
chiéc ghé ma 6ng ta phai ngdi. Cdc quan trong triéu khéng dudc bdo
tridc nén ho dd ngdi khéng theo sdp xép dd dinh ma chiém ché mét
cdch bt ky. Chifng minh rdng 6ng cdn thdn c6 thé quay chiéc ban sao
cho it nhdt cé hai 6ng quan ngdi diing vi tri tén ctia minh ?

Loi giai. it s6 ludng cac quan 14 n. Khi d6 mit ban cé n trang thai,
vdi céc trang thai nay déi dién véi cdc quan 1a bién dé tén nao doé.
Ngoai ra véi mbi mot éng quan chi c6 mot trang thai, ma khi ngdi
ding thi 6ng 4y d6i dién véi chinh tén clia minh trén bién dé sin.
Nghia 13, né€u mbi trang thai cia ban (vi ban ¢6 thé xoay dudc) ta
cho tudng dng véi mét sé bang sb ludng cdc quan ngdi ding vi tri
tén minh, thi tdng cla tat ca nhiing s6 nhan dudc (moi trang thai
ban) sé khoéng nhd hon n. Nhung mét trang thai ddu tién clia sip
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x&p ban cho tudng ting véi 0 (khéng ai ngdi diing chd ). Néu gia st
trong n — 1 trang thai mit ban con lai tuong ting véi s6 nho hon 2
(tlic 1a chi c6 s6 1 hodc 0), thi téng clia 7 s6 nhan dudc sé nhd hon
n, diéu d6 khong thé dude. Suy ra tii n — 1 trang thai mit ban con
lai 6 it nhat mot trang thai ma hai ngudi sé ddi dién vdi chinh tén
cia minh. ©

1.3. Bdi tap

> 1.11. Trong sdn cung dién nha vua hdi hop 2n(n > 2) 6ng quan,
mobi 6ng quan dd quen biét khéng it hon # 6ng cé mit tai dé. Chiing
minh rang ngudi xép ban tron c6 thé x&p dude mdi ban 4 ngudi sao
cho mébi ngudi diing giita hai ngudi quen clia minh.

> 1.12. Mot khu ring théng cé dang hinh vuéng mbi chiéu 1km.
Trong riling c6 4500 cay thong, ciy to nhat cé dudng kinh 0,5m.
Chiing minh ring trong khu rling c6 it nhit 60 manh dat, dién tich
mbi manh 2002, khéng c6 mét cdy thong nio.

> 1.13. Trong mot gi4 sach cé 25 ngin. Ta thay c6 mot ngin chia
10 cudn, con cdc ngin khdc chiia s6 sach it hon. Chiing minh ring
c6 it nhat ba ngin sach chda cling s6 sach nhu nhau (k€ ca nhiing
ngan khong cé sach).

> 1.14. Tai mot thanh phé bién xe 6t6 dude dénh s& bang t& hop
chit cai réi dén ddy s6. Chdng minh ring trén mét doan dudng ci
c6 11 chiéc 6t6 di qua thi bao giS ciing cé hai chiéc 6t6 ¢6 cling chii
s6 tan cung.

> 1.15. Mot chiéc ho 16n dude boc bdi 4 tram chuyén ti€p séng
thong tin. Gitia hai tram ngudi ta xay dung cac trung tAm phat séng
va nhén séng, dudng séng bao phti I16n nhat 13 dudng tron cé tAm §
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trung tAm va di qua hai tram. Chiing minh ring véi bén trung tim
§ cac doan gifia clia tiing cip tram thi toan bd mit ho sé dudc pht

song thong tin.



CHUGNG 2
s& HOC

2.1. Phép chia sd tu nhién

Trong cac phép tinh trén s8 nguyén: cong, trli, nhan, chia, thi
phép chia 13 rat dic biét. Phép chia cé hang loat tinh chat ma tat ca
cc phép tinh con lai khéng cé. Vi du céc phép toan déu thuc hién
vdi s6 0 dudc, nhung riéng phép chia cho s6 0 thi khong dude. Phép
chia khong chi dic biét vdi phép chia cho 0. Vi cdc phép tinh cong,
trii, nhan trén s6 nguyén cho ta s6 nguyén, nhung véi phép chia thi
tinh chat dé khong con ding vi khong phai lic ndo ta cfing nhin
dudc s6 nguyén sau phép chia. Nhd nhiing di biét ctia phép chia ma
trong toan hoc xdy dung han mot ly thuyét vé phép chia nhiing s&
nguyén. Nhiing vi du va bai tip chuong nay cé lién quan mat thiét
gitia phép chia va nguyén ly Dirichlé, nén chung ta nhic lai dinh
nghia phép chia:

Cho a va b 1a nhiing s6 nguyén, vdi b > 0. Chiing ta néi rang a
chia hét cho b, ky hiéu Ia b|a, khi ton tai mot s6 nguyén q sao cho
dang thifc sau diing a = bq.

Chung ta thudng goi s6 a 12 béi cha b, hodc b 1a udc ctia a. S8 g
goi 1a thuong s6* ctia phép chia a cho b. Trong phét bi€u dinh nghia
trén, néu khong ton tai mot s6 g nao ca, thi ching ta néi rang a
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khong chia hét cho b va ky hiéula b fa.

Ti dinh nghia ching ta d& dang chiting minh dudc céc tinh chat
sau

1) Véi moi s6 nguyén a > 0 ching ta c6 a|a, Phép chia hét c6
tinh phan xa.

2) Néu b|a va a|c thi b|c- phép chia hét ¢6 tf nh bic ciu.

3) Néu b|a va b|c, thi b|(ac).

4) Néu a,b,m,n 1a nhilng s6 nguyén va néu cla va c|b, thi
c|(ma + nb).

binh ly sau day giii vai trd quan trong cho phép chia mot s6
nguyén cho mdt s6 nguyén.

V6i hai s6 nguyén bat ky 2 va b sao cho b > 0, ton tai duy
nhat nhiing s6 nguyén g va r thbaméan a = bg+rva0 < r < b.

Con rat nhiéu tinh chat khéc clia s6 nguyén ciing nhu sé thuc
nhung chiing ta khong di theo hidng nay, ma chi diing c4c tinh chat
ctia s6 hoc va Nguyén ly Dirichlé d€ giai cc bai toan.

2.2. Vidu

> 2.1. Cho k la mét s6 tu nhién, A la tdp hop gom k + 1 s6 tu nhién.
Chiing minh rdng c6 it nhdt mét hiéu hai phdn tii trong A chia hét
cho k.

Loi giai. Goiay,ay, ..., ax.1 lacac phanticta A, conby, by, ..., bri1
12 nhiing s6 du clia phép chia cdc s6 trén cho k. Khi d6 a; =
kci +by,a0 = keo + by, ... S Akr1 = ka+1 + bk+1,VC,ﬁ cac sO nguyén
€1,€2,--.,Ckr1 8a0cho 0 < by < k—1,0< b <k-1,...,0 <
br.1 < k — 1. Mt phan td bat ky a; thudc A cho tidng dng véi s6
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du b, clia n6.Goi tip hdp céc s6 du 1a B. Nhu vay, mdi phin ti cia A
dudc dit tuong ing véi mot phan tii ctia tip hdp B, gom tat ca cac
s6 nguyén tii 0 dén k — 1. Nhung s ludng phan tii clia A theo gia
thiét 13 k + 1, con B c6 sd ludng k. Theo nguyén ly Birichlé suy ra
ton tai hai phan tt kh4c nhau clia A c6 cling s6 du. Piéu d6 nghia I3,
ton tai hai chi s6 khac nhau s va t vdi a; = kcs + bs va a; = kc; + bs
sau khi trit di cho nhau ta dudc a; — as = k(¢ — ¢s). ©

> 2.2. Cho A mét tdp hop bdt ky gdm 101 s6 tu nhién, mébi s6' khéng
I6n hon 200. Chifng minh rdng trong A ¢6 it nhdt hai s6 ma mét s6’
nay chia hét cho s6 kia.

Loi gidi. M&i s6 a clia A c6 thé bidu dién dudi dang a = 2%b véi k 1a
s6 nguyén khong 4m, con b 13 mot s6 1é&. Vi mébi s6 a thude A cho
tuong ting vdi s6 b trong su bifu dién & trén. Bing cach nay, mi
phan tli a clia A dudc dit tucng ting v4i mot phan ti cta tip hop B
gbm cac sd 1é gitia 1 va 200. Nhung tAp hdp B chi c¢6 100 phan tii vi
vay s6 phan tdi clia A 16n hon s6 phan tli ctia B. Ta c6 thé 4p dung
nguyén ly Dirichlé, suy ra ton tai hai phan td khéac nhau a; va a,
thuéc A ma ching tuong ting véi ciing mot s6 clia tip hop B. Nghia
13, 2 = 2Mb, 4y = 2%2b va néu k; < ko, thi s6 a, chia hét choa;. ©

> 2.3. Cho M la tdp hop bdt ky gdm 75 s6 tu nhién ma mdi s6 khéng
I6n hon 100. Chiing minh rdang vdi méi s6' tu nhién | nhd hon hodc
bdng 49 ton tai hai phdn tit cia M c6 hiéu la 1.

Loi giai. Goi cac phan ti clia M 14 x1,xp, ..., x75. Ky hiéu A 1a tap
hop céc s6 tu nhién tif 1 dén 150. V8i mbi s 1,2,3. . .,75 cho tudng
ing véi cac s& xq,xy,..., x5, con cac s6 76,77,78,...150 1an lidt
ung v8i x; +Lxo+1,..., x5+ 1. Vix, <100(m = 1,2,...,75) va
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| < 49 thi x,, +1 < 150. Suy ra mdi phn tit clla A tudng ting véi
mdt phan tii clia B gdm nhiing s tu nhién tli 1 dén 149. Vi s6 phan
tll cia A 16n hon s6 phan ti ctia B, theo nguyén ly Dirichlé ton tai
hai phan ti khdc nhau ctia A, ma ching tudng dng vdi cling mot
phan td ctia B. Nhung vdi céc gid tri khac nhau ctia m tlii 1 dén 75
dudc cho tudng ting véi cdc gid tri khac nhau clia x; dén x75 trong
B. Tuong tu cac gi4 tri clia m & khoang 76 dén 150 tudng dng véi
cac gia tri khac nhau trong khoang con lai. Ti d6 suy ra ton tai x,,
va x, ma x,, = x, + [, nghiala x,, — x,, = L. ©

> 2.4. Cho k > 1va n > 1la nhiing s6 tu nhién va A la tdp hop gom
(k—1)n + 1 56 nguyén duong, mbi s6 ndy déu nhd hon hodc bang kn.
Chifng minh rdng it nhdt c6 mét phdn ti clia A c6 thé biéu dién nhu
tong ctia k phdn ti trong A.

Loi giai. Vi k = 1 bai todn hién nhién 13 ding, chiing ta gia thiét
k > 2. Ky hiéu m 13 s6 nhd nhat thudc A. D& thdy rang m < n va
ton tai ding n — m s6 thuéc A ma chiing 16n hon m nhung khong
vugt quad kn.

D€ ching minh bai todn chiing ta tim hai s6 x va y thudc A sao
cho x = y + (k — 1)m; nghia 13 bi€u dién mot s6 nao dé thude A
thanh t8ng k s6 hang thudc A trong dé 6 k — 1 s6 hang bang m. Chi
can tim s8 x thudéc A ma x > (k — 1)m va x — (k — 1)m thudc A.

That vy, trong khoang A = ((k — 1)m, kn] c6 kn — (k — 1)m =
k(n —m) 4+ m s6 nguyén. Vi k > 2, nén (k —1)m > m, theo nhan
xét ban dau suy ra cé nhiéu nhat n — m s trong A khong thudc A.
Piéu nay nghia 14 A chda it nhats = k(n —m) +m — (n —m) =
(k—1)(n —m) + m 8. Nhung s > n, vi (k—2)(n —m) > 0. Goi
ai,ay, ..., as thuéc A, véi (k—1)m < a; < kn,i =1,2,...,s. Khi do
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nhiing hiéua; — (k—1)m,ap — (k—1)m, ..., as — (k — 1)m la nhiing
s6 nguyén khac nhau trong khoang [1, kn]. Néu mét s6 nao dé trong
ching khong thudc A, thi theo nguyén ly Dirichlé chiing ta nhan
dude s < n —1, vingoai A ¢ ding n — 1 s6 trong khoang nay. Nhu
vay trai véi bat dang thiic di ching minh s > n. Suy ra ton tai mot
hiéu a; — (k — 1)m thudc A. ©

> 2.5. Chifng minh rdng tit n + 1 s6 dudng khdc nhau nhd hon 2n, ¢6
thé chon dudc ba s6 sao cho téng hai s6 trong chiing bang sé thit ba.

Loi giai. Ky hieu 0 < a; < ap < ... < a,1 1a nhiing s6 da cho.
Chting ta xét cac hiéu s6 a, — aj,a3 — ay,...,4,41 — a1 VA cac sO
4,03 . ..,0,41. Vi tit ca cdc s6 nay déu nho hon 21 nén cac sd trén
chi ndm trong khoang 1,2, .. .,2n — 1. Nhu vy chiing ta sé tim dudc
mot s6 3 nhém thid nhit bing mot s6 & nhém thi hai: ay — a1 = a;,
suy ra a; = ay + 4. ©

> 2.6. Chiing minh rdng vdi mét s6 bdt ky n tén tai mét sé ¢ dang
111...000 ma chia hét cho n.
‘\’_J

n chit s6

Loi giai. Ching ta xét nhiing s6 1,11,111, .. .,111...111 va nhiing
) )  nchit s6 ) \
s0 du khi chia day s6 trén cho n. Vi day s6 da cho gobm n phan
td, nén nhiing s& du duong khdc nhau khi chia chiing cho n c6 s6
lugng n — 1. C6 thé gia thiét khong c6 mot s6 nio trong diy trén
chia hét cho n vi néu ngudc lai thi bai todn da dudc giai. Khi dé
s& c6 hai sO trong chung, vi du 111...111 va 111...111, I > k,

k chit s6 - Lchit s6
ma khi chia chung cho n sé cho cuing mé6t s6 di. Do d6 | — k =
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111...000 sé chia hét cho 7. ©
.
(I-k chit s6 1, k chii s6 0)

> 2.7. Cho p la s6 nguyén t6'ldn hon 5. Chitng minh rdng ton tai mot
56 ¢6 dang 111...111 ma chia hét cho p.

Loi giai. Taxét days61,11,111,..., 111...1 .Néu trong diy trén
h\,d
(p chil s6)
khong c6 s6 nio chia hét cho p, thi ta cho tuong ting médi s6 véi s6
du ctia phép chia. Tap hdp cdcs6 dichicé 1,2,...,p —1gobmp —1
phan td (vi 0 khong thé c6 trong tAp ndy). Nhung vi ching ta cé p
s6 § dang trén, nén theo nguyén ly Dirichlé ton tai hai s6 ¢ cling
s6 du. Giasticacs6déla 111...1 va 111...1 vSim > n. Khi
H/—/ ;\/—/
(mchitsé6) (nchitsd)
dé1<n<m<p.Vay
111...1 — 111...1 = 111...000
4 4 4 - 7
(mchits6) (nchitso) (m-n chit s6 1, n chit s6 0)
= 111...1 .10"
T
(m-n chii s6)

Tich nay chia hét cho p vi (p,10) = 1, suyra  111... 1,
(m-nchiisbé 1)
chia hét cho p va né cling nam trong day §trén. Ma1<m—n <p
mau thuln véi gia thiét khong c6 s6 nao trong diy chia hét cho p.

©

> 2.8. (Pé thi Olympic todn thé gidi ldn thit 14) Cho M la tdp hop bat
ky gdm 10 s6 tu nhién, méi s6' khéng lén hon 100. Chiing minh rdng
ton tai hai tdp hdp con ctia M ma téng clia cdc phdn ti trong chiing
bang nhau.
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Loi giai. C6 thé chiing minh néu ton tai hai tdp thoa man két luan
ctia bai toan, thi ta cé thé€ chon dudc hai tip con cé cling tinh chat
dy nhung khéng giao nhau. That vy, Cho X, Y 14 hai tip con ctia M
c6 tong cac phan tit bang nhau. Chiing ta ky hiéu X; gém cac phin
td ctia X ma khong thudc Y. Tddng td nhu vy Y; gébm cdc phan
td clia Y ma khong thudc X. RS rang X; va Y; c¢6 tdng cic phan
ti bing nhau ma khong giao nhau. Goi A 13 tAp hdp moi tip hop
con khéng réng clia M. S6 lidng phén ti clia A 14210 — 1 = 1023.
Chting ta xét tdng S cac phan ti clla mot tAp hdp con nhu vay, rd
rang S < 91 +92 + --- 4+ 100 < 10.100 = 1000. Nhd vay ton tai
khéng qua 1000 tdng khac nhau. Ky hiéu B 1a tap hodp tit ca céc
tong nhu vay. Do dé s6 lugng phan ti ctia B nhé hon 1000 va nho
hon s6 ludng phén ti clia A. Bit tudng ting mbi phan td cla tip hop
A véi téng cac phén tli clia né. Ta thdy ring c6 thé 4p dung nguyén
ly Birichlé & day. Suy ra ton tai it nhat hai tdp hdp con khac nhau cé
cling mot téng cac phan td. ©
> 2.9. (Pé thi hoc sinh gidi todn Cdp II toan quéc 1983) Chiing minh
rdng trong cdc s6 tu nhién thé ndo ciing cé s6'k sao cho 1983 — 1 chia
hét cho 10°.

Loi giai. Cho k 14y gid tri tii 1 dén 10° + 1 rdi thay vao biéu thic
1983% — 1 s& nhan dudc 10° + 1 gia tri khac nhau. Chia 10° + 1 s6
viia nhan & trén cho 10°, s& dudc nhiéu nhat 1a 10° s§ dd. Do dé
theo nguyén 1y Pirichlé phai cé it nhat hai s& cho cting mot s6 du.
Gia st d6 1a s6 1983™ — 1 va 1983" — 1(m > n). Thé thi (1983" —
1) — (1983" — 1) chia hét cho 105 m (1983™ — 1) — (1983" — 1) =
(1983™ — 1983") = 1983"(1983" " — 1). Nhung 1983 vi 10° nguyén
t6 cting nhau, do vay phai c¢6 (1983"" — 1) chia hét cho 10°. S&
k = m — n théa man diéu kién d4u bai. ©
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> 2.10. Chiung minh rdng tén tai nhiing s6 nguyén a,b va c, khéng
déng thdi bang 0 va gid tri tuyét déi ciia mbi s6 khdng qud 1000000,
thba man |a + b\/2 4 ¢/3| < 10711,

Loi giai. Pat S 13 tap hop ctia 10'8 s6 thuc 7 + sv/2 + £1/3 v8i moi
r,s,t thuoe {0,1,2,...,106 — 1} va dat d = (1 + /2 + v/3d)10°.
Khi d6 mdi x trong S déu nam trong khoang 0 < x < d. Chia
doan nay thanh 10'® — 1 phan bang nhau, mdi doan nhd cé dé dai
d
T 1081
clia S nam trong cting mdt doan nho. Hiéu clia hai s& nay ky hiéu 1a
7

, 1
a+bv2+cyv/3dé chinh la cicsd a, b,cvie < Wols =10"1L ©

e Theo nguyén ly Dirichlé tén tai hai s6 trong 10'® s&

2.3. Bai tép

> 2.11. Cho A 13 tip hdp bat ky gdm 201 s6 tu nhién, médi s6 khong
vidt qua 300. Chiing minh rang A chda it nhat hai s6, ma tj s6 clia
chiing la liiy thiia bc ba.

> 2.12. Cho k 14 s6 tu nhién bat ky, con a va b 12 nhiing s6 nguyén
sao choa < bvab—a < 2k — 2. Chting minh ring néu M 1 tap hdp
k s tu nhién nidm trong khoang [a,b], va I 12 s6 tu nhién thda mén
1 <1< 2k+a—b—2,thicé it nhdt mot hiéu nhiing phan ti cta
M trung véi I.

> 2.13. Cho diy s8 ay,a, 43, . .., a4, ma mbi phén td chi dudc tao
bdi s6 1 va, sb 2, trong dé ¢ it nhat 21 s6 chi dddc tao bdi cac s6 1.
Chiing minh ring t6n tai mét s& phan td lién tiép clia diy cé téng
bing diing 20.

> 2.14. Chiing minh rang t6n tai mot s& ty nhién #, sao cho s6
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111...1 chia hét cho 139. (Bai todn con ding néu ta thay 139
(n chit s6)
bing mét s6 nguyén t6 cling nhau véi 10).
> 2.15. Chiing minh ring trong moi s& tao bdi 100 chit s6 N tén tai
mot s8 chia hét cho 1967.

> 2.16. Ching minh ring bao giS ciing tim dudc s6
19971997...19970...0 chia hét cho 1998.

> 2.17. Chiing minh ring cé mét s6 tu nhién chia hét cho 1997, ma
bon chil s8 cudi cling cia né 1a 1998.

> 2.18. Chiing minh rang néu cic sé nguyén m va n nguyén td cling
nhau thi tim dudc s8 tu nhién k sao cho m* — 1 chia hét cho n.
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CHUONG 3

O>\

DAY S

3.1. Nguyén ly Dirichlé cho day sé vé han

Trong phan ndy chiing ta xét nguyén ly Pirichlé dddi dang:

Néu c6 hitu han nhiing ngian kéo ma ching ta dit vo han
nhiing vat vao dé, thi it nhat c6 mét ngian kéo chda vé han
nhiing vat da c6.

Chiing ta d& c6 cam tudng rang nguyén ly niy 13 hién nhién nén
it chd y dén né. Bang phan chiing c6 thé chiing minh nguyén Iy nay
12 dding. Trong s6 hoc, tAp hdp c6 lién quan dén vé han phan ti 1a
diy s6. Chting ta biét rat nhiéu diy s6 dep nhu diy cp s6 cong, diy
cap s6 nhan, diy cac sd nguyén t8, hoic diy Fibonaxi,...Chuong
nay ching ta chi quan tdm dén 4p dung diéu phét biéu trén dé giai
cac bai toan lién quan dén day s6. Nhiing tip v han trong cac bai
toan dudi day ta xét nhu cac day so.

3.2. Vidu

> 3.1. Xét day s6 6,6%,6%,6%,6,...,6",...va viét 4 chil s6 cubi cling
clia cde s6 ndy 0006,0036,0216,1296, 7776, . . .. Chiing minh rdng bdt
ddu ti mét s6 ny nao dé ddy vita ldp la ddy tudn hoan.

Ldi giai. Vi ton tai hitu han s6 Iugng (10%) cach chon khac nhau
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cac s6 ¢6 4 chil s6, nén trong diy da cho chic chin tim dude hai
cach chon c6 ciing 4 chii s8 cudi. Cé nghia 13 tim dudc hai s6 1
va ny + t ma véi ching thi 6™ va 6" t*! ¢4 cling 4 chil s6 cudi
(6m0+t+1 — gm0 = 10%.6k). N6i chung, chil s6 6" va 6"+ véi bat ky
n > ng sé c6 cung 4 chii s6 cudi (6" — 6" = 10*.6" ). ©

> 3.2. (Pé thi Todn Olympic quéc té€ ldn 17 ndm 1975) Cho
a1,y ..., 04y, ... la ddy tdng ngdt cdc s6 tu nhién. Ching minh rdang
vé han cdc phdn tit a, cha ddy trén c6 thé biéu dién dudi dang
ay = xa, + yag,0 ddy x va y la nhiing s6 nguyén duong va p # q.

Loi giai. Néu a; = 1 két luin ctia bai todn 1a hién nhién. That vay,
véi moi n > 3 s6 hang a, c6 bi€u dién dang a, = a,_1+ (a, +
ay_1) = l.a,_1 + (ay — a,_1).a; 6 tinh chat mong muédn. Ching ta
sé chiing minh ton tai chi s8 p 16n hon 1 sao cho v6 han céc s6 hang
ctia diy da cho 6 thé viét dudi dang xa, + ya; vdi cdc s6 nguyén
dudng thich hdp x va y. Mbi s8 hang clia diy ta dit tudng dng vdi
s6 du ctia né khi chia chinh né cho a;. T4p hdp tit ca cac s6 hang
ctia ddy 1a v6 han, con tat ca cdc kha ning cia s6 du khi chia céc s6
hang cho a; 13 hitu han. Piéu dé ching té rang v6 han phén td

Apyy Orgy - vy gy o-v, VO <Tp < oo <1 < ..

cho cling mét s& du r khi chia cho a;. Khéng mat tinh téng quét
ta gia thiét n; > 1, vi trong tridng hdp ngudc lai ta xét cic s6
Ay, Ans, - - -, Any, - .. ling 1la day v6 han va cho ctung s6 du r khi chia
cho a;. V8imoi k = 1,2,... ton tai s6 nguyén duong x; sao cho a,, =
xpap +r. Khi d6 a,, —ay, = (x¢a1 +71) — (x1a1 +71) = (% — x1)ay
suy ra véi moi k > 2 ta c6 dang thic Ap, = Ap, + (X — x1)a1 =
1.ay, + (xx — x1)a;. Nghia 13, nhiing s6 ay,, an,, . .., an,, - - . ., 6 bi€u
dién va c4c tinh chat nhu bai toan doi hdi. That vay, chi s6 1 va ny
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khéc nhau vi theo céch chon trén n; thuc su 16n hon 1. Chi con phai
khing dinh rang s6 x; — x; 12 s6 nguyén dudng véi k > 2, diéu d6
dang vi ti nq < ny suy ra x; < Xi. ©

> 3.3. Cho s6 tu nhién bdt ky k. Chiing minh rdng ton tai s6 nguyén t6
p va mét d@y s6 tu nhién tdng ngdt ay,as, . .., a,,...sao cho tdt ca cdc
phan tii ctia ddy p + kay, p + kay, ..., p +kay, . .. la nhiing s6 nguyén
té.

Loi giai. Ky hiéu P 13 tap hop tit ca cic sé nguyén tb. Vi moi
i =0,1,...,k—1 ky hiéu P; 1a tap hdp cic s6 nguyén t& ma khi
chia cho k c6 s8 du i. D& thay rdng moi s& nguyén t6 ndm trong mot
trong cac tap hop Py, Pi, P, . .., Pr_;. B&i vi s6 nguyén t6 1a vo han,
vay it nhat phai c6 mot trong s6 cac tap hop Py, Py, P, . .., P_; chiia
v6 han s8 nguyén t6. Gia st P; chda v6 han s6 va ky hiéu p 1a phan
tli nho nhat ctia né. Khi dé moi s x thudce P; cé dang x = p + ka vdi
mot s6 tu nhién a. LAY x1, X, Xx3,... 1a cdc phan td clia P; xép theo
Xp—p
k
s6 nguyén t6 p va diy ay,ay, ..., a,, ... c6 tinh chdt mong mudn. ©

thi tui 16n dan. V8i moi s6 tu nhién n dit a, = . D& théy ring

\

> 3.4. Cho fla da thifc k d6i s6 vdi hé s6 nguyénva ay, as, ... ,a,,...ld
ddy nhiing s6 nguyén thda man hé thiic a, .1 = f(aaz,...,a, ki1),
vdi moi s6 nguyén n,k ma n > k. Chung ta xét s6 duong bdt ky m
va vdi moi n = 1,2,.... Ky hiéu @, la s6 du khéng dm nho nhdt cta
a, theo mé dun m. Chiing minh r&ng ddy ai,a»,as,...,ay,....laddy
tudn hoan.

Loi giai. Ching ta sé st dung khang dinh sau: Néu g 1a da thiic
k déi s8 vdi hé s8 nguyén va xi,xa,..., %k, Y1, Y2, ..., Yk 12 cc s
nguyén sao cho x; = y; (mod m),xp = y» (mod m),...,xx = Y
(mod m), thi g(x1,x2,..., %) = §(y1,Y2,...,Yx) (mod m).
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Moi s6 hang ctia ddy bang mot trong cac sb @y, a1, @, . . ., dn, - . -
0,1,...,m — 1. Chiing ta xét cac bo sap thit ti gém k phdn td
(ﬁl,ﬁz, . ,Ek), (ﬁz,ﬁg, e Agg 1), (En,ﬁwr] e Okt

C6 tét ca vb han b sip nhu vy, nhung s6 ludng cic bd k s
(aq,02,@3,...,0;), v6i 0 < a; < m—1,i = 1,2...,k la hitu han
(bang m* theo 1y thuyét t8 hop). Theo nguyén 1y Birichlé ton tai hai
chisdivaj,i < jsao cho

a; = aj,0i41 = Aj1,- -, Qitk—1 = Aj1f-1
hoac la

x1 =y1 (mod m),x, =y» (mod m),...,xx = yx (mod m).
TU day suy ra diy ay,42,43, . ..,4, ... 1a tudn hoan (chu ky cha né
12 udc s6 clia j — i). That vy, vi f 1a da thidc v8i hé s6 nguyén nén
theo céch ching minh trén chung ta cé

f(ai+k—lrai+k—2/ cee /ai) = f(aj+k—1/aj+k—2/ R IZ]) (mOd m)
= a;,} = aj;x (mod m) hodcla g, =a; 4. Bién d&i mot chit dé
th4y rang v6i moi n > i ta ¢6 ding thdc sau By (i—j) = An- ©
> 3.5. Cho ddy x1,x3,...,%y,....dudc xdc dinh theo céng thiic sau

x1=1,x=0,x3=2,%41 =2x,1+xy2,n > 3.
Chiing minh rang vdi moi s6 tu nhién m ton tai hai phdn ti lién tiép
ctia dd@y ma chiing déu chia hét cho m.
Loi gidi. Cong thiic hdi quy trén cé thé viét lai
Xp—2 = Xp41 — 2xp 1 (3.1)

T d6 chi ra rang diy c6 kha ning phat trién vé phia trai, tdc
la x4c dinh x, v8i n < 0. Vi du véi n = 2,1,0 ching ta nhin
dude xo = 0,x_; = 0,x_» = 1. Nhi muc 3.4 chi ra rang day
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X1,%2,...,%n, ... gom nhiing s6 du tuong Ung x1, Xy, ..., Xy, ... theo
mo6dd un m, 13 diy tudn hoan. TU cong thic (3.1) suy ra mdi
phan td cta diy {x,} va suy ra ca {x,} xé4c dinh duy nhat ti 3
phan ti trddc né. Khi dé néu (ry,72,...,7) 1a phan chu ky clia day
X1,%2,...,%n, ... thi phan ndy sé chuyén déng tuan hoan vé phia trai
ciadiy ..., x_3,X_2,X_1,X0, X1, X2, ... va sé c6 dang

R ST 2 VIR S G O NS W I 1 SR AU (3.2)
Bay gid ta chi y rang x_1 = xp = 0, suy ra x_1 = xp = 0. Tl (3.2)
suy ra riang diy cdc sé du theo médd un m chida v6 s6 cip phan tl
lién tiép bang khong. Néi cach khéc ton tai vo sb cac cip s6 lién tiép
ctia ddy x1,x2,...,Xy,,... Ma mbi phan t{i trong cap déu chia hét cho

m. ©

> 3.6. Ddy s6 Fibonaxi dudc dinh nghia bdng cdc ddng thiic F; =
F, =1,F,12 = F;u1 + Fy,n > 1. Ching minh r&ng it nhdt mét trong
1.000.000.000 phdn tit ddu tién ctia ddy chia hét cho 10.000.

Loi gidi. Tuong tu nhu 3.5 ching ta xét cdc s6 du clia cac sO
trong diy da cho khi chia cho 10.000. Ky hiéu s& du diing & vi
tri thd k khi chia cho 10 000 la 7. Khi d6 thi r; = 1,7,
1,73 = 2,r4 = 3,....... e = 7rr_1 + rr—». RO rang c6 10.000 s
du khac nhau do dé c¢6 10000 = 100000000 (tram triéu) cip s
du khdc nhau. Xét 100000001 cip s& du (r1,72), (r2,73), (r3,74) . ..
e (7’100000001, 1’100000002). Theo nguyén ly birichlé trong s6 nay co it

S, o

nhat 2 cdp s6 trung nhau, tdc 1a tim dudc hai s6 n va p véi n,p
déu nho hon 100000002,n nhd hon p sao cho r, = rp, i1 = rpy1.
Nhung néu biét s6 du clia tong hai s6 va s6 du ctia mdt s thi s6
du kia cling tinh dudc. Vi vy ta c6 1,1 = 11,702 = Tp-2,.. -
chodénkhir, =1 =ry_yy2,11 = 1 = rp_,.1, Ap dung cong thic
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s6 du héi qui & trén ta ¢6 r,—, = 0 v6i p —n < 100000001 — 1 =
100000000. Nghia 12 s diing & vi tri p — n s& thoéa méan diéu kién bai
ra, chia hét cho 10 000. ©

> 3.7. (Pinh ly Fecma) Néu mét s6 nguyén t6 p khong chia hét s6
nguyén a, thi dang thic sau ding a?~' = 1( mod p).

Loi giai. Chtng ta chiing minh ménh dé tdng quat hon. Cho m > 1
14 s8 tu nhién bat ky va a 12 s& nguyén t6 cing nhau véi m. Chiing
ta xét day nhiing lily thiia lién tiép ctia a

al,a®, a3, ... (3.3)

va ky hiéu
r1,72,73,. .. (3.4)
12 nhiing s du tudng dng cta (3.3) khi chia cho m, nghia 13

ar=r, (modm),1<r.<m-—1.

Khi d6 s& lugng céc s6 trong (3.3) 1a v han, con nhiing sd 3 (3.4)
chi ¢6 thé nhan nhiing gid tri trong 1,2,3,...,m — 1 nén s6 lidng 1a
hitu han. Suy ra theo nguyén 1y Birichlé, giiia nhiing s6 du r; s& cé
it nhat hai s6 tring nhau; néi cach khdc ton tai hai chi s6 i va j vdi
i # j sao cho r; = r;. Khi d6 chiing ta c6 a’ = a/( mod m). Theo gia
thiét (a,m) = 1, v8ii # j ching ta nhin dudc '~/ = 1( mod m).

Chung ta c6 két luan ton tai s6 tu nhién [ sao cho ding thtic sau
day dung:

ad=1 (mod m) (3.5)

- S6 1 trong (3.5) khong xac dinh duy nhat, tham chi con ton tai
v6 58 sO tu nhién [ théa méan (3.5).

- Trong tridng hgp m = p 1a s6 nguyén t8, Fecma tim ra [ ¢4 thé
chon la s6 p — 1.
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-Trudng hdp m bat ky thi Ole chiing minh rang I ¢ thé chon la
ham chi s6 ctia m (ching ta khong xem xét van dé nay & day, doc
gia c6 thé tim trong bat cd cudn sach s6 hoc ndo). ©

> 3.8. Cho x1, X2, X3,... ld ddy vé han cdc s6 nguyén va k la mét sé
tu nhién bt ky. Chiing minh rdng ton tai ddy s6 gdm nhiing phdn tit
lién tiép ctia ddy, ma téng clia chiing chia hét cho k.

Loi giai. Chiing ta cé thé gidi han lai, gitia moi bo k phan tii lién
tiép ctia diy c6 thé€ chon dudc mét s6 phén tit cé tinh chdt mong
muon. P don gian ta xem xét k phan ti dau tién xq,x2, X3, . .., X
Chung ta xét tong

S1=x1,5 =x1+x,53=x1+x+x3,...,5=x1+x2+ -+ x;

Néu mot téng ndo dé trong sd trén chia hét cho k, thi bai to4n dudc
gidi. Ngudc lai, cic s6 S1,S5,...,S¢ (c6 s6 ludng k) khi chia cho k
dudc cac s6 dui 1,2,3,...,k — 1. Tl nguyén 1y Dirichlé suy ra c6 mot
cap chisdivaj, 1 <i<j<k macéicténgS; vaS;cho cing mét s8
du khi chia cho k. Khi d6 tdng c4c phan tii lién tiép Xig1 Xnt2, -+, Xj
cta ddy dé cho chia hét cho k, Vi xj11 + Xpi2 + - + X = Sj — S,

©

> 3.9. Cho ddy v6 han cdc chit s6. Chiing minh rang vdi moi s6 tu
nhién n, nguyén té cung nhau vdi 10, trong ddy v6 han trén ton tai
mét nhom chil s6 lién tiép, ma sé tao bdi cdc chit s6 trong nhém (viét
theo thif tu chi s6 Idn difng trudc) chia hét cho n.

Loi giai. Cho day céc chii s6 a1,4ay,...,a,,.... Ching ta xét cic s6
Ay =a1, Ay = @ay,..., Ay = Gply_1...01,..., App1 = Gyt ... 01
Vi s6 lugng nhiing s6 nay 1a n 4 1, con s& lidng kha ning chia s& du
khi chia chiing cho 7 14 n, nén theo nguyén ly Dirichlé ton tai it nhat
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hai s6 cho cling mot s6 du ta ky hiéu chiing 14 A; va A;, (i < j). Khi
do hiéu A; — A; chia hét cho n. Hay néi cach khéc

A]'—A,‘ =aj...01—4;...a1 = aj...ui_l.loj’i“
vi (1,10) = 1, nén ;... ;1 chia hét cho n. ©
> 3.10. Cho k la s6 nguyén dudng bdt ky va
X1,X2,c ., Xnyen.
- Yy, Y2, Yns- - .
la nhiing chudi s6 nguyén bdt ky. Chiing minh rang ton tai vo s6 cdp
chi s6'(i, ), vdi i < j sao cho mbi téng
Xigl + Xnt2 +  F X5 Yiv1 T Yni2 + 00 Y

déu chia hét cho k.

Loi gidi. Chi can chiing minh ring trong bd s6 k2 phan ti lién tiép
clia 2 day trén c6 thé chon dudc téng vdi tinh chat di chi ra. Vi vy
chidng ta chi quan tdm dén k? phén tl d4u tién cla cic chudi di cho.
Bing c4ch t6ng quat héa cach giai bai todn 3.8, 14y tong

S51=2x1,5 =x14+x2,S3=x1+x2+x3,...,52 =x1+ x4+ -+ x5
h=yyh=n+y,T=nt+tptys.  Te=yitp+ - +ye
Véi méi m = 1,2,3,...,k* dit tudng dng cip (Su, T,y) V4i cip
(RS, RT,;) cha nhiing s6 du, khi chia S, va T, cho k. Vi RS,
va RT,, 12 mot trong cac s6 0,1,2,...,k — 1, nén t& hop tat ca
cdc dang khac nhau (RS,, RT,) 1 khong qué k*>. Néu ton tai
mot chi s8 m, sao cho (RS, RT,,) trung vdi (0,0), thi moi téng
Sm=x1+x4 - +x,vaTy, =y +ys+- -+, déu chia hét cho
k. Vi néu khéng nhu vay, thi cdc cip s6 (RS, RT,), m = 1,2,....., k?
c6 nhiéu nhat 14 k> — 1 kha ning khic nhau. Nhing s6 ludng
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nhiing cip s6 nay 13 k2 suy ra c6 it nhit hai trong chiing bang
nhau. Néi cach khac, ton tai hai chi s8 i va j,saocho 1 < i <
j < k? va (RS;,RT;) = (RS;,RT}). Trong trudng hdp nay mdi s
Xig1+ Xpi2+ -+ % =S5 =SsYiv1 tYnr2t - +y =T =T,
déu chia hét cho k. ©

Chu y: Dy 1a bai todn téng qudt hda bai todn 3.8. M rong két
qua ndy cac ban hiy xem va lam bai tap 3.15.

3.3. Bdi tap

> 3.11. C6 ton tai lu thiia cta s6 3 ma céc chii s6 cudi cling clia né
la 0001 khong ?

> 3.12. Cho F 14 tap hiiu han nhiing s6 nguyén dudng va xq, xy, . ..
yXn, o VAYL,Y2, ..., Yn, ... la hai déy vb han nhiing phan ti thudc
F. Chting minh rang ton tai nhiing chi s8 i va j,i < j sao cho tich
cla Xi41, Xiy2, - -, Xj VA Yiy1,Yiyo, ..., yj 12 mot s6 ¢6 lily thita bac k.
>3.13. Cho uy, uy, ..., uy,...la diy nhiing s6 nguyén x4c dinh béng
cong thdc uy = 39,1y = 45, uy42 = u2 ; — uy(n > 1). Chiing minh
rang 1986 chia hét cho v6 s6 nhiing phan tii trong diy nay.

> 3.14. Cho k 1a mot s6 tu nhién. Day x4, X2, ..., X, . . . thda min cac

. . 1 e
dang thic xg = 0,x; = 1vax, = E(xnﬂ — Xy—1) V6i moi n > 1.

Chiing minh ring gitta nhiing s6 x1, 2, ..., 1986 tOn tai hai s6 ma
tich ctia ching chia hét cho tich 19.86.

> 3.15. Cho k 14 s6 nguyén dudng va

1 .1 1
X1, X0, ey Xy oo

2 .2 2
X1, X5, 0o, Xy e
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S S S
X1, X5, 0, Xy,

12 s ddy s6 nguyén. Khi d6 ton tai v6 han cac cip chi s8 (i,j), vdi
i < j sao cho cdc tong sau day

1 1 1
Xip1 T Xipp +0 X

déu chia hét cho k.



cHuonG 4
HINH HOC

4.1. Vidu

Trong s6 céc bai toan hinh hoc trong toan hoc t& hdp cé mot 16p
bai to4n giai béng phuong phap Pirichlé rat thuan tién va rd rang.
Ban doc c6 th€ tim thay nhiing cach gidi khac, nhung vi muc dich
chuyén dé phuong phap ching ta dang xét nén chiing ta chi khao
sat cac vi du sau.

> 4.1. Trong hinh vuéng vdi canh 1 don vi duidc chon 101 diém. Chiing
minh rdng cé ndm diém trong cdc diém dd chon c6 thé phit béi dudng

1
tron bdn kinh =

Loi giai. Chia hinh vuéng ra ra 25 hinh vuong con cé canh 0,2.
Nhiing hinh vuéng nay cé s6 lugng 25 va vi tit ca s6 diém da chon
12 101, thi it nhat ¢ mét hinh vudng nho chda it nhat 5 diém. Ma
\ 2 o o n N A 3 N 1 1
ban kinh dudng tron ngoai tiép hinh vuéng nho bang W NG < 2 ©

> 4.2. Chiing minh rdng trong moi khéi da dién 16i ton tai it nhdt hai
mdt c6 cung s6 canh.

Loi giai. Ky hiéu F 1a mit cé sd canh 18n nhat ctia khéi da dién. Néu
s6 canh ctia F 12 k, thi khoi da dién c6 it nhat k 4+ 1 mat (vi ¢6 k mit
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¢ canh chung véi F), con s ludng cic canh clia mdi mit 13 mot
trong cac sb 3,4,...,k. Theo nguyén ly Dirichlé c6 it nhat hai mit
c6 cling s6 canh. ©

> 4.3. Trong phdn trong clia mét hinh tron vdi dudng kinh 5 don vi,
ngudi ta chon bdt ky 10 diém. Ching minh rang it nhdt ¢6 hai diém
trong cdc diém da chon cé khoang cdch nho hon 2.

Loi giai. Chia dudng tron
thanh 8 ré quat bing nhau
v6i géc § tAm mdi ré quat 13
45° va dung dddng tron dong
thm C; vGi ban kinh 1. Ky
hiéu C,,Cs,..., C9 1a nhiing
hinh tli tdm ré quat tri di
phdn ma dudng tron C; da
chiém. C6é thé chlng minh
dudc bat cd hai diém nao
thuéc mot trong chin hinh

Hinh 4.1:

trén déu cé khoang cach nho
hon 2. That viy, néu hai di€ém roi vao dudng tron dong tAm thi
khoang céch gitia ching nho hon 2. Gia st hai diém A va B roi
vao mot CDEF trong s6 tam ré quat. Trén ban kinh OC va OD 14y
tudng ting hai diém A; va By sao cho OA; = OA; OB, = OB, nghia
14 AB < A;B; (theo dinh 1y ham cosin, b3i i AOB < A,0B;).
D& ¥ rang A;B; < max{A;D, A;E}. That viy diém B; nim trong
doan thing tao bdi hinh chiéu H clia A; trén OD va it nhat mot
trong hai diém D, E, chang han diém D. B3i vay hinh chiéu HD
ctia dudng xién A;D khong bé hon hinh chiéu HB; clia A;B; trén
OD. Nghia 1a A1B; < A;D. Ciing ching minh nhu trén ta cé
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DA; < max{DF,DC}, EA; < max{EF,EC}. Tu su danh gid
EF? < CD? = OC? + OD? — 2.0C.OD. cos 45°

25 2

215 — Lf <3,75< 4

va
EC? = FD? = OF%? + OD? — 20F.OD. cos 45°
25 52 51,4
=14+ Y270 —3,75 < 4

+7 5 <7, > 3,75 < 4,

ta duge AB < A1B; < max{DF, DC,EF,EC} < 2. ©

> 4.4. Gia st mbi diém trong mét mdt phdng dudc son bang mot trong
hai mdu do va xanh. Chifng minh rdng ¢é mét hinh chit nhdt nao dé
trong mdt phdng ma bén dinh ctia né ciing mdu.

Loi gidi. Dé thdy theo nguyén Iy

DPirichlé, mot tip bat ky 7 diém h P B “

ma son mot trong hai mau thi it
N g L N A A Qi Q Q3 Q4
nhat c6 4 diém cung mau. Trén

mot dudng thing ¢ 7 diém thi R, |Ra Rs R

chting ta phai c6 4 diém thing
hang cling mau, gid st dé 1a
Py, P, P3, Py c6 cing mau do. Ta Hinh 4.2:

chiéu nhiing di€m nay xudng hai dudng thing song song véi dudng
chtia ching tao ra (Q1, Q2, Qs, Q) va (R1, Ro, R3, Ry) tuong tng véi
(Py, Py, Ps, Py). Nhiing di€ém nay tao ra mot s6 hinh chii nhat, chting
ta chii ¥ dén cac hinh chii nhat c¢é dinh 14 P;,i = 1,2,3,4. Nhu vy
néu 2 diém bat ky ctia Q 1a do thi ta cé két qua mot hinh vuong
P;P;Q;Q; ¢6 dinh cling mAu. Tuong ty cho cdc di€ém R. Néu déng
thSi khong cé diém Q va R thdéa man tridng hop trén thi ¢ 3 (hoic
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hon) di#m Q nao dé va 3 diém R nio dé cé cting mau xanh. Nhung
trong bo ba nhu vAy phai ¢ cdp doi tao ra hinh chii nhat véi cac
dinh mAau xanh trong s6 cac di€ém Q va R. ©

> 4.5. Gia st mét ban cd hinh chit nhdt cé 4x7 6 vuéng dudc son den
hodc trdng. Chifng minh rdng vdi cdch son mdu bdt ky, trong ban cd
luén ton tai hinh chii nhdt gém cdc 6 vudéng, ma bén 6 & goc la cdc 6
cting mdu.

Loi giai. Ching ta ching
minh cho bai todn ban cG

3 x 7. Mau son mAau cé

thé x4y ra véi ban ¢S nay
c6 dang tlii 1 dén 8. Gia
st mot trong sd cic cot I

thudc dang 1. Bai toan sé s
dudc ching minh néu tat -

ca nhiing c6t con lai trong 4

6 c6t thudc cdc dang 1, 2, —
3, 4. Nhu vay gia st tat ca
cac cot con lai thudc dang
5, 6, 7, hodc 8. Khi dé theo nguyén ly Dirichlé hai trong s8 sau cot

Hinh 4.3:

c6 hai c6t cing mét dang va nhu vay bai todn cling dudc chiing
minh. Ching minh hoan todn tudng tui néu mot cot c¢6 dang 8. Gia
st khong ¢6 ¢dt nao trong 7 cdt ¢6 dang 1 hodc 8. Nhu viy ta ¢ 7
cOt vGi 6 dang. Theo nguyén ly Dirichlé c6 hai cot cing dang va bai
todn dudc ching minh ddy dd. ©

> 4.6. Ndm diém A, B,C, D, E ndm trong mot mdt phdng va toa dé
clia chiing la cdc s6 nguyén. Ching minh rdng trong s6 nhiing tam
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gidc ma dinh cila né la ba diém nao dd trong cdc diém nay, cé it nhdt
ba tam gidc vdi dién tich la cdc s6 nguyén.

Loi gidi. Ta c6 thé chdng minh rang néu mét trong céc toa dd clia
cac dinh tam gidc d4 cho thay d8i mét s6 chin, thi dién tich clia tam
giac cfing thay d6i mot s6 nguyén. Mot cach téng quat hon ta cé thé
khang dinh néu cac toa do dinh ctia mét tam gidc thay d6i mot sd
chin, thi dién tich clia né ciing thay d6i mot s6 nguyén. Vi vay, néu
dién tich clia tam gidc mdi nhan dudc 13 s6 nguyén, thi dién tich
tam gidc ban dau cfing 14 s6 nguyén (hay vé hinh va chiing minh).
Vi nhiing toa dé clia cdc di€ém da cho A, B,C, D, E 1a nhiing s6
nguyén, sau khi thém vao cac toa d6 nay nhiing s6 chan thich hdp,
thi mdi toa dd sé chi nhén cac gid tri 0 va 1. Do dé moi 5 diém d cho
tao nén bdi cac diém (0,0),(0,1),(1,0),(1,1). Ap dung nguyén ly
Dirichlé suy ra it nhat hai di€m trong cac diém A, B, C, D, E bién doi
thanh ciing mét diém trong {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}. Gia stt d6 1a
A, B. Chiing ta sé khing dinh dién tich cdc tam gidc ABC, ABD va
ABE 14 nhiing s6 nguyén. Thit viy, cdc tam gi4c nay bi bién thanh
doan théng (do A va B bién thanh cling mot diém) nén dién tich
anh ctia ching bang 0. V4y trudc khi bién déi, dién tich clia ching
phai 13 s& nguyén. ©

> 4.7. Trong mdt mdt phdng cho mét tdp hdp A c6 n diém (n > 2),
mét s6 cdp diém dudc ndi vdi nhau bang doan thdng. Ching minh
rdng trong A ¢6 it nhdt hai diém dudc néi vdi cing s6 ludng cdc diém
khdc thudc A.

Loi gidi. Vi moi di€m bat ky a thudc A ching ta ky hiéu S(a) 1a
s6 lugng nhiing di€ém clia A ma a néi thanh doan thang. Bai todn
muén khing dinh ring ton tai hai di€m khéc nhau a; va a, cla A
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ma S(a;) = S(ay). Chiing ta thdy ngay rang 0 < S(a) < n —1 véi
moi phan td a thudc A. Mit khdc, ciing khéng ton tai nhiing diém
x1 va x5 thude A, ma S(x;) = n —1va S(x) = 0. Bdi vi diéu nay
c6 nghia 1a di€m x; ndi véi tit ca cac diém con lai clia A, con x,
khong néi véi di€m nio cha A, din dén vé 1y. Céc s6 nguyén ti 0
dén n — 1 c6 s6 lugng 1a n. Vi 0 va n — 1 khong dong thdi 1a gia tri
viia S nén S nhan nhiéu nhat 14 #n — 1 gia tri. Bai toan dudc giai suy
ra ti nguyén ly Dirichlé. ©

> 4.8. Cho da gidc déu 100 canh ndi tiép trong dudng tron k. Mbi
dinh dudc gdn mét trong cdc s6'1,2, . ..,49. Chiing minh rdng trén k
ton tai hai cung AB va CD vdi cdc tinh chdt sau:

a) Cdc diém A, B, C va D la dinh ciia da gidc déu da cho.

b) Cdc ddy cung AB va CD song song vdi nhau

¢) Néu A,B,C va D ¢6 nhdn tuong ting la cdc s6 a,b,c,d thi a +b =
c+d.

Loi giai. Trong dudng tron k c6
ding 50 dudng kinh khac nhau ma
di€m cudi ctia dudng kinh 13 mot

dinh cta da gidc déu 100 canh da
cho. Néu PQ 1a mot trong s6 dudng
kinh d¢6 va dir nh P dugc gan nhan
p, con Q véi nhan g thi duong

kinh PQ tuong ing véi s6 nguyén

|p —q|. Rorang, 0 < |p —g| < 48.
Bang cich nay médi dudng kinh da Hinh 4.4

xét (tong s6 c6 50 tat ca) dude cho

tucng ting v8i mot trong cac s6 0,1,2,...,48. Suy ra c6 it nhat hai
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dudng kinh dudc dit tudng ing vdi cling mot so.

Ta ky hiéu dé 14 AB va CD, con céc dinh dudc gdn tiong ing
cdc nhin a,b,c,d. Khong mat tinh tdng quat ching ta cé thé gia
thiét ¢ < ava b < d. Khi d6 day cung AC va BD c6 cdc tinh chat
mong mudn. That vay, véi dudng kinh AC ching ta da dit tucng
ting v8i a — ¢, con BD ting v6i d — b va nhiing s6 nay bing nhau,
ching ta nhan digca —c = d — b hay la a+ b = ¢ + d. Ngoai ra,
td gidc ABCD la hinh vuéng, nén AB song song v4i CD (thdm chi
AB = CD). ©

> 4.9. Tdt cd cdc diém trong mét mdt phang dudc béi bdi n mdu
khdc nhau. Cho trudc 2" — 1 dudng tron dong tdm khdc nhau
ki,kz, ..., kon_q. Trong cdc dudng tron dung bdn kinh tudng ung
OA1,0A,,...,OAm_1 sao cho mbi cdp bdn kinh khéng ¢ diém
chung ndo khdc ngodi O. Chifng minh rdng tén tai mét dudng tron
ki, i=1,2,...,2" —1 sao cho trén nd va trén bdn kinh OA; ciia né ¢
nhiing diém tuong 1ing X; va Y;, ma chiing dudc béi cting mét mdu va
Y; khéng trung vdi O va A,.

Loi giai. Ky hiéu cdc mau da cho 14 ¢1,cy,...,c,. Ching ta sé tinh
s6 ludng céc t6 hdp khac nhau clia cdc mAu ma véi chiing cé thé
bdi miu cac diém trén mot hinh phiang. Moi tip con khic trong
{i1,ip,...,ix},1 < k < ncaathp hgp N = {1,2,...,n} tuong dng
véi t6 hgp mau {c;,, iy, ..., c; }. RS rang nhiing tap con khdc trong
khac nhau ctia N bang cdch ndy tudng dng vdi nhiing t6 hdp mau
khdc nhau. Ngoai ra, moi t6 hgp mau {c;,, ¢y, ..., c; } ¢6 thé€ nhin
dudc nhd xay dung tap con khac trong {iy, s, . .., i }. Suy ra, t6 hgp
nhiing mau ¢y, ¢y, . . ., ¢, ma vdi ching c6 thé bdi cac diém mot hinh
phing 13 tuong ing mot - mot véi nhiing tap hdp con khéc trong
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cia N = {1,2,...,n}. Nghia 13 s8 c4c t& hdp khac nhau cia mau
bang s6 cdc tp hdp con khac tréng clia N, cb tit ca 2" — 1 tAp hdp
nhd vay.

Trude tién ching ta gia thiét rang tén tai dudng tron k;,i =
1,2,..., 2" —1 ma muon bdi kin né phai dung tat cd cdc mau
€1,¢2,...,Cy. Khi d6 ching ta chon di€ém bat ky Y; 1a di€ém trong
ctia ban kinh OA;. Gia st Y; dudc bdi bang mAu ¢;. Nhung trén k; cé
it nhat mot di€m X;, dudc boi cling mau nhu vay, vi moi mau da cho
déu bt gip trén k;; vy bai todn dudc gidi trong trudng hop gia thiét
nay. Ta xét tridng hdp con lai: Gia st khéng cé duidng tron ndo ma
nhiing di€m ctia né dude boi mau véi toan bod t6 hdp cy, ¢, ..., Cpe
Khi d6 c6 tat ca 2" — 2 kha ning t8 hdp mau, vdi né cac diém dudc
béi cho cdc dudng tron kq, ko, ..., ko1 . BGivi2" —1 > 2" — 2 nén
c6 hai dudng tron k; va k;, i < j trén nd s& cé cing mot t& hdp mau.
Gia st k; 6 ban kinh 16n hon k;. Ky hiéu Y; 1a diém cit clia OA; va
k;. Trong trudng hgp d6 Y; nam trén k; va vi nhiing diém ctia k; va
k; dudc bodi véi ciing mot t8 hgp mau, trén k; ¢6 diém X; dude boi
cling mau vdi Y;. ©

> 4.10. Téng ctia dé dai mot s6 vectd trong mdt phdng la 4. Chiing
minh rdng tii nhiing vectd ndy ¢d thé chon mét s6 vectd ma téng do
dai ctia ching Idn hon 1.

Loi giai. Chting ta dua vao hé toa dd va xét vectd dai dién nhiing
vectd da cho tai di€m géc. Chiing ta chi€u nhiing vectd nay xudng
truc toa dd Ox va Oy. Vi mbi vectd c6 db dai nhd hon téng clia cac
dd dai hinh chiéu ctia né xudng hai truc;nén tong do dai ciia tat ca
hinh chiéu ctia cc vectd 16n hon 4. Khi d6 trén it nhat mot trong
4 ntia truc clia hé toa do tdng dd dai clia hinh chiéu s& 16n hon 1,
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diéu d6 c6 nghia 13 téng clia A6 dai ctia nhiing vectd tudng ting sé
16n hon 1. (46 dai hinh chiéu da 16n hon thi tit nhién dé dai vecto
ciing 16n hon.) ©

4.2. Bdi tap
> 4.11. Trong hinh vuéng véi canh 1 don vi cho 112 diém. Chiing

. M s I . AN 37 7 b 7 h) 2
minh rang it nhat hai trong s6 dé cé khoang cach nho hon =

> 4.12. (Pé thi Todn Olympic quéc t& 1an thd 25 nim 1984) Trong
mit phing cho hai di€m khéc nhau O va A. Véi mbi diém X thudc
mit phing khic O ching ta ky hiéu a(X) 1a dé do bing radian
clia géc AOX, do theo chiéu ngudc kim déng ho tii OA dén OX
(0 < a(X) < 2). Con ¢(X) la dudng tron tam O va ban kinh c6 do
X 7 A ~, N 2 A [y o
dai OX + aC()X)' Cho tride bo hitu han mau va méi diém trong mat
phing dudc bodi bang 1 trong s6 dé. Ching minh ring ton tai diém
X v6i a(Xy) > 0 va trén dddng tron c(X;) c6 it nhat 1 di€ém dudc
béi cting mau véi X;.

> 4.13. Trong mit phang cho n di€m, n > 7, sao cho khoang cich
mbi cip diém gitia ching 13 khic nhau. Mdi mét diém dudc ndi véi
diém gin né nhit. Chiing minh rang khéng cé di€m nao dudc néi
v6i nhiéu hon 5 diém khéc.

> 4.14. Chdng minh ring trong mot hinh tron ban kinh 1, khong
thé chon dudc qud nidm diém ma khoang cach gitia hai diém mot
16n hon 1.

> 4.15. Ngudi ta quang 120 hinh vudng c6 kich thudc 1 x 1 vao mét
hinh chit nhét kich thudc20 x 25. Ching minh ring véi moi cach sap
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xép cac hinh vuéng thi 3 trong hinh chii nhat vin con chd trong dé
dat mot hinh tron dudng kinh 1.



CHUGNG D
MG RONG NGUYEN LY DIRICHLE

5.1. Nguyén ly Dirichlé md réng

Cho A 1a tap hitu han nhiing phan td, ky hiéu s(A) 14 s6 ludng
cc phan ti thuéc A. Nguyén ly Dirichlé ¢6 thé md rong nhu sau:

Néu A va B 1a nhiing tap hdp hiiu han va s(A) > k.s(B), &
day k 12 mét s6 tu nhién nao dé va néu médi phén tii clia A cho
tiong dng v4i mot phan tli nao d6 cha B, thi ton tai it nhat k + 1
phan tii cla A ma chiing tidng ing v4i cing mot phan tii clia
B

Thét véy, trudng hdp k = 1 1a nguyén ly Dirichlé ma ta da xét
trong cac bai tap tlii ddu tdi gis. P& chiing minh ménh dé trén chiing
ta gia st mdi phén ti clia B chi tudng ting véi nhiéu nhat k phén ti
clia A. Khi d6 s(A) < k.s(B) tréi véi gia thiét s(A) > k.s(B).

Chu y. Ngay tli nhiing chuidng dau nguyén 1y nay da dudc st
dung vdi c4ch chiing minh tuong tu nhu trén. P& tiép tuc hiéu sau
thém nguyén ly & dang mdi chiing ta xét mot loat bai todn dién
hinh.
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5.2. Vidu

> 5.1. Trong mot hinh vudng ¢6 canh bdng 1 ta chon bdt ky 51 diém.

Chiing minh rdng it nhdt c6 ba diém trong s6' dé ndm trong mét hinh
vuéng cd canh 0,2.

Loi giai. Ching ta chia hinh vuéng thanh 25 hinh vudng con cé
canh 0,2 bang cic dudng thing song song véi cdc canh clia hinh
vubng.Néu gia su rang mbi hinh vudng vita nhan dude chida khong
qud 2 di€m thi tat ca cdc di€m trong hinh vuéng 16n s& c6 s6 diém
nhiéu nhat 14 2 x 25 = 50 d4n dén vo 1y. ©

> 5.2. Tdt cd 9 canh va 27 dudng chéo ctia mét hinh chdp ddy da gidc
9 dinh dudc bdi son: mét s6 béi son do, con lai béi son xanh. Chiing
minh rdng ton tai ba dinh ctia hinh chdp, ma chiing la nhiing dinh
ctia mét hinh tam gidc vdi cdc canh dudc son ciing mét mdu.

Loi gidi. 9 canh bén clia hinh chép dudc son bang hai mu. Vi 9 >
4.2, tli nguyén Iy md rong trén suy ra it nhat ¢ 5 canh bén dudc boi
ciing mot mau. Gid st d6 12 SA;, SA,, SAz,SA4, SAs dude bdi cling
mau db, § day S 1a dinh hinh chép. Khéng anh hudng tdi két lusn
bai todn chiing ta gia sl cac di€m Aq, Ay, As, Ay, As dudce sip x&p
theo chiéu ngudc kim déng hé. ft nhat mét trong cic canh ciia ngii
gi4c 12 duong chéo cua da gidc ddy; gia st d6 1a A;A,. Ching ta
xét tam gidc A; Ay A4. Nhiing canh cia né 1a cac dudng chéo ctia da
giac day (do cach xép trén) va suy ra ching dudc bdi son.Néu tat ca
cdc canh A;Aj, AyAy, AyA; 12 mau xanh thi bai todn da giai xong.
Trudng hop ngudc lai mot trong cac canh A; Ay, Ar Ay, A4A; 1a mau
dod, gia sti d6 1a A;A;. Khi d6 cdc canh clia tam gide SA; A, 1A mau

do. ©
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> 5.3. Chiing minh rdng trong moi da gidc 16i vdi s6 canh chdn tén
tai dudng chéo khéng song song vdi mét canh nao ciia da gidc.

\, ) N V1A d
Loi giai. Bang qui nap ta c6 thé dé J —t .
chiing minh dudc moi da gidc vdi n 2

—=3) L. , -

canh co n(n—3) duong chéo.

’ 2 dl(_‘l

Bay gid chiing ta xét da gidc 16i bat

ky P ¢6 2k canh véi k(> 2) 1a mdt s6 N
nguyeén. Hinh 5.1:

Gia st mbi dudng chéo cha P song song véi mét canh nio dé
ctia P. Khi d6 mbi dudng chéo d cé thé cho tuong ting véi canh song
song vdi d. Ky hiéu s 1 s6 cac dudng chéo chiing ta c6
5= 2K2k=3) k(2k — 3)
=2k(k—2)+k> (k—2).2k.

Nhu vay theo nguyén ly Dirichlé md rdng suy ra ton tai k — 1
duong chéo di,d,,...,ds_; cha da gidec P ma ching tidng ting véi
cling mdt canh a cua da gidc, nghia 14 a,dq,dy, .. .,dr_; song song
v8i nhau. Suy ra cdc dudng chéo dq,dy,...,dr_; cing nim trong
mét nla mit phang xac dinh bdi canh a vi P 1a da gidc 16i (hinh vé).
Ngoaira dq,dy,...,dr_1 va a la nhiing doan thang khac nhau va bdi
vi s6 lugng cha ching 14 k, mdi dinh cia da gidc P 1a diém d4u cla
mdt doan nao dé trong chiing. Khéng anh hudng dén két qua chiing
minh ta gia thiét d; 1a doan xa nhat doi vdi a trong cac dudng chéo
di,dy, ..., dr_;. Khi d6 tli 1y luan trén suy ra rang da gidc P nim
toan bd trong mdt niia mit phang xac dinh bdi d;. Piéu nay trai véi
tinh 18i ctia da gidc P. ©

> 5.4. Trong mdt phdng cho 6 diém. Mbi doan thdng néi tiing cdp
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diém dudc béi mdu do hodc xanh. Chiing minh rang ba diém trong s6
cdc diém la dinh cia mét tam gidc, ma cdc canh cuia né duigc béi ciing
mot mdu.

Loi giai. Ky hiéu A 1a mot trong cdc di€ém da cho va xét ndm doan
thing, c6 dinh chung 14 A. Nhiing doan thing nay dudc son hai
mAau va vi 5=2.2+1, suy ra tlii nguyén 1y Dirichlé mé rong ching
ta c6 it nhat ba doan cling mau. Gia st dé 1a AB;, AB,, AB; mau
xanh. Néu mot vai doan thang BB, BB, B3B; 14 xanh thi ton tai
mot tam gidc vdi ba canh xanh va c6 dinh 12 A. Néu ba doan thing
B1B,, BoB3, B3B; 1 dd, thi mot tam gidc thdoa man dé todn da ra 1a
B1B,Bs (cac canh déu mAu do). ©

> 5.5. Cho ddy v6 han cdc s6 tu nhién uq, o, . . ., Uy, . . . dudc xdc dinh
theo céng thiic sau u; = 3,uy 1 = M+ Du, —n+1,n=1,2,...
Cho n s6 tu nhién bdt ky va tdp hdp M gém u,, diém sao cho khéng
¢6 ba diém ndo thdng hang. Méi doan thdng néi hai diém khdc nhau
trong M dudc bbi son bang mét trong n mdu dd cho. Khi d6 ton tai 3
diém trong M la dinh ctia mét tam gidc dong mdu.

Loi gidi. Chiing minh bang qui nap theo n. Véi n = 1 chiing ta c6
u; = 3 va két luan 14 hién nhién. Vi n = 2 tli cong thiic tinh dudc
up = 6, day 1a tridng hdp ta da chiing minh & bai trén. Gia si bai
todn vdi u, di€ém va cac doan thang ndi dudc bdi bdi n mau, cé mot
tam gidc v8i cac canh cling mau. Bay gio ta xét u, . di€ém bat ky, ma
dudng noi gilia ching dude bdi bing 1 + 1 mau: ¢y, ¢y, . . ., Cuiq. LAY
A 12 mot trong c4c diém trén. Diém nay cé thé ndi véi cac diém con
lai dudc u, 1 — 1 doan thing bdi mAu. Mit khac do cong thiic hoi
quiu,1—1= (n+1)(u, —1)+ 1, nhu vay theo nguyén ly Dirichlé
m3 rong it nhat 1, doan thing cé chung dinh A dudc bdi cling mau.
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Gia st ABy, AB,, ... , AB,,,, dudc bdi cung mau, chéng han mau c;.
Nhiing kha ning cé thé xay ra nhu sau:

a) Néu mét trong cac doan thing ndi giiia cac diém By, B, ...
, B,,, theo tiing cip dudc bbi bang mau c; thi ton tai tam gidc déng
mau c6 dinh A. Céc canh clia tam gidc ndy son mau c;.

b) Khéng cé mét doan nio trong cic doan thang ndi gilla cac
di€ém By, By, ..., B,, dudc son mau c;. Khi d6 4p dung qui nap todn
hoc cho nhiing diém By, By, ..., B,,. Piéu nay cé th€ dudc vi tat ca
cac doan thing di néi dudc boi son n mau cy,c3,...cyeq. Trong
tridng hdp ndy ta ciing din dén két ludn ton tai mot tam gidc ddng
mau. ©

> 5.6. Cho s6 hang ctia ddy u, dudc dinh nghia nhu bai trudc. Tap
hop nhiing s6 tu nhién tii 1 dén u, — 1 dudc phdn chia bdng phudng
phdp bdt ky vao n tdp hop con, ma tiing déi mét khdéng cé phdn tit
chung. Chiing minh rdng tén tai hai s6 ctia cting mét tdp hdp con, ma
téng clia chiing ciing nam trong tdp hdp con ndy ; hodc la tdn tai mot
s6 trong mét tdp hop con ndao dé, ma sau khi nhdn déi van thudc tdp
hdp con nay.

Loi giai. Ky hiéu nhiing tdp hop con di cho 14 14 A, A, ..., A,.
Chting ta xét tap hdp bat ky M gom u,, di€m, ma chiing dudc ddnh
s& bang phudng phép nio dé trong cac s6 0,1,2,...,u, — 1. Ching
ta b6i mAu nhiing doan thing néi cdc diém trong M bing n miu
€1,Ca,...,Cy theo cach sau: Poan thing néi cic diém thd i va j, véi
i > j dudc son bang mAu ¢ khi va chi khi hiéu i — j thudc tip hdp
Ay. Theo bai todn trudc 5.5 ba diém nao d6 caa M la dinh cta mot
tam gidc cung mau. Gia st cdc di€m nay 1a i,j,k vai > j > k. Khi
d6 cacsdi—j,j—kvai—k= (i—j)+ (j — k) nam trong cling mot
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tap hop As va ching cé cdc tinh chat ta can tim. ©

> 5.7. Trong mdt phdng c6 dinh hé toa do Oxy. Chung ta xét tdp hop
R gém nhiing diém vdi toa dé (x,y), & day x,y la nhiing s6 nguyén
va1l < x < 12,1 <y < 10. Mbi diém nay dugc son bang mét mdu
trdng, xanh hodc do. Chifng minh rdng ton tai hinh chit nhdt ¢d cdc
canh song song vdi cdc truc toa do, ma dinh ctia né la nhiing diém cia
R dudc son cting mét mdu.

Ldi gidi. Trong chiing minh ta duing hai khang dinh sau:
a) Néu X 13 tap hitu han véi n phan td, thi s6 ludng tap hdp con

(n-1)

clia X gbm cdc cdp phan ti {x,y}, vdix € X,y € X 1a n 5
b) Moi s6 duong bat ky x1,xs,...,x, déu thdoa min bat ding
thtc

X2+ x5 4+ X3 >(x1+x2+---—|—xn)2
2 = 2

DAu bang chi x&y rakhi x; = x, = ... = x,,.

Trd lai bai todn dang xét, vi tdng s6 cac diém ta xét 1 120, nén
it nhat ¢6 40 di€m dudc boi cling mau, gia st 14 mau do. VSi mbi
i =1,2,...,12 ching ta ky hiéu /; 1a dudng thang di qua di€m (i,0)
va song song vdi truc Oy. Néu trén [; cé n; di€m do, i = 1,2,...,12,

ny +ny + -+ -+ nyp > 40. Ngoai ra ti n; diém cé thé tao ra cac cip

7 , n:(n;, — 1
déi dudce sap c6 so lugng M

(ni —1)
2

2 . 4 n;
ton tai ding —

.Nghialavéimbii =1,2,...,12

cdp s6 nguyén {ji,j»} thda man 1 < j; <
10,1 < j, < 10 va cac di€m {i,j; } va {i,j»} 1a do. Mt khéc s6 ligng
clia tit ca cip nhiing s8 nguyén {ji, o} vdi1 < j; < 10,1 <j, <10
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bing 100-1) _ 45. Chiing ta phai chiing minh rang tong cac s&
n (1’11 — 1) 7’12(1’12 — 1) 1’112(1’112 — 1)

SR R >
16n hon 45. Tii d6 suy ra ton tai nhiing chi s6 khac nhau i; va i, v6i
1 <i; <ip < 12vacdp s6nguyén {j1,j} v8i1l <j; <10,1 < jp <
10 sao cho 4 di€m {iy,j1},{i1, j2}, {i2, j1}, {i2, jo} 1& do. BSi nhiing
di€ém nay 14 dinh cta hinh chii nhét véi cdc canh song song vdi truc
toa do, nhu vy bai toan dudc ching minh.

Nhu vay, ta chi con phai chiing minh

onp(ng—=1)  np(np—1) nyp(npp —1)
S = > > + — 5 > 45
St dung bat ding thic b)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S == )2 - - N2 — - = -
1 1, 1, 1, 1
= 2((”1 2) + (12 2) + o+ (n12 2) ) 122
1 1 1
(m—35)+Mm2—5)+ -+ (nm2— )
2 12 2
1 1, 3
= ﬂ((”l‘i‘nz—f— + n17) 125) 5
1 , 3 342 3
> — — = _Z
=500 5 =5 3>
ving +np+ -+ npp > 40. ®)

> 5.8. (Bdi thi Olympic todn quéc té ldn thif 20, 1978) Mot héi todn
hoc bao gém cdc thanh vién & 6 nudc. Danh sdch cdc héi vién gom
1978 ngudi dudc ddnh s6 bdo danh tit 1 dén 1978. Chiing minh rdng
ton tai it nhdt moét hoi vién cé s6 bdo danh gdp déi s6 bdo danh ctia
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mét hoi vién khdc cung nuidc, hodc bang téng hai s6 bdo danh cta hai
héi vién ciing mét nudc vdi minh.

Loi giai. Ti 329.6 < 1978 suy ra mot trong cdc nuide (ky hiéu 1a
A) c6 khong it hon 330 dai biéu trong hoi va chiing ta cé thé viét
s6 bdo danh a; < 4y < ... < azz < ... Chiing ta xét nhiing hiéu
Xj = aso —a;,i = 1,2,...329. Néu c6 mot sd x; ndo dé truing véi a
(s6 bdo danh clia mot daj i bi€u cua A) thi chiing ta ¢6 a0 = a; + a;,
bai todn da chling minh xong. Néu x; # a; v6i moi i, j, thi s6 x; 12
s6 bdo danh cia mot s8 da i bi€u thudc 5 nuidc con lai. By gid,
Vi 65.5 < 329 , thi it nhat c6 mot trong nidm nudc nay (ky hiéu la
B) sé c6 khong it hon 66 thanh vién, ma s6 b4o danh cta ho 1a
mot trong cc s8 x1,X2,...,X39. Cho cdc s6 dé1a by < by < by <
v < bee < ...V b = xp,i =1,2,...,66. Chung ta lai xét hiéu
yi = bes — b;, i = 1,2,...,65 Néu mot hiéu nao dé trung véi sd bdo
danh b; chia mot dai bi€u clia B thi bes = b; + bj. Néu vdi hai s6 i
va k nao do ching ta c6 y; = a, thi ay = beg — bj = X, — Xy, =
330 — Ang, — (330 — An,) = An, — An,, hodc 12 a,, = a,,, + ar. Néu hai
trudng hop trén khong xay ra, thi nhiing s6 niy sé 1a sd bdo danh
ctia dai bi€u 4 nudc con lai va suy ra it nhat mot trong cac nudc nay
c6 s6 hoi vién it nhat 1 17 véi s6 b4o danh y;. Tiép tuc qud trinh
nhu vay va lap lai ly ludn trén ching ta c6 két luan cla bai todn. ©

> 5.9. (Pé thi Todn vé dich nudc Anh, 1978) Mot hinh ldp phuong cé
canh bang 15 chifa 11.000 diém. Chiing minh rang cé mét hinh cdu
bdn kinh bang don vi chifa it nhdt 6 diém trong s6 11.000 diém da
cho.

Loi gidi. Chia mbi canh cfia hinh l4p phuong thanh 13 phén béng
nhau, thé thi hinh 1ap phuong ban ddu dudc chia thanh 13% = 2187
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hinh 1ap phuong nhd. Vi hinh 1ap phuong ban ddu chia 11.000
di€m, nén ton tai mot hinh 14p phuong nho chda it nhat 6 diém.

Dé thdy canh cda hinh 14p phudng nhd 1a %, do do6 ban kinh hinh

. . > 1 15 1 /675
AN . LAY A A \ — - 2 —
cau ngoai tiép hinh 14p phudng nho la r 5 \/ 3( 1 3) >\ 169 <

1 7 1 N N o s
5 % = E\/i = 1. Vay: Ton tai moét hinh cau bdn kinh 1 chua it
nhat 6 diém trong 11.000 diém da cho. ©

> 5.10. Trong mit phing cho mét s6 hitu han di€ém, mét s6 trong
ching dudc néi lai bang doan thing. Ching ta néi rang mot day
e1,e,...,ey ti cdc doan thing dude noi 1a mot day chuyén, néu
moi cip doan thang lién nhau e; va e;;q c6 chung mot ddu muit,
i=1,2,...,m—1.S6 ludng m nhiing doan thang trong diy chuyén
goi 14 d6 dai cia né. Chung ta xét bai todn:

Cho n diém, tit cdc diém nay dung nhiing doan thdng, s6 luong doan
thdng dd dung la q. Gia st nhiing doan thdng dudc ddnh s6 mét cdch
bdt ky bang cdcs6'1,2, ..., g. Khi d6 trong cdch tao hinh nhu vdy tén
tai mét ddy chuyén vdi d6 dai nho nhdt la 2n—q, trén ddy chuyén nay
cdc s6'1ing vdi nhiing doan thdng thanh phdn ldp nén mét ddy s6 giam
ngat.

Ldi giai. Goi G 14 cAu hinh bat ky ctia nhiing di€ém va doan thing,
ma ching dude ddnh s6 bing s6 tu nhién nhu dé bai di ra. Vi moi
v thudc G chiing ta ky hiéu Lg(v) 1a d6 dai cia day chuyén dai nhat
trong G, ma né bit ddu tli v va gidm din. Bing phudng phap qui
nap ching ta sé chiing minh bat dang thiic sau dudc thda man

Lg(v1) + Lg(v2) + -+ -+ Lg(vy) >2q (5.1)
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§ day vy, vy, ..., v, 12 tat A cac di€ém thudc G. Két luan phai chiing
minh suy ra ti (5.1) theo nguyén ly Dirichlé md& rong: Mot trong
cac s8 Lg(v1), Lg(v2),. .., Le(v,) 16n hon hodc bang zn—q, nhd vay
ton tai day chuyén véi tinh chat da chi ra. Do dé chi con phai chiing
minh (5.1) dudc thdéa mén véi n diém clia G va g doan thang dudc
danh s6 nhu m6 ta § ddu bai. Bang qui nap v6i ¢ = 1 bit dang
thic (5.1) 14 hién nhién. Gia st (5.1) thdoa méan cho moi cdu hinh
v6i g — 1 doan thdng va ching ta xem xét cau hinh vdi n diém va
g doan thang. N&u doan thang ky hiéu 1a g ndi véi hai diém v; va
v; thi ching ta bd doan thing nay va nhan dudc cdu hinh G’ clia n
diém va g — 1 doan thang. V&i cdu hinh nay theo qui nap chiing ta
¢6 Lo (v1) + Lo (v2) + -+ - + Lo (vn) > 2(g — 1). Béy gio ching ta
xét diém v;. Day chuyén giam dAn xuat phét tit x; ¢6 do dai Lg: (v)),
va nhiing doan thing trong day chuyén nay dudc ky hiéu bdi nhiing
s6 nao dé trong day 1,2,...,q — 1. Néu néi thém vao day chuyén
mot doan thang cé ky hiéu g chiing ta sé nhan dude day chuyén
giam vdi di€m diu v; va v6i dd dai Ls(v;) + 1. Theo dinh nghia
ctia Lg(v;) ching ta c6 Lg(v;) > L/ (v;) + 1. Bang mot cach ching
minh hoan toan tudng tu ching ta cfing chiing minh duge Ls(v;) >
L (v;) + 1. Mét khéc, Lg(vx) = Lo (vx) v6i moi diém vy thude G
ma né khéc v; va v;. Suy ra, Lg(v1) + Lg(v2) + - + Lg(va) >
Lo/(v1) + Lo(v2) + -+ + Lo (vn) +2>2(g—1) +2 = 2g. ©

5.3. Bai tap

> 5.11. (Dé thi v6 dich Ao - Balan, 1978) Cho 1978 tap hdp, méi
tAp hop c6 40 phén ti. Biét ring hai tip hdp bat ky ¢ ding mét
phén tit chung. Chdng minh ring, ton tai mét phan td thudc tit ca
1978 tap hgp trén.
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> 5.12. Ching minh rang moi tip hdp chiia 55 s& chon dudc tii tip
hop s6 {1,2,3,...,100} chiia hai s6 ma hiéu clia chiing bang 9.

> 5.13. Cho 7 14 s6 tu nhién. Cho n tap hdp con Ay, As, ..., A, clia
mit phing véi tinh chat: véi moi i = 1,2,...,n ton tai n + 1 phép
tinh tién sao cho c4c anh clia A; qua cac phép tinh tién tling d6i mot
khéng 6 di€m chung. Chiing minh rang ton tai mét diém trén mit
phéng, khéng ndm trong b4t cti tAp hop A; ndo, i =1,2,...,n.

> 5.14. Trong phan trong ctia mot tam gidc déu véi canh dai 15 don
vi, chting ta chon bang phudng phép bat ky 111 diém. Ching minh
rang ton tai hinh tron v8i dudng kinh +/3, ma né phil it nhat 3 diém
trong s& nhiing di€ém da chon & trén.

> 5.15. (Dé thi vd dich Quéc gia Bungari, 1977) Trong mot nhém
ngudi, hai ngudi X va Y goi 13 quen nhau gidn tiép, néu ho truc
tiép quen nhau, hodc 14 néu ton tai mot day truyén nhiing ngudi
Z1,25,...,Z, sao cho X va Z; quen nhau, Z; va Z; quen nhau,...
, Zp va Y quen nhau. Cho biét nhém d6 gém 134 ngudi, con giila
mbi nhém nhod 8 ngudi tii nhém da biét it nhit ¢ hai ngudi quen
gian tiép. Chlng minh rang c6 mét nhém nhd 12 ngudi trong nhém
ngudi da biét, ma moi cip hai ngudi trong nhém nhd nay déu quen
nhau gian tiép.
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cHUoNG 6
BAI TAP & HOC NANG CAO

6.1. Pinh Iy cd ban clia sé hoc

Trong ly thuyét s& hoc ¢d s§ ¢6 mot dinh 1y cd ban:

Moi s6 tu nhién Idn hon mét déu ¢ thé phdn tich ra tich cdc thia
s6 nguyén t6 va phan tich dé la duy nhdt néu ta khoéng dé'y dén thit
tu ctia cdc thiia sé.

Cho p1,pa,...,pn 12 nhiing s6 nguyén t6 khic nhau. Trong
chuiong ndy ching ta xét mot s6 két luan vé vé tip hdp M cia
cac s6 tu nhién ma né ¢ thé phan tich ra céc thiia s6 nam trong
{p1,p2, ..., Pn}. Moi s8 x chia M c6 thé bi€u dién dudi dang

1,42 o
x=p{'ps...p
§ day aq, ay, . .., a, 1 cac s6 nguyén khong am.

6.2. Vidu
> 6.1. Ti tdp hdp M chon mét cdch bdt ky 2" + 1 s6. Chiing minh
rdng ton tai hai s6 trong tdp viia chon ma tich clia chiing la mét s6’
chinh phuong.

Loi giai. Nhan xét rang mot s6 ty nhién x = pi'ps2...ps" 14 s8
chinh phuong khi va chi khi tit ca cic s6 mii déu chin. Chiing ta
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biéu dién moi s& da chon véi dang & trén va cho tudng ting vdi bd
n-s6 (&1, @, ..., &y,), 8 ddy &, ®, ..., %, 12 céc s6 du clia cac s& mil
tuong dng &y, &, ..., &, khi chia cho 2. R6 rang &; = 0 hodc&; = 1
véimoii =1,2,...,n. Vay (&y,&y,...,%,) 1a bd x&p thd tu n s6 gom
s6 0 va 1. Theo ly thuyét t6 hdp, tat ca n-bo nhu vy cé s ludng
12 2", con cac s6 ta dang xét cé s6 ludng 1a 2" 4 1. Nhu vay it nhat
6 2 s6 trong chiing ¢6 cling b sip xép gdm s6 0 va s6 1 gidng
nhau. Gia st cdc s6 d6 1a x = p“plz ... plo vay = pi' ph2 .. phr véi
ching ¢6 (@1, &, ..., &) = (B, By ---,B,)- Ding thiic sau ciing c6
nghiala®, = B;,i = 1,2,...,n . Do d6 cdc s6 mil &; va B; c6 cung
tinh chan 1é nhu nhau véi bat ky i = 1,2,...,n. Khi dé a; + 1,

&y + Ba, ..., 0 + By, 1a cac s& chan va theo nhan xét ban dAau tich

xy = (P p5t ) (PP pit) = Py P diing

12 56 chinh phuong. ©
b 6.2. Chiing minh rang giita n + 1 s6 trong tdp hdp M c6 thé chon
dudc mét vai s6 ma tich ctia chiing ld mét s6 chinh phuong.

Loi giai. Cho x1,x,...,x, 12 nhiing s& bat ky ctia M. Véi mbi tap
con khéc trong {iy,is,..., i} cha tap hdp {1,2,...n + 1}, ching ta
X€t CAC Xj,, Xiy, - - -, Xj, (tit nhién s6 nay ciing thude M). Bidu dién céc
s6 nay theo dang chudn vi médi tip hdp con {iy, i, ..., i} cho tudng
ling véi n-bd (2y,ay,...,&%,) , 8 day &y, &y, ..., &%, 12 cdc s6 du cha
cdc s& mil tudng dng aq,ay, . ..,a, khi chia cho 2. Nhung s6 lugng
nhiing tip con khéc réng ctia {1,2,...,n +1} 1a 2"*1 — 1, con s6
ludng céc n-bd sip gém nhiing s6 0 va 1 13 2". Suy ra ton tai nhiing
tap hdp con khéc tréng khac nhau {iy,iy,...,ix} va {ji,jo, -, ji}
ctia {1,2,...,n+1}, ma ching tudng ting véi cting mét n-bo sap clia

nhiing s6 du. Piéu ndy c6 nghia 1a néu x; x;, ... x; = py'p52... "

> , L — B1 B2 B P4 N ~ N T ,
Va XjXj,...Xj, = Py p5 -..py" thicdc s6 mil «; va B; c6 cung tinh



6.2. Vidu 57

chin 1é v8i i = 1,2,...,k. DPiéu nay c6 nghia 1a tich cta nhiing
s Xiy, Xiy, - -+, Xig, Xji, X, - - -, Xj, 1& chinh phdong. Néu {iy, s, ..., i}
va {j1,ja, ..., ji} khong cé phan td chung, thi bai toan da dudc giai.
Trudng hdp ngudc lai, trong P = x; x;, ... x; X}, X}, ... Xj, 1dp lai ding
nhiing s8 x;, ma s thudc {i1,ip,...,ix} va {j1,j2,.--,ji}. Ching ta
loai trii trong P tit ca c4c nhiing x,; nhu vay va nhan dudc tich cha
vai s6 trong 6 X1, X2, ..., X,+1 Ma né ding 1a chinh phudng. ©

> 6.3. Chifng minh rdng gitta moi 3.2" + 1 s6 tit tdp hdp M c6 thé
chon dudc 4 s6 ma tich ciia chiing la lily thiia bac bén ciia mét sé.

Loi giai. Vi 32" +1 > 2" + 1 gitia nhiing s6 da chon theo bai 6.1
c6 hai s6 ma tich cta chiing 12 mét s6 chinh phudng. Té4ch hai s6
trén ra thi con lai 3.2" — 1 s6 va 4p dung tiép 6.1 cho hai s6 nifa ma

tich ctia chiing 13 s6 chinh phudng. Chiing ta cé thé lip lai qud trinh

(32" —1) — (2" +1)

nay it nhat = 2" 41 14n. Gia st chiing ta nhan

dudc 2" +1 cip (x1,11), (x2,92), . .., V6i x;y; 12 céc s6 chinh phuong,
i =1,2,...,2" + 1. Cht y rang theo c4ch chon trén thi céc cip s6
(x1,v1), (x2,2), ..., (x2n 11, yon 11) tiing d6i mot khdc nhau. Pén day
suy ra céac s6 VX1, \/X2Y2, - - ., \/X2n {12011 la nhiing s6 nguyén va
thuéc M. Khi d6 4p dung mét 14n nita 6.1 chi ra rang tich ctia hai s&
nao do trong chung la chinh phudng. Nhu vay x;y;x;y; = t* nghia 1a
tich ctia 4 s6 tiing d6i mét khéc nhau x;, y;, x;,y; 1 liy thita bac bon
clia mot so. ©

> 6.4. Cho p la mét s6 nguyén t6'le va aq,ao, . .. (pn la nhiing s6 tu
nhién khdc nhau nhd hon p. Chiing minh rdng vdi moi s6 tu nhién
r nhé hon p, ton tai hai s6 (c6 thé bing nhaw) a; va aj, ma tich clia
chiing khi chia cho p cd s6 du diing la r.



58 Chuidng 6. Bai tip s6 hoc nang cao

Loi gidi. Ap dung mét dinh ly trong 1y thuyét s& cd s3: Néu a va b
14 hai s& nguyén t6 cling nhau, thi ton tai moét sd nguyén x sao cho
ax =1 (mod b).

Véimdii = 1,2,. ..,pTH, cdc s6 a; va p 1a nguyén t& cung
nhau, vi1 < a; < p — 1 va p 1 s6 nguyén t6. Ap dung dinh 1y viia
phéat biéu trén, ton tai cdc s6 nguyén by, by, ..., b r1 520 cho véi moi
i=12,..., pTH cic ding thidc sau déu thda man

aib;=1 (mod p) (6.1)
Chiing ta xét diy s6 aj,as,. .. ,a,,TH,rbl,rbz, .. .,rb,,TH. Chung ta co
tdt cA p + 1 s8 sao cho it nhat hai s8 trong ching khi chia cho p
c6 cling mot s& du. Theo gia thiét cac s6 a1, ay,...,4a b khac nhau
hoan toan va nhd hon p. Suy ra s6 du clia ching theo m6dd un p
14 khac nhau. Vi r 13 s6 nguyén t8 cling nhau vdi p, nén dé dang
chting minh dudc rang cdc s6 rby, rby, . .., rb p cho s6 du hoan toan
khéc nhau khi chia cho p. Nghia 1 chi ton tai hai chi s6 i va j sao
cho a; = rb; (mod p). Tt (6.1) ching ta nhan dudc a;a; = rbja; =
r1=r (mod p). ©

> 6.5. B6 dé Tue: Cho n la s6 tu nhién Ién hon 1 va a la s6 nguyén
t6 ciing nhau vdi n. Khi d¢ tén tai cdc s6 nguyén x va y, ma chiing
thba mdn phuong trinh ax = y (mod n) va cdc bdt phuong trinh

1<x<[vn]1< |yl <[Vnl.

Ldi gidi. Chiing ta xét tat c cac s6 c6 dang au — v, § day u va v chay
doc 1ap nhau trong cécs6 0,1,2,. .., [/n]. SO lugng tat ca céc s6 d6
1a ([\/n] +1)%. Suyra s6 nay1én hon n vi ([v/n] +1)% > (/n)? = n.
Bdi c6 ding n s& du khac nhau theo médun 7, nén ton tai hai cip
s6 khéc nhau (uy,v1), (u2,v2) til cdc s6 nguyén sao cho 1 < u; <
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[Vn],1 < v; < [v/n],i = 1,2 vaauy —v; = aup — vy (mod n).
Dé dang chdng minh dude v, khac v,. Thét vy, néu ngudc lai thi
auy = au, (mod n),suy ra u; = up (mod n), do a 1a s& nguyén t&
cung nhau vdi n. Mit khéc, 11, 1> 13 cac s6 tu nhién nho hon n. Nhu
vay dang thiic sau cting chi ¢ mét kha ning duy nhat 1; = u,. Do
dé cap (u1,v1), (12, v2) trung nhau, trdi véi cach chon trén. Nhu vay
u1 va u, cling phai khac nhau. C6 thé gia thiét u; > u, ma khong
anh hudng dén két qua ching minh. Bay gi6 ta dit x = u; — up, y =
v1—vp. TUdbésuyral < x < [Vn],1 <yl < [Vn]vaax =y
(mod n). ©

> 6.6. Ap dung b6 dé Tue: Moi s6 nguyén t6 dang 4k + 1 ¢d thé biéu
dién dudi dang téng binh phuong cia hai s6 nguyén.

Loi gidi. Chiing ta chiing minh khang dinh sau: Néu p = 4k +11a s8
nguyeén t6, thi phuong trinh x2 = —1 (mod p) cé nghiém. That vay,
Vi p 14 s6 nguyén t6, theo dinh 1y Wilson, (p —1)! = —1 (mod p).
Ngodairap—1= —1 (mod p),p—2 = —2 (mod p),...,p—’%r1 =
pTH (mod p). Suy ra,

q=(p-1) =12, 2D FED

Nhu vy a = (79

chia hét cho p nén a 1a nguyén t6 cung nhau vdi p. By gid ta 4p

)! 1 nghiém cta phudng trinh trén. Vi ap + 1

dung b6 dé Tue cho hai s6 a va p. Ton tai cdc s6 nguyén x va y ma
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1<x<[yp, 1<yl <[yp)vaax =y (mod p). Khi d6 ax? = 12
(mod p), nhu vay x> = —y? (mod p), via®> = —1 (mod p). Tu d6
suy ra x* + y? chia hét cho p. Miit khdc 1 < x> < p,1 <> < p. Ta
thay rang x2 = pvay? = p khong th€ xay ra vi p 12 s6 nguyén t8, suy
ra 0 < x2 +y* < 2p va vi x? + y? chia hét cho p, nén 2 + y? = p.
©
Chi y: Tuong tu, chiing minh ring moi s6 p, sao cho phuong
trinh x2 = —2 (mod p) c6 nghiém, déu c6 th& bifu dién dudi dang
p = x% + 2y? véi x,y 1 c4c s6 nguyén.
> 6.7. (Pé thi Todn Olympic quéc té ldn 18 ndm 1976) Cho hé p
phuong trinh vdi g = 2p dn
a1 X1 +apxy + - +aygx; =0
Ap1X1 + AppXp + -+ -+ ApgXy = 0
Tt ca cdc hé sélai]- thuéc tap hop {—1,0,1}. Chiing minh rdng tén tai
nghiém (x1,x,...,x,) cia hé, ma né thda man
) tdt ca x;(j = 1,2,...,q) la nhung s6 nguyén;
b) it nhdt c6 mét j(j =1,2,...,9) ma x; < 0;
c)vdimoij(j=1,2,...,q) taludn cé x; < g;

Loi giai. Xét bd (x1,xy,...,x;) gom nhiing s6 nguyén bat ky, ma
ching thoa man |x;| < p,|x2| < p,...,|xq| < p. B3i vi tit ca cdc
hé s6 ctia hé phuong trinh chi 13 -1,0 hodic 1, véi viée thay cac &n
X1,Xa,..., X, ching ta nhin dudc gid tri caa mdi phuong trinh ndm
trong khoang [—pg, pg]. That vy, v8i mbi i = 1,2,...,p ching ta
6 |ajxy + apxa 4 -+ aggxg| < |xp| 4 |x2| + - 4 |x4| < pg. Suy
ra, néu thay nhiing 4n trong tit ca phuong trinh cia hé tudng ting
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véi x1,x2,...,x, s& nhan dudc bd p s8 nguyén (y1,y2,...,yp,). TAt
ca nhiing s6 nay déu nam trong khoang [—pg, pq]. Trong khodng
ndy c6 ding 2pg + 1 s6 nguyén. Suy ra giila nhiing bd sip xép
p phan td nhu & trén c6 (2pg + 1)? bd xép khéac nhau. Mat khéc
s6 lugng nhiing bo xép g-phan td (x1,x2,...,x) ma |x;| < p
véi j = 1,2,...q, 1a (2p + 1)7. Dé thay rang til § = 2p suy ra
(2p +1)7 > (2pq + 1)P. Theo nguyén ly Dirichlé ton tai hai bo g-
s6 nguyén (¥}, x3, . ..,x;) va (xq,x3,.. .,x;’) khdc nhau ma chung
thoa méan [Xi| < p, x| < pvdij=12,...9vasau khi thé vao
hé phudng trinh cho cling mét by p s6 nguyén (y1, v, ...,y,). Dét
Xy =x1—x{, X2 =X, —X5,..., x5 = x%—x%’. RO rang (x1,x2,..., %)
1a nghiém ctia hé phudng trinh va x;j 1a cdc s6 nguyén véi moi

') va (x’l’,x’z’,...,x;’) la hai bd g s&

q
hoan toan khdc nhau, thi it nhat mot trong céc s6 x; khdc khong.

j=12,...,9. Vi (x],x5,...,x

Cudi cling véi moi j = 1,2,...,q chung ta cd ]x]-| = \x; — x}’| <
|x]/\ + |x;’| < p+p=2p=q.Nhivéy (x1,x2,...,%,) 1a nghiém caa
hé phudng trinh c6 tinh chat mong mudn. ©

> 6.8. (Pé thi Todn Olympic quéc té ldn 28 ndm 1987) Cho
X1,X2, ..., %, la nhitng s6 thic va x2 4+ x% + - - - + x2 = 1. Chiing minh
rdng vdi mbi s6 nguyén k,k > 2, ton tai nhiing s6 nguyén ay, ay, . . ., a,
khéng dong thoi bdng khéng sao cho |a;| < k—1,i =1,2,...,nva

thba mdn bdt phuong trinh sau |a;xy + axxs + - - - + a,x,| < (k];qlzi/ﬁ

Ldi gidi. Ching ta stt dung bat dang thiic Cosi-Buniakovski-Svars

01B+ [0aPa- [Bal < \JaF+ o+ o3y B+ 4 B

, dus ng véi moi s6 thuc &, &y, ... &y, B1, B2, - - ., Bu. DAU bang x4y ra

khi va chi khi ton tai mot s8 A sao cho a1 = ABy, a0 = ABa..., &y =
AB.
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Bay gid ching ta xét cic s6 vy = —kgl, Y1 = k_l +1,.
Y1 = —k%l +(k—-1) = k 1 S8 lugng ctia chiing 14 k va h1eu tﬁng
cap trong chung la nhling s6 nguyén, ma gia tri tuyét doi ctia né
khong qua k — 1. Mbi bd sip xép n-thanh phan g = (by, by, ..., b,),
& day b; 1a mot s6 nao d6 trong yy,v2,..., ¥, VOimoii = 1,2,...,n,
chiing ta dit tudng tng vi mét s6 Sg = byxy + byxy + - - + byxy.
Tt bat ding thidc Cosi

Sp = bixy + boxo + -+ - + bpxy
S\/b%+b§+---+b%\/x§+x§+---+x%
Z\/b%+b§+---+b%

Nhung |b;| < 53! véimoii=1,2,...,n sao cho

|Sg| < \/b§+b§+---+b% < k%l\/ﬁ
hodc 1a — - /n < S < &1\/n. Theo phlidng phép nay n-bo g =
(b1, by, ... ,bn), day bl 12 mot trong cac s8 yo, v, - - -, Yx_1 vOi moi
i =1,2,...,n, didc dit tidng ting véi mot s6 Sp = bix1 + baxo +
-+ buxy trong doan A = [—571\/n, K21 /). S8 hidng n-bd dudc
sap xép 14 k". Chia A ra k" — 1 doan nho véi do dai & W n. Tu
nguyén ly Dirichlé suy ra ton tai hai n-b6 p = (by,bs,...,b,) va
¥ = (Cl,Cz,. . .,Cn), ma nhfing s6 S/g = bix1 +byxo + -+ byxy,
va S, = c1x1 + X2 + - - - + cuX, tudng Ung véi ching nam trong
cting mot doan nho. Pat a; = by —ci,a0 = by —c,..., 4y = by, —
¢p. D& ki€m tra dudc a1, a,..,a, thdéa man diéu kién da cho. That
vay, v8i moi i = 1,2,...,n s0 a; = b; — ¢; 1 hiéu clia hai s& nao
dé trong vo,v1,...,yx—1 nhd da néi & trén va 1a s8 nguyén khong
viigt qua k — 1. Vi hai n-bd trén khac nhau hoan toan thi it nhat
mot trong cac s6 a; = b; — c; khac khong. Ngoai ra, |b1x1 + baxp +
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<+ by xnl |x1(b1 —c1) +x2(b2 —c2) + - - - + x4 (by — cn)| = |Sp —
‘< =i 1 n. ©

> 6.9. Chiing minh rang moi b6 gém 11 s6 thuc khdc nhau trong
khoang [1,1000] cd thé chon dudc hai s6 x va y, ma chiing thdba man
bdt ddng thifc sau

0<x—y<3yxy (6.2)

Loi giai. Chting ta xét cin bac ba clia cac sd trong bd s6 da cho
X1,%2,...,x11 TU diéu kién dd cho suy ra 1 < ¥x; < 10,i =
1,2,...,11. Ching ta chia khoang [1,10] ra mudi phdn bang nhau.
Khi d6, c6 it nhat mot trong hai s& NEPRVE IR VLS nam trong
cting mot doan nho. Néu cdc s6 d6 1a /x; va y/xj,i # j va x; > xj,
ching ta co

0 <V/xi— x < < 0 < 1. (6.3)
Nhu vay, 0 < (/x; — \3/37) <1, kethdpvdl (6.3)tac6 0 < x; —
xj < 14+ 3yTx (% — ¥%) < 1+ 3y%%;. ©

Chd y: Bai toan khong con ding vdi b 10 sé thuc trong khoang
[1,1000]. Phan vi du: b s6 13,23,...,10%. néui # jvai > j ching
tacé (i—j)® > 1, nhuvAy i +ij+j> > 1+3ij. Nghialai—j =
(i —j)(i*+ij+ j*) > 1+ 3ij. ding thiic xAy ra khi i = j + 1.

> 6.10. Cho 7 s6 thuc bdt ky. Chiing minh rang giita chiing c6 thé
chon dudc hai s6, chdng han x va y, sao cho

X—y V3

0< < —.
“14+xy — 3

Loi giai. Cac s6 da cho ky hiéu 1 xy, x», . . ., x7. Muc dich ctia ching
ta 12 bi€u dién moi s6 dudi dang x; = tga;, 8 diy a; 13 mot s

T i =1,2,...,7. Chung ta chia doan nay ra

trong khoang (—5, E)' '
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sau doan con cé do dai b:\?mg nhau, nghia la béng % Dé dang thay
rﬁng it nhat c6 hai s6 trong a1, ay, . ..,a7 cing nim trong moét doan
coni d6. Né&u chiing ta ky hiéu cdc s6 d6 1a a; va aj, a; > a;, thi tit d6
suy ra 0 < a; —aj < Z. Vi ham s6 tg la ting trong khoang (—%, %),
suy ra

0 <tg(a;—a;) = BBl _ MTY L
= Bl J _1+tgo¢itgoc]-_1+xix]-_ g6_ 3

©

Chd y: Bing cach giai clia hai bai tip nay ching ta c6 thé sdng

tao ra mot loat bai todn tudng tu, ma véi cach giai binh thudng khé
ma giai quyét dudc.

6.3. Bai tap

> 6.11. (Pé thi Toan Olympic qudc té 14n 26 nim 1985). Cho tap
hdp M gédm 1985 s6 tu nhién, khéng cé s6 ndo c¢é udc s 16n hon
26. Chiing minh rang tli nhiing phdn tl cia M c6 thé chon dudc 4
sO tling d6i mot khac nhau ma tich chia ching 13 lily thiia bac 4 clia
mot s6 nguyén. (két luan ding véi tap hop gom 3.2° + 1 = 1537 s6
ma nhiing udc sd clia chiing khoéng qua 23).

> 6.12. Cho bon s6 dudng bét ky. Chiing minh rang cé hai s6 trong

bén s6 d6, ching han x va y, thda mén bat phudng trinh sau

xX—=Yy
0< <2 /3.
“l4+x+y+2xy —

> 6.13. Ching minh ring mét s tu nhién cé thé bi€u dién thanh
tong binh phudng clia hai s& nguyén khi va chi khi, trong phan tich
ra dang chinh tic clia né, cac thita s6 nguyén t6 dang 4k + 3 déu c6
s6 mil chin.
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> 6.14. Chiing minh ring tii k + 1 s6, ma ching nho hon 2k, ludén
ludn c6 thé chon dudc hai s6 ma ty sd cua ching 14 mdt liy thiia

cta 2.

> 6.15. Cho 1 13 mét s6 1&. Chiing minh ring tit (n —1)2 41 s6
nguyén bat ky c6 thé chon dudc 1 s6 sao cho téng ctia ching chia
hét cho n.
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CHUONG 7
BAI TAP DAY 56 NANG CAO

7.1. Vidu

> 7.1. Cho ddy Fibonaxi u; = up = 1,1, = uy_1 + tty_p. VIi moi s6
nguyén dudng m, thi gitta nhiing s6 hang tit ddu ddy dén s6 hang thit
m? — 1 ton tai mot s6 hang chia hét cho m.

Loi giai. Ching ta ky hiéu k 12 phan du cta s6 k cho m. Ching ta
xét cac cdp phan du clia day Fibonaxi khi chia cho m:

(U1, 1p).(Up, us), (U3, Uy), ..., (U, Upi1), .- (7.1)
Néu chiing ta qui dinh hai ciip (a;,b1) va (a,by) 12 bang nhau khi
41 = by va @ = by, thi s8 tat ca kha ning clia cac cip phan du
khi chia cho m 1a m?2. Vi thé chiing ta 1dy m? + 1 s6 hang d4u tién
ctia day (7.1) thi trong ching phai cé hai cip tring nhau,( theo
nguyén ly Pirichlé ) va tli db cdc cip sau ldp lai. Gia st cap (i, #1)
13 cip d4u tién lap lai trong (7.1). Ching ta sé ching minh rang
cip nay bang cip (1,1). That viy, gid st ngudc lai, nghia 13 cip
dau tién 1dp lai 12 (1, txyq), v6i k > 1. Khi d6 ching ta s& tim
dudc trong (7.1) mét cip (7, 11), (I > k), ma né bang (T, 1)
- Nhu vy u; 1 = 1 — U Va ug_1 = tgyq — U, dO Upyq = Ugyq VA
U = U, nén phan du cha u;_q va u,_; khi chia cho m ciing bé“\ng
nhau, nghiala ;| = uy_q. Tu dé suy ra (ux_1, ux) = (#;_1,%;), viy
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cap (Tx_1, 7 )nam trong day (7.1) trude ca (i, . 1). Diéu d6 néi
1én rang (7, ;1) khong phai cip lip lai ddu tién, tréi vdi gia thiét
dit ra. Nghia 1a k > 1 khong thé xay ra, vay k = 1.

Nhu vay cip (1,1) 1a cip dau tién lip lai trong (7.1). Gia st né
ldplaitlan (1 < t < m?+1). hodcla (u;,u;41) = (1,1). Nghia la u;
va ;.1 khi chia cho m cho phan du ciing 14 1, viy hiéu ctia ching
chia hét cho m. Nhung u;.1 — u; = u;_;. Nhu vy s6 hang thd t — 1
clia diy Fibonaxi sé& chia hét cho . ©

> 7.2. Gia sii a va x 1a cdc s6 tu nhién thuc su ldn hon 1va (x,a —1) =
1. Ddy s6 v6 han {u,} dudc xdc dinh nhu sau

Uy, =ax"—a+1,n=1,2,...
Chuing minh rdng trong ddy s6 néi trén chifa vé han s6 d6i mot nguyén
t6 cing nhau.
Loi giai. Gia thiét phan ching trong diy s6 chi c6 hitu han s&
Ui, Ui, - .., u;, d6i mot nguyén t6 cling nhau.

Dat g = wjuj, ... u;,. Xét (q+ 1) s6 sau a,ax,ax?,...,ax7. Theo
nguyén ly Dirichlé ton tai hai s6 nguyén r,s saocho 0 < r < s < g
va

ax" =ax* (mod q) = ax" —ax* =0 (mod gq) hay

ax"(1—x*")=0 (mod q) (7.2)
Theo gi thiét ta c6 (x,a — 1) = 1, nén suy ra

(ax’,ui’.) =1,Vi=12,...,k (7.3)

Tu (7.3) suy ra
(ax",q) = 1. (7.4)
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TU (7.2) va (7.4) c6x*"=1 (mod q) = x* " =1Ilg+1v38il € N.
Xét s6 Ui, =ax*"" —a+1. Vay

wi,, =a(lg+1) —a+1=qal +1. (7.5)
Tu (7.5) ta c6
(uik+j’uij) =1, V] =1,2,...,k (7.6)

Hé thiic (7.6) chiing to rang luén c6 th& bs sung thém vio bd s6
q = U Uj, ... u; Cac s6 mdi, ma bd sd nay van thda man diéu kién:
bat ky hai s6 ndo ciing nguyén té cling nhau. Diéu nay cé nghia 13
trong day {u,} da cho c6 v6 han s8 d6i mot nguyén t6 cling nhau.

©

> 7.3. Cho {u,} la ddy cdc s6 tu nhién tdng ddn: uy < uy < uz < ...
va théa man diéu kién u; = 1,u,1 < 2n, vdi moi n la s6 tu nhién.
Chifng minh rang vdi moi s6 tu nhién n tén tai cdc s6 hang Up va uy
ctia ddy sao cho u, — uy = n.

Ldi giai. Gia st n € N 14 s6 tu nhién cho trudc. Ti gia thiét suy ra
mdi s6 hang uq, 1z, . . ., 41 kKhéng vudt qua 2n. Xét tip hop 2n s6
td nhién sau {1,2,...,2n}. Chung ta chia tdp hgp nay ra lam » cap
(I,n+1),(2,n+2),...,(n,2n). Do tap hdp trén chiia khéng it hon
(n+1) phan ti ctia diy {u, } da cho (vi néiriéng uy, uy, ..., u, 1 da
thudc tap hdp 4y), vay theo nguyén ly Dirichlé ton tai hai s6 hang
khac nhau u, va u, cua ddy thudc vao mot cdp ( gia st u, > u,).
Nhuing hiéu s8 ctia mdi cgp déu bang 1, nén ching ta cd u, — uy = n.

©

> 7.4. Cho {u;},k =1,2,...,n la ddy s6 tu nhién sao cho

1<y < <...<uyvauy+uy+---+u, =2n
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Chiing minh rang néu n chdn va u, # n+ 1, thi ti ddy trén luén chon
ra dudc mét ddy con ma téng cdc s6 hang clia ddy con dé bang n.

Loi gidi. it Sy = uy +up + - +up, k=1,2,3,...,n. Xét n +2 56
{0,uy — uy,S1,52,...,S,} Theo nguyén ly Pirichlé thi it nhat hai s6
khi chia cho 7 ¢6 cting phan du. Vay, chi c6 4 kha ning sau day:

1) (u1 — uy) chia hét cho n.

Douj+uy+---4+u, >nu = 2n>nu; — u; <2

ANEuw =2thitil1<uy <wup<...<u,vawu +up+---+
Uy =2nsuyrau; = up =...= U, = 2. Do 7 chin nén n = 2m vay
Ui+ iy =2m=n

b) Néu u; < 2 thi ti uy — u, chia hét cho n, suy ra u,, = 1 hodc
lau, =14+n (dou; nguyén nén uq; = 1val < u, < 2n suy ra
dudc két luan trén). Nhung u, # n+ 1 suy ra u, = 1. Mit khéc
1<y <wup<...<u,vaythiup =uz=...=u, 1 =1 Suyra
up+uy+ -+ u, =n,voly.

Nhu vay trong tridng hdp nay, ta chi ra ton tai diy con uy, up
,o.uysaochouy +uy+---+u, =nvéim= g

2) S; —S;, (j > i) chia hét cho n.

Tacd Sj—S; = ujy1+ Ujsp + - - - + uj. RO rang v€ phai ca ddng
thic trén cé it nhat mot s6 hang ma u; > 1,Vk = 1,2,...,n, suy ra
S;j — S; > 1. Mit khdc ciing hiéu trén néu khéng dua cdc phan tii cta
déy thi bao gid ta cling ¢6 S; — S; < ug +up + -+ +u, < 2n—1.
Dodc')cu(“)'icﬁngtacc')l <SS —-Si<uptup+---+u, <2n-1
ma S; — S; chia hét cho n. diéu nay chi xdy ra khi S; — S; = n hodc
ldui1+uj2+- - +uj=n.

3) S, chia hét cho n.
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Tacd1<S; <S8, 1=2n—u, <2nmas, chia hét cho n, suy
ra S; = n hodc 1a u; + us + - - - + u; chia hét cho n.

4) S, va uy — u, cho cling phan du khi chia cho n, véi k nio
d6,1 <k <n-—1.Suyra Sy — (u3 —uy)|jn = (g +uz+---+
Up + uy)|n. Ma up +us+ -+ +ug +u, < 2n—u; < 2n. Suy ra
Up +uUz + -+ U+ Uy =n.

Tém lai ludn ludn chon dude diy con ma t6ng clia ching bing

n. ©

> 7.5. Cho ddy s6 nguyén uq, uy, . .., u, vi n > 2. Chiing minh rdng
ton tai ddy con Uky, Uy -+ - Uk, trong do 1 < kg <ko < ...<ky <n
sao cho uy +ui +---+u; chia hét cho n.

Loi giai. Xét (n+1) s6

2 02 2 2 2 2 5 . o 5
O’ullul+u2ru1+u2+u3,...,ul—|—u2+...+un

Chia céc s6 nay cho #, thi chiing cho nhiéu nhat n s& du. Theo
nguyén ly Dirichlé ton tai hai s6 cho cling s6 du, gia s d6 1a u? +
uy+ oo +utvaui+us+ - +up(0 < j < k < n). C6 nghia
1a 88 (uj +uj+ - +u?) — (4] +u3+ - +u7) chia hét cho n.
Hodc 1a uj 1 + ujio + - - + uy chia hét cho n. Ddy con phai tim 1a

uj+1,uj+2,...,uk. @

> 7.6. Cho ddy Fibonaxi 1, 2, 3, 5, 8,....Ddt f(n) = 1985% +
195612 + 1960 Chiing minh rdng ton tai v han s6 hang u cia ddy
Fibonaxi, sao cho f(u;)|1989

Loi giai. Dat h(n) = 4n* +33n+29 = h(n) = 1989(n®> +n+1) —
f(n). Tl do suy ra f(n)|1989 <= h(n)|1989.
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Xét diy s6 {v, } sau day, trong dé

00 :—1,’01:1
Upt1 =Un+0vp41,n=1,2,...

Noi céch khdc day {v,} 1a day sinh ra bdi day Fibonaxi {u,} :
1,1,2,3,5,... b%lng cach thém vao trudc day nay ba sé hang -1, 1, 0.

Goi r; 1 phan du trong phép chia v; cho 1989(i = 0,1,2,...).
Nhu vay ta ¢6 0 < r < 1988. Xét diy cdc cip s6 sau day

(1"0, rl)l (rll 7’2), <1/2/ 1’3), e
Vi mbi cip r; chi nhin mot trong 1989 gia tri, vy s6 cac cip khac
nhau t6i da 14 19892. Tii d6 theo nguyén 1y Birichlé thi trong 19892 +
1 cip dau tién it nhat c6 hai cip triing nhau. Gia st hai cip ay la
(rp/ rp+1)/ (rp+q/7’p+q+l)/ p.g€N
Diéu 4y c6 nghia 14 r, = ry41,7prq = Fpig+1. Theo cich xdc dinh
day, ta cé
Vp_1 = Vpy1 —Vp => Fp_1 =Tpy1 —Tp
Tuongtu, ta ¢
Up+q=1 = Uptqg+1l = Uptqg = Tprq—1 = Tpql — Tpiyg

Tu dé suy rar,_1 = rp4g—1. TGN, ta cd

p—2 = ¥pgq-2

2 =Tg42
r =T34

Tu ro =713, 11 = T’q+1 va Upyl = Uy +0pp1 SUy TQ 1) = l’i+q,Vi =
0,1,2,....Dovay ro = 14 = 19 = 133 = ... = Iy, Vk > 1, suy
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ra h(vg,) = 1989.A + h(—1) = 1989.A. Nhung Vk = 1,2,3... vy,
déu 12 s6 Fibonaxi suy ra c6 vo s0 s6 hang Ukg cua day Fibonaxi ma
f(vig)]1989. ©
> 7.7. Cho day s6 {uy,} xdc dinh nhu sau

u; = 20,up =100, va u, 1 = 4u, +5u, 1 —1976,n =1,2,...

Chuing minh rdng ton tai it nhdt mét s6 ctia ddy sé chia hét cho 1996.

Loi giai. bat u, = 1996p,, + g, Vn = 1,2,... trong d6 py, g, la cdc
s6 nguyén va 0 < g, < 1995. Xét ddy s6
(5]1/ qZ)l (QZ; %)/ ey (qnl Qn+1)/ oo
Vi ddy nay v6 han ma sb céc sd g; 1a hitu han nén ton tai hai s&
td nhién I,m ( gia si m > 1) sao cho (q;,9141) = (Gm,qm+1) hiéu
theo nghia q; = g, va g;11 = qm+1. Ching ta sé ching minh rang
g1-1 = qm—1. That vay,
5(um_1 — ul_l) = (um+1 —4uy,, + 1976) — (ulﬂ —4u; + 1976)
= (U1 — Uy1) — 4(Um — uy) (7.7)

Do uy = 1996py + gx, nén tu (7.7) ¢
5(tm—1—t—1) = 1996(Pimr1 — pr1) — (@ms1 — qr41) —

— 4[1996(pm — p1) = (G — q1)] (7.8)
Thay nhiing gia tri bang nhau vao ((7.8) ta di den

5(tm—1—u—1) = 1996[(pm+1 — pr41) — 4(qm — q1)] (7.9)

Tu (7.9) suy ra 5(uy—1 — u;_1)|1996, ma (5,1996) = 1 = (uy—1 —
u;-1)[1996 = 1996(pim—1 — pi—1) + (Gm-1 — q1-1)[1996

- (qul — ql,1)|1996. (7.10)
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Do 0 < g1 < 1995,0 < g;_1 < 1995
— —1995 < g1 — q1_1 < 1995 (7.11)
Tu (7.10) va (7.11) suy ra (qm—1 —q1—1) = 0 hay qu—1 = q-1.
Tuiong ty ching ta cfing ¢6 thé di dén q,,_» = q;_» va cli tiép tuc
nhu thé di dén
p=qp+m-1)vag =g+ (m—1) (7.12)
Ta chiing minh ring u,,_; chinh 13 s6 hang ctia diy ma chia hét cho
1996. That vay theo cach xac dinh day, ta ¢
Sty 1 = ty_110 — 4111 + 1976
= 1996Pm_112 + Gr_is2 — 4(1996P 141 + Gm_151) + 1996
=1996(pm—1+2 + 4Pm+1+1) + (Gm—112 + 4qm-141) + 1996
Thay (7.12) vao dang thtc trén ta cé
Sty = 1996( D112 — Apm_is1) + (G2 — 4q1) +1996.  (7.13)

Do
1y =20 => 1y = 0.1996 + 20 => g; = 20
up = 100 = up = 0.1996 + 100 = q> = 100
VAy tu (7.13) suy ra

Stty_1 = 1996(Pre_142 — 4pm_111) -+ 1996. (7.14)
DO Pyy_is2 VA Py_i41 12 56 nguyén, vay ti (7.14) suy ra 5u,,_;|1996
ma (5,1996) = 1 suy ra u,, ;|1996. ©

> 7.8. Cho ddy s6 tu nhién uy,uy, ..., tupp1 sa0 cho 1 < uy < up <
... < Upsq < 2n . Chiing minh rang ton tai hai s6 tu nhién i va j sao
cho u; chia hét cho u;, (j > i).

Loi giai. Ky hiéu v; 1a udc s6 1& 18n nhat cha u; tudng ing, nghia la
u; = 2Pi.v; , v8i v; 1é va sb td nhién p; ndo dé (i = 1,2,...,n+1).
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Dol<uj<up<...<uyy <2nsuyravéimoii=1,2,...,n+1
tacé v; < 2n . Xét (n+1) s61& vy,vs,...,0,,1. Céc s6 1& ndy déu
duong va nhd hon 2n. nén sé ludng cla ching bing n. Vay theo
nguyén 1y Dirichlé ton tai hai s6 i,j saocho1 < i < j < n+1ma
v; = vj. Theo cdch dat trén thi u; = 2Piv; va u; = 2Piv;. Nhung
u; < ujsuy ra 2Piv; < 2Piv;, ma v; = v;. Suy ra 2Fi < 2Pi. Do p;, p; la
cac s6 nguyén dudng nén 27/ chia hét cho 27i. Nghia la u; chia hét
cho u;. ©

> 7.9. (Pé thi Todn Olympic Quéc té ldn thii 13) Ddy s6 {u,},n =
2,3,4,...xdc dinh nhu sau u,, = 2" — 3. Chuing minh rang ddy s6 nay
chifa mét tdp vé han cdc phdn tii, sao cho bdt ky hai s6 nao cta tdp
hdp nay ciing nguyén t6 cuing nhau.

Loi gidi. Ta ching minh bang quy nap. Gi thiét da x4y dung dudc
k phan td ctia day

W =2 =3, =2"—3,.. ., =2"%—3

ma v6i moi i # j, thi (@;,%;) = 1,v6i1 <i,j <k, 6day2 =mn; <
ny < ... < Hg.

Chting ta sé xay dung s 7y, = 2" — 3 nguyén t6 cling nhau
v6i cdc 8 7y, T, . . ., T bang cach sau dy: Pat | = 7.7 . . . . Xét
(I+1)s62921,...2" Khi chia cdc s& nay cho [ ta dudc mot tap hgp
gém [ s& du. Vay theo nguyén ly Dirichlé cé it nhat hai s6 cho ta
cting phan du. Gia st hai s6 d6 12 2" va 2%, (s > r). Bay gi6 chon s p
sao cho pl = 2" —2° = 25(2"~° — 1). Do I 14 s6 1& nén 2° khéng chia
hét cho I . Mat khdc (27,2"75) = 1 suy ra (2’5 — 1) chia hét cho I.
Piéu nay nghia 12 ton tai s6 tu nhién g sao cho 2'~* — 1 = gl, suy ra
252 3 =405 3 =4(q +1) —3=4ql + 1.
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Dit up,; = 2752 -3 = gl. Do Uy = 4l +1val =
UyUp ... Uy, SUY Ta Upyq > Uy

Do gy = 4ql + 1, suy ra (iig1,1) = 1. Do 6 (1, u;) = 1 v6i
moii=1,2,...,k.

Nhu vay khi da x4y dung dudc day con iy, 1y, . . ., Uy thoa man
diéu kién d4u bai, thi sé x4y dudng dudc diy con méi iy, iy, . . ., Uy,
741 cling c6 tinh chat 4y. Theo nguyén 1y qui nap ching ta xay dung
dudc day con v6 han 7y, o, . .., 1, . . .. cia ddy da cho cé tinh chat:
Bat ci cip phan ti ndo cia diy con 4y ciing nguyén t6 cling nhau.

©

> 7.10. Cho uy va u, la hai s6 nguyén ducng nguyén té cung nhau.
Daéy s6 {u,} xdc dinh vdi u1,u, la hai s6 hang ddu tién, con khi n =
2,3,... ta xdc dinh

. Upt1 = ufzunfl +1 ;
Chiing minh rdng vdi moi i > 1 ton tai j > i sao cho u; chia hét cho

Uj.

Loi giai. LAy i > 1 tly ¥, va p 1a ddc s6 nguyén t6 cha u;. Xay dung
day s6 {v,} nhd sau

0 <vu<p-1

vy =u, (mod p)
Ta cling ¢6 v,41 = v,v,—1 + 1 (mod p),Vn = 2,3... Vi cac cap
(vn,v,-1) 12 vO6 han, ma v, chi nhan hitu han gi4 tri suy ra {v,}
phai 13 diy tudn hoan tif mét lic ndo d4. Ta cin chling minh ring
ton tai s6 nguyén dudng k, > 0 sao cho

UiJrkp =0. (715)

Xét hai kha ning sau
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1) Gia stt ddy {v,} tudn hoan tli v, véi chu ky T, trong dé s > i.
Ta cé

Usp1 = UsUs—1 + 1 = Vg4 741 = Vs 7Usy7—1 +1  (mod p)

UsUs—1 = UsTUs+7—1 (mod p). (7.16)

a) Neuvs = vs,7 =0 (mod p), thi v; = v5,7 =0,do 0 < v, <
p —1,Vn. Khi d6 chi viéc chon k, = s — i, Suy ra Vitk, = Us = 0,
vdy (7.15) dung.

b) Néu v, = v, 1 # 0, thi tli (7.16) ¢6 v,_1 = vs.7_1. Suy ra
{v,} tuin hoan khéng phai bat ddu tli v, diéu nay miu thuln véi
cach chon s.Kha nang nay khong x4y ra.

T6m lai hé thic (7.15) dung trong tridng hdp 1).

2) Néu s < i thi hé thiic (7.15) hién nhién diing. Ta ¢6 v, =
uiy1 (mod p) = wju;—1+1 (mod p) vay v; = u; (mod p) nhung
do p 12 ddc nguyén t6 ctia u; suyrav; = 0 (mod p), nhu vay v, =
1 (mod p) haylav;; 1 =1.

Tudngty, do v, = 0 suy ra v;x,41 = 1. Nhu vdy suy ra {v,}
cfing tudn hoan véi chu ky k, tic 14 véi moi I nguyén duong, ta c6

Ui+l.kp =0. (717)
Nghia 12 u;,, chia hét cho p.

Nhu vay véi moi udc nguyén t8 p cla u; ta xdy dung dudc sb k,
sao cho (7.17) dung.

Goi m 13 boi s6 chung nho nhat clia tat ca cc s6 ky, theo (7.3)
suy ra v;j,, = 0 véi moi [ nguyén dudng. Suy ra u;_, chia hét cho
tat ca cac udc s6 nguyén td clia u;. Tdc 13 u;,, chia hét cho u; véi

moi s6 nguyén dudng I. LAy j = i + Im, ta ¢ diéu phai chiing minh.

©
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7.2. Bai tap

> 7.11. Néu ba s nguyén t8 thuc su 16n hon 3 14p thanh mét cap

s6 cong thi cong sai clia ching chia hét cho 6.

> 7.12. cho f(n) 12 ham xdc dinh trén tip céc s6 nguyén ducng nhu
sau: néu n = aya; .. ay, thi f(n) = (a1 +ay + - - - + a)19%. Vi mbi
s6 nguyén dudng n, 1ap day v6 han u;(n),i = 1,2,... nhu sau

ui(n) = f(f(... f(n)ildn f

Chting minh rang v8i moi n nguyén dudng, ton tai p sao cho diy
ui(n),i = p,p+1,...1a day tudn hoan.

> 7.13. Cho uy,uy,...,u, 1a diy s6 tiy y gom n s6 hang. Ching
minh ring luén luén trich dude mét diy con sao cho néu goi S 1a
tong cac phan ti ctia diy con 4y, thi S khac vdi s6 nguyén gan nhat

mot ligng khong vidt qua .

C Ong gvuot q P
> 7.14. Ching minh ring néu nhiing s6 nguyén a vi m nguyén to
cuing nhau, thi ton tai mot s6 tu nhién n ma tich na chia cho m cho
s6 du 1.



cHUoNG 8
$& THUC VGBI TAP TRU MAT

8.1. Tap tra mat

Trén dudng thing thuc ching ta thudng quan tAm tdi khdi niém
mot khodng (mét doan thing), ta cé thé hi€u mét khoang trén
dudng thing thuc 13 tip hdp tat ca cac s6 thuc niam gitia hai di€m
da cho. Nhu véy hai di€m dé€ x4c dinh mét khoang ¢6 thé nim trong
hodc ndm ngoai khoang dé ; ddy 13 xuét phét ctia khai niém déng,
md,.. § nganh giai tich, giai tich hAm trong todn hoc cao cip. Nhung
§ day ta khong quan tdm diéu dé, ma chi quan tAm tdi cdc khdi
niém sau day véi quan di€m kién thic s6 cap. Véi a, b 14 s6 thuc, ky
hiéu [a,b] 1a khoang dudc tinh ca hai di€m dau a, b va goi la khoang
déng. Khoang mé dudc ky hiéu 1a (a,b), khéng 14y hai diém dau
a,b. Ngoai ra ta con xét khoang ntia déng (niia md ) do viéc ta chi
14y mot trong hai di€m d4u a hodc b,vi du nhu [a, b) hoic (a, b]. Mot
khoang trong tap sd thuc goi 13 suy thodi néu né chi 1a mot diém
(tdc 14 khi hai di€ém dau trting nhau).

Mot tip hdp A cua s6 thic goi 1a tru mat, néu moi khoang
khoéng suy thodai déu chiia mot s6 phan tii ciia A.

Mot vi du dé thdy 13 tAp hdp s hitu tf gdm céc s6 c¢6 thé bicu
dién nhu mot thudng cha hai s6 nguyén va tip hdp s6 vo ty gdbm
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nhing s6 khoéng phai 13 s§ hifu ty déu 1a nhiing tap trt mat trong
tap so thuc.

Nguidi ta con md rong khai niém trti mat cho mot khoang trén
dudng thing thuc. Cho A 1a mét khoang bat ky trén dudng thing
thuc. Ching ta goi tdp hop B gdm nhiing s6 thuc 1 trit mat trong
A, néu vdi moi khoang con khéng suy thodi cia A déu chiia nhiing
phan tl cia B. RO rang tap hop cdc s6 hitu ty trli mét trong moi
khoang; va tap hop cdc s6 vo ty ciing cé tinh chat Ay.

Nhiing ky hiéu hay dudc dung: v8i moi s6 thuc x, ky hiéu [x] 1a
s6 nguyén 16n nhat khéng vidt qud x, {x} 1a s6 x — [x]; [x] va {x}
goi 1a phan nguyén va phan thap phan clia s6 x. Tl dinh nghia c6
thé thdy ngay 0 < x — [x] < 1. P& hiéu 16 hon khdi niém tra méat
trong phan nay ta xét mot loat bai todn ¢6 lién quan va cach st dung
nguyén 1y Pirichlé d& chiing minh dinh ly cd ban Kronecker.

8.2. Vidu

> 8.1. Néu mét tdp hdp A cta s6 thuc la trit mdt va r la sé thuc khdc
khong, thi tdp hgp gom tdt ca tich s6 {ra} vdi a chay trong A ciing la
tdp tru mat.

Ldi giai. C6 hai tridng hop x4y ra: r > 0 va r < 0. Vi cach ching
minh hoan todn tidng tu nén ta chi xét tridng hdp dau. Cho x va

\ . N N a0 X \ I N
y 1a hai s6 thucva x < y. Khi d6 — < Y va theo gia thiét A la tip
roor
N s A . A A X
trit mét, thi ton tai phan t a thudc A sao cho = < a < Y Suy ra
r r

x < ar < y. Nhu vy moi khoang md& (x,y) chia sé dang ra véi a
thudc A. ©

> 8.2. (Pinh ly Kronecker) Vdi moi s6 vé ty a, tdp hdp tdt ca cdc s6 c6
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dang ma + n la tdp trit mdt, § ddy m va n la nhiing s6 nguyén badt ky.

Loi gidi. Cin phai chiing minh ring moi khoang khéng suy thodi
A chia nhiing diém dang ma + n. Ching ta chia khoang [0,1] ra
thanh mét s6 hitu han khoang con A1, A, . .., Ay ma dd dai clia méi
khoang con nhd hon dé dai chia A. Chd ¥ ring véi moi s6 a ton tai
mot s6 nguyén n, sao cho s 4 + n nam trong khoang [0,1]. Suy ra
vdi moi s6 nguyén m cé thé cho tudng ing véi mot sd dang ma + n,
ma né nam trong khoang [0,1]. Nhung doan thing [0,1] dudc chia
ra hitu han khoang nhé. Suy ra ton tai nhiing sé nguyén m, my, n, ny,
v6i m # my va nhiing s6 ma 4+ n va mya + 17 nam trong cling mot
khoang nho A;. Do dé khoang cach gitia hai diém nay nho hon do
dai clia A. Chiing ta ciing thay khong the xay ra ma +n = mia + ny,

LN 2 ’, \ np—n \ s 1N A NG T b) 7.
vi tu dang thuc nay suy ra &« = ma lai la mot s6 hitu ty, trai
m — mq

véi gia thiét.

Nhu véy chiing ta khing dinh ring s& (m — m; )& + (n — n1) khéc
khéng va ¢ gi4 tri tuyét d6i nhd hon A. Tl dé suy ra mdt s6 udc s6
clia nd, ciing cé dang ma + n, sé ndm trong khoang A. ©

> 8.3. Cho « la mét s6 vé ty duong. Khi d6 tdp hdp tdt ca s6 cé dang
ma — n la tp tri mdt,vdi m va n la nhiing s6 tu nhién bdt ky.

Loi gidi. Két luan clia bai nay manh hon dinh ly trén vi né khang
dinh mot tap s6 thuc nhé hon tdp mé ta trong dij nh 1y d6 ciing tru
mat.

Cho khoang khéng suy thodi A ndm & bén phai s6 khong va c6
dd dai e > 0. Khong anh huidng dén két qua ching minh cé thé gia
thiét € < 1. Ngodi ra ta c6 thé chon sé td nhién k sao cho k > g . Tu

8.1 va 8.2 suy ra tap cdc s6 kpa + kg vdi p va g 1 cc s6 nguyén bat
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ky, 1a tAp trti mat. Nghia 14 ton tai c4c s6 nguyén p va q thda min
0 <kpax+kq<e. 8.1

Chiing ta sé chi ra ring gifia nhiing cip s6 nguyén (p,q) trong (8.1)
c6 nhiing cdp ma p > 0. Thét vAy, tridng hdp p = 0 khong thé x4y
ravitui (8.1) suyra0 < kg < €, mau thuén véi diéu ta da biét 1a kq
12 s6 nguyén va € < 1. Do vay chi con phai chiing minh cho tridng
hdp p < 0. Trong tridng hdp nay s6 c6 dang kpsa + kqt véi s, t 1a
nhiing s6 nguyén bat ky, tao thanh tap trtt mat. Tl (8.1) suy ra ton
tai s6 nguyén s va t sao cho

0 < kpsa + kqt < kpa + kq. (8.2)

Néu s < 0, thi kps > 0 va ching minh lai ding. Vi thé ta chi xét
s > 0. Tu (8.1) va (8.2) suy ra

0 <kp(l—s)a+kq—kpt<e. (8.3)

Vi véi s = 0 bat ding thiic (8.2) khong thé x4y ra, nén s > 0. Nhung
bdi vi s 14 s6 nguyeén, thi tli s > 0 suy ra s > 1. Tai vi ((8.3) khong
thé xay ra v8i s = 1, tli bat ding thiic cudi cuing lai suy ra s > 1.
Nhu vay kp(1 —s) > 0. Diéu dé c6 nghia 1a ton tai cdc s6 nguyén p
va g thoa mén (8.1) va p > 0. Tu (8.1) suy ra

kq<e—kpuc<€—p§a:e(1—p)§0

Vay kg < 0. Theo céch nay (8.1) dudc dua vé dang 0 < ma —n < €,
§ day m va n 1a nhiing s6 tu nhién. B&i vi € 1a do dai ctaA, tli bat
dang thiic cudi cling suy ra mot udc sd nao dé ctia ma — n, cling c6
dang nay, sé nam trong A. Tuong tu ciing ching minh dudc khi A
nam & bén tréi s6 khong. ©
> 8.4. Cho a la s6'vé ty bdt ky. Khi dS tdp hop nhiing s6 dang {an},
vdi n la s6 tu nhién bdt ky, la tp tri mdt trong khoang (0,1).
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Loi gidi. CAn phai chiing minh rang moi khoang con khéng suy
bién (a,b) cta (0,1) chda s6 c6 dang {an} v8i mot sé ti nhién
n ndo dé. Chung ta ching minh cho tridng hdp khi a 1a mot s6
dudng. Theo bai 8.3 nhiing s6 ¢6 dang na — m v8i n,m 14 cac s6 tu
nhién, tao thanh tip trit mat. Nghia 1 ton tai nhiing s& tu nhién
m vanthdoamin 0 < a < na —m < b < 1. Nhung tli dinh nghia
[an] suy ra 0 < na — [na] < 1. Chiing ta nhan dudc hiéu hai s&
nguyén m va [na] thdoa mdn —1 < m — [nam] < 1, diéu nay chi
x4y ra khi m — [nam] = 0, do d6 m = [na]. Tl (8.1) chi ra rang s
{na} = na — [na] ndm trong khoang (a,b). V8i a > 0, chiing ta da
ching minh xong.

Tridng hop a < 0. Khi d6 —a > 0 va tii bai 8.3 suy ra ton tai
nhiing s tu nhién m va n, théa man —1 < —b < n(—a) —m <
—a < 0. Nhan céc v€ véi -1 ching ta nhan didc 0 < a < na —m <
b < 1. Nhu vy dé dang tinh ra m = —[na] vd {na} nam trong
khoang (a, b). ©

> 8.5. Tdp hdp tdt ca cdc s6 dang {logn} vdi n la sé t nhién bat ky
la tdp tri mat trong (0,1).

Loi giai. Chting ta c6 th€ chiing minh md& réng hon mét chdt: tap
hdp céc s6 dang {nlog?2} vdi n 1a s6 tu nhién bat ky, 1a tAp trit mat
trong (0,1).

D€ dat muc dich nay ching ta chiing minh log?2 14 mét s6 vo
ty. That vay, trong trudng hdp ngudc lai thi ton tai hai s6 tui nhién

P

p va q, ma log?2 = Z, nghia 12 2 = 107. Liiy thiia d4ng thtic cudi
cling véi q ching ta nhan dudc 27 = 27.57. Diéu nay trai dinh ly
cd ban clia s6 hoc vé viéc phan tich ra thiia s6 nguyén t8. Nhu vay
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log 2 thuc su 1a mot s8 vo ty. Ap dung 8.4 suy ra tip cac s6 c6 dang
{nlog2} la trtt mat trong (0,1).

Mt khdc, theo tinh chat cla logarit, log2" = nlog2 vdi moi
n=12,... ©

> 8.6. Cho m la s6 nguyén, n la s6 nguyén khéng am. Tdp hdp tdt ca
cdc s6 cé dang % la tdp triu mat.
Loi gidi. Do cdc bai toan trén, ching ta chi cin chiing minh ring
, 3m . . - o A NN
tap hdp so6 dang o vGi m, n la nhiing s6 nguyén duong, la tru mat
trong khoang (0, +c0). Piéu dé cé nghia 1a v8i moi cip s6 ducng
m
a,b(a < b) ton tai nhiing s6 ty nhién m va n thda min a < o < b
Sau khi logarit héa cip bat dang thiic nay theo cd s8 2, ching ta
nhén dudc cdp bat ding thic tidng duong log,a < mlog,3 —n <
log, b. Céch chiing minh tudng tu nhu 8.5 cho théy log, 3 1a v6 ty.
Khi d6 dinh 1 Kronecker chi ra rang trong doan (log, a,log, b) chiia
s6 c6 dang {mlog,3 — n}. ©
> 8.7. Tdp hop tdt cd cdc s6 hang ciia ddy xdc dinh bdng céng thiic
n

, 1
= W,n =1,2,3..., la trtt mdt trong khoang (—,1).

xi’l 10/

N PR \ 1 A ).
Loi giai. Lay hai so thuc a va b sao cho 10 < a < b < 1. Can phai

7, . M A s A LN ) ~ n
ching minh rang ton tai s6 td nhién n, thoa ména < ———— <
: : 10llogn]+1

b. Sau khi logarit héa bat dang thiic trén véi cd s6 10 chiing ta
nhan dudc bat ding thidc tudng duong 1+ loga < logn — [logn] =
{logn} < 1+ logb. Nhuing khoang md vdi cac dau mut 1+ loga
va 1+ logb r6 rang nam trong khoang (0,1). Biéu nay giai thich tai
sao ton tai mot s6 tu nhién n thoa man bat ding thic sau cling, bdi
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vi theo 8.5 tap hdp céc s6 c6 dang {logn} 1a tru mat trong (0,1).
Nhu vy thia < x,, < b, diéu ta cin chlng minh. ©

> 8.8. Chifng minh rdng ton tai vé han nhiing s6 liy thiia clia 2, ma
khi viét theo cd s6 10 chiing luén luén bdt ddu bing 8975.

Loi gidi. Mot s6 2™ bat ddu bang nhém s6 8975 khi va chi khi véi
mot sd tu nhién n ndo dé, nhiing ding thiic sau dudc théa man
8975.10" < 2™ < 8976.10". Nhu cach giai cdc bai tridc ching ta
logarit héa bat dang thiic trén va nhan dudc c4c bat dang thiic tucng
duong log8975 < mlog2 —n < log8976. Tai vi log2 14 mot s6 v
ty, nén nhiing s c¢6 dang mlog?2 — n véi n, m 1a nhiing s6 td nhién
tao thanh mét tap trit mat. Diéu nay c6 nghia 12 ton tai vo sd cip s6
tu nhién m va n théa man cac bat dang thiic sau cting, suy ra ciing
thoa man cac bat dang thic trude d6. Chu y bai toan con ding khi
thay cd s6 hai bang cd s6 10 clia logarit va s6 8975 ¢6 thé thay bang
mot t& hop s6 bat ky, ching minh diéu ndy danh cho ban doc. ©

> 8.9. Vdi moi s6 tu nhién n, ky hiéu x, la chit s6 ddu tién cia
s6' 2" (trong cdch viét vdi co s6' 10). Chuing minh rang ddy s6
X1,X2,...,Xn, ... khéng phdi la ddy tudn hoan.

Loi giai. Gia st ngudc lai 13 ton tai nhiing s6 nguyén ducng k va
d sao cho xy = Xy g = X124 = ... = Xgyng = ... NOi cach khac
ok, oktd ok+2d  okitnd 4 cling chif s6 daah u tién trong cach
viét v8i ¢d s6 10. Bdy gid chiing ta khing dinh ring moi sé tu nhién
N c6 thé bi€u dién dudi dang N = 108N = 10llogNI+{logN} —
10llos N 10{ls N} Vi 0 < {log N} < 1, nén 1 < 108N} < 10, suy
ra chil s6 d4u tién ctia N triing véi phin nguyén ctia ctia s6 101108 N},
Pén day suy ra ton tai mot chii s6's,1 < s < 9, théa man bat ding



86 Chuiong 8. S6 thuic vdi tap trii mat

thic sau: s < 101082} < 54+ 1vdin = 0,1,2,.... Sau khi logarit
héa déng thic trén chiing ta c6 logs < {(k + nd)log2} < log(s +
1). Piéu nay nghia 1a tat ca cdc s6 c6 dang {(k + nd)log2},n =
0,1,2,...nam trong khoang [logs, log(s 4 1)). D& dang ching minh
rang tAp hop nhiing s6 nay trii mat trong doan (0,1). Piéu dé trai
v6i két luan : ton tai tdp con m§ ctia doan (0,1) khoéng cé di€m
chung vdi [log s, log(s + 1)). Nhu vay diéu gia st ngudc lai 14 sai. ©

> 8.10. Hdy tim trong doan thdng [0, 7t], tdt ca s6 thuc t thoa man
bdt phucng trinh cos nt > cos t vdi moi s6 tu nhién n.

Loi gidi. - Ching ta sé chiing minh rang néu t ¢4 tinh chat di néu
trong bai toan thi t s6 % 13 mét s8 hitu ). That vy gid sit % Ia
s6 vo ty. Khi d6 t # 7 ; Khong mat tinh tong quat ching ta c6 thé
gia thiét ring 0 < t < 7. Vi %12‘1 s6 vo ty duong, theo dinh Iy
Kronecker ton tai nhiing s6 tu nhién m va n, théa man bat phuong
tr‘1nhi < mi—n < 1—§,haylét< mt — 2nmw < 27t — t. TU

21 27
tinh chat cta ham cos trong doan [0,277] ching ta suy ra cosmt =

cos(mt — 2nm) < cost. Piéu ndy trai vdi cch chon t, do vay ty s&
— 1256 hitu ty.
= y

Nhu véy t ¢6 thé biéu dién dudi dang t = Z27‘[, dday pvagqla
nhiing s6 nguyén t6 cing nhau va 0 < p < g (taivi0 < t < 27 ).
q

2
va g la nguyén t6 cung nhau. Vi vdy cost < cosnt = cos prt = —1,

Néu g 12 s8 chan, thi n = ~ 13 s8 ti nhién va ngodira p 1a sd 1&, vi p

tli d6 suy ra cost = —1 va t = 7. RS rang 7 thda mén tit ca cac
diéu kién da cho.

Chung ta chi con phai xét trudng hdp g 1a s 1&. C6 thé chiing
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minh rang véi moin =1,2,...cosnt bang mdt s6 nao db trong day
sau day
2 2 2 2
1= cosO.;,cos 1.;,c052.;, ..., cos((q— 1);) (8.4)

That vy, néun = sq+r,8day 0 < r < g — 1, thi cosnt = cos(sqt +
rt) = cos(2ps7 + rt) = cosrt. Néu g = 2k + 1 1a mot sb 1é, thi s6

. k+1
2 2 La
K1 nvacoszk . LAy

27,0 < t < 7, ¢6 tinh chat mong muén, chung ta sé

nho nhat trong (8.4) 1a cdc s6 cos

t=_F
2k+1 ‘

chiing minh khi d6 p = k. D€ dat muc dich nay chi cin chi ra rang

ton tai mot s6 nguyén duong n ma cos nt = cos ——27. That vay:

k
] ] 2k +1
vi 2k + 1 va p 14 nhiing s6 nguyén t6 cing nhau ton tai nhiing s6
nguyén m van thobaméan 0 < n < 2k+1va (2k+1)m + pn = k. Tu
szZn. Suy ra cosnt =
——_27. D& dang thy ring nhiing s6 ¢6 dang Zkﬁ— 127r va

dang thic sau cing suy ra 2mrm + nt =

k
° 2% +1
k+1 \
WZN, k =0,1,2,...1a nghiém ctia bai todn. K&t luan cudi cling
k k+1

la nht id tri ca t phai tim1a t = : 2 27, voi
a nhtng gid tri cua f phai tim la 7'cva2k+1 7T,2k+1 7T, VOi

8.3. Bai tap

> 8.11. Cho a,b,c 1a nhiing s6 thuc sao cho [an] + [bn] = [cn] véi
moi s6 tu nhién n. Chiing minh rang it nhit mét trong cic s6 a,b 1a
nguyén.

> 8.12. Cho « 13 mét s6 hitu ty. Chiing minh rang tip hdp céc s6 6
dang {an},n = 1,2,... khong tri mit trong khoang (0, 1).
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> 8.13. Chiing minh rang vi mot s6 vo ty bat ky a va mét s& hitu ty
bat ky B, tap hdp s8 c6 dang {an + B}, n = 1,2,... 14 trit mat trong
khoang (0,1).

> 8.14. Chiing minh ring tip hdp s6 dang {/n} véi n 12 s8 ti nhién
14 t4p trit méat trong khoang (0,1).



—CHUGONG 9

NHUNG UNG DUNG KHAC CUA
NGUYEN LY PIRICHLE

9.1. Xap xi mét s thuc

> 9.1. Cho x la mét s thuic, con n la mét s6 tu nhién. Khi dé ton tai
nhiing s6 nguyén p va q thbaman 1 < g < nva

1

x — p‘ <. (9.1)

ql  nq

Loi giai. Chung ta xét nhiing s6 kx — [kx](k = 0,1,2,...,n). Chiing

gdm 1 + 1 56 va nam trong khoang [0, 1]. Chiing ta chia khoang [0, 1]

ra n khoang con bang nhau A1, Ay, . .., A, va d6 dai ciia mdi khoang

N 1 N ,

nay bang . Theo nguyén ly Dirichlé ton tai hai so khdc nhau k va [

nim trong 0,1,2,...,n, sao cho nhiing s& kx — [kx] va Ix — [Ix] nim

trong ciing mdt khoang con thd m. Do dé khoang cach giiia ching
1 ., 1 \

khéng qua > e la [kx — [kx] — (Ix — [Ix])| < e hay la

1

| (k= D)x = ([kx] — [Ix])] (9.2)

B&i vi k # 1, khong anh hudng dén két qua chdng minh ta cé thé
gia thiét rang k > I. Bdi vingodira cdon c6 0 < k < n,0 < | < n,
nénl <k—I<n Tadidtg=k—1Ivap= [kx] —[Ix].Khidé pvag
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12 nhiing s6 nguyén va théa man 1 < g < n. VGi cach dat nay (9.2)

\ 1 . .. . R ,
dda vé dang |gx — p| < P ti d4y chia hai vé cho g tacé (9.1). ©

> 9.2. Vdi moi s6 thuic x ton tai v han s6 tu nhién g, vdi mdi q ton
tai s6 nguyén p, sao cho chiing théa mdn bdt dang thic.

x— p‘ <1 9.3)
1 9

Loi giai. Néu x 1a s6 hitu ty, tic 1a x = g véi r 12 s6 nguyén va s 1a
s6 tu nhién, thi két luan cta bai todn 1a diing, vi cé thé dit p = mr
v g = ms véi s6 tu nhién bat ky m. V4i tt ca cdch chon p va g nhu
vay (9.3) dudc théa man, vi vé trdi luén luon bang khong. Nhu vay
chi con phai xét trudng hop x 1a s6 v6 ty. Gia st chi ¢ hitu han s6
td nhién g, ma vdi ching ton tai s6 nguyén p théa mén (9.3), ky
hiéu ching 12 q1,42,...,q;. Véibatky A = 1,2,...,1 ky hiéu p, 12 s8
nguyén thoa mén

Pr P
, , A ar .
v8i moi s6 nguyén p. Vi s6 x 1a vo ty, moi gid tri tuyét ddi & phia trai

<

X — X —

bat dang thic trén 13 duong, s6 nhiing gia tri tuyét d6i nay 1a hitu

PAL 4 =
qaxr

N AR . . 1
han. Vi vay ton tai sO td nhién n, sao cho — < |x —
n

1,2,...,0).
Theo bai trudc sé ton tai s6 ty nhién g va s6 nguyén p, sao cho
x_F

q
1 A N N X .
?, suy ra g = g, v6i mot s A = 1,2,...,I Tl nhiing bat dang thic

(9.1) thoéa mén va 1 < g < n. Nhung khi d6

pa

X — —

qa

x—’“' <1 Nhivay L < L vihe
q| = nq noong

<

n 1
trén suy ra — <
n
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g < 1, diéu nay khong thé€ dudc vi ¢ 14 s8 tud nhién. Ta nhan dudc
diéu vé ly. ©
> 9.3. Vdi moi ¢ > 2 bdt ddng thiic

1
V2 Z‘ <= 9.4)

diing chi vdi hitu han cdp s6 nguyén p va sé tu nhién q.

Loi giai. Chtng ta chiing minh bat dang thtic sau 14 ding

'ﬁ_p 3\}q

N A T A 1 x
vGi moi s6 nguyén p va vGi moi s6 tu nhién 4. Vi — < 1, bat dang

(9.5)

thic (9.5) tat nhién théa man, khi

f—q‘ > L Nhu Véy chi

3v/2
A 7 1 p ]- . 7
can xét trudng hdp '\/5— ‘ < —— . Nhung khi d6 v2 — — <
) 91~ 3v2 \f
B<ﬁ+—su ra
q " 3v2
o<Z<2\fz. 9.6)
Mat khac
gl oy
2 —
’ﬁ_r": q il _ =l 4y
NG
Nhung s6 2¢> — p? 1a s6 khac khong, vi v/2 1a mét s6 v6 ty. Ngoai

>

ra né 1a s6 nguyén nén 292 — p?| > 1. Tii (9.7) suy ra
1

v2-Pt
q

va cung vai (9.6) cho ta (9.5).
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Gia st bat dang thic (9.4) dting véi mét cdp s8 (p, q) nao dé. Tu
. 1 1 . " .
(9.4) va (9.5) suy ra dang thiic —— < —.Vic > 2bat dang thiic
qC

3v2

nay chi diing cho hitu han s6 tu nhién 4. Véi mbi s6 g nhu vay chi
c6 nhiéu nhat hai s6 nguyén p, vdi chiing théa man bat ding thiic
(9.4). Nghia 14 (9.4) chi théa méin cho hitu han cipsé pvag. ©

> 9.4. Néu D la s6 tu nhién bdt ky, khéng la sé chinh phudng, thi tén
tai v6 han cdc cdp s6 tu nhién (x,vy), la nghiém ctia bdt phuong trinh
sau

|x? — Dy?| <1+2VD. (9.8)

Loi gidi. Theo bai 9.2 ta biét rang ton tai v6 han cip s6 (x,y) td
nhién, sao cho

1
; - \/D‘ < (9.9)
Mit khac bat ding thic sau 12 ding

;+\5‘: (;—xFD)Jrz\FD’g‘ \/5’+2\FD.

x
y
Suy ra véi mbi cip (x,y) ta ¢b

;+\/B‘§y12+2\/5

Nhu vy, véi cdch chon bat ky cip (x,y), sao cho thoa mén (9.9)
ching ta nhan dudc

|x? — Dy?| = |x — yVD|.|x + yVD|
< ;(;+2\/By) < ylz+2\/5§ 1+2VD.

Piéu ndy di chiing minh ring bit phudng trinh (9.8) ¢6 v6 han
nghiém trong tap hdp s6 tu nhién. ©
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> 9.5. Néu D la s6 tu nhién bdt ky, khéng la sé chinh phuong, thi
phuidng trinh x?> — Dy? = 1 ¢§ it nhdt mot nghiém nguyén (u,v) vdi

v # 0.

Loi giai. Chung ta xét tat ca cc cip (x,y) s6 ty nhién, ma né thoa
mén —1 —2v/D < x? — Dy? < 1+ 2+/D. Theo bai 9.4 ¢4 vb s6 cip
s6 tu nhién théa man bat ding thic trén, Nhung biéu thic x2 — Dy
chi ¢ hitu han gi4 tri vi chting 14 c4c s8 nguyén trong doan (—1 —
2v/D,1+2v/D). Nghia la ton tai mot s6 nguyén k, sao cho phuiong
trinh x? — Dy? = k ¢6 v han nghiém ty nhién (x,y). R6 rang k # 0,
vi néu ngudc lai thi din dén méu thuin do s8 /D khéng thé bidu
dién dudi dang hitu ty vD = ; Giita nhiing cip nay cé thé chon it

nhat hai cip khéc nhau (x1,y1) va (x2,y2) ma chiing théa mén
x1 =x; (mod |k|),y1 =y (mod |k|). (9.10)

Thét vay,chi can chi ra tit ca cdc kha ning ctia cdc cip s6 du theo
moédun |k| cé s6 ligng hitu han. C6 nghia 1a ton tai nhiing cip khéc
nhau nhiing s8 ty nhién (x1,y1) va (x2,¥2), ma x2 — Dy? = x5 —
Dy3 = k va thda mén déng thdc (9.10).

Chting ta xét ding thic

(x1 — y1VD)(x2 + 2V D) = (x132 — y1y2D) + (x192 — X211).
(9.11D)
Tu (9.10) chung ta c6

xixa—y1y2D=xi —Dy; =k=0 (mod |k|),

XYz = XoY1 = XY1 — Xy1 = 0 (mod |kl|).
Khi dé ton tai s6 nguyén 1 va v, sao cho x;x, — YV1y2D = ku, x1y2 —

X211 = kv. Vivay (9.11) c6 thé viét thanh

(x1 —y1VD)(x2 + Y2V D) = k(u + vVD).
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Nhan tling s& hang vdi nhau trong cac ding thic sau cling chiing ta
nhén dugc
K = (xf — Dy3)(x3 — Dy3) = k*(u* — Dv?),

tit d6 suy ra u? — Dv? = 1, nghia la cip (1, v) 1a nghiém cta phuong
trinh.

Chi con phai ching minh v # 0. Néu gia thiét ngudc lai, chiing
ta sé ¢é x1x2 = y1y2D = |k| va x1y2 = xpy1. Khi dd
[kly2 = [(x1y2)x2 = y1y3D| = [y133 —y1¥3D| = 1|3 — Dy3| = [klyx
tii day, vi k # 0 chi c¢6 kha ning khi y; = y,. Diéu nay khong thé
xAy ravi (x1,y1) khdc (x2,12) , contliy; = yosuyrax; = x5.  ©
> 9.6. Cho x1,X2,...,Xy la nhiing s6 thuc va N la sé tu nhién. Khi dé
ton tai nhiing s6 nguyén py,pa, ..., pn,qsao cho 1 < g < N"va

_pij o1 (9.12)
q|~ Ngq’

i

véimoii=1,2,...,n.

Loi giai. Chuing ta chiing minh bai todn cho tridng hdp n = 2. Véi
tridng hgp n 16n hon 2 ching minh hoan toan tudng tu va danh
cho ban doc. Nhu vay cho x; va x, 13 nhiing s6 thuc, con N 14 s6 tu
nhién. Ching ta sé ching minh rang tén tai nhiing s6 nguyén p1, P2
va q v6i 1 < g < N? va thoa man

o 1
xl—; <N7q, XQ—F; <N7q'
Chting ta c6 dinh hé toa d6 trong mit phing va xét hinh vuéng Q
véi cdc dinh (0,0),(1,0),(1,1) va (0,1) nhu hinh vé. Chia Q ra N?

> M 7o \ 1 M e \
hinh vuong nho bang nhau véi canh la N bang cic dudng thang

(9.13)

song song vdi truc toa do (trong hinh vé ta chia véi N=7).
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Bay giG ching ta chd y dén cip s6 c6 dang (gx1 — [gx1],9x2 —
[gx2]), 8 d4y g nhin nhiing gid tri nguyén 0,1,2,...,N%. Vi 0 <
gx; — [qxi] < 1,i = 1,2,...,N? mbi cip nhu vay c6 thé€ coi nhu
mot cip toa db clia diém trong hinh vudng Q. Bing cach dé mbi s6
0,1,2,...,N? tao ra mot diém tudng dng trong hinh vuéng Q , s6
ludng cac s6 dé 1a N2 + 1. Nhung Q dudc chia ra N2 hinh vuéng
nho, suy ra ton tai hai s6 nguyén khéc nhau g1, g, trong doan [0, N],
ma diém tuong dng vdi chiing ¢ céc toa dd (q1x1 — [g1%1], g1x2 —
[g1%2]), (g2x1 — [g2x1], g2x2 — [g2x2]) VA cling nam trong mét hinh

vudng nhd véi canh e Piéu d6 c6 nghia 1a

1
|(qrr = [q1x]) = (q1x2 = [e])| < &

z| ~

|(q2x1 — [221]) — (q2x2 — [g222] )| < (9.14)
Khong mat tinh téng quat cé thé gia thiét g, > g,. Néu dit g =
g1 —q2,p1 = 3] = [g2x1], p2 = [q1x2] — [g22] thi bat déng thic
(9.14) c6 dang

1 1
lgx1 — p1| < N’ lgxa — pa| < N (9.15)

Chting ta thay rang 1 < g < N2, vi1 < g, < p; < N2 Chia hai v&
cta (9.15) cho g chiing ta nhin dudc (9.13). ®)

Hai bai todn dudi day lién quan tSi mot tinh chit ma ta da chiing
minh & chudng 2. D€ m4 rong tinh chit nay chiing ta dua vao dinh
nghia.

N&u ay,ay, . .., 441 1221 + 1 58 thue (n > 1). Chiing ta néi rang
diy nay c6 tinh chat P, néu bat ky 2n s trong chiing c6 thé chia
1am hai nhém, mdi nhém n s6, sao cho téng clia céc s6 trong hai
nhém bang nhau.
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> 9.7. Ching minh rdng moi bd 2n + 1 s6 gdm nhiing sé nguyén
dudng cé tinh chdt P, thi tdt c& cdc s6 déu bang nhau.

Loi gidi. Ching minh bing qui nap theo s6 16n nhét cta day s6.
Néu s6 16n nhat bang 1 thi tit ca cdc s8 con lai ciing déu 13 1, nén
bai todn da giai. Bay gid gia sl két luin ding vdi moi b 2n+1 s6
nguyén dudng ma mdi sé khong vudt qué k, k > 2 va c6 tinh chat P,
LAY p1, P2, - - -, Pans1 12 bd s6 nguyén dudng cé tinh chét P va méi s6
khong vuidt qué k + 1. Ti diéu kién bai todn suy ra p1, pa, - - -, Pans1
c6 cling tinh chan 1é.

a) Néu py,pa, ..., pans1 12 céc sO chin, ching ta xét cc sd

p1 P2 %. Chung ta thiy ngay ching ciing c6 tinh chat

27277772
P. Ngoai ra moi s8 khéng vugt qué k vi p; < k+1 véi moi i =
1,2,...,2n+ 1. Bﬁ“mg qui nap suy ra % = % =...= pZ;H.Nghia

lapr=p2=...= pos1-

b) Néu py, pa, ..., pans1 12 cac s6 1, chiing ta ching bang qui
nap cho diy p; — 1,p2 — 1,..., pans1 — 1. Chiing ciing c6 tinh chat
P va khong vidt qua k, chung tanhdn didec p; —1=pr—1=... =
pani1 — 1. Nghiala py = pp = ... = popsa- ©

> 9.8. Chifng minh rang moi bo 2n+1 s6 gdm nhiing s6 thuc duong
¢6 tinh chdt P, thi tdt cd cdc s6’ déu bang nhau.

Loi giai. - Hién nhién r::ing néu cac s6 ay,ay, . ..,a2,41 c6 tinh chat
P va g 1a s6 thuc bat ky, thi cc s6 gay, qas, . . .,qaz,+1 cling c6 tinh
chat P.

Bay gid cho x1,x2,...,X2,41 12 nhiing s6 thuc dudng véi tinh
chat P. Néu tat ca cac s6 1 hitu ty thi diéu khang dinh ctia bai todn
suy ra khong khé. That vay, ky hiéu g 1a boi s8 chung nhé nhat cla
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mau s6 céc s6 trén. Khi dé gx1,4xy, . .., qx2,41 12 nhiing s6 nguyén
duong c6 tinh chat P, theo cach chiing minh bai trudc chiing ta cé
gx1 = gxp = ... = gXxoy41. Vivy X1 = xp = ... = Xp,,41. Chi con
phai chting minh trudng hdp c6 trong diy x1,xy, ..., X271 Mot s6
v ty. Nhung theo két qua cta bai 9.6 ton tai s6 tu nhién g, va cic
s6 nguyén dudng p1, pa, . . ., Pani1 thoa man

j 1
|xi_&|< 1

1 q1+2n+1

,i=1,2,...,n. (9.16)

Trudng hgp riéng, ton tai p1,pa, ..., Pans1,q V6i ¢ > (2n)?"+1 va

chiing thoa mén |gx; — p;| < ——i=12,...,n
q2n+1

bata; =qx;—p;,i=1,2,...,2n+ 1. Nhu phéan dau khéng dinh
r:\?lng qx1,4x2,...,4%2u+1 €6 tinh chat P. Ching ta sé chiing minh
rang p1, P2, ..., Pans1 cling 6 tinh chat P. Chon 21 s8 trong dd, vi
du nhd p1,p2, ..., p2n - VI gx1,9x2,...,9%x2, c6 tinh chat P, khong
mat tinh tong quat ching ta 18y dang thidc gx; +gxy + - - +qx, =
GXns1 + GXni2 + - - + gxon, kKhi 6 (p1 + 1) + (2 +a2) + - +
(pﬂ + ’Xﬂ) = (anrl + lanrl) + (pn+2 + “n+2) +ooe+ (pZn + 0‘271)'
Chting ta viét lai

prtpat+Pu = Patd = Pupa =~ P =

=0p1 g2+t —ag —ap — - — Q. 9.17)
V& bén trai ding thiic trén 13 s6 nguyén nén s6 & = a,4q +
Wpio + -+ 0oy — ] —ap — - -~ — &, ciing 13 s6 nguyén. Nhung

1 ) )

laj| < ——,i=1,2,...,n. Do d6 |af < [ayi1|+ |wnia] + -+
gan+1

2n . )

|“2n’ + “Xl’ + ’“2| + -+ |0€n| < I <1, vig > (271)2n+1, Khi

q2n+1
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dé « = 0 va til ddng thic trudc dé ta ¢d p1 +po+ -+ pn =
Pni1 -+ Pui2 + -+ + p2n Nhu vy chiing ta khang dinh dudc nhiing
6 NgUyén py,pa, ... pani1 €6 tinh chat P. Ching ta c6 thé két luan
dudcp1 =p2 = ... = pan+1

Thuc chat dén day ching ta di chling minh dudc :

Néu P1,P2, - -, Pan+1,q l1a nhiing s6 nguyén thdéa mén (9.16) va
g> (2n)** 1 thip=p; =pr=... = pas1. Suy ra (9.16) c6 dang

i—P < ——i=12... 2141

1 g' 2T
Trong 9.6 chiing ta khing dinh ring t6n tai v han s8 tu nhién q
thda man (9.16). Khéng mét tinh t8ng quat ching ta gia thiét rang
nhitng s6 d61a gy < qo < ... < qx <...,8d4y q1 > (2n)?>"*!. Trong
tridng hgp nay vdi moi k ton tai s& nguyén pj sao cho

1
=P« ———i=1,2,... 21+ 1. (9.18)
Tk BT |
k
1 f e AN N .
Vi lim — =0 khi k tién t6i vo cung, tu (9.18) suy ra lim Pk _
g T Tk
k

x; khi k tién t8i v6 cling, v6i moii = 1,2, . ..,2n + 1. Nhung méi day
s6 thiic khong cd nhiéu hon mot gidi han, suyra x; = xp = ... =
X2n41- ©

> 9.9. Chifng minh rdng trong tdm s6, mbi s6 ¢c6 ba chit s6, bao gid
ciing chon dudc hai sé c6 ba chit s6 va dé khi ghép lai ta dudc mét s6
chia hét cho 7.

Loi giai. Khi mang tdm sé chia cho 7 thi thé ndo cfing cé hai s& cé
cting s6 du (nguyén ly Dirichlé ). Gia st hai s6 d6 1a abc va aBy. Hién
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nhién abcafy = 1000abc + aBy. T céch chon ta c6 abc = 7m + r
vaaBy = 7n+rv6i 0 < r < 7va m,n,r la cac s6 tu nhién. Vi
vy abcafy = 1000(7m +r) + (7n +r) = 7(1000m + n) + 1001.r =
7(1000m + n + 143.r). ©

> 9.10. Cho a,b,c,d I cdc s6 nguyén. Chiing minh rdng tich ctia cdc
hiéub —a,c—a,d—a,d—c,b—dvac— b chia hét cho 12.

Ldi giai. Can chiing minh tich: P = (b—a)(c —a)(d —a)(d —c)(d —
b)(c — b) chia hét cho 12=4.3. Chiing ta biét ring mét s& nguyén
bat ky khi chia cho 4 thi chi ¢6 cacs6 du 0, 1, 2, 3.

Trong bon sd a, b, ¢,d cho tride néu cé hai s6 khi chia cho 4 ma
c6 cling s6 du thi hiéu ctia chiing sé& chia hét cho 4. Néu khéng c6
hai s6 nao khi chia cho 4 cho cting s8 du thi trong bon s6 phai c6
hai s6 chin va hai s6 1&. Vi hiéu cta hai s6 chin cling nhu hiéu clia
hai s 1é déu 13 s6 chan nén P chia hét cho 4.

Mt khac trong bon s6 a, b, ¢, d ludn tim dudc hai s6 khi chia cho
3 thi ¢6 cling s6 du (nguyén ly Pirichlé ). Do d6 hiéu ctia chiing chia
hét cho 3, suy ra P chia hét cho 3. Tém lai P chia hét cho 12=4.3.

©

9.2. Bdi tap

> 9.11. Cho x 13 m6t s6 thuc, con 7 1A mot s§ tu nhién. Khi d6 ton tai
X — P’ < 71 .
g~ (n+1)q
> 9.12. Cho x1,y, ..., X, 12 nhiing s6 thuc va » 1a s6 tu nhién. Khi
dé t6n tai nhilng s6 nguyén py, pa, ..., pu,q khéng déng thdi bang
0,saochotacé g, <n(u=1,2,...,m)va

nhiing s6 nguyén p va g thoaméan1 < g < nva

|q1x1+q2x2+---—|—qum—p| < m
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> 9.13. Chiing minh riang véi moi cip s6 nguyén p va g > 0 ta déu
V3 -2
> V2o VE

c6 bat dang thiic sau |2 — Z ;

> 9.14. Chiing minh ring véi moi ciip s6 nguyén p va g > 0 ta déu

_ ; 1

¢6 bat dang thiic sau |v/3 — Pl .
8 ql~ 3v3g?

> 9.15. Cho m, n va s 1a nhiing s6 nguyén va « 1a nghiém ctia phucng

trinh bac hai mx2 + nx +s = 0, (m # 0). Chiing minh ring néu a 12

N oA NP e AN ~ C e A
s6 vo ty, thi ton tai mot s6 dudng c théoa man |a — Pl> — v6i moi

cdp s6 nguyén p va g > 0.



—cHuone 10

NGUYEN LY PIRICHLE
CHO DIEN TICH

10.1. Phét biéu nguyén ly Dirichlé cho dién fich

Trong chuong nay chiing ta xét nhiing tap hdp trén mit phang,
nhiing phép todn trén cac tdp hdp néu cac ban chua quen biét cé
th€ xem § Phu dinh cudi sich. Ching ta quan tAm tdi cac khéi niém
sau day:

Mot tap hdp trong mit phang goi 1a bi chin, khi ton tai mot
hinh tron chia toan bo cac diém cta tap hop d6. Khi khong ton tai
mot hinh tron nao nhd trén thi tap hdp dé goi la tap hgp khong bi
chin. Vi du nhu mot da gidc 16i 14 tap bi chin con niia mit phang 1a
tAp hop khong bi chin. D& dang chiing minh dudc cic tinh chit sau
ctia nhiing tap hdp bi chin

1. Hop va giao ctia hitu han nhiing tip bi chin 1a mot thp bi
chiin. Hiéu cta hai tap bi chin 1a mot tip bi chin.

2. Mot tap hdp con ctia mdt tap bi chin 1a mét tap bi chin. Mot
tip hop chia mot tAp hdp con khéng bi chin thi nd cling khéng bi
chan.

Mot di€ém P goi 12 di€m bién clia tdp hdp A trong mit phing,
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néu moi hinh tron tam tai P ¢é chia nhiing diém thudéc A va ca
nhiing diém khéng thudc A.T4p hdp tit ca cac di€ém bién ctia A goi
12 bién ctia A va ky hiéu 1a K(A). Vi du bién cta hinh tron 1a dudng
tron véi cling tAm va ban kinh. Vi du dic biét va tinh chat bién caa
tap hgp nhu sau:

3. Cho tap hgp A gbm toan bo nhiing diém cé toa do hitu ty
trong mot hinh vudng vdi toa dd cac dir nh (0,0), (0,1), (1,0), (1,1).
Dé dang thay ring bién clia A 13 toan bo hinh vudng néi trén.

4. V6i moi tap hdp A gébm céc diém trong mit phang déu cé
cong thtic sau K(K(A)) C K(A).

5. Moi cip tip hdp bat ky trong mit phing déu thda man cic
cbng thiic sau

K(AUB) C K(A)UK(B)
K(ANB) C K(A)NK(B)
K(A\B) C K(A) UK(B)

Mbt di€ém P goi 12 di€ém trong ctia tip hdp A nhiing di€ém trong
mit phing, khi ton tai hinh tron tdim P ma né nim tron trong A.
Tt dinh nghia nay thiy ngay 1a moi diém trong ctia tap hdp A déu
thude A. Piéu ngudc lai khéng ding: trong vi du 3 & trén tip hop A
khong cé mot di€m trong ndo. Ta thiy ngay

6. Mot diém thudc A 1a diém trong ctia A khi va chi khi né khong
13 di€ém bién clia A. Diéu nay giai thich tai sao nhiing diém trong
ctia hinh tron khéng nam trén dudng tron.

D& loai trii c4c tap hdp dic biét, ching ta dua vao mot khéi niém
dic chung cho 16p tap hdp khong dic biét trong mit phing : Mot
tap hdp bi chin c4c di€m trong mit phing goi 1a bé miit, khi bién
ctia né khéng chia diém trong (ctia bién).

Vi du c4c hinh tron hoic da giac déu 12 bé mit trong miit phing.
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Nhung trong vi du 3 tip hop A khéng 14 bé mit. Bing cich ding
cac dinh nghia vé tip hdp va cac dinh nghia trong phan trén chiing
ta ching minh dudc

7. Néu A va B 1a hai bé mit, nhiing tdp hdp AUB, AN B va
A\B ciing 14 nhiing bé mit trong mit phang.

8. Néu A, B va C 1a cdc bé mit va A khong cé chung diém trong
véi B va vdi C, thi A khong cé diém trong chung véi B U C.

M6t trong nhiing dinh ly c¢d ban trong hinh hoc phéng, nhiéu khi
§ phé thong ching ta céng nhan nhu mét tién dé:

9. Moi bé mit A nhiing diém trong mit phing c6 thé cho tudng
ling véi mot sé thuc khéng &m S(A) sao cho

a) S(A) =1, v8i A la moét hinh vudng cé canh 1a 1;

b) Néu A va B 13 hai bé mit khong cé di€ém trong chung, thi
S(AUB) = S(A) + S(B).

Phép cho tuong ing S vdi c4c tinh chat trén dudc x4c dinh mét
cach duy nhat.

Cho bé mit A batky, s6 S(A) goi la dién tich ctia A. Nhiing mit
da dudc xét trong céc tridng pho théng 1a hinh chii nhét, tam giéc,
hinh tron,...va s6 S(A) theo dinh nghia trén tring véi khai niém
dién tich cta cdc hinh ndy. Vdi céch triiu tigng héa khdi niém dién
tich ching ta d& dang khao sat tinh cht vé& dién tich clia c4c hinh.
Tl a) va b) ching ta ¢6 th& d& dang chiing minh dudc:

10. Néu A va B 1a nhiing bé mit va A C B, thi S(A\B) =
S(A) — S(B).

11. Néu Ay, Ay, ..., A, 12 cdc bé mit tiing déi mot khong b
diém trong chung, thi S(A; U Ay U...UA,) = S(A1) + S(Az) +
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-+ S(Ay).

Nguyén ly Dirichlé cho dién tich: Néu A la mét bé mdt, con
A1, Ay, ..., Ay la cdc bé mdt sao cho A; C A(i = 1,2,...,n) va
S(A) < S(A1) + S(Az) + -+ + S(A,), thi it nhdt c6 hai bé mdt
trong s6 cdc bé mdt trén cé mot diém trong chung.

Ciing nhu nguyén ly ddu tién, ching ta cling c6 thé thay diéu
nay 1a hién nhién va chiing minh dudc. Thét vay, Gia st khong c6
cip nao trong nhiing mit da cho ¢ diém trong chung. Khi dé theo
khdng dinh 11.tacé S(A;UAU...UA,) = S(A1) +S(Az) +---+
S(Ay).Matkhac A; C A(i=1,2,...,n)suyraAyUAU...UA, C
A, tl1dé cd S(AjUAU...UA,) C S(A). Thong nhat c4c bat ding
thdc lai ching ta c6 S(A) < S(A), dan téi vé 1y.

C6 thé thiy rang nguyén 1y trén bao trim nguyén ly Pirichlé
cho nhiing tip hitu han. Ngoai ra nguyén 1y Pirichlé trén c6 thé cu
thé€ héa cho nhiing 18p bé mit théng dung trong chuong trinh phé
théng va céc khdi niém dé dai, thé tich ciing c6 cting tinh chat nhu
khai niém dién tich & trén. Do dé ching ta cé thé phat biéu nguyén
ly birichlé theo cac phudng an khac nhau.

12.Cho nhiing doan thdng A1, s, ..., A, ndm trong doan A va
tong d6 dai cia Ay, Ay, ..., A, 1dn hon d6 ddi ciia A. Khi dé it nhdt c6
hai trong s6 nhiing doan théng A, Dy, ..., A, 6 diém chung.

13. Cho nhiing da dién Py, P», . .., P, nam trong da dién P va téng
thé tich ctia Py, Py, ..., P, Idn hon thé tich ctia P. Khi dé it nhdt cé hai
trong s6 nhiing da dién Py, P,,... P, cé diém chung.

14. Cho nhiing cung cy,c,...,Cy nam trén dudng tron c va téng
dé dai ctia c1, ¢, . .., ¢, 1dn hon d6 dai dudng tron c. Khi dé it nhdt cé
hai trong s6 nhiing cung c1,ca, . . . ¢, ¢6 diém chung.
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T4t ca cac phat biu 12, 13, 14 ching ta déu goi 1a nguyén ly
Dirichlé va ban doc ¢6 thé chiing minh dudc cdc nguyén ly nay.

10.2. Vidu

> 10.1. Cho M la mét da gidc 16i vdi dién tich S va chu vi P. Chiing
minh rdng

a) M cd thé phu diidc mét hinh tron vdi bdn kinh 1dn hon %;

b) Bdn kinh clia cdc hinh tron nam trong M khéng qud %

Loi gidi. a) Ching ta dung trén mbi canh da gidc M mdt hinh chi
nhét chiéu cao hh = %, nhu hinh 10.1.

Il »n

Hinh 10.1: Hinh 10.2:

Nhiing hinh chii nhat nay cé nhiing diém chung giiia ching; néi
chung mét s& hinh chit nhat khéng nam tron trong M. Chiing ta cé
thé tinh to4n tong dién tich ctia c4c hinh chii nhat nay 1a S. Nhu vay
phan ctia M bi c4c hinh chil nhat phti phai ¢ dién tich nhé hon S.

Piéu nay chi ra rang t6n tai mot di€m O cta M khéng thude
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hinh chii nhat ndo ca. Nhu vay c6 nghia 1a khoang cach tii O dén

cc canh ctia M phai 16n hon h = % Ta 14y O 1a tAm hinh tron ban
kinh R > %, hinh tron nay sé ndm tron trong M.

b) Cho hinh tron C tdm O bén kinh R nim trong M. Chiing ta xét
cc tam gidc ma hai dinh cfia né 13 hai dinh lién tiép clia td gidc, con
dinh thd ba 13 tAm hinh tron O. Pudng cao ha tli O xudng c4c canh
clia tam gidc nay I6n hon R. Tu day suy ra téng cdc dién tich ctua

’ M \ N ) S \
ching bang S va khéng nho hon P.R. Suy ra R < 7 (Hinh 10.2).
©

> 10.2. Trong khéng gian cho 30 vectd khdc khéng. Chiing minh rdng
trong s6 d6 c6 hai vectd ma géc giila chiing nho hon 45°.

Loi gidi. C6 thé gia thiét ring tat ca
véctd ¢6 chung di€ém ddu O. Liy OA
véi dodai bang 1 trén vectd thi nhat.
Chting ta dung hinh nén dinh O véi
truc OA, ma géc § dinh 1a 45°. Bai
toan sé dudc ching minh néu chiing
ta chi ra ring it nhat hai trong s6 30
hinh nén (dugc xay dudng theo cach
trén 1ing véi 30 vectd di cho) c6 diém
trong chung (hinh 10.3).

Hinh 10.3:

Chting ta xét hinh ciu S véi tam
O va ban kinh 1. Méi 14n dung hinh nén cit mit ciu S mét hinh
v6i dién tich 6 ma c6 thé tinh todn dude. Ta ciing thdy ring
hai hinh nén cé diém trong chung khi va chi khi nhiing phan
trén mit ciu ciing phai ¢6 difm trong chung. TU diéu nay va
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nguyén ly Dirichlé chiing ta chi can thiét ki€ém tra tong dién tich
ctia 30 hinh trén mit ciu 16n hon dién tich mit ciu (bing 47).

2 2
Chung ta c6 6; = 27 (1—cosz> =2 |1— i . Vay
8 2
302 | 1— M > 47 tudng dudng vdi M < 4
2 2 15
L1 (1672
hO@C la E < <225> . @

> 10.3. Néu mét bé mdt A trong mdt phdng thoa man diéu kién
S(A) > 1. thi né luén luén chia it nhdt hai diém trong (x1,vy1),
(x2,Y2) ma hiéu x, — x1 va y, — y1 la nhiing s6 nguyén.

Loi gidi. Qua mbi diém (m,n) véi "
toa do nguyén ching ta ke cic
dudng thang ding va dudng thing
ngang (hinh 10.4).

v

Chung ta sé tao dudc ludi 439101 2 3 x

nhiing diém vdi toa do nguyén.

Ludi nguyén chia mit phing ra cc

hinh vuéng bang nhau, mbi hinh
vuédng c6 dién tich 13 1. Cht ¥ ring i
mé&i hinh vudng c6 the xé dich dén Hinh 10.4:

triing véi mot hinh vudng khdc, chi c6 khéc 1a toa dd ctia hinh vudng
mdi chuyén dén ciing 1 cé4c s6 nguyén.

Chiing ta chon mét hinh vudng trong ludi nguyén 1am goc cd
dinh r6i dich chuy&n moi hinh vuéng vé hinh vuéng goc. Nhu vay
nhiing phin clia A ndm trong cac hinh vuéng khéc nhau déu chuyén
vé hinh vuéng goc (hinh vé&). Tong cha dién tich ctia cdc phan dé



108 Chuong 10. Nguyén ly Dirichlé cho dién tich

bang dién tich clia A va suy ra Ién hon 1. Suy ra it nhat hai trong
s6 cdc phin nim trong hinh vuéng dich dén sé c6 diém trong chung
(x0,Y0). Trong tip A ban dau thi diém (xo,yo) ticong dng vdi hai
di€m khéc nhau (x1,y1) va (xp,y2) ma x1 — xo, Y1 — Yo, X2 — X0, Y2 —
Yo 12 céc s6 nguyén. Nhu vy thi x, — x1 va y, — y; cling 14 s6 nguyén.

©

> 10.4. Cho A la tdp hop 16i va bi chdn nhiing diém trong mdt
phéng, con Py, P, P3, Py, Ps la nhiing diém thuéc A. Goi A; la tdp
hgp nhdn tii A sau mot phép tinh tién cdc diém theo vectd P Pi(i =
1,2,3,4,5). Chiing minh rdng it nhdt c6 hai tdp hdp trong s6 cdc
A;(i=1,2,3,4,5) ¢6 diém chung.

Loi giai. Ching ta chia ra hai

tridng hdp A c6 thé cé hoic 2 &

c6 thé khéng c6 diém trong.
1. Trudng hdp A c6 diém

trong. Ky hiéu A’ 1a tip hdp,

e

ma né nhin dudc ti A, sau P,

khi tac dc}ng phép vi tu tam Hinh 10.5:
P; va hé so vi tu 2. Khi dé

cong thic sau dung A; € A’ (hinh 10.5).

That vdy, néu Q € A va Q; 1a anh cta Q qua phép tinh tién theo
vectd Iﬁ (xem hinh vé), thi P;P;Q;Q la hinh binh hanh. Ky hiéu
Q" 14 trung di€m ctia P;Q;. R6 rang Q" € A, vi Q va P; 1a phan tu
ctia A va A 16i. Mit khac P;Q; = 2P,Q" vavi A’ 1a anh cla A qua
phép vi ti tdm P; va hé s8 2, nén diém Q; nam trong tap hdp A’.
Nhu vdy mdi tip trong cdc tip A; nam trong A’. Pdng thdi mbi tap
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clia A; dong dang v8i A va suy ra S(A;) = S(A). Do dé
S(A1) + S(As) + S(As) + S(As) + S(As) =55(A).  (10.1)
Nhung tap hop A’ d6ng dang véi A vdi hé s6 2. Suy ra
S(A") = 4S(A). (10.2)

Mit khéac A cé diém trong, vi thé S(A) > 0. Nghia la tii (10.1) va
(10.2) suy ra S(A;1) + S(Az) + S(A3) + S(A4) + S(As) > S(A').
Nhu vdy trong tridng hdp 1 bai toan dudc suy ra ti nguyén ly
birichlé cho dién tich.

2. Trudng hop A khéng cé diém trong, A sé nam trén mot dudng
thing. That vay, néu it nhat ba di€m nam trén mét dudng thing, do
tinh chat 16i A chia toan bo hinh tam gidc véi dinh 14 cdc diém
nay, suy ra A c6 diém trong. Nhung tap 18i, bi chiin trén mot dudng
thing chinh 13 doan thang trén dudng thing nay. Phan con lai 1y
luan tuong tu nhu phan trén. Nhung trong trudng hdp trén dudng
thang chi cin 3 diém va nguyén ly Pirichlé vé d6 dai. ©
> 10.5. (Pinh ly Minkovski) Cho A la tdp hdp diém trong mdt phdng

c6 tinh chdt 16i, bi chdn va déi xiing qua goc toa do va S(A) > 4. Khi
dé A chifa nhiing diém trong khdc diém géc vdi toa db nguyén.

Loi giai. Tac dung 1én A phép vi tu tAm 13 goc toa do va hé s6 %
Nhu vay chiing ta nhan dudc A’, dong dang vdi A va ¢ kich thudc
bang nta kich thudc ctia A. Suy ra S(A’) = iS(A) > 1. Theo bai
10.13 suy ra A’ chiia it nhat hai di€ém khéc nhau (x1,y1) va (x2,2),
ma cac hiéu x, — x1 vd y» — y1 1a nguyén. Vi tp hop A déi xting qua
gdc toa dd nén tap hdp A’ ciing véy. biéu dé giai thich ring diém
(—x1, —y1) thudc A’. Vi A 16i nén A’ ciing 16i. Do d6 trung di€ém
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clia cdc di€m mtt (—x1, —y1) va (xp,12) cling thudc A’ va c6 toa do

(Xz —X1 Y2—W1
2 72

diém thudc A. Nhu vy (x, — x1,y2 — y1) thudc A. Pi€m ta tim dudc

). Nhén toa d6 nay vdi 2 thi dudc toa do ctia mot

khac goc toa dd va cé toa dd nguyén va 1 diém trong ctia tip A. ©
> 10.6. Néu A la mét bé mdt,

A1, Ay, ..., Ay (10.3)
la nhiing bé mdt va thba mdn A; C A(i = 1,2,...,n), con k la sé tu
nhién ma

k.S(A) < S(A1) +S(A2) + -+ - + S(Ay). (10.4)

thi it nhdt k + 1 trong s6 nhitng bé mdt trén c6 mét diém trong chung.

Loi gidi. Chiing ta chiing minh bang qui nap,Trudng hdp k = 1 d6
14 nguyén Ly Dirichlé da chiing minh & trén. Bay giG gia st bai todn
da dung cho k, chiing ta phai chiing minh né ciing ding cho k + 1.
Ta c6 dinh mot k va c6 bat dang thiic

(k+1)S(A) < S(A1) + S(A2) + - + S(Ay). (10.5)

Chting ta sé chi ra ridng véi (10.5) ton tai mot diém 13 diém trong clia
k+ 2 tAp hdp cta (10.3). Do A, C A(u =1,2,...,1n),nén S(A,) <
S(A), tli d6 suy ra S(A1) + S(Az) + - - + S(A,) < nS(A). Tl bat
dang thic sau cting va (10.5) ching ta c6 (k +1)S(A) < nS(A) suy
rak+1 < n.Vivay

n>k+2. (10.6)
To6n tai diém chung cho it nhat k + 2 tap hop (10.3) dudc chiing
minh bé‘mg qui nap theo n. T (10.4) suy ra (10.5), vay ta phai bét
dau tli k + 2. Nhu vay viét lai

(k+1)S(A) < S(A1) +S(A2) + -+ + S(Aks2). (10.7)
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Can phai chiing minh ton tai di®ém ma né 1a diém trong clia A;, Ay,

Al = AN (1 =1,2,...,k+1) (10.8)
A= AN Aga(p=1,2,...,k+1) (10.9)
va
A = A\ Aria (10.10)
A" = Ay (10.11)

Rorang A, C A'va A, C A"(p=1,2,...,k+1) .Vicétatcak+1
tp hgp A}, ti bao ham thdc trén suy ra
(k+1)S(A") > S(A]) + S(A3) + - - -+ S(Ajy1)- (10.12)
Neéu 14y (10.7) trii di (10.12) ching ta nhan dudc
(k+1)S(A") < S(Ags2) + S(AY) + S(A) + -+ + S(A{4y)-
(10.13)
Vi S(A) —S(A") = S(A”) va S(Ax) — S(A,) = S(A}) do (10.8)-
(10.11) nén tu (10.13),(10.9) va (10.11) suy ra
kS(Ak+2) < S<A1 N Ak+2) + S(A2 N Ak+2) + -+ S(Ak+1 N Ak+2).
(10.14)
Ti (10.14) va gia thiét ding cho k theo qui nap suy ra A; N
Apio, As N Agio, ..y Apyr N Agyp 6 di€m trong chung, diéu nay
c6 nghia 1a tAp hop A1, Ay, ..., Arys c6 diém trong chung. Nhu vay
véi n = k+ 2 tii (10.5) suy ra it nhat k + 2 tip hdp tii (10.3) ¢
diém trong chung.
Bay gi¢ chung ta gia thiét v8i mét n > k + 2 tlii (10.5) suy ra
it nhat k + 2 tap hop tii (10.3) cé di€m trong chung va sé& phai két

luén ring ti

(k+1)S(A) < S(A1) + S(A2) + -+ + S(Au) + S(Apy1). (10.15)
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suy ra c6 it nht k + 2 tap hop trong day A1, Ay, ..., Ayq c6 di€m
trong chung. That vay, chung ta dat

Al = ANAnr, (B=12,...,n). (10.16)
A=A N Anrr, (p=12,...,n) (10.17)
va
A= A\Api (10.18)
A" = Api1. (10.19)

Vi ALUA, = A ALNAL = O = 1,2,...,n) vi A UA" =
AANA" =@ nén

S(A,) +S(Ay) = S(A), (p=1,2,...,n) (10.20)
va
S(A") +S(A") = S(A). (10.21)
Chting ta sé chiing minh mét trong cac bat dang thic sau 1 ding
(k+1)S(A") < S(A}]) +S(Ay) + -+ -+ S(A;) (10.22)
hoac la
kS(A") < S(AY) +S(A7) + -+ S(A)). (10.23)

Thét vy, trong trudng hdp ngudc lai ching ta sé c6 (k+1)S(A’) >

S(AY) 4+ S(AL) 4 - -+ S(AL) vakS(A") > S(AY) + S(AY) +-- -+

S(A!") Cong hai v€ lai va do (10.20), (10.21) ching ta nhan dudc
S(A") +kS(A) > S(A1) + S(Az) + -+ -+ S(An). (10.24)

Cong hai vé (10.24) v8i S(A”) va tii (10.19), (10.21) chiing ta nhan
dudc
(k+1)S(A) > S(A1) +S(Az) +-- -+ S(Ay)
Nhung diéu nay trdi véi (10.15). Do d6 trong hai bat ding thic
(10.22) va (10.23) phai cé it nhat mot cai ding.
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Gia sti (10.22) ding. Theo gia thiét qui nap d6i véi n tii (10.22)
suy ra it nhét k + 2 tip hdp trong day A/, Ab, ..., A} c6 diém trong
chung. Tu (10.16) suy ra rﬁng két ludn trén ciing ding cho déy
(10.3).

Gia stt (10.23) dung. T gia thiét qui nap do6i véi k suy ra k + 1
tap hop trong A7, A, ..., All ¢6 diém chung va cling v6i (10.17) chi
ra rang ton tai mét di€m ma né 13 diém trong clia k + 1 tap hdp tii
(10.3) vacacua A, 1.

Nhu viy tu (10.15) suy ra k + 2 tdp hdp trong day Ai, Aj,
..., Ap41 €6 diém trong chung. Suy ra két luan ding véi n + 1. Tu
phuong phap qui nap bay gi6 lai suy ra, véi moi n, véi (10.5) ton
tai mot di€m ma né 14 di€ém trong cda it nhat k + 2 tdp hdp trong
(10.3). ©

Chd y. Trong ching minh dinh ly dung phuong phdp qui nap
theo k. Nhung di ti budc k sang k + 1 ta lai dung phudng phap qui
nap theo 7. VGi chling minh qui nap theo n tlit budc n sang n + 1 ta
lai dung budc k trude do va n.

> 10.7. Trong mdt hinh vudéng cd canh la

1 chifa mét s6 duong tron, Téng d6 dai clia

chiing la 10. Ching minh rdng tén tai mot

)
0

dudng thdng, ma nd cdt it nhdt 4 trong nhilng

L ——

¢----
¢ -------

duong tron nay.

>
Do
=
w

Loi giai. (Hinh 10.6) Chdng ta chon mot
canh hinh vuong réi chi€u vudéng géc cic Hinh 10.6:

dudng tron xudng canh doé.
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D& thdy ring hinh chiéu clia mét dudng tron ban kinh R 13 mét
doan thang c6 d6 dai 2R. Vi viy trén canh hinh vuong da chon sé

(o N e A s s 10
c6 nhiing doan thang chiéu xudng vdi tdng dodai 1a =

10
Nhung = > 3 = 3.1, theo nguyén ly Dirichlé suy ra cé mot

diém M nao d6 thude AB 1a diém trong chung ctia 4 doan thang da
chiéu xudng. Khi dé dudng thing di qua di€m M vuodng géc véi AB
sé cit 4 dudng tron. ©

> 10.8. Mot s6 cung nam trén dudng tron vdi bdn kinh 1 dude son
xanh. Téng db ddi cia cdc cung mdu xanh I6n hon 7. Chiing minh
rdang vdi méi dudng kinh d clia dudng tron tén tai ddy cung song song
vdi d, ma hai ddu ciia ddy cung dudc son xanh.

Loi giai. (Hinh 10.7) Khoéng mat c
tinh téng quat ching ta gia thiét
cic cung boi son khéng cé diém
chung. Cho d 1a dudng kinh bat ky
ctia dudng tron k va c 1a mot trong
cac cung dudc bdi mau. Trén dudng
tron k ta tao ra cung ¢’ bang cich
14y déi xiing ¢ qua dudng kinh 4’ h g
vuodng goc vdi d. c

D@ thdy cung ¢’ cho cling dé dai Hinh 10.7:
vGi cung c. Ta 1am nhu vAy v6i moi cung con lai thi trén k nhin dudc
mot hé cung cé téng dod dai I6n hon 277, Nhung dd dai caa k 14 27,
nhu vay theo nguyén ly Dirichlé c¢6 it nhat hai cung trong hé nay cé
diém chung.
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Nhiing chiing ta di gia thiét & trén nhiing cung dang ¢ tling doi
khong c6 di€ém chung, diéu d6 ciing ding cho cac cung ¢’. Khi d6
ton tai mot cung boi son ¢; ¢6 diém chung A vdi cung c5, d6i xting
vGi cung c; qua d’. R6 rang diy cung di qua A va song song véi d cd
tinh chat mong mudn vi mét dau & ¢, con dau kia & c,. ©

> 10.9. Trong hinh tron bdn kinh 1 ngudi ta t6 son mét sé ddy cung.
Chiing minh rang néu moi dudng kinh cdt nhiéu nhdt k ddy cung, thi
téng d6 dai cta tdt ca cdc ddy cung dd té son nhod hon k.

Loi giai. LAy c 12 mot day cung bat ky trong hinh tron C da cho va
13 cung nhd trong hai cung do ¢ tao ra. Ky hiéu 9/ 13 cung déi xting
v6i 7 qua tAm clia hinh tron. RS rang mét dudng kinh ctia C cit dy
cung ¢ khi va chi khi ¢6 hai d4u mit nam trong y va 7'

Gia st ring téng do dai nhiing day cung di ké 16n hon hoic
bang 7tk. Khi dé t6ng dd dai tit ci cdc cung dang -y 16n hon k.
Ciing ding nhu vy cho téng d6 dai cic cung dang +'. Suy ra téng
d6 dai cha cc cung dang 4/ hodc « 14 16n hon 27tk. Vi d6 dai ctia
dudng tron C 14 27, tlii nguyén 1y Pirichlé m§ rong suy ra ton tai it
nhat mét di€m thuéc C, ma né nam trén it nhit k + 1 cung cé dang
v hodc /. Néu ti diém chung nay ta ké dudng kinh ctia C,thi né cit
it nhat k + 1 day cung da cho, diéu nay trai véi diéu kién trong dau
bai. Vay diéu khing dinh ctia bai toan 14 ding. ©
> 10.10. Mot tdp hdp M la hdp clia mét s6 doan thdng nam trong
khodng [0,1]. Biét rang khoang cdch giita hai diém bt ky clia M
khéng bang 0,1. Chiing minh rdng téng dé dai ctia nhiing doan tao
nén M khong vugt qud
a) 0,55;

b) 0,5.
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Loi gidi. a) Ching minh bang phan ching. Gia st tng S ctia db
dai nhiing doan thang tao nén M 16n hon 0,55. Chting ta xét tap N
nhén dudc tit M bing céch cong mdi doan thing cia M vé6i 0,1. T
diéu kién cta bai todn suy ra M va N khéng cé diém chung. Ngoai
ra tong do dai ciia N bang S nén 16n hon 0,55. D& thdy hai tip hop
M va N nim trong doan [0;1,1]. Vi 2.§ > 2.0,55 = 1,1, ti nguyén
1y Birichlé suy ra M va N ¢6 diém chung, diéu nay dan t6i vé 1y.

b) Gia st d dai clia tit ca cdc doan trong M 16n hon 0,5. Chiing

ta chia doan [0,1] thanh 10 phan [0, 110] , [1 2] [ 9 ] Ky

10710 10’
«A N A F) M l Z + 1 .
hiéu M; la phan cua M nam trong doan 10 10 ,i=0,1,...,9

va S; 12 t8ng db dai cdc doan thing tao ra M,. Bing cich tinh
g . " . 1 2 9
tién thich hdp chung ta chuyén moi doan [10, 10] P [10,1]
. 1 .
tdi [0 10] Ky hiéu M/ 1a anh cua M; véi i = 2,3,4...,9. i

S =8 +S+--+S5 > 05 = 50,1, ti nguyén ly Dirichlé
md rong suy ra cd it nhat 6 tp hdp trong My, M}, ..., M cé di€ém

1
chung. Piéu nay cé nghia 14 mot s6 nao dé trong [ ‘1 0} 13 két

qua ctia 6 diém khdc nhau xl,xz, ..,X¢ cia M tri di tiong ting

ki ko

nhiing s6 dang 1010 § day k; 1a mot s6 nao db trong

10
0,1,2,...,9,i=1,2,...6. Dé dang thay rang it nhat cé hai trong cac

s6 ki,ko, ... ke 12 lien tiép (4p dung nguyén ly Dirichlé). Vi du nhu

ky ky _ _ 1
ko = k1 + 1. lel—ﬁ XZ—E,HEHXZ—xl—(k2_k1)—E:

diéu nay dan dén vé ly. ©
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10.3. Bai tap

> 10.11. Cho n 13 mot s tu nhién bat ky, con A 1a mot bé mit
trong mit phang, ma s(A) > n. Khi d6 ton tai n + 1 diém trong
khéc nhau (x;,y;) (i = 1,2,...,n+1) cia A, ma hiéu x; — x; va

vi—yj(i,j=1,2,...,n+1) 1a nhiing s6 nguyén.

> 10.12. N&u véi mot bé mit A trong mit phing va mot s6 nguyén
ducng k thdoa méan S(A) < k, thi ton tai mot phép tinh tién sao cho
anh ctia A qua phép tinh tién nay chiia nhiéu nhat k — 1 diém véi
toa d6 nguyén.

> 10.13. Cho A 1a tap hdp 18i, déi xiing qua goc toa do trong miit
phang, # 13 s8 tu nhién va S(A) > 4n. Khi d5 A chda it nhat 2n + 1
diém trong khac nhau vdi toa dd nguyén.

> 10.14. Néu A 1a tap hdp 16i, bi chiin, déi xting qua goc toa do va
c6 dién tich bing 615, thi A chia it nhat 307 diém ma khoang cach
gilia moi cap trong ching 16n hon hodc béng 1.

> 10.15. Cho F 14 tap hdp 16i, bi chin nhiing di€ém ctia mit phang.
Chting ta goi d6 hifu hiéu ctia tip hop F 1a khoang cich nhd nhat
gilia hai dudng thing song song & hai phia ctia tip hop F. Ching
minh ridng néu trong mot tip hdp 16i, bi chin véi db hitu hiéu d c6
chiia mét sd tp hop con ma téng dd hifu hiéu clia ching 16n hon
kd, thi ton tai dudng thing, ma nd cit it nhat k + 1 tdp hdp con néi
trén.
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cHuonG 11
TOAN HOC 1O HOP

11.1. Vidu

> 11.1. (Pé thi Todn Olympic Quéc t&,1972) Cho tdp hdp gém 10 sé’
¢6 hai chit s6. Chitng minh rang tdp hop dd ¢d it nhdt hai tdp hdp con
khéng giao nhau, ma téng nhiing phdn tit trong chiing bang nhau.

Loi giai. Néu cé hai tAp hdp con giao nhau ma téng trong ching
bang nhau thi ching ta c6 th& bd nhiing phén ti chung di. Khi dé
con lai hai tip khong giao nhau va t6ng cac phdn tl clia ching vin
bang nhau.

Chiing ta tinh c6 bao nhiéu tap hdp con khéng rbéng clia mot tip
hdp cé mudi phan tli. S8 lugng nhiing tip hdp con chi chiia 1 phan
tl ¢6 10 hodc 1a Ci,. S8 lugng nhiing tap hdp con chda 2 phan tlt
1a C2,. S6 lugng nhiing tap hgp con chifa 3 phan tit 1a Cj,. .. Suy ra
tong s6 ludng c4c tap hdp con la

Clo+Cho+Clo+--+Cig = (1+1)"° =1023
Piéu kién bai ra 1a 10 s& da cho khong 16n hon 99. Vay téng cia
c4c sb trong mdi tdp hdp con khéng vidt qua 99.10 = 990, nhu vay
s6 lugng nhiing tdng khac nhau nhiéu nhat 12 990. Theo nguyén 1y
birichlé trong s6 1023 tip hdp con chia tip hdp gdm 10 sd sé 6 it
nhét hai tdp ma tdng cac phén ti trong chiing phai biang nhau. ©
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> 11.2. Cho 15 bdi todn trdc nghiém, ddnh s6 tit 1 dén 15, mébi bai
chi cé hai kha ndng tra 15i : ding hodc sai. Cé 1600 thi sinh tham gia
thi, nhung khéng c6 ai trd 16i ding 2 bai lién nhau. Chiing minh rdng
c6 it nhdt hai thi sinh tra 16i toan b 15 bai hét nhu nhau.

Loi giai. Bai 1am cia mdi thi sinh tuong ng véi mét diy 15 phdn td,
mdi phén tit hodc 13 b (ddng) hodc 13 S (sai). Theo gia thiét khong
c6 ddy ndo cé 2 phan tii ké nhau 1a B, b, nén s6 t6i da cac phan ti
SS trong day la 8.

Ta nhén thdy véi mdi 0 < k < 8 thi s6 cdc diy c6 ding k phan
td D 1a C>F1 = C°F (bdi vi mdi mét ddy nhu thé tuong dudng
v6i cach dit k tAm bia gifia 15 — k quyén sach: c6 tat ca 16 — k vi tri
dé dit bia, k& ca hai dau cia chdng sach do).

Vay 14 s6 céc diy c6 tinh chat néu trén la

8
Y CeF=1+15491+286+495+462 4210 + 36+ 1
k=0

= 1597 < 1600
Piéu nay chiing td rang phai c6 it nhat 2 thi sinh c6 cac cau tra 10i
hét nhu nhau.

> 11.3. Trong mét hinh 9 canh déu cé mét dinh didc t6 mdu trdng
con cdc dinh khdc dudc t6 den. Chiing minh rdang ton tai hai tam gidc
phdn biét toan ddng (dién tich bang nhaw) ma cdc dinh ctia méi tam
gidc duidc t6 cuing mot mdu.

Loi giai. Ti 9 dinh dudc t6 mAu thi it nhat ciing ¢ 5 dinh dudc td

cling mOt mAu. Gia s d6 1a miu tring. Niam mdu tring tao thanh
543 . A AL A AL .
C = —3 = 10 tam gidc phan biét cling mét mAu trang. D€ y rang
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2k ,
phép quay mot gbc TN (k = 0,1,...,8) xung quanh tdm O cua
hinh 9 canh déu khéng anh hudng dén tadp M cac dinh cta hinh 9
canh nay. Vi thé sau khi quay médi tam gidc trong 10 tam gidc trén

2k
mot goc TH(O < k < 8) xung quanh O ta dudc 10.9 = 90 tam giac

c6 dinh trong tap hdp M. T4t ca chiing khong thé phan biét vi s6
2.8.7

tam giac khdc nhau cé dinh trong tdp hgp M bang C3 = 53

78 < 90.

Nhu vy ta tim dudc hai tam gidc tring A; va A, sau mot vaii
phép quay trung v8i cing mot tam gidc A. Luu y 1a hai tam gidc A4
va A, 12 phan biét. That thé, hai tam gidc nhu nhau khéong thé cé
dudc sau khi quay ti mot tam gidc.

Vi mbi tam gidc A va A, sé tring véi tam gidc A sau khi quay;
nén tli tam gidc A; bang mot phép quay ta ¢ thé nhin dude tam
gidc A, (chang han cic phép quay A1 — A, A — A). VAy A va A,
14 hai tam gidc phai tim. ©

> 11.4. Trén mdt phdng c¢6 n hinh. Gia st Si,..i,» la dién tich phdn
giao ciia cdc hinh thit iy, . . . iy, con S la dién tich phdn mdt phdng bi
phtt béi cdc hinh dd. Ky hiéu My la téng tdt ca cdc S;, _;,, tic la téng
dién tich clia tdt ca cdc hinh cd thé ¢6 la giao ctia k hinh dd cho. Chiing

minh rang

a)S=M; —My+Mz—...—(=1)""'M,

b) S > My — My + Ms — ... — (—=1)"*1M,, vdi m chdn va
S<M;—My+M;—...— (=1)""M, vdi m le.

Loi giai. a) Ky hiéu CJ 1a s6 céch chon k phén td tit n phan td, ta
c6 nhj thdc Niutdn (x + y)" = Yp_, CixFy" k. Ky hiéu D,, 1a dién
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tich phdn mit phing bi phti bdi diing m hinh. Phdn mit phing dé
gbém nhiing manh, mdi manh bi pht bdi m hinh x4c dinh nao dé.
Khi tinh M dién tich mbi manh nhu vy, sé dudc tinh ' 14n, béi vi
tli m hinh c6 thé tao dude C} giao cta k hinh. Do dé

M, = CI]ng + C]I:+1Dk+1 +---+ C;:Dn

Suyra My — M+ Mz — -+ + (=1)""! = CIDy + (C3 — C3)D, +

4 (Cl—C}+Cl— - )Dy =Dy +Dy+ -+ D,
bdi vi do nhi thiic Niutén C}* — CJ' +3m — - - - — (=1)"Cll = (-1 +
cr—-ar+cy—-—(-D"Cm+1=1-1)"+1=1

Cudi cting chiing ta ldu y rang S = Dy + Dy + - - - + D,
b) T phan a) ta cé
S—(My—My+--+ (=1)""M,) =
= (_1)m+2Mm+1 + (_1)m+3Mm+2 +oot (_1)n+1Mn
n . .
=2 ((=1)"2Cpq 4+ (-1)"1C)D;
i=1
(Ta qui udc néu k > i thi Ci = 0. Do d6 ta chi can phai ching minh
rang:
Cl1—Cl,+Cl o —. . —(=1)mHCi > 0véii < n.
T dang thic (x +y)' = (x +y)~!(x +y) suy ra ding thiic
i il il
Ci=cit+cit,
Do d6

;in+1 - C£n+2 + C;in+3 — = (—1mric =

=G +C — Gy Gy — -
+(_1)m+n+lc1{1_—ll + (_‘1)m+n+1cli1—l — C;'n—l + C;—l
Cudi cting chi can luu y rang C:-1 = 0 véi i < n. ©
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> 11.5. Mot cdi do dién tich bang 1 ¢6 5 miéng vd, ma dién tich cla
mbi miéng vd khéng nhd hon 0,5. Chiing minh rang luén tim dudc hai
miéng vd c6 dién tich phdn chung ciia chiing khéng nho hon 0,2.

Loi gidi. Gia st dién tich c4i 4o bang M, dién tich phin giao clia cic
miéng va thi iy, . .., i, bang Si,..ip»con M = Y S;, ;. Tt bai trén suy
raM— M; + M, — Mz + My — Ms > 0,bdivi M > S. Cac bat ding
thiic tuong tu cé th€ dudc viét khong chi cho ca cdi 40, ma con cho
tling miéng v4. Néu ta coi miéng v4 S; nhu mot cai 4o véi cac miéng
vd S12, 513, S14, S15 thi ta dude S — Y- S1; + Y- S1ij — 1 Stij + S12345 >
0. Céng cac bat ding thiic nhu vay cho tit cA 5 miéng v4, ta dudc
My — 2Mj + 3M3 — 4M4 + 5M5 > 0 (hang td Sil...ik
bat dang thiic cho cdc miéng va i ... i, nén trong téng tit ca cac
bat ding thiic né c6 hé s6 k). Cong cac bat dang thdc 3(M — M, +
Mz—M3—|—M4—M5) > 0va My —2M, +3M3 — 4My +5Ms5 > 0,
ta duge 3M — 2M; + M, — My +2Ms > 0. Cong vao d6 bat ding
thiic My — 2M;5 > 0, (dudc suy ra tli S1pzss €6 trong tat ca cac Sipisi,
téic 1A My > 5Ms > 2Ms), ta dudec 3M — 2M; + M, > 0, tic 1
M, > 2M; —3M >5—3 = 2. B&i vi tii 5 miéng v4 c6 thé tao dudc
10 cip, nén dién tich giao clia mot trong s6 cc cip dé khong nhod

M,
hon —= >0, 2. ©
BT

cé trong cac

> 11.6. (Pé thi Todn vé dich CHLB Pifc, 1979) Gia sit mbi diém clla
mdt phdng dudc to bdng 1 trong n mdu (n la s6 tu nhién cho trudc).
Chiing minh rdng tén tai mét hinh chit nhdt vdi cdc dinh dudc t6 ciing
mét mdu.

Ldi gidi. Ta thiét 1ap trong mit phing mdt hé toa dd Pé cic vudng
gbc tuy y va chd y t6i diém nguyén (i,j) véi 1 < i < n+1va
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1 < j < "1 4 1. Viéc t6 miu k€ theo thi tu # 4 1 di€m trén mbi
dong c6 n"*t! cich khic nhau (mbi diém c6 1 cach t6). Do dé cé
it nhat 13 2 dong trong s6 n"*! 4+ 1 dong dudc t6 mau giéng nhau
(nghia 14 hai dong giéng nhau vé& mAu sic t6 & diém thd nhat, diém
thi hai,. ..,diém thid n 4 1 ching han tinh tl trai qua phai). Gia st
hai dong 4y 14 dong nhiing di€m c6 toa dd k va m; nghia 12 véi mébi
i €{1,2,...,n} cdc diém (i,k) va (i,m) cé cing mot mau. Bdi vi
chi c6 n mau nén trong s6 n + 1 di€ém trén dong cac di€ém cé tung
dod k &t c6 it nhat hai difm c6 cling mAu, ching han, d6 1a 2 diém
(a,k) va (b, k). Khi d6 hinh chii nhét vdi cdc dinh (a,k), (b, k), (b, m)
va (a,m) c6 4 dinh cing mau. ©

> 11.7. Cho 1000 diém trén mdt phdng My, Ma, ..., Mig. Chiing
minh rdng trén bdt ctt dudng tron bdn kinh 1 ndo ta déu tim dudc mot
diém S sao cho téng khoang cdch tii S dén cdc diém My, M, . . ., Migoo
khéng nho hon 1000.

Loi giai. Gia st S; va S, 13 hai di€m tuy y d6i tAm clia dudng tron
T ban kinh 1. Ta ¢6 515, = 2, vy SiMy + SoMy > 515, = 2
SiMp + SoMy > 2;...; SiMiogo + SaMiygoo > 2. Vi thé (S;M; +
SoMy) + (S1Mp + SoMy) + - - - 4+ (S1Miooo + S2Mioo) = (S1 M7 +
SiMp + - -+ SlM1000) + (Sle +SoMp + -+ Sleooo) > 2000.

Do dé it nhat mot trong hai di€m S; va S, chic chin thod man
bai ra 13 tong khoang céch tli né dén cac diém M, My, ..., Miogo
khéng nho hon 1000. ©

> 11.8. Cho 37 diém phan biét trong khéng gian ¢6 toa do la nhiing
s6 nguyén sao cho khéng cé ba diém ndo thdng hang. Chifng minh
rdng ta c6 thé chon 3 diém ma toa dé giao diém cdc trung tuyén cla
tam gidc tao thanh déu la s6 nguyén.
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Loi gidi. Vi mbi diém x;y;z ¢ toa d 14 nhiing s6 nguyén (diém
nguyén) ta cho tiong dng cac s6 X;7;Z 1a nhiing s6 du clia phép
chia cdc s8 x;y;z cho 3. Vi ¥ nhin khéng qué 3 gia tri nén it nhat
13 trong s6 37 di€m c6 cling gi4 tri (néu khéng, thé thi s8 cac diém
khong 16n hon 12.3=36). Tudng tu, c6 khong it hon 5 trong 13 diém
dé cd gia tri 7 nhd nhau.

Thé thi giao di€m cac trung tuyén clia tam gidc c6 dinh (x1,y1,21),
(x2,Y2,22) va (x3,Y3,23) c6 toa do

Yo = X1+ X2+ X3 _ y1+yz+y3.2 1t zp+2z3

3 3 0 3

Néu ¥; = ¥, = &3 va §f; = §» = 7 thi céc s8 xo va yo 12 nguyén con
s6 zo chi nguyén khi va chi khi z; + 2, +z3 = 0( mod 3). Trong
trudng hdp bai ra ta chon ra 5 di€m ma tat ca sé & bing nhau v tt
ca s6 7 bang nhau. Néu trong cic di€m nay ta tim dudc ba diém ma
cac s& Z nhan cdc gi4 tri 0;1;2 thi v8i cdc diém dé ta cb

Z1+20+23=21+2,+23=0+1+2=0( mod 3)

Néu khéng cé nhiing diém nay thi s6 Z vdi 5 diém da chon sé nhén
khéng qua 2 gia tri, do dé ta tim dudc 3 diém ma gid tri Z nhan ciing
mot gid tri ma s6 zo ting véi né 1 s6 nguyén. ©

> 11.9. Trén mdt phdng cho 7 dudng thdng trong dé khong cd hai
dudng thdng ndo song song. Chifng minh rdang ta tim dudc hai trong
7 dudng thdng néi trén ma goc giita chiing nho hon 26°.

Loi giai. Ta hay tinh tién tat cd 7 dudng thang da cho sao cho chiing

cting di qua mét di€ém cd dinh O. Ta sé dudc 7 dudng thang chia géc

day dinh O thanh 14 phan. Vi thé mot trong cac géc tao thanh nhd
360° 5

hon TR 250§ < 26° (néu tat ca céc gbc déu bang nhau thi mébi
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gée khong 16n hon 26°). Nhiing géc gifta hai dudng thing cit nhau
bang géc gilia hai dudng thang ban diu. ©

> 11.10. Cho A 13 mot tap céc sd nguyén va x 13 mot s6 nguyén bat
ky. Tap hdp x + A = {x +ala € A} goi 12 tinh tién clia A x4c dinh
bd i x. Hay néi cach khéc tap hgp x + A gobm cdc phan tii clia A cong
thém véi cling mét s8 x. Chiing ta ndi rang mot tip hop nhiing s6
nguyén 13 k-nho nhat, néu ton tai k tap tinh tién clia A, ma ching
tling d6i khong cé di€m chung. Vi du: moi tap s6 hiiu han 13 k-nho
nhat v8i moi s6 nguyén duong k. Ciing c6 tap v6 han 1a k-nhd nhat
nhidayk+1, (k+1)2,...,(k+1)",... Nhing ching ta chiing minh
két luan sau:

Cho n la s6 tu nhién. Khi d6 tdp hdp nhiing s6 nguyén khéng thé biéu
dién nhu hop ctia n tdp hop (n + 1)-nhd nhdt.

Loi giai. Chung ta gia sl ngudc lai: ton tai nhiing tap hdp (n + 1)-
nhd nhat A1, A, ..., A, sao cho mdi s6 nguyén thuéc mét trong
nhiing tdp hdp nay. Theo dinh nghia cha tap (n + 1)-nhd nhat véi
moii=1,2,...,nton tain+1s6 nguyén a;1,a;,,...,4;,+1 sao cho
v6i1l <r <n+1,1<s<n+1var # s nhiing phép tinh tién
a;, + A; va a;; + A; khong c6 diém chung. Ky hiéu N 1a tap hdp
tit cA n-bd sap thd tu (jy, ja, ..., ju) 8 4y j1, /2, ..., jn d6c 14p nhin
cdc gia tri 1,2,...,n,n + 1. Véi mbi n-bda = (ji,jo,...,ju) tU N
cho tuong ting véi mot s6 nguyén x, = ayj, + agj, + - - - + Ayj,- Baoi
vi chiing ta da gia thiét tap hdp nhiing s8 nguyén 1a hop clia cc
tAp hop Ay, Ay, ..., A,, mdi s6 x, thude mot tap ndo dé trong day
tap hdp trén. Ngoai ra s6 phan td ctia N 1a (n + 1)" (day 1a tinh t&
hdp).Ti nguyén ly DPirichle m§ rong chiing ta cé it nhat mot trong

e A P ~ A se s A (n -+ 1)”
cac tap Ay, A, ..., A, chia nhiing s6 dang x, vdi it nhat Y
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bd a tli N.
Khoéng mat tinh téng quét ching ta gia thiét A; cé tinh chat

trén. Ching ta xét tit ca cac phan tl a ciia N ma s6 x, thudc Aj.

1) S .o DN 1 A
m phan td. Néeu o = (j1,j2,...,jx) la mot

Chiing gém it nhat
phan td trong chiing, thi chiing ta cho ticng ting véi (n — 1)-bd
sip o/ = (o, jasevsjn)- Vi1 < j, <m+1véimoipu=23,...,n,
theo tinh chat t& hdp vdi a’ c6 nhiéu nhat (n + 1)"~! kha ning.

n
Tl bat dang thdc (1" > (

n
& = (ji,j2,---1jn), B = (k1,ko, ..., k,) hoan toan khac nhau, ma
Xy € A1, xg € Ay, tudng ling v6i cung mot (n — 1)-bo.

n+1)"1 suy ra it nhat c6 hai n-bd

Chiing ta c6 thé tém tit ngdn gon nhu sau: ton tai hai bé khéc
nhau « = (j1,j2,...,jn) V@ B = (k1,ka, ..., k,) thuéc N, ma x, €
A1,xg € Ay, 1 #Fkivajp =k, j3 = ks, ..., jun = ky. Nhuing, x, =
ayj, + ), + v+ apj, Xp = aix, + o, + -+ + apx, nhung vi j, = ky,
véi méi u = 2,3,...n ching ta c6 x, — x3 = a1j, — ay, hodc la
A1k, + Xo = a1j, + xg. Khi d6 s6 x = ayy, + x4 = a1;, + xg thude vao
tap hop ayy, + Ay va ayj, + Aq. Suy ra tap tinh tién A; xdc dinh béi
cac 6 ay, va ayj, ¢6 diém chung, diéu dé trdi véi gia thit khi bat
dau ching minh. ©

11.2. Bai tép

> 11.11. a) Trong hinh vudéng dién tich 6 dat ba da gidc dién tich
3. Chting minh rang trong s& d6 luén tim dudc hai da gidc ma dién
tich phan chung ctia chiing khéng nhoé hon 1.

b) Trong hinh vuéng dién tich 5 dat 9 da gidc dién tich 1. Chiing
minh rang trong sé d6 luén tim dudc hai da gidc ma dién tich phin
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, , A ) 1
chung cua ching khong nho hon 5

> 11.12. Sau diém dudc sdp xép trén mit phing sao cho ba diém
bat ky 1a dinh clia mot tam gidc ma cac canh ¢ do dai khac nhau.
Ching minh ring canh nhd nhit clia mét trong cdc tam gidc dong
thdi 12 canh 16n nhat ctia mét tam gidc khéc.

> 11.13. Cho Py, P,,..., P, 1a bay diém trong khong gian, trong dé
khéng c6 bén di€m nao déng phéng. T6 mau mdi doan PP; (i < j)
v6i mot trong hai mau dd hodc den. Chiing minh ring c6 hai tam
gi4c don sic khong ¢ chung canh.

> 11.14. C6 hai dia déu dudc chia thanh 1998 hinh quat bang nhau,
va trén mbi dia t6 mét cach bat ky (bdng mot mAu) 200 hinh quat.

Céc dia dudc dit chong 1én nhau va quay mdt dia theo nhiing géc
\ As D 00 ’, . M IN . 7 A, . e A
la boi cua . Chung minh rang ton tai it nhat 94 vi tri cé khong

qud 20 hinh quat dudc son trung nhau.

> 11.15. Trén mit phing cho n dudng thang tiing d6i khong song
song v6i nhau. Chting minh ring géc gitia hai dudng thing nao dé
0

. ., 1
trong s6 dé khong 16n hon %
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12.1. Vidu

> 12.1. Trong hinh chit nhdt 3x4 ddt 6 diém. Chiing minh rdng trong
s6 d6 luén tim dudc hai diém cd khodng cdch giita chiing khéng ldn

hon /5.

Loi giai. Chia hinh chii nhat ra lam
5 hinh nhu hinh 12.1. Trong mot
trong s6 cac hinh dé sé cé it nhat

2 diém, va khoang céach giiia hai
diém do sé khong 16n hon /5. ©

Hinh 12.1:

> 12.2. Trén mdt phdng ¢6 25 diém, biét rang trong 3 diém bdt ky
trong s6 dd luén c6 2 diém cdch nhau nhd hon 1. Chiing minh rdng
tén tai hinh tron bdn kinh 1 chita khéng it hon 13 diém da cho.

Loi giai. Gia st A 123 mo6t di€m da cho. Néu tat ca cdc di€ém con lai
ndm trong hinh tron $; tdm A bén kinh 1 thi ta khong cin phai
ching minh gi thém. Gia st c6 mét di€m B trong s& di cho nim
ngoai dudng tron S; tic la AB > 1. Xét hinh tron S, tdm B ban kinh
1. Trong s6 cac diém A, B, C trong d6 C 1a di€ém da cho bat ky ludn
c6 hai di€ém cach nhau nho hon 1, hon nita d6 khong thé 1a 2 diém



130 Chuong 12. Mot s6 bai tap hinh hoc khdc

A va B. Do dé céc hinh tron S; va S, chia tit ca cac di€m da cho,
tic 1a mot trong hai hinh tron dé chida khong it hon 13 diém da cho.
©

> 12.3. Bén trong dudng tron bdn kinh n ddt 4n doan thdng cé dé dai
1. Chiing minh rdng c6 thé ké mét dudng thdng song song hodc vuéng
g6c vdi dudng thdng I cho trudec va cdt it nhdt 2 doan thdng da cho.

Ldi giai. Gia st [; 1a dudng thang bat ky vudng géc véi I. Ky hiéu
dd dai cac hinh chiéu ctia doan thing thii i 1én cic dudng thang !
va I 13 a; va b; tuong dng. BSi vi 6 dai clia mbi doan thing biang
1,néna; +b; > 1. Do dé (a1+--~+a4n)+(b1+---+b4n) > 4n.
Khoéng mat tinh tdng quat gia st (ay + - - - +ag,) > (by + - - - + byy).
Khi dé a; + - - - 4 a4, > 2n. TAt ca cic doan thang da cho déu dudc
chi€u xudng doan thing cé d dai 2n, bdi vi ching déu nam trong
dudng tron ban kinh #. Néu nhu cac hinh chiéu ctia cac doan thing
da cho 1én dudng thang ! khoéng cé di€m chung, thi sé cé bat dang
thic ay + - - - + a4, < 2n. Do d6 trén [ phai ¢ mot diém bi cdc diém
clia it nhat hai trong s& cc doan thing da cho chiéu 1én dé. Pudng
vuéng géc véi I tai diém déb sé cit {t nhat hai doan thing da cho. ©

> 12.4. Trén doan thdng cd dé dai 1 ta té6 mét s6 doan thdng sao
cho khodng cdch giita hai diém dudc t6 bdt ky khéng bang 0,1. Chiing
minh rdng téng dé dai cdc doan thdng dudc t6 khong ldn hon 0,5.

Loi gidi. Chia doan thang ra 1am 10 doan thing c6 d6 dai 0,1, dit
chiing theo mot cot va chi€u chiing xudng mét doan thang nhu vay.
B3i vi khoang cach gifta hai di€m dudc t6 bat ky khong bing 0,1,
nén cac di€m dudc t6 ctia cic doan thing canh nhau khéng thé cling
chiéu xudng 1 di€m. Do dé khong cé diém ndo cé thé 1a hinh chiéu
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clia cdc diém dudc t6 clia nhiéu hon 5 doan thing. Suy ra téng
dd dai cac hinh chiéu clia cic doan thing dudc t6 khong 16n hon
5.0,1=0,5. ©

> 12.5. Ching minh rdang néu mét dudng thdng | ndm trong mdt
phdng ctia tam gidc ABC va khéng di qua dinh ndo ctia tam gidc do,
thi nd cdt khéng qud hai canh ctia tam gidc dé cho.

Loi giai. Ky hiéu « va @ 12 hai nlla mit phing do I chia mit phang
clia tam gidc ABC. Méi dinh A, B va C nam trong mét niia mit
phing trén. Theo nguyén 1y Pirichlé it nhat mot trong hai nila mit
phing trén, ching han nhu «, chiia hai dinh cta tam gidc ABC,
chéng han nhu A va B. Khi d6 dudng thing I khong cit doan thing
AB, nghia 12 né khéng cit mét trong ba canh clia tam gidc ABC. ©

> 12.6. Nhiing diém trong mdt phdng dudc son bang mét trong ba
mdu. Chiing minh rdng luén tim dudc hai diém cing mdu cdch nhau
diing bang 1.

Loi giai. Gia st hai di€m b4t ky cach nhau 1 déu dudc t6 bang cdc
mAau khéc nhau. Xét tam gidc déu ABC c6 canh bang 1. T4t ca cac
dinh cta né dudc t6 bang cdc mAiu khac nhau. Gi st di€ém A; déi
xting v8i A qua dudng thing BC. Bdivi A;B = A;C = 1, nén di€ém
A; c6 mau khac v8i mau ctia B va C, tiic 1a né dudc té cling mot mau
v6i di€m A. Cac 14p ludn d6 thuc chat da chi ra ring néu AA; = /3,
thi cdc difm A va A; t6 cling mdt mu. Do dé tit ca cic difm nim
trén dudng tron tAm A ban kinh /3 ¢6 cting mdt mau. RS rang trén
duong tron dé ludn tim dude hai diém cé khoang céch gifia chiing
bing 1. Ta dudc méu thuln, vay ludn tim dudc hai di€ém cting mau
c6 khoang céch giita chiing bang 1. ©
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> 12.7. Cho 11 diém khdc nhau trong hinh cdu thé tich V. Chiing

minh rdang qua tdm ctia hinh cdu c6 thé dung hai mdt phdng sao cho
s ) ¢ 4 N, V \ A

ching cat hinh cau thanh mgt "miéng" vdi thé tich 5 ma phan trong

ctia né khéng chifa trong phdn trong bdt cit mét diém ndo dd cho.

Loi giai. Chia hinh cdu ra hai ban ciu bang mét mit phing di qua
tdm va hai di€m tli cac di€m da cho. Mot ban ciu chiia trong phan
trong nhiéu nhat 13 4 diém tii cdc di€ém con lai. Chia ndia hinh cau
bang hai mit phing, ma mdi mit phing di qua tAm hinh ciu va
hai di€ém trong 4 di€m con lai. Nhu vy ndia hinh c4u chia thanh 3
"miéng" khong chiia mét di€m nao bén trong. it nhat thé tich cha

oy 1 s A
mot miéng 16n hon 3 thé tich ctia bn hinh cau. ©

> 12.8. Cho khéi da dién 16i P; ¢é 9 dinh A1, As, ..., Ao.Ky hiéu
P, Ps, .., Py la nhiing da dién dudc tao thanh bdi cdc phép tinh tién
tudng ung theo cdc vectd A1Ay, ..., A1Aq. Chiing minh r&ng {t nhdt
2 trong s6 9 da dién trén 6 it nhdt mét diém chung.

Loi gidi. Xét hinh da dién P 13 anh cha P; qua phép vi tu tdm A,
va hé s6 2. Ta sé ching minh ring 9 da dién déu nim trong P. That
véy, cho Ay, A3, ..., A§1a cdc dinh cta da dién P. Chung ta sé chiing
minh, ching han nhu P, ndm trong P. D& chiing minh diéu d6 ching
ta chti y téi phép tinh tién ITA; chuyén cac diém A1, Ay, ..., Ag
téi cdc di€m Ap, A3, AL, ..., A), § day Al 1a trung diém cua doan
A3AY).

Téng thé tich cla céc da dién Py, P,, ..., P ndm trong P bing
9V, & day V 1a thé tich ctia da dién P;, con thé tich clia da dién P
béng 8V. Suy ra it nhat c6 hai da dién ¢6 diém chung (nguyén ly
DPirichlé cho thé tich. ©
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> 12.9. Trong hinh cdu dudng kinh 3 ddt mét s6 hinh cdu ma téng
duong kinh ctia chiing bang 25 (nhiing hinh cdu ndy cd thé giao
nhaw). Ching minh rdng vdi moi mdt phdng tén tai moét mdt phdng
song song vdi nd va cdt it nhdt 9 hinh cdu con.

Loi giai. Ching ta xét hinh chiu cic hinh cdu 1én dudng thang
vudng géc véi mit phang da cho. Hinh ciu 16n chiéu vao mét doan
thang c6 dé dai 3, con cac hinh cdu con chiéu vao cac doan thing
nho c6 tong 25. Gia st khong c6 mot mit phing nao nhu dé bai ra,
nghia 13 moi mit phing song song véi mat phing da cho chi cit 8
hinh cAu nho. khi d6 mbi di€m trong doan thang dé dai 3 chi thude
nhiéu nhat 12 8 doan thing hinh chiéu ctia nhiing hinh cdu nhé. Suy
ra tong cua ching khong qua 24. Nhan dudc sy vo ly. ©

> 12.10. Trong hinh vuéng canh 1 don vi c6 mét dudng gdp khiic L
khéng tu cd vdi dé dai ldn hon 1000. Chiing minh rdng tén tai mot
didng thdng m song song vdi canh hinh vuéng va cdt dudng L tai hon
500 diém.

Loi gidi. Gia st [; 1a A6 dai mét thii i cha dudng gap khc, a; va b;
12 d6 dai hinh chiéu clia né 1én céc canh ctia hinh vu6ng. Khi dé
l; <a;+b;. Suyra

1000 =15+ -+, <(ay+---+ay,)+ (by+---+by)

Tdc 12 hodc a; + - - - +a, > 500 hodc 1a by + - - - + b, > 500. Néu
t6ng d6 dai hinh chiéu clia cdc mit 1én mét canh dé dai 1 khéng nhd
hon 500, thi theo nguyén ly Birichlé cho d6 dai doan thang phai cé
diém chung cho hon 500 hinh chiéu clia cdc mit gip khic, tic 1a
dudng vudng géc ké tit diém chung dé6 sé cit dudng gap khiic tai it
nhét 500 diém. ©
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12.2. Bdi tap

> 12.11. Cho A 13 tip hop nhiing diém trén mot mit cau va cé dién
tich 16n hon niia dién tich mit cAu. Chdng minh ring A chda it nhat
mot cip di€m ma né 14 2 daah u dudng kinh clia qua cau.

> 12.12. Ta goi hinh chii thap 14 hinh tao bdi cdc dudng chéo cua
hinh vuéng canh 1. Chdng minh rang trong hinh tron ban kinh 100
chi c6 thé dit dude mot sb hitu han céc chil thap khéng cit nhau.

> 12.13. Trén mit phing cho di€m O. Héi c6 thé dit trén mit phing
5 hinh tron khong pha di€m O sao cho moi tia xuét phét tii O cit
khong it hon hai hinh tron dude hay khéng ? (cit 8 day ¢ nghia 1a
c6 diém chung).

> 12.14. Nhiing di€ém trong mit phing dudc son béng mot trong
hai m4u. Chiing minh rang lu6n tim dudc hai di€m cling mau cach
nhau ddng bing 1.
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MOT s& BE THI VO PICH

Nhiing bai to4n thi v6 dich c4c nidc 1a cac bai to4n dién hinh cho
viéc van dung tri thong minh, sing tao d€ giai. N6 doi hoi hoc sinh
phai ndm dudc cac kién thiic ¢d ban viing chic va hifu thau ddo.
D€ giai cdc bai todn thi v6 dich phai vn dung cao tinh phan tich
va téng hop cac kién thiic todn hoc. Rat nhiéu bai todn thi v6 dich
cdc nude ¢6 mot phan giai st dung nguyén ly Birichlé, cac chuong
tridc ta da gip mot s bai. & thuan tién cho ban doj ¢ muén tham
khao ddy du vé chil dé nay toi chép lai va thong ké ra day cac dé
thi v6 dich cdc nidc chll yéu trong cudn sich [4] va mot s6 tuyén
tap khéc. Nhung vi tai liéu tham khao c6 han, phan suu tAm cta toi
chic chin chua ddy di mong céc ban doc b8 sung va cho ¥ kién.
Mbi bai trong chudng nay kém theo tén nude va nam ky thi vé dich
nudc do.

> 13.1. (Anh, 1966) Chiing minh rdng tit 52 s6 nguyén bdt ky luén
cé thé chon dudc ra hai s6 ma téng hodc hiéu ctia chiing chia hét cho
100.

Loi giai. TAt ca cac s6 du trong phép chia cho 100, dudc chia thanh
ting nhém nhu sau: {0}, {1;99},{2;98},...,{49,51}, {50}. Vi cb
tat ca 51 nhém, ma lai cé 52 s6, nén theo nguyén ly Dirichlé gitia
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chiing phai c6 hai s6 ma céc s6 du trong phép chia cho 100 rdi vao
mot nhém. Hai s6 nay 13 hai s6 cin tim vi néu s6 du clia chiing bang
nhau thi hiéu ctia chiing chia hét cho 100, con néu sé du ciia chiing
kh4c nhau thi t8ng clia chiing chia hét cho 100. ©

> 13.2. (Anh, 1970) Chifng minh rdng ti tdp hop tuy y gém n sé tu
nhién luén tdch ra dudc mét tdp hdp con (khdc réng) chifa cdc s6' ma
tong ctia chiing chia hét cho n.

Ldi gidi. Gia st v6i mot tip hop nao dé chda cac sd ay, a, ..., a4, ma
khong thoad mén khing dinh ctia bai todn. Khi d6 khéng cé s6 nao
trong cac s6
S1=a,S=a1+ay,...,S,=a1+a+---+ay

chia hét cho n. Vi s8 cac s6 du khac khong trong phép chia cho
n 1a n — 1, nén theo nguyén 1y Pirichlé tim dudc hai s6 S; va S;
(1<i<j<mn)cécungsddu. SuyrahiéuS;—S; =a, 1+ - +4,
chia hét cho n, diéu ndy méu thuln vdi gid st néi trén va khing
dinh ctia bai toan dudc chiing minh. ©
> 13.3. (Anh, 1976) Gia stt trong tdp hdp hitu han X chon ra 50 tap
hop con Ay, ..., Asy sao cho mbi tdp hdp con chita hon mét nita phdn
tl clia tdp X. Chifng minh rang c6 thé tim dudc tdp hop con B € X
chifa khéng nhiéu hon 5 phdn tii va cé it nhdt mét phdn tii chung cho
cdc tdp hdp A4, Ay, ... Aso.

Loi gidi. Gia st s cac phan ti clla tip X bang n. Mbi tdp hdp con

’ A ; n A p w 1x

dudc chon Aq,..., Asg chua khong it hon 5 phan td, cé nghia la
a2 A 7 N ), J A, Pl 7 A \ 4 n

tong s6 cac phan td cua tat ca cdc tdp nay vudt qua 50.5 = 25.n.

Theo nguyén ly Dirichlé ton tai mot phan ti cia X thudc khong it
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hon 26 tap con da chon. Tudng tuy ta chldng minh véi gi4 tri bat ky
k < 50 gilta cdc tAp A, Aj,, ..., A;, c6 thé chon ra khong it hon
[12{] + 1 tap hdp chiia cing mét phan t{i. Ta 14y phan ti clia mot
tap hdp X ma né thudc khong it hon 26 tap (phan td nay s& 14 mot
trong 5 phan tii ctia tdp hdp B). Ta loai ra 26 tip ma chda phan td
da xét. Khi dé tim dudc 1 phan td thudc it nhat 13 tii 24 tap con lai.
Ta lai loai 13 tap nay ra, khi d6 gitia 11 tap con lai tim dudc 1 phan
ti thudc khong it hon 6 trong s6 céc tap hdp. D6i véi 5 tap hop con
lai tim dudc 1 phan t thudc khéng it hon 3 trong s6 chiing. Va cudi
cling ton tai mot phan t thudc hai tip cudi cing. Nhu viy ta tim
dudc khong nhiéu hon 5 phan tii clia tp X (c6 thé it hon vi mot vai
phan tii sé tring nhau), ching sé tao thanh tip B. Ngoai ra mot tap
bat ky tii Ay, ..., As chiia it nhat mot trong céc phan td do.

> 13.4. (Ba Lan, 1979) Khi chia cdc s6 tu nhién ay,as, .. .,a, cho s6
tu nhién m nao do, nhdn dudc cdc s6 du khdc nhau, dong thdi n > %
Chifng minh rang vdi moi s6'k € Z ton tai cdc s6i,j € {1,2,...,n}
(khong nhdt thiét khdc nhaw) sao cho s6 a; + aj—k chia hét cho m.

Loi gidi. Xét2n s6 ay, ay,. .., 4,k —ai, k—as, ..., k—a,. Vi2n > m,
nén cé 2 trong cac s6 dé cé cling s6 du trong phép chia cho m. Theo
diéu kién bai toén, céc s6 a1,4ay,...,a,, c6 s6 du khac nhau trong
phép chia cho m, nén cac s6 k — ay, k — a, ...,k — a, cling cé s6 du
khac nhau. Do dé cip s6 c6 s& du bang nhau chi c¢6 thé 13 hai s6 ¢6
dang a; va k — a; véi i,j nao d6. Khi d6 hiéu cta ching a; + a; — k
chia hét cho m. ©

> 13.5. (Ba Lan, 1977) Chiing minh rdang vdi moi gid tri a,b € R va
€ > 0, ton tai cdc s6 k,m € Z va n € N thod mdn cdc bdt dang thiic
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|na —k| < eva |nb—m| <e.

Nye ed. N N 1 A oe Ae v
Loi giai. Cho s6 nguyén N > o va v6i méi cap x,y € [0;1] ta thay
thé bang cip u, v thod min u = [Nx],v = [Ny], khi d6 néu véi hai
cdp (x1,y1), (x2,y2) tuong ng v4i moét cdp duy nhat (u,v) thi

11— 2] = |5 e+ {Nxi}) = 10+ {Naa}) | =

1 1
= N’{le} —{Nx}| < N <€
va tudng ti ta ¢6 |y; — y2| < €. Viu,v € {0,...,N — 1}, nén c6 tat
ca N? cip (u,v) khdc nhau. Xét tAp hdp N? + 1 ciip gid tri
x ={la},y = {Ib} v6il =0,1,...,N?
Theo nguyén ly Pirichlé c¢é it nhat hai cip (gid st v8i | = i va
I =j,i > j) ti tdp hgp nay tudng Uing cung mot cap (u,v). Do do,
véi ky hiéu
n=i-—jk=lia] — [ja],m = [ib] — [jb]
ta nhin dudc cac bat dang thiic cAn ching minh :
[na —k| = [(ia — [ia]) — (ja — [ja])| = [{ia} = {ja}| <e,
[nb —m| = [(ib — [ib]) — (jb — [jb])| = {ib} — {jb}| <e.

> 13.6. (Bi, 1977) Trong hinh tron cé bdn kinh n € N ¢6 4n doan
thdng déu c6 d6 dai bang 1. Chiing minh rdng néu cé mét dudng thdng
cho trudc thi tim dudc mét dudng thdng khdc, hodc song song, hodc
vubng gdc vdi dudng thdng ndy va cdt it nhdt hai doan thdng néi trén.

Loi giai. D€ § ring tong d6 dai hai hinh chifu cia mbi mét doan
thing 1én dudng thang I va dudng thang !/, vudng géc vdi nd, khong
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bé hon 1. That vay, néu vectd a ¢é dd dai 1a 1 song song véi doan
thdng ndo dé, con céc vectd x va y 1 cac hinh chiéu ctia vectd a 1én
dudng thang I va I’ thi a = x +y, suy ra |x| + |y| > |a| = 1. Nhung
do dai cac hinh chiéu clia doan thing bang |x| va |y| do d6 tdng clia
chting ciing khéng bé hon 1. DAan dén tong do dai hinh chiéu cta tat
ca cac doan thing khong bé hon 4n. BSi vy tii hai dudng thang !
va I’ cé thé chon dude mét dudng thing, tong dd dai chia hinh chiéu
cac doan thing trén né khong bé hon 21 (nguyén ly Birichlé). Vi tat
c4 cac doan thiang dudc sip xép trong hinh tron bén kinh n, nén hdp
cac hinh chiéu cta chiing trén dudng thang bat ky cé do dai bé hon
2n. Suy ra trén dudng thing dudc chon tim dudce 1 diém thudc vao
hinh chiéu ctia it nhat hai doan thang (Nguyén 1y Dirichlé cho doan
thing). Pudng thang di qua diém nay vudng géc véi dudng thing
dudc chon, sé cit it nhit hai doan thing nay. Vi dudng thing nay
hoic vudng géc véi, hoidc song song vdi dudng thing I, thi né thoa
min diéu kién bai todn. ©
> 13.7. (Bungari (dé thi chon déi tuyén),1973) Cho ay,ay, ..., a, la
nhiing s6 nguyén khdc nhau trong khoang [100,200], ma chiing thoa
mdn ay + ax + - - - + a, > 11100. Chiing minh rang gitta nhiing s6 nay
cé it nhdt mét s6, ma viét né & dang thdp phan cd it nhdt hai chit s6
giéng nhau.

Loi giai. Ching ta 1ap danh sach cac s6 trong khoang [100,200], ma
chiing viét & hé thap phan it nhat c¢6 hai chii s triing nhau.: 100,
101, 110, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 121, 122,
131, 133, 141, 144, 151, 155, 161, 166, 171, 177, 181, 188, 191,
199, 200. Téng cha tat ca cac sd trén 14 4050. Mit khac téng tat ca
cac s6 nguyén trong khoang [100,200] 14 15150. Néu trong nhiing
s6 da cho ay,ay,...,a, khong cé s6 nao trong danh sach trén, thi
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a +a + - +a, < 15150 — 4050 = 11100, diéu nay vo ly. Nghia
14 trong céc s6 a1, 4y, . . ., 4, 6 it nhat mot s6 viét & cd s6 mudi cé it
nhat hai chii s6 trting nhau. ©

> 13.8. (Bungari,1973) Trong mét thu vién c¢6 20000 cuén sdch,
chiing dudc xép vao nhiing gid sdch sao cho méi gid sdch c6 it nhdt
mét quyén hodc nhiéu nhdt 199 cudn sdch. Chiing minh rdng it nhdt
¢6 hai gid sdch c6 ciing s6 lugng sdch.

Loi giai. Gia st ngudc lai. Néu trong thu vién c6 n gid sach va ching
dudc danh s6 tli 1 dén n, thi 16 rang 14 n < 199. Ching ta ky hiéu g;
12 s6 cudn séch dudc dat 1én gid sdch thid i, ching tasé c6 1 < a; <
199. khi dé ti diéu kién a; # a; v6ii # j, chting ta nhén dudc
20000 =a14+ar+---+a, <1424 ---4+199 = 19900 < 20000

diéu nay v ly. Suy ra c6 it nhat hai gid sich, trén ching chia cting
s6 séch. ©

> 13.9. (Bungari, 1983) Tim hinh vuéng c6 kich thudc bé nhdt, dé
trong hinh vuéng dd c6 thé sdp xép 5 hinh tron bdn kinh bdng 1, sao
cho khéng cé 3 hinh tron ndo trong chiing c6 diém trong chung.

Yo ) . . D \ A A

Loi giai. Gia su hinh vuéng ABCD i = p
1 1

¢6 tAm O va canh a, chia 5 hinh

\ A J' \ N 7 @W
tron khong cat nhau va déu cé
ban kinh bing 1, khi dé céc tim ///j

) 7 M \ N C
cua chung nam trong hinh vuoéng P k

A1B1C1D; ¢6 tam O va canh b.:?lng Hinh 13.1:
a—2(5day AiB1//AB).

Céc dudng thang noi tli cac trung diém ctia cac canh déi dién ctia
hinh vuéng A;B;C;D; chia hinh vuéng dé thanh bén hinh vuéng
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nho, § mot trong chiing it nhat ciing ¢ hai trong s cac tdAm (Nguyén
ly Pirichlé). Khi d6 khoang cach gitia hai tAm ndy mét mat khong
16n hon dudng chéo hinh vuéng bé, mat khac khéng bé hon 2. Do
vay cé
2§OA1=A12B1\6:a;2\f2

suyraa > 22+ 2.

Cudi cting, néu a = 2v/2 + 2 va tAm cla cac hinh tron 13 cac
diém O, A;, By, C1, Dy thi tat ca cac diéu kién néu trén dudc thoa
mén. Nhu vy canh ctia hinh vudéng cin tim 14 21/2 + 2. ©

> 13.10. (Nam Tii, 1977) Cho trudc 20 s6 tu nhién a; < a, < ... <
20 khéng vigt qud 70. Chiing minh rdng gitta cdc hiéu aj —a(j > k)
ludn tim dudc it nhdt 4 hiéu bang nhau.

Ldi gidi. Gia st khang dinh ctia bai toan 14 sai. Khi d6 giiia 19 s6 tu
nhién axy — a19, a19 — a1s, . . ., a> — a1 khoéng cé 4 sé nio bing nhau.
Do dé giita ching mdi s6 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢6 mit khong quéa 3 14n.
Suy ra c6 mot trong 19 s6 d6 phai 16n hon 6 (néu khong thi sé cac
s6 khong 16n hon 6 s& nhiéu hon 18), ¢6 3 trong 18 s6 con lai phai
16n hon 5, 3 trong 15 s con lai phai 16n hon 4,...Do dé tong cha
ching (a0 — a19) + (a19 —a18) + -+ (a2 —a1) > 7+3(6+5+4+
3424 1) = 70 khéng th& bang ay — a; < 70 — 1 = 69. Mau thuin
nhan dudc da chiing minh khing dinh ctia bai toan. ©
> 13.11. (Nam Tu, 1981) Tdp hdp cdc s6 {1,2,...,100} dudc chia
lam 7 tdp hdp con. Chiing minh rdng it nhdt ¢ mot trong cdc tdp hdp
con dy tim dudc hodc 4 s6 a,b,c,d sao cho a +b = c + d, hodc ba s6
e, f,gsaochoe+ f =2g.

Loi gidi. P&y ring c6 it nhat mot trong 7 tip hdp con chiia khéng
it hon 15 sd (trong trudng hdp ngudc lai, tit ca cac tdp hdp con
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chda khéng nhiéu hon 7.14 = 98 s6). Méi cip s6 a > b clia tap hdp
con nay dudc dit tidng dng vdi hiéu a — b. Khi d6 ta nhin dudc
14 . S. g

khéng it hon C3 = 15? = 105 hiéu, trong s6 d6 phai cé cac hiéu
bang nhau (vi c4c hiéu nhan dugc khong qua 99 gia tri khac nhau
1, 2,...,99). Gia st véi hai cip s6 @ > b,c > d ta c6 dang thiic
a—b=c—da#cb#d.Khidda+d =>b+c. Neua =d
(hodic b = ¢, dang thiic khac khong thé x4y ra), thi ¢ + b = 24 (hoic
a+d=2b). ©
> 13.12. (Nam tu,1977) Chiing minh rdng dién tich ciia hinh vuéng
bdt ky ndm trong tam gidc, khéng ldn hon nita dién tich cia tam gidc
dé.

Loi giai. (Hinh 13.2) Ta ching
minh khang dinh téng quét hon :
dién tich ctia hinh binh hanh bat
ky KLMN nim & trong tam gi4c
ABC khong 16n hon ntia dién tich
ctia tam gidc do.

P&y ring mbi mot dudng thing
KL vd MN cét hai canh clia tam
gidc ABC (c6 thé€ & dinh tam gidc), nghia 1a c6 2 trong 4 giao diém

Hinh 13.2:

nim trén 1 canh theo nguyén ly Dirichlé. Ching han, dudng thing
KL vA MN cét BC 14n Iugdt & K; va Nj. Trén canh AB, AC va BC
chon céc di€ém D, E va F sao cho Ly, M 1a giao di€ém ctia DE véi KL
va MN thoa mén:

KiL; = KL; L1M;/ /K N; dong thsi BF//BD

Khi d6 hinh binh hanh KLMN va K;L;M;N; ¢6 dudng cao bing
nhau dén das y chung, con cac hinh binh hanh BDEF va K; L M; Ny
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c6 ddy DE khong bé hon ddy Ly M, va hai dudng cao ha tit D va L,
xudng BF b.:?lng nhau. BGi vay ¢6: Sxkrmn = SkLm Ny < SBDEF- Gia
st AE = x.AC, khi d6 EC = (1 — x)AC, céc tam gidc ABC, ADE
va EFC dong dang véi nhau nén ta c6:

SBDEF = SaBc — SADE — SEFC
= Sapc — x*Sapc — (1 — x)*Sapc
1
=2x(1—x)Sapc < ESABC

1 s A 1
Vix(l—x) < 1 vGi x 14y gia tri bat ky, nén Sxppmn < ESABC. ©

> 13.13. (Nam tu, 1972) Péi vdi méi gid tri n € N, hdy tim s6'k 1dn
nhdt (k € N) thod madn tinh chdt sau: Trong tdp hdp gém n phdn ti
cé thé chon ra k tdp hdp con khdc nhau, sao cho hai tdp hdp con bdt
ky déu c6 tap giao khdc réng.

Ldi giai. C6 dinh phan tii a; cta tp hdp X = {ay,ay,...,a,} va chi
xét cac tp hdp con chida phan tli 41.S6 cdc tAp hdp nhu vAy bang s6
céc tip hdp con clia tip hdp {as, ..., a,}, nghia 13 bing 2" 1. Suy ra
k > 2"—1. Mit khdc gia st da chon dudc hon 2" tip con cha X. Ta
chia tt ca cdc tAp con ctia X thanh 2"~! cip dudc tao bdi 1 tp con
clia X va phén bu ctia né. Theo nguyén ly Dirichlé cé it nhat 2 tip
con da chon tao thanh mét cap, suy ra chung khéng giao nhau. Vay

k=21 ©

o 5 PR |
> 13.14. (My, 1983) Trén truc s6 ldy mét khoang co do dai E(n €

4 . M 2 \ Ve 4 . 1 A n
N). Chifng minh rang khoang nay cé chifa nhiéu hon nt phan sé

t6i gian dang Z, trongdé p,q € Z,1 < g <n.
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e el %) ALY A ) \ 7 7 A \ e 1 ’,
Loi giai. Gia thiét rang trong mot khoang nao dé c6 do dai —, chiia
n

nhiéu hon * +1

phan sb téi gian B, v6i g € {1;2;...;n}. Ta sé
q
chiing minh rang gitia cdc mau sd clia cdc phan sd nay ludn tim
dudc hai miu s6 ma miu s6 nay chia hét cho miu s6 kia. That vy
ta bi€u dién c4c mau sé dudi dang 2'.s véis las6 1é, r € ZT. S&
. A 12 / . , A N n+1 .
céac sO le khac nhau gitia cac s6 1,2,3,...,n bang [T] ( nghia
13 it hon s6 cdc mAu s dang xét), suy ra luén tim dudc hai miu s6
gq=2svaq = 2"sgmas = s; var = ry. Khi dé c6 mot mau
s6 chia hét cho mAu s6 kia, hay q; = kg. Nhu vy giita cic phan s6

chon dudc hai s6 khac nhau dang 1;1 va qu, v6i kg < n. Khi dé

ﬂ_i’ 1

q kq' n

4

N . M > 7 A . 1 7 \
vi ca hai ndm trong khoang c6 d6 dai e Do d6 km — 1 = 0, vi trong
tridng hdp ngudc lai thi

vado do km =1 va qu = ’ZZ;, nghia 13 hai phan s dudc chon triing

nhau. ©
> 13.15. (Viét nam, 1976) Chifng minh rdng ton tai v s6 cdc s6 cd

dang 5"(n € N), ma trong cdc biéu dién thdp phdn ctia méi s6'dé cd
khéng it hon 1976 chit s6 0 diing lién tiép.

Loi gidi. Ta ching minh rang véi moi k € N t6n tai vb s& cic s&
m € N thoa mén diéu kién 5" = 1 (mod 2F).
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Thét vay, gilfa cdc s6 5%,5!,...,5% luén tim dudc hai s6 5 va
57(p > q) c6 cung s& du trong phép chia cho 2. Khi d4 hiéu ctia
chting 59 — 59 = 57(5"~7 — 1) chia hét cho 2¥ nghia 1a s6 571 — 1
va tat ca cac s6 c¢6 dang 571 —1  (r € N) déu chia hét cho 2F.

Nhu vy v6i méi gid tri m = r(p —q),r € N, ta ¢6 5" = 1
(mod 2F), tli d6 5"*% = 5% (mod 10F) nghia 1 k chii s6 tan cling
ctia 5"tk triing véi k chii s6 tan clng cta 5. Gia st s6 k thoa man
2K > 10'%76 chiia khéng nhiéu hon k — 1976 chii s6. Do dé gitia k
chii s6 tan cling ctia s6 5”7 chi ¢6 k — 1976 chii s6 khac khéng, con
1976 chil s6 con lai (lién tiép nhau) bing 0. ©

> 13.16. (Tiép khdc, 1979) Trén mét dudng thdng cé n2 +1(n € N)
doan thdng. Chiing minh rdng, hodc la giita chiing c6 thé chon n + 1
doan dbéi mét khéng cdt nhau, hodc la tim dudc n + 1 doan thdng ndo
dé cé diém chung.

Loi giai. Ta dinh hudng bén trai cho dudng thing khi néi rang mot
doan nim & bén trai doan thing khac, néu ddu muit bén trai clia
doan thing thi nhit nam & bén trai ddu mut bén trdi cia doan
thdng thid hai. Mbi doan thing dudc d4nh s6 bang mot sb tudng
ting tii cac s6 1,2, ..., n bang cach sau: & budc thit nhat doan thing
3 tan cling bén trai cho tuong ting s6 1. Sau A6 mbi budc tiép theo
ta lai chon trong s8 nhiing doan thang chua d4nh s6, doan tin cting
bén trai va dit cho né sé tuong ting, khac véi cac sd ctia nhiing doan
thing giao véi né (di dude danh s6). Néu dén budc nao day, ta chon
dudc doan thang, nhung ddi v4i né khéng chon dudc sé thd td, thi
diéu nay c6 nghia 14 né giao véi n doan thing ndm bén tri né va cé
nhiing s6 khac nhau. Trong tridng hdp nay dau miit trai cia doan
thang dudc chon thudc vao n + 1 doan thang. Néu § budc 4y, doan
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thing cudi ciing dude danh sé thi theo nguyén ly Dirichlé it nhat
mot trong 1 sd Uing véi nhiéu hon # doan thang, ma cac doan thing
d6 véi cac s6 thud tu thich hdp, khéng giao nhau. ©

> 13.17. (Rumani, 1978) Cdc ham s6 f,g,h : N — N thoa man ba
diéu kién sau:

a) Ham h(n) khéng nhdn gid tri ndo tai nhiéu hon mét diém n € N.
b) Tap hdp gid tri ham s6 g(n) la N.

o f(n) =g(n)—h(n)+1,n € N.

Chifng minh rdng déng nhdt thifc f(n) = 1,n € N, la diing.

Ldi giai. Ta chiing minh dong nhat thiic g(n) = h
d6 va diéu kién b) sé dan dén f(n) = g(n) — h(n)
Véibatky n € N ¢

h(n) = g(n) +1— f(n) < g(n)
vi f(n) > 1. Gia sit rang, déi vdi gid tri ndo d6 n € N ding thic
g(n) = h(n) khong ding, khi dé h(n) < g(n) = k. Theo diéu kién
b) ta tim céc s6 ny,ny,...,n_1 € N, d€ sao cho g(n;)) =ikhii =
1,...,k—1.B&iviy mdi s6 trong k s6 hi(n1), h(ny), ..., h(ng_1), h(n)
thudc vao t4 p hdp {1,2,...,k — 1}, do d6 theo nguyén ly birichlé
ham s6 () nhén gid tri ndo dé nhiéu hon mot 1an, diéu nay trai
véi diéu kién a).Khing dinh da dudc chiing minh. ©

> 13.18. (My (Nitu Udc), 1979) Chiing minh rdng cdc dinh cia n-gidc
déu cé dién tich bé nhdt (n > 3) ndi tiép trong mét n-gidc cho trudc,
tring vdi trung diém cdc canh ciia n-gidc cho trudc.

Loi giai. (Hinh 13.3) Gia sl n-gidc déu By,...,B, cé dién tich Sy
noi tiép trong n-gidc déu A, ..., A, dién tich S 4.
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Khi d6 néu ching khéng triing nhau thi trén méi mot canh A;A; 4
véii = 1,2,... ,n (Ays1 = A1) ¢6 mot dinh B; dude xdc dinh
trén canh 4ay. That v4y, trong tridng hdp ngudc lai theo nguyén ly
Pirichlé it nhat ¢ mdt canh, chéng han A;A,, chia hai diém B;
va B, d6 (d€ xéc dinh, gia st A1B, > A;B;), khi d6 diém B, (8
AA1A>A,) c6 thé ndm trén canh A> Az va A1 A, tudng tng (vin >
3, doan A A3 va AyA, 1a dudng chéo, ma khong 1a canh caa n-gidc
Ai,...,A,), nghiala By = A; va B, = A,. Ta ching minh ring

A1B1 = ABy = ... = A,B,

That vay tam gidc B; A, B, va tam gidc By A3Bs bang nhau, vi

— 2
By A2B> — ByA3Bs — B, ByBs — 180"

A3B1B, = 180° — B AsB, — A2BBy
= 180° — ByB,B3 — A;B,By = A;B,Bs
va B1By = B,Bs. B3i vy AyB, = Aj3Bs. Ta ciling chiing minh tudng
tu cac dang thic con lai. Pai lugng
Sp =54 — SB,AB, — SByAsB; — --- — SB,A;B, = SA — NSB, A,B,
nhén gid tri nhd nhat, khi dién tich tam gidc B; A>B, 16n nhat. Gia

sit A1Ay = a, A1By = x, khi d6 dai ludng

1 T 1 —
SB1Asz = *BlAz.Asz sin BlAsz = E(a — X)X.Si].’l B1A2B2

2
1,42 a Lo
= E(Z —(x— 5)2) sin B1 AB;

nh4n gi4 tri 16n nhat khi x = g nghia 1a A;B; = By As. ©

> 13.19. (CHLB Piic, 1978) Mot bé gdm n? con tem chdi (n>2) mang
cdc nhan hiéu "1","2","3",...,"n". Mbéi loai nhdn hiéu cé n con tem. Hoi
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c6 thé xép tdt ca cdc con tem dy thanh mét ddy thoa man cdc diéu kién
sau khéng : vdi moi x € {1,2,...,n} gitia mét con tem mang nhdn
hiéu "X" va con tem mang nhdn hiéu "x" tiép theo luén cé viia diing x
con tem mang nhan hiéu khdc "x" ?

Loi gidi. Trong mbi doan nam giiia
hai con tem lién tiép véi nhan "n"
déu cé n con tem. Cé n-1 doan nhu
vay do dé s6 tem § gilla con tem
dAu tién mang nhén hiéu "n" va con
tem cudi cling véi cling nhin hiéu
dé cong vdi hai con tem viia ndi 1a
(n — 1)n + n, nghia la n? con tem.
Vay con tem dau tién va con tem Hinh 13.3:

cudi ciing trong diy déu phai ciing mang nhén hiéu "n".

Trong s6 n con tem vdi nhan "n-1" phai ¢ (theo nguyén ly
Dirichlé) it nhat hai con tem cling ndm trong it nhit mét doan
trong s& n-1 doan k& trén. Nhung khi dé & gitia hai con tem nay
chi ¢6 nhiéu nhat 14 n-2 con tem; diéu dé mAu thuln vdi tinh chat
ctia day. ©

> 13.20. (CHLB Nga 1972) Chin dudng thdng cling cé tinh chdt la

méi dudng thdng chia hinh vuéng thanh hai tit gidc ¢6 ty s6 dién tich
N 2 3 . M s 7 A, \ A 37 N

bang 3 Chifng minh rdang c6 it nhdt ba dudng thdng trong s6 do ciing

di qua mot diém.

Loi gidi. (Hinh 13.4) Cac dudng thing di cho khéng thé cit cac

canh ké nhau cia hinh vuéng ABCD, bdi vi néu thé khéng thé tao
ra dudc hai i gidc, ma 14 tam gidc va ngii gidc. Gia si mot dudng
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thing cit cac canh BC vi AD tai cdc di€m M va N. C4c hinh thang
ABMN va CDNM c6 cic dudng cao bang nhau do d6 ty s& dién
tich clia ching bang ty s& cdc dudng trung binh, tdc 14 MN chia
doan thang ndi trung di€m chia cdc canh AB va CD theo ty s6 %
Téng s6 cac di€m chia cdc dudng trung binh cta hinh vudng theo ty
s6 % 12 4 (Hinh vé). B3i s6 dudng thang da cho 1a 9 va déu phai di
qua mdt trong s& 4 di€m ndi trén, nén c6 mot diém thude it nhat 3
dudng thang.

A D

& d *-— ad

Hinh 13.4:
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cHuonG 14
BAI TAP TU GIAI

> 14.1. Mot hinh 14p phudng cé canh bing 15 chia 11.000 di€m.
Ching minh ring cé mét hinh ciu ban kinh bing 1 chia it nhit 6
diém trong s6 nhiing diém da cho.

> 14.2. Cho F = {aj,as,...,a;} 12 thp hop hiiu han nhiing s&
nguyén duong va x1,x2, ..., Xp, . -v... 12 day vo han, moi phan tii ctia
né nam trong F, nghia l1a trung v4i mot s6 nao dé trong ay, a, .. ., q
. Chiing minh ring véi moi s6 nguyén dudng bat ky ton tai mot s&
phan ti lién tiép clia diy, ma tich clia ching 13 lily thiia cia mot s6
nguyén nao do.

> 14.3. Cho 5 di€m Py, P», P3, P4, Ps trong phan trong ctia moét hinh
vuéng c6 canh 1 don vi. Ky hiéu d;; 1a khoang cdch giita hai diém
P; va P;. Ching minh rang it nhat c6 mét trong s& cac khoang céch
Y IPT > 2

gitia c4c di€m nho hon \zf )

> 14.4. Trong mét hinh vudng cé canh 50 don vi , ngudi ta ke dudng
gap khtc sao cho moi di€ém trén canh hinh vuéng cé khoang cich
nhd hon 1 dén dudng gdp khic. Ching minh rang dé dai cla cha
dudng gap khtc 16n hon 1248.

> 14.5. Cho A 1a mét da gidc 16i v6i dién tich S va chu vi P, con r
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13 s6 thuc duong. Ky hiéu M 13 tip hdp tit ca cdc di€ém trong mit
phéng, sao cho v8i mdi di€m R ctia M ton tai mét di€ém Q thude A
ma khodng céch gilia R vd Q nhd hdn hodc bing r. Hiy tim dién
tich ctia hinh M.

> 14.6. Trong hinh vuéng c¢6 canh bang 70, ngudi ta ném ba hinh
chii nhét véi kich thude 20x10, 25x15 va 30x30 va ba hinh tron ban
kinh 5. Chting minh rang trong hinh vuéng c6 thé€ dich chuyén mét
hinh tron ban kinh 5 sao cho né khéng ¢6 nhiing diém trong chung
v6i 5 hinh da cho.

> 14.7. Trong mit phang cho mét dudng gap khiic A1A;... A, va
hinh tron ban kinh r, tAm hinh tron chuyén déng trén dudng gap
khtic ndy. Cho L 1a d6 dai cha dudng gap khiic, con F 13 hinh sinh
ra bdi su chuyén dong ctia hinh tron trén dudng gap khtic. Chiing
minh bat ding thic S(F) <2Lr+ mtr?.

> 14.8. Tap hop M 13 hdp mot s8 hitu han nhiing doan thing nim
trong (0,1). Khoang cach giita mot s6 diém trong M khéng bang &
,3day 0 < § < 1. Ching minh rang téng d6 dai ctia nhiing doan

5] +1
2

thing ma chiing tao nén M, khong vugt qua [ ] ¢ va sy danh

gia nay la chinh xac.

> 14.9. Trén dudng tron ban kinh 1 cho n diém Py, P,, ..., P, va tap
hop A tao bdi mét s6 hitu han cung khéng cit nhau, ma t6ng do dai
ctia ching 13 I(A). Chiing minh ring

, 2k > R
a) Neu I(A) > 771, (k =1,2,...,n—1), thi c6 thé quay tap

hdp A trén dudng tron sao cho anh ctia né chia it nhat k 4 1 diém
trong dexly P,b,...,P,.
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b) Néu I(A) < 21{771’ (k = 1,2,...,n—1), thi c6 th€ quay tip

hdp A trén dudng tron sao cho anh cfia né chia nhiéu nhat k — 1
diém trong diy Py, D», ..., P, .

> 14.10. Cho tap hdp A nhiing di€m trén mot mét cAu vdi dién tich
16n hon nita dién tich cia mit cAu. Chiing minh rang A chda it nhat
hai ddu mét dudng kinh ctia hinh cau.

> 14.11. Ky hiéu N1, Ny, ..., N, la nhiing tdp hdp, ma chung cd
dudc sau khi nhiing dinh cia mét 1idi nguyén dudc tac dong bdi n
phép tinh tién, A 1a mot bé mit va k 1 s8 td nhién sao cho 1 < k <
n — 1. Chiing minh ring

/ k A . oA A 2 J
a) Néu S(A) > " thi c6 thé tinh tién tdp hdp A sao cho anh cua
né chda it nhat k + 1 diém trong 13 nhiing dinh ctia Ny, N>, ..., N,,.
s k ~ . on A
b) Néu S(A) < . thi c¢é thé tinh tién tdp hgp A sao cho

anh ctia né chda nhiéu nhat k — 1 diém trong 13 nhiing dinh caa
Ni, Ny, ...,N; .

> 14.12. Trong hinh vuéng véi canh 1 don vi dung dudng gap khic
sao cho moi dudng thing song song vdi canh hinh vuéng cit dudng
gap khiic khéng qua mét di€m. Chiing minh rang dé dai ctia dudng
gap khtic nho hon 2.

> 14.13. Trong mdt mit phing cho 6 diém. Nhiing doan thing néi
cac cip difm dudc son miu dd hodc xanh. Ching minh rang véi
c4ch tao hinh nhu vy ton tai it nhat hai hinh tam gi4c c6 céc canh
cting mau. (c6 thé hai tam gidc khdc mau nhau).
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CHUONG 15
LGOI GIAI VA GOl Y

15.1. L3i giai va gdi y chuong 1

> 1.11. L&i giai: Néu tit ca cdc dng quan déu quen nhau thi viéc
xép ban bon ngudi nhu dé ra khong cé gi khé khin. Gid c6 6ng A
va 6ng B khéng quen nhau. Tu 21 — 2 6ng quan con lai cling nhu A
va B c6 it nhat n ngudi quen. Vin +n = 2n = (2n —2) + 2, thi ton
tai hai 6ng C v D, ma ho quen A cfing nhu B. Khi d6 ngudi xép dit
c6 thé xép A déi dién B va gitla ho 1a C d6i dién D.

> 1.12. Gdi y: Chia mét canh hinh vuéng thanh 48 doan mdi doan
20m, khoang céch gilia 2 doan 14 0,6m, hai doan & hai ddu dai
5,9m. (Vay 48.20m+47.0,6m+2.5,9m =1000m=1km). Canh thu
hai chia ra lam 95 doan, khoa ng céch hai doan 1 0,52m, hai doan
dau dai 0,56m ( vay 95.10m+94.0,52m+20,56m= 1000m=1km).
Nhu vay c6 48.95=4560 manh cé dién tich 200/%> ma s6 cay chi cé
4500, nén con it nhat 60 6 nhu vay khéng c6 ciy nao.

> 1.13. Gdi y: Ta nhém céc ngin cé cung sd sach va danh dau tu
0,1,...,9 (c4c ngin chia s6 sach it hon 10) va mot ngén c6 10 cudn.
Gia st khéng ¢6 ba ngin chia ciing s6 sach, thi trong cdc nhém ta
danh dau c6 it hon ba ngin cé cling s6 sach (nhiéu nhat 13 2), vay
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thi v8i 10 nhém trén 10.2=20 ngin sach cong v8i mdt ngin 10 cudn
niia khong cho ta s6 ngin sach 14 25, dn dén vo 1y.

> 1.14. Gdiy: Ta ldy s6 clia 6td chia cho 10 thi dide s6 du 0, 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9.Vico 11 s6 ma 10 s6 du thi theo nguyén ly Dirichlé
c6 hai s6 ¢ ciing s6 du. Nhu vay hiéu cfia hai s chia hét cho 10
nghia 12 né cé cting mot chii s6 tin cling.

> 1.15. L3i gidi: Goi cdc tram chuyén tiép 1a A, B,C, D, c4c hinh
tron véi dudng kinh 13 cdc dudng noi gitia cac tram 13 viing bao pht
ctia mot trung tAm phat séng. Ching ta cé 4 hinh tron nhd vy va
phai chting minh rang mét di€ém M bit ky ndm trong tit gidc clia 4
tram déu dudc phl béi it nhat mot hinh tron. That vay, néu di€ém M
nim trong hinh tron dudng kinh AB thi géc AMB phai 13 ti hoic
bang 90°. Ta ndi M vdi cac tram A, B,C, D, tao ra bén géc dbi véi
cac canh ti gidc. Téng ctia bén géc nay 1a 360°. Nhu vay it nhat cé
mdt géc ti hodc cling 1dm 14 bing 90°. VAy M thuéc mét hinh tron
ma tai M nhin canh cta td gidc dudi mot gée tu.

Sen ad . ~ P
15.2. Loi giai va goi y chuong 2
> 2.11. Gdiy: Ap dung Phudng phap bai 2.2.
> 2.12. Gdiy: Ap dung phudng phap bai 2.4

>2.13. Goiy: Pat by = a1 +ax+---+a,k = 1,2,...,41 va ap
dung bai tap trén.

> 2.14. Gdi y: Nhu bai 2.8, néu M 1a s6 nguyén t6 cling nhau vdi
10, thi i su chia hét cha [ — k = 111...11.10k cho M, suy ra s6
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111...11 chia hét cho M.
.
(k-1 chit s6 1)
> 2.15. Gdi y: Dung phuong phap bai 2.8. Hay xét day
N,NN,NNN,..., NNN...N .

—

(1968 chit s6')

>2.16. L3i gidi: Ta viét 1998 s& 1997,19971997,...
, 1997...1997 . VA xét cdc s6 du trong phép chia méi
\_\/d

$6 1997 ldp 1998 ldn

mot s& dé cho 1998. RS rang khéng mot s6 ndo trong cac s da viét
chia hé&t cho 1998 (vi 1998 14 s6 chin, ma cic sd da viét 1a 1&), nhu
vay, cac sO du ctia phép chia déu khac khong, vi s6 cac s6 16n hon
s6 cac s6 du (c6 1998 s6 ma s6 cac s6 dud 1a 1997), nén tim dudc
hai s6 c6 s6 du nhu nhau, hiéu cfia hai s6 dé cé dang can tim va
chia hét cho 1998.

> 2.17. L5i gidi: Ta xét 1997 s6 dang 1998, 19981998,.... S6 cudi
cling trong c4c s6 nay tao thanh tli 1997 nhém trong bén chii s6 1,
9, 9, 8. Hodc mot trong cac s6 nay chia hét cho 1997 (vay, d6 1a s6
phai tim), hodic tim dudc hai s& du nhu nhau trong phép chia cho
1997. Khi d6 hiéu ctia ching c¢é dang 19981998 . ..1998.10*" va chia
hét cho1997. Vi 104" va 1997 nguyén t8 cling nhau nén nhan ti thid
nhat, nghia 14 s6 19981998...1998, chia hét cho 1997.

> 2.18. L3i gidi: Trong n + 1 s6 m,m?,...,m"*! tim dudc hai s6
c6 s& du nhu nhau trong phép chia cho n. Khi dé hiéu caa ching
chia hét cho n. Gia st m' — m' = a.n hodc m!(m'~t —1) = an. Vi
(m,n) = 1 nén (m!,n) = 1, nghia 13, m'~* — 1 chia hét cho n. Vay
m!~t — 112 s6 phai tim.
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15.3. L3i giai va gdi y chuong 3

> 3.11. LJi giai: Ta xét 10* c4c lu§ thiia khac nhau caa 3: 3,32,33
,...,319" va cdc s6 du cha phép chia méi lu§ thita dé cho 10%. Mbi
s6 cho mot s6 du khac khong khi chia cho 10%; s& cac s6 du khéc
khéng 12 10* — 1; s6 c4c s6 14 10%. Do d6, tim dudc hai luf thiia khéc
nhau 3" va 3" c¢é s6 du nhu nhau trong phép chia cho 10, nghia 1a
3™ — 3" = 10%.1 hodc 3"(3" " — 1) = 10*.I. Vi 3" va 10* nguyén t6
cling nhau nén 3"~" — 1 chia hét cho 10* hodc 3" " — 1 = 10* k. Tu
dé suy ra 3" " = 10* .k + 1. Nhu vay, tra 13i: c6 thé.

> 3.12. Gdi y: Ly luan nhd bai 3.10.
> 3.13. Gdiy: Chuy uz = 1986, 4p dung phuong phép bai 3.4.

> 3.14. Gdi y: Ly ludn nhu trong 3.4. Ching minh rang véi moi s6
td nhién m it nhat mot trong cac s6 x1, X2, ..., chia hét cho m. Sau
dé dat m = 38 va m = 43.

> 3.15. Gdi y: Tuong tu nhu 3.8 ta xét bd x&p s-phan ti nhiing s6
du tuong tng. D& thdy rang ton tai nhiing chi s6 i va j sao cho
1<i<j <k vambitdng trén déu chia hét cho k.

15.4. LSi giai va gdi y chuong 4
> 4.11. Gdi ¥: Quanh mbi diém da cho vé dudng tron ban kinh %
> 4.12. Gdi y: Bai todn suy ra tu bai 4.9.

> 4.13. L&i giai: Gia st ton tai diém X tii cic di€m di cho ma né noi
dudc véi 6 di€m X, X», X3, X4, X5, X6. Khi dé cac doan thing XX;
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va XX, dudc dung theo mot trong hai cach sau day (thuc ra cé cach
thi ba nhung 14 hé qua caa (b) khi ta ddi chi s6)

(a) Néu X 1a di®m gin nhat dén X; va A,, thi XX; < X1 X, va
XX, < X1Xp, nghia la trong tam gidc XX;X, ¢ canh X; X5 la 16n
nhat.

(b) Néu X; gan di®m X nhat, con X gan diém X, nhat, thi
XX; < XX, < X;Xpchiing ta cfing c6 canh X; X, 14 16n nhét trong
tam giac XX; X,

Suy ra X; XX» > 60°. Chiing minh hoan toan tuong tu, ching ta
ciing c6 XoXXs, X3 X X4, Xa X X5, X5 X X6, XeXX; 16n hon 60°, diéu
nay khéng thé dudc vi téng céc géc nay phai bang 360°. Nhu vy,
mdi diém chi n6i duge nhiéu nhat véi 5 di€m thoi.
> 4.14. LJi giai: Ta chia hinh tron thanh 6 hinh quat bang nhau (c6
dinh tai tAm hinh tron). Khi d6 tai mbi mét hinh quat, khéng c6 qué
mot diém rdi vao (bdi vi khoang céch gifia hai diém bat ky trong mot
hinh quat khéng 16n hon 1). Néu tai mbi hinh quat c6 mét diém thi
ta c6 thé tim dudc hai di€ém ma gdc gilia cdc ban kinh vectd cta
chiing khong 16n hon 60° va do dd khoang céch gitia chiing khong
16n hon 1. Do véy, c6 thé chon khéng qué 5 diém.

> 4.15. LJi giai: Ta thay mbi hinh vuéng bing mét hinh 16n hon gidi
han bdi mét dudng cach bién ctia hinh vuéng mét khoang % (duong
nay gdém bén doan thiang don vi va bon cung tron c¢é ban kinh % ).
M&i mét hinh nhu thé ¢6 dién tich bing 3 + %, con 120 hinh di dudc
"vién ra" sé phtt mot dién tich khéng qué 120.(3 + g) = 360 +- 307t.

Ta bao véy bién ctia hinh chit nhat da cho biang mét dai c¢é chiéu
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rong % Dién tich ctia dai bing 44. Nhu v4y, dién tich téng cong
ctia dai va tit cA cdc hinh dudc vién ra bang 360 + 307 4 44 =
404 + 307T < 404 4 94,5 < 500, tiic 1a bé hon dién tich ctia hinh
chii nhat (S = 20.25 = 500). Do dé, trong hinh chii nhat c¢é diém O
khéng bi phti bdi dai va c4c hinh vudng da dudc vién ra. Nghia 1a
diém O c4ch bien ctia hinh chii nhét va cdch moi hinh vuéng mot
khoang 16n hon % Hinh tron ban kinh % c6 tam tai O 1a hinh tron

cAn tim.

15.5. L3i giai va gdi y chuong 5

> 5.11. L3i gidi: Xét mot tdp A bat ky tii 1978 tap. Vi né giao vdi
1977 tap con lai, vi vay ton tai phan tli a € A, thudc khong it hon 50
tAp hop nay (that vy néu mbi mot tit 40 phén ti cla tip A thude
khéng nhiéu hon 49 tap, thi tat ca c6 khong nhiéu hon 40.49 = 1960
tap khac A, diéu nay khéng ddng). VAy phan td a thudc cic tip
hop A, A4,..., Asy. Ta sé chiing minh né sé& thudc tap bat ky B tu
1978 tap. That viy khéng cé hai tdp nao tl céc tip A, Ay, ..., Aso
12 c6 phan tii chung khac v8i a (vi hai tap bat ky giao nhau chi c6
mdt phén tli chung). Gia st a € B. Khi d6 tdp B ¢ véi mbi tap
A, A4, ..., Asy mdt phan tii chung khéc véi a, suy ra tap B c6 khong
it hon 51 phan td, diéu nay khéng thé dude. Suy ra phan td a thudc
tAt ca cac tip hop.

> 5.12. LGi giai: Mot s chia cho 9 thi ¢6 cac phan du {0,1,2,...,8}.
Theo nguyén ly Dirichlé md rdng, trong 55 s6 chon ra thi it nhat c6
m6t nhém 7 s6 khi chia cho 9 cho cting phan du (néu ngudc lai thi
cdc nhém chi ¢é 6 phan td vy 6.9=54 ma ta ldy ra nhiing 55 s8).
Chtng ta ky hiéu cdc s6 A6 1a ay, a3, a3, ...,a7. Via;; = a; (mod 9),
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nén a;,1 —a; € {9,18,...}. Chiing ta phai chiing minh rang a; .1 —
a; = 9 v4i mot i nao dé. Gia st ngudc lai, vi moi i,a;,1 — a; > 18,
diéu nay nghia 12 a; — a; > 6.8 = 108. Diéu nay khong thé€ dudc vi
ay —a; < 100. Nhu vay gitia hai phan td ctia a;, a5, a3, . . ., a7 c6 hai
s6 ma hiéu clia ching phai bang 9.

> 5.13. Gdi y: Cach ching minh nhu bai 5.10.

> 5.14. Ldi giai: (Ban tu vé 14y hinh ) Chting ta xay dung Iidi gom

~. \ .7 7 3 Ne 1N .7 7 N > P
nhting hinh luc gidc ¢6 canh \zf Moi hinh luc gidc cé thé phu bai
duodng tron véi ban kinh /3. C6 thé tinh todn dudc sd ludng luc
gidc ma ching c6 diém chung véi tam gidc déu da cho 1a 1+ 2 +
3+---+10 = 55.Vi 111 = 55 x 2+ 1, nén c6 mot luc gidc trong
ludi trén chda it nhat 3 diém trong s6 111 diém da chon. Nhu vay
dudng tron bao luc gide ndy c6 tinh chat da néu.

> 5.15. Li giai: Ky hiéu A, Ay, ..., Ag 12 s6 ludng ngudi 16n nhat
ma bat cd hai ngudi ndo cling khéng quen nhau gidn tiép. Tl diéu
kién bai ra k < 7. Mbi ngudi con lai trong nhém quen gian tiép it
nhat mot ngudi trong Ay, As, ..., Ax (tridng hdp ngudc lai chiing
ta c6 nhiéu hon k ngudi, ma hai ngudi khong quen nhau gidn tiép).
Mot trong s& Ay, Ao, ..., Ax 6 it nhat 20 ngudi quen gian tiép, vi
néu khéng ding nhu vay, chiing ta sé nhan dudc téng s6 lidng ngudi
nhiéu nhat 1 7.19 = 133 < 134. Con lai khing dinh ring tit ca
nhiing ngudi quen gian tiép qua cling mot ngudi 1a quen gian tiép.

15.6. L3i giai va gdi y chuong 6
> 6.11. Gdiy: Pay la tridng hdp riéng ctia bai 6.1 va bai 6.2.
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, 1
> 6.12. Ggiy: S6 dachola x1,xp,x3,xavay, =1+ ;,i =1,2,3,4.
1

Chi cAn ching minh rang hai s6 nao dy trong y1, y2, 3, y4 thda man

0< ViV < 2 —+/3. Phan con lai tuong tu nhu 2.6.
1+ Zyiy]'

> 6.13. LJi gidi: V4i dinh Iy Fecma chiing minh dudc rang néu mot
s6 nguyén t6 p c6 dang 4k + 3 chia hét cho tdng a? + b2, & day
a,b 12 nhiing s6 nguyén, thi p chia hét cho tling s6 a va b. Hay
dung cc déng thdc sau 2 = 1% + 1%, k2(a® + b?) = (ka)? + (kb)?,
(a2 4+ b3) (a3 + b3) = (araz + b1ba)? + (a1by — azby)?.

> 6.14. L3i gidi: Cho tudng dng mébi s& vdi cin béc hai cta chinh
né. Nhu vay khi phan tich ra méi s6 tudng ting v8i cin bic hai clia
s6 1&. Ma sd tat ca céac s6 1& nho hon 2k 1a k. Vay theo nguyén ly
Dirichlé c6 hai s6 trong k + 1 s8 ¢6 cling phan cin s6 18, do d6 ty s6
ctia né sé 1a liiy thiia ctia 2.

> 6.15. LGi giai: Néu giila cdc s6 da cho ¢6 n s6 ma khi chia cho n
chiing cho nhiing phan du khac nhau. Téng ctia chiing sé chia hét
cho 1, vi n 14 s6 1&. Trong tridng hdp ngudce lai, 4p dung nguyén ly
birichle.

15.7. L3i giai va gdi y chuong 7

> 7.11. LJi gidi: Chiing ta thdy rang moi s nguyén t& thuc su 16n
hon 3 déu cb dang 67 + 1 hodc 61 + 5. Vi ba s8 nguyén té 16n hon
3 14p thanh mot cap s6 cdng, nén theo nguyén ly Pirichlé phai cé it
nhat hai s6 cting dang, tdc 1a hiéu hai s& d6 chia hét cho 6. Goi d 1a
cong sai ctia cap sd cong, thi hidu clia hai s6 &y hodc 13 d, hoic 1a
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2d. Nhu thé hodc 14 d|6 hodc 24|6. Chu ¥ cong sai d 14 hiéu clia hai
s0 nguyén t6 16n hon 3, nén né 1 s6 chan. Nhu thé vi d|3 va d|2 suy
ra d|6.

m
> 7.12. L&i giai: Taludn ¢6 lim —— = oo. N6i cach khéc ton tai
m—s+oco 1998 m :
o A . 10 A
s6 nguyén duong mg sao cho Vm > mg thi —— > 919% Xét mot

1998
s6 nguyén duong n bat ky va n ¢6 ko chit s6 n = ayaz .. - ag,. Trudng

hdgp nay ta ciing chon dudc
10N > (9%ko)*® va N > mq (15.1)
(cu thé c6 thé 1dy N = max{[19981¢(9%k)] +1,mg +1})
- Chung ta sé ching minh
ui(n) < 10N v8imoii =1,2,... (15.2)
Thét vAy, ta sé chling minh b::ing qui nap.
DVéii=1tacéuy(n) = (ky+---+ko)1*® < (9k)1® < 10N
(do (15.1)). Vay (15.2) dung khii = 1.
2. Gia st (15.2) dung véi i = k, nghia 1a u(n) < 10N, Ta c6
ug1(n) = f(ug(n)). Theo gia thiét qui nap thi ux(n) < 10N. do d6
uy(n) c6 khong qua N chili s8, tiic 14 uy(n) cé dang

up(n) =ma...a, véip <N
Theo dinh nghia thi
w1 (n) = (a1 +az + -+ - +a,) "% < (ON)5. (15.3)
Do N > myg véy tu (1) suy ra
10N > (9N)19%8, (15.4)
Tu (15.3) va (15.4) suy ra

g1 (n) < 10N,
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Vay (15.2) dung v6i i = k + 1. Theo nguyén ly qui nap thi (15.2)
dingv8imoii=1,2,....

- Day v6 han céc s6 nguyén dudng {u;(n)},i = 1,2,... bi chin
bdi 10N nén theo nguyén 1y Pirichlé phai ton tai hai chis6 p < g
sao cho

up(n) = ug(n) = upsi(n) = ugr(n), vk
N6i cach khac day u;(n),i = p,p + 1, .. 1a day tuan hoan vdi chu ky
up(n),pi1(n), ..., uppgr1(n).
> 7.13. LGi giai: Cho a 1a mét s8 tuy y, thi {a} = a — [a] goi la phan
1é ctia s6 a, § day ky hiéu [a] 1a phan nguyén cla s6 a. Xay dung day
mdi nhu sau
o1 = {u1}

Uy = {M1 + Mz}

op ={um+up+---+u,}
Rorang véimoik =1,2,...,ntacd 0 < v, < 1.
Chia [0,1) ra lam n + 1 tap hdp nhu sau
1 1 2 n
)M = =) A= [
n—i—l) ! [n—i—l n—i—l) " [n—l—l
Chi ¢ c4c kha ning sau xay ra

Ag=[0 1)

1. Hodc ton tai k ma v; € Ag U A,4q:
, N 1 .
-NéuvaAo,tlicla0§{u1+u2+---+uk}<m.f)at
1
S, — = 0< {S) < ——
k= Uy +us+ + ug _{ }<n+1
1

. 15.5
n—+1 ( )

s8] <s< 8]+
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Vay [S] 1a s& nguyén gan S nhét, nén tii (15.5) suy ra diéu phai
ching minh.
-Néu v, € A, tic 1a

nl <A{ug+ur+---+u} <1lhayla

n
n
< L 3
n+1_{5}<1<:>n+1_5 [S] < 1hayla
n
< . .
LSl < 5 <[S]+1 (15.6)
Ti (15.6) suy ra [S] + 1 12 s6 nguyén gan S nhat va khdc né mét
n
ludgng < 1-— = .
ong < [S]+1-([S1+ =) = ;07

2. Hodc 12 cédc s6 v1,0y,...,0, & Ao U A, VAy v1,02,...,0, €
U?;llAi. Theo nguyeén 1y Dirichlé ton tai vy, v;, k > I, thudc cling mot
tdp hdp A;nao d6, 1 <j<n—1.

biéu d6 cb nghia 1a

Ji j+1
< L2
n+1_{u1+u2+ +ul}<7’l—|—1
) 11
S{u1+uz+...+uk}<i
. n+1 . n+1 ,
batSy=u;+us+---+uvaS =u;+uy+---+u;taco
] j+1 i j+1
< S — LT L _< 1T
n+1_5k [Sk]<n—|—1:>[sk]+n+l_Sk<[sk]+n+1
j j+1 j j+1
<8 — 1T < JTr
n+1_51 [Sl]< +1:>[51]+n+1_51<[51]1+n+1
_ __ - <G _G < _ -
[Sk] = [S1] n+1_5k S1 < [Sk] [51]+n+1 )
(Sk) = [S1] = ——= < w1 +upp + -+ up < [S¢] = [S)] + ——=

oon+17 , . on+1
Nhu véy day con w1 + uyp + -+ 4+ u; c6 s6 nguyén gan nhat la

1
Si] — [S;] vai d6 1éch kho i )
[Sk] — [S1] v6i d6 léc ong qua ———~
Tém lai, trong moi tridng hdp ta déu cé ton tai diy con thoa

man yéu cau de ra.
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> 7.14. L3i gidi: Xét day so p1 = la = a, pp = 2a, p3 = 3a,...,
pm-1 = (m —1)a. Ky hiéu q1,42,...,q,_1 12 céc s6 du tuong Ung
ctia day trén chia cho m. Vi theo diéu kién bai todn a va m 12 nguyén
td cling nhau, thi tat ca cic s6 du trén déu khac khéng. Néu mot
trong cac s6 du bang 1 thi bai todn di dudc gii. Néu tat ca cdc s6
du déu khéc 1. Khi d6 mbi s trong m — 1 s6 du gy, 42, ..., qm — 1
b:‘?mg mot trong m — 2 s6 2,3,...,m — 1. Theo nguyén ly Dirichlé
c6 it nhat hai s8 trong 41,4a, . ..,qm_1 bang nhau, ching han nhu
qi = qj, i< j.Tudésuyrasd (j—i)a = p;j— p;chia hét cho m,
diéu nay khong thé€ xay ra. Su vo ly nay do gia thiét khéng mot s6
du trong 41,92, - - ., Gm-1 b::ing 1, do d6 suy ra it nhat mot trong cac
s& du phai bang 1.

15.8. L3i giai va gdi y chuong 8

> 8.11. L&i giai: Trudc tién chung ta sé ching minh a +b = c. Tu
. . 1 . .

bat ddng thdc 0 < an — [an] < 1suyra ’[o;n] —a| < - véimoin > 1

sao cho limn_m[ann] = 4. Chiing ta cfing c6 bat dang thic tucng tu

[an] n [bn]  [cn]
n n n

cho b va c. Chiing ta 14y gidi han ctia dang thiic
va nhan dudca + b = c.

Pita = [a] +a,b=[b]+B8day0<a <1,0<pB < 1.Khidd
[an] + [bn] = [([a] + a)n] + [([b] + B)n] = [a]n + [b]n + [an] + [Bn],
[(a+b)n] = [([a] + [b] + a + B)n] = [a]n + [b]n + [(a + p)n].

Nhu vay bai todn 6 thé dit lai nhu sau: Ching minh ring néu a
va b 12 nhiing s8 trong khoang [0,1) ma ching thoa man ding thiic

[an] + [bn] = [(a + b)n] (15.7)

v6i moi 6 tu nhién n, thi it nhat mot trong hai s6 d6 béang 0.
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Giastia # 0va b # 0. Ching ta sé chiing minh ton tai sO tu
nhién 7 sao cho dang thtic (15.7) khéng dting. Khéng mat tinh t&ng
quat chiing ta c6 thé gia thiét ring a + b < 1, vi néu ngudc lai thi
(15.7) sé khéng diang thim chi véi n = 1.

a) Chiing ta xét trudng hdp a va b 1a nhiing s6 hitu ty. Khi d6 cé

O1 e A 'y A e A B ) A A Y ~,
thé biéu dién chung dudi dang a = N' N’ 6 day A, Bva N la nhiing
s6 nguyén va thod mian 0 < A < N,0 < B < N. Dé dang kiém tra
rang (15.7) khong thod man véi n = N — 1. That vay,

[a(N—1)]=[aN—a]=[A—a|=A+[-a] =A—1,
[b(N—1)] = [bN—b]=[B—b] =B+ |[-b=B-1,
[(a+b)(N—-1)]=[A+B—(a+b)]=A+B—[a+1]

—A+B-1
Nhu vy [a(N — 1)] + [6(N = 1)] # [(a + b)(N — 1)].

b) Chiing ta xét tridng hdp mdt trong cdc sd a va b 1a s6 vo ty.
Chiing ta sé chi ra rdng c6 mét s6 tu nhién #, ma

{an} +{bn} > 1. (15.8)
Khi d6 ddng thic (15.8) sé suy ra khong th& ¢6 (15.7).
Gia st a 1A mot s8 v6 ty, theo bai 8.1 tAp hdp nhiing s6 {an},n =

1,2,... 13 tru mat trong khoang (0,1). Ky hiéu k 14 s6 td nhién 16n
nhat ma a + kb < 1. Khi d6 ton tai s& tui nhién # ma

a+kb<{an} < 1. (15.9)
Néu {bn} > b, thi tii dinh nghia caa k suy ra
{an} +{bn} > (a+kb)+b=a+ (k+1)b>1

hay néi cach khac ton tai s6 tu nhién # ma ding thic (15.8) ding.
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Néu {bn} < b, thi vdi viéc thém 1 — b vao céc vé ctia bat ding
thic 0 < {bn} < b, chiing ta nhan dugc

1-b<bn—-1)—[n]+1<1

Piéu d6 cé nghia 1a [b(n —1)] = [bn] —1va {b(n — 1)} > 1 —b.
Ngoai ra, tudng tu tu (15.9) suy ra

kb <a(n—1)—[an] <1—-a<1
vi thé [a(n — 1)] = [an] va {a(n — 1)} > kb. Nhung khi dé
{an -1} +{b(n—-1)} >kb+(1-b)=1+(k—-1)b>1,
vi k > 1. Trong tridng hdp nay (15.8) diing cho s8 tu nhién n — 1.
Nhu viy dan dén v 1y khi mot trong cdc s6 a va b 12 s6 vo ty.
> 8.12. Gdi y: Chti ¥ rang {n} chi c6 th€ nhén hitu han gia tri.

> 8.13. Ggiy: Ly ludn tuong td nhd 8.4.

> 8.14. Gdi y: Xét céac s6 c6 dang n = 2k? va 4p dung 8.4.

Son aJ . ~ . .
15.9. Loi giai va ggi y chuong 9
> 9.11. Gdi y: Xét céc s6 kx — [kx](k = 0,1,2,...,n) va s6 1, chia
doan [0,1] ra n + 1 phan, phan con lai 4p dung phudng phap doan
nay.

> 9.12. Gdi y: VSi mbi cach chon nhiing s8 g1, 42, ... 4, ton tai s6
nguyén p, v6i né 0 < gqix1 + qoxo + -+ - + Xy — p < 1. Bay gidi
chia doan [0,1] ra (n 4+ 1)™ doan con bf?mg nhau.
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> 9.13. Ggi y: Hay xét hai truong hdp ‘ﬁ— Z‘ > /3 -2 va

vi-E<vi-va
> 9.14. Gdi y: Tudng tu bai trén.

> 9.15. Gdiy: Gia thiét véi moi p va g thoa méan
|mp? + npq + sg*| > 1.

15.10. L3i giai va gdi y chuong 10

> 10.11. LJi giai: Pay 1a su tong quat héa bai 10.3. Cach ching
minh hoan toan tudng tu. Ching ta ciing tao ra ludi véi cac hinh
vudng c6 dién tich 1. Sau dé 1dy mét hinh vudéng 1am gdc rdi tinh
tién cac hinh vuéng cé chia cidc manh ctia A vé hinh vuong goc.
Nhu vay téng dién tich nhiing phén tinh tién ctia A sé 16n hon n.
Theo nguyén 1y Dirichlé m§ rong cho dién tich suy ra cé it nhat
n + 1 trong s6 nhiing phan ctia A di tinh tién téi hinh vudng géc
c6 di€m chung (xo, o). Nhiing diém tli cc hinh vuéng nhé ban dau
tinh tién dén diém nay c6 toa dd 1a (x;,y;) (i=1,2,...,n+1), ma
xi—xjvayi—y; (i,j=1,2,...,n1+1) 12 nhiing s6 nguyén.

> 10.12. LJi giai: Chiing ta xét hinh vu6éng V, ma né chida bé mit A
va c6 canh v8i do dai n nguyén. Pat B = V\ A. Chung ta thay ngay
S(V) =n?va S(A) < k, do d6 S(B) > n? — k. Bay gi0 dp dung bai
10.11. Vi thé B c6 th€ tinh tién sao cho né chia it nhat n> — k + 1
diém vdi toa d6 nguyén. Ky hiéu A;, Vi, B; 1a cc anh ctia phép tinh
tién trén clia A, V, B tudng dng. RS rang B; = V;\ A;. Chung ta sé
chting minh rang A; chiia nhiéu nhit k — 1 di€m véi toa d6 nguyén.
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That vay, Gia sl ngudc lai ching ta c6 k diém vdi toa d6 nguyén
trong A;. Vi theo cach dung trén B; chda it nhat n? — k + 1 diém
trong véi toa dd nguyén va By C V4, A; C V4, A1 N By = @, Khi d6
hinh vuéng V; chia it nhat n? + 1 di€m véi toa dd nguyén, diéu nay
khéng thé x4y ra, din dén vo ly.

> 10.13. LJi giai: Cling nhu bai 10.5 tdc dung 1én A phép vi tu véi
tam tai goc ta dd va hé sd %, chiing ta nhan dudc tap hdp méi A’
Vi S(A) > 4n nén S(A’) > n. Theo nguyén ly Dirichlé mé rong
cho dién tich A’ chda it nhat n + 1 di€ém khéc nhau (x;,y;) (i =
1,2,...,n+1) ma x; — xj vd y; — y; 1a nhiing s6 nguyén.

Chiing ta xét da gidc 16i nhd nhit chia tat ca cic diém trén. Dé
dang thay rang mbi dinh ctia da gidc 13 mét trong cac diém (x;, y;).
Nhiing dinh ctia da gidc khoéng thudc trong doan nao ma hai dau l1a
nhiing diém nam trong da gidc. Vi thé trong nhiing diém (x;, ;) ton
tai mot diém ma khéng nam trong doan thing néi hai di€m trong
tap hgp diém da chon. Gia sl diém dé 14 (x1,y;). Cling theo bai
10.5 cho ta n di€m khac nhau va khac di€ém géc toa do, véi toa dd
nguyén (x; —x1,y; —y1), 1i=23,...,n+1, déu nam trong A. Vi
tinh d6i xdng nén cac diém (x; — x;,y1 — i), i=23,...,n+1,
cling thudc A.

Chung ta sé chiing minh nhiing di€m x4c dinh theo c4ch trén 1a
khéc nhau tiing d6i mé t. That vay, gia st ngudc lai chiing ta ¢

(xi —x1,¥i —y1) = (x1 — Xji, Y1 —]/j)
e 1s 10 A s aa s x s A 1
lehalchlsonaodoz,]maz,]:2,3,...,n+1.Vlvayx1zi(xi—i—

5 1 N A 1o o
Xj) va y; = E(yi +y;). Néeui = jthi (x,y1) = (x;,¥;), v Iy vi
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1 # j.Néui # j, thi (x1,y1) 12 trung di€m cla doan thang néi hai
di€m (x;,y;) va (xj,y;), diéu nay khong th€ dudc theo céch chon.
Chiing minh trén chi ra ring A chta it nhat 2n di€m khéc nhau
va khac goc toa do, c6 toa dd nguyén. Nhung diém goc toa do ciing
nim trong tip A va cé toa dé nguyén, suy ra két luin clia bai todn.

> 10.14. Gdi : Ap dung bai tip 10.13.

> 10.15. Gdiy: Cach chiing minh tudng tu 10.9.

15.11. L3i giai va gdi y chuong 11

>11.11. a) Tu bai 11.3 suyra6 =9 — (512 + Sp3 + 513) + Sqp3, tlic
12 S1p + Sp3 + S13 = 34 Sqp3 > 3. Do dé mdt trong cac s6 S1a, S3, S13
khong nho hon 1.

b) LJi giai: Ti bai 11.3 suyra5 > 9 — M», tic 1a M, > 4. B&i vi
tii 9 da gidc ¢ thé tao dudc 9.% = 36 ciip, dién tich phan chung cta
mdt sd cac cip dé khong nho hon % > %
> 11.12. LJi gidi: Goi My, My, ..., Mg 12 6 diém da cho. Trong mbi
tam gidc M;M;M; ta té canh 16n nhat bang mau dé. Két qua sé 1a
mot doan thang M, M; 14 db con cc canh khac sé khéng dé. Chi cAn
chting minh ring ton tai mot tam gidc c6 dinh 14 cac di€m da cho va
ba canh dudc t6 mau do. That vay, canh 16n nhat ctia tam gidc nhu
thé dong thdi 12 canh nhé nhat clia tam gidc khéc vi né dudc té6 mau
dd. Tit mbi di€m da cho xudt phét 5 doan thing néi né véi cac di€m
con lai. Vay hodc it nhat ¢ 3 trong nhiing doan thing nay dudc t6
mau dd, hodc it nhat ¢6 3 doan vin khéng dudc t6 mau dd.
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Néu tif di€m M; xuat phat 3 doan dudc t6 mau dod (chang han
Mi My, M; Ms, M M,) thi trong AM, M3 M, it nhat c6 mét canh (I6n
nhat) dudc t6 mau do, gia st d6 14 doan MpMj;. Thé thi trong
AM; M, M; tat ca cac canh déu dudc t&6 mau do.

Néu tli diém M; xuat phét it nhat 3 doan khong dudc t&6 mau
do (chﬁng han 3 doan M;M;, M1 M3, M1 M,) thi ta xét 3 tam gidc
M1 MMz, My MyMy, My MsMy. Trong mdi tam gi4c ndy it nhat cé
mdt canh dude t6 mau dod, nhing canh khéng chiia dinh M;. Viy
3 doan M,M3, MhMy, MzM, dude td6 mau do, tic 1 3 canh caa
AM,M3M, déu miu do.

> 11.13. LJi gidi: Trudc hét ta nhan xét cé it nhat mot tam gidc don
sdc (Bai 5.4). Gia st P;P,P; 13 tam gidc don séc, ching han db. P&
riéng P; ta con lai 6 di€m va ta lai c6 mot tam gidc don sic khong
c6 P; 1a dinh (Bai 5.4). Néu tam gi4c nay khong chiia canh P, P; thi
ta dudc két qua, thé thi c6 mot di€m thi td P sao cho P P,P; ciing
13 tam gidc do. Tudng tu d€ rién P, va P; ta duge P va P} sao cho
PyP}P; va Py P, P4 1a tam gidc do.

Trudc hét ta xét kha ningla 3 di€m Pj, P; va P; khong phén biét.
Trong tridng hdp nay mot trong chung tao thanh véi Py P,P; mét
hinh tii dién. Con lai 3 di€m. Néu c4c canh giiia mot trong ba diém
con lai d6 va 2 dinh cuaa hinh td dién 14 do ta sé dudc hai tam gidc
do véi 2 canh rdi nhau, mot tam gidc c6 mét dinh mdi va mot canh
clia td dién va tam gidc kia trén td dién. N&u khong, mébi diém c6 it
nhat canh do thudc ti dién. Nhu thé cé it nhat mot dinh chia td dién
néi véi ca 3 dinh con lai bing canh miu den. Néu cip nio trong 3
néi bing canh den thi ta ¢6 mot tam gidc den va mét dd. N&u khong
ta dudc hai tam gi4c do cé dinh rdi nhau.
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Vay ta c6 thé gia sl rang ba di€ém P{, P, va Pj 1a phan biét. Néu
2 diém, P} va P}, dudc n6i bang canh dd thi ta dudc hai tam gidc do
Py P,P5 va PjP}P5. Néu khong thi P;P,P; va P PP} cho theo thit tu
mot tam gidc dd va mot tam gidc den.

> 11.14. Loi giai: Lay 1998 dia dudc t6 giéng nhu dia thd hai cla
chiing ta va dit chéng tat ca ching 1én dia thid nhat sao cho chiing
c6 tét ca cac vi tri ¢6 thé (nhu khi quay). Khi dé trén méi hinh quat
clia dia thi nhat c6 200 hinh quat, dudc t6, tic 1a cé tat ca 2007
cap hinh quat dudc t6 trung nhau. Gia st ¢6 n vi tri cta dia thd
hai c¢6 khoéng it hon 21 cdp hinh quat dudc t6 trung nhau. Khi dé
s6 cac hinh quat dudc t6 tring nhau khéng nhé hon 21n. Do dé
21n < 2002, tic 1a n < 1904, 8. B&i vi n 14 s6 nguyén, nén n < 1904.
Suy ra cé it nhat 1998 — 1904 = 94 vi tri c6 khéng qud 20 cip hinh
quat dudc t6 trung nhau.

> 11.15. Ggiy: Chiing minh hoan toan nhu bai 11.2.

15.12. L3i giai va gdi y chuong 12

> 12.11. LJi gidi: LAy A* 12 nhiing diém trén mit cAu ddi xting qua
tdm clia qua ciu tli nhiing di€m cta tap hdp A. Theo gia thiét tong
dién tich clia A va A* 16n hon dién tich mit cau. Theo nguyén ly
Dirichlé cho dién tich ching c6 diém chung. VAy diém chung dé va
diém déi xting ctia né 1a cip di€ém déu thudc A tao ra dudng kinh
qua cau.

> 12.12. LJi gidi: V6i mdi hinh chit thip ta xét hinh tron c6 tAm tai

~ S s L N 1 . . N Af .
tam chi thap va ban kinh bang ——. Ta ching minh rang néu hai

2V/2
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hinh tron dé cit nhau thi hai chii thap ciing sé& cit nhau. Khoang
c4ch gifia hai tAm cta hinh tron bing nhau va cit nhau khéng 16n
hon hai 14n ban kinh ctia chiing, do d6 khoang céch giiia tAm ctia

. . PR A . 1 o ~
cac chi thap tuong ung vdi ching khong 16n hon ﬁ Xét hinh chu

nhét xac dinh bdi cac canh cta hinh chii thap thid nhat va tAm caa
chii thap thi hai. S& c6 mot canh caa chii thap thii hai di qua hinh
chit nhat dé, do dé sé cit chit thip thd nhat, bdi vi dé dai cla canh

. 1 . L1 . A A . 1
bang —, con do dai duong chéo hinh chi nhat khong 16n hon —.

V2 V2

R rang trong hinh tron bén kinh 100 chi ¢6 th€ dit dudc mot

s6 hitu han céc hinh tron ban kinh khéng cat nhau.

2v/2

> 12.13. LJi giai: C6 thé. Gia st O 1a tAm ctia ngii gidc déu ABCDE.
Khi dé c4c hinh tron néi tiép trong cac géc AOC, BOD, COE, DOA,
EOB c6 tinh chat da néu.

> 12.14. LJi gidi: Xét mot tam gide déu cé canh bing 1. T4t ca 3
dinh ctia né khéng thé dudc t6 bang cic mau khéac nhau, do d6 phai
c6 hai di€m cting mAu, va khoang céch giit ching bing 1.



—pHU Luc A
TAP HGP VA ANH XA

A.1. Tép hop va Toan tu trén tap hop.

Khi chiing ta coi mot déi tudng a ndo dé 1a mét phan td clia tap
hdp A, thi ky hiéula a € A, con khi a khong 14 phan tli clia A thi ky
hiéulaa & A.

Mot tp hdp A goi 1 tap hdp con clia tap hdp B, khi moi phan
tdl ctia tAp hdp A 1a phan tii ctia tip hop B, Ky hiéu 1a A C B hoic
B> A.Nghialatia € Asuyraa € Bhodclatia ¢ B suyra
a¢ A.

Tap hop réng khong c6 mot phan ti ndo, ky hiéu 13 @. Moi déi
tugng x déu khong nim trong tap hgp réng x ¢ @ . Tap hdp réng
déu nam trong moi tp hdp, nghia 13 @ C A, véi moi A.

Hai tap hdp A va B truing nhau khi ching ¢4 cting cac phan td
nhu nhau, ky hiéu A = B. Tudng ducng , A = B khi va chi khi tui
a€ Asuyraa € Bvatia € Bsuyraa € Ahoac A C BvaB C A.

Cho Ay, A, ..., A, 1a mét s6 hitu han nhiing tdp hdp. Hgp clia
nhiing tap hop trén 1a mot tap hdp goém tat ca cic phan ti ma né
thudc vao mot trong cac tap hdp Ay, Ay, ..., A,. HOp clia cdc tap
hop Ay, As,..., Ay, kyhiéula AfUAU...UA,.Cuthé, ac AU
A>U...U A, nghia la ton tai mot chi sd i trong {1,2,...,n} sao cho
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a € A,.

Cho Ay, A,..., A, 12 mét s6 hitu han nhiing tdp hdp. Giao
ctia nhiing tap hop trén 13 mét tdp hdp gdm cic phan ti ma
né nam trong moi tdp hop A1, A, ..., A,. Giao clia cdc tap hop
A1, Ay, ..., A kyhiéula AiNAyN...NA,. Cuth,ac AiNAN
...N A, nghia 1a véi moi chis6 i trong {1,2,...,n} tacéa € A;.

Hiéu clia hai tip hdp A va B 1a mét tap hop, ky hiéu A\B, gobm
nhiing phan td a ¢6 tinh chdta € A vaa ¢ B.

A.2. Qui nap todn hoc va Bdi todn t6 hdp

Trong tip hdp s6 tu nhién, cling v8i nguyén ly Dirichlé con mot
nguyén ly qui nap toan hoc ciing hay dudc st dung. Dang don gian
cia phudng phap qui nap to4n hoc nhu sau:

Cho mét ddy nhiing diéu khdng dinh

K, Ka, ... Ky, . .. (A.1)

cé tinh chdt sau:

a)K; la khdng dinh diing.

b) Vdi mébi s6 tu nhién n,néu K, la khdng dinh dus ng thi suy ra
K, 11 ciing la khdng dinh diing.

Khi dé tdt ca cdc khdng dinh trong day (A.1) déu diing.

Chua y: diéu kién a) dam bao cho K; ding, sau dé 4p dung b)
cho K; ciing ding, tiép tuc ap dung b) cho K3 ciing diing va tiép tuc
qué trinh d6 véi moi . D& minh hoa ching ta chiing minh mét dinh
ly vé t& hdp ma rat hay 4p dung trong cudn sach nay:

Moi tdp hop hitu han vdi n phdn tit ¢é diing 2" tdp hop con tao bdi
cdc phdn tif khdc nhau ctia né.
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V6i moi s8 n chiing ta ky hiéu diéu khing dinh trén bing K,,.
Nhu véy chiing ta sé nhan dudc diy (A.1). V8i n = 1 khing dinh
ding, vi moi tap hdp cé mot phan ti cé ding hai tap hdp con, d6 1a
tp rong va chinh tp ( mét phan tli ) dos . VAy (A.1) c6 tinh chit
a).

Bay gid chiing ta phai chiing minh b) diing. Nghia 14 cho n 1a
mot s6 tu nhién bat ky va khang dinh K, dting tiic 13 moi tap hdp cé
n phan tit c6 ding 2" tdp hdp con. Can phai chiing minh ring K,
12 dus ng. Chiing ta xét S 14 tap hdp cé n + 1 phan td va s 1a mot
phan td ctia né. Chiing ta chia nhiing tdp hdp con ctia S 1am hai 18p:
LAp a; gdm tat ca céc tap hdp con clia S khéng chiia s. Lp a; gom
tat ca c4c tap hdp con ctia S chiia s. Nhiing tap hdp con thudc 16p a,
12 tap hdp con clia mét tap hdp n phan td S;, ma né nhan tli S sau
khi bo di phan tii s. Theo gia thiét qui nap s6 ludng tip hdp con cia
né dung 1 2. Mit khdc céc tAp hdp con cua 18p a; 1a tudng ting 1-1
v3i vGi cdc tAp hdp con ctia S;. Thit vy, moi tip hdp con Z chia s
clia S ta cho tudng dng vdi tAp hdp con Z; clia S; bang cach tlii Z
ta bo di phén tli s. Nghia 12 s8 ludng tap hdp con clia S trong 18p a,
triing véi s6 ludng tap hop con clia S; va bang 2". Do dé tat ca tap
hdp con ctia S 14 2" + 2" = 2"*1, Nhu vay chting ta da chiing minh,
v6i moi n, tui K,, dus ng suy ra K,, ;1 dus ng. Ching ta ching minh
dudc (A.1) c6 tinh chat b). Suy ra tit ca cdc khing dinh déu ding.

©

A.3. Anh xa trén tap hdp

T nhiing khai niém s6 phan td cia mét tap hdp ndy 16n hon s6
phan ti clia mot tap hdp kia, ngudi ta xay dung khai niém 4nh xa
dé giai thich va chinh xéc héa trong khi chiing minh.
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Chting ta néi rang cho mét anh xa f: A — Btutip hdp A vao
tap hdp B, khi moi phan t{i a thudc A cho tucng ing véi mot phan
ti f(a) thudc B. Phan td f(a) goi la gid tri cla 4nh xa f vdi phan
tli a cha A. C6 thé chi ra nhiéu vi du nhu 4nh xa s6 tu nhién vao s
chén, véi moi n cho tucng ding véi 2x,. . ..

Ngudi ta con dua ra mot sb tinh chat ca 4nh xa: Mot 4nh xa
f: A — Bgoiladon dnh, néu ti f(a;) = f(az)(ay,ar € A) suy ra
a1 = ay. Néi cach khdc f 1a don 4nh khi moi phan ti khac nhau ctia
A cho tuong ting vdi nhiing phan tt khac nhau cta B.

Mot 4nh xa f : A — B goi 1a toan &nh, néu vdi moi phan td
clia b cha B ton tai phan td a thudc A sao cho f(a) = b. C6 nhiéu vi
du vé 4nh xa loai nay, nhu phép chiéu 1én truc toa do ctia moi di€ém
trong mit phang.

Mot dnh xa f : A — B goi la song &nh, khi né déng thdi 1a don
4nh va toan 4nh. Néu f : A — B 1a song 4nh, thi v8i moi phan ti b
clia B ton tai duy nhat phan td a thudc A sao cho f(a) = b.

Cho song énh f : A — B. Néu chiing ta dit g(b) = a khi da
c6 f(a) = b, ching ta nhan dugc anh xa ¢ : B — A goi la anh
xa ngudc cha f va ky hiéu 1a f~! = ¢g. Nhu vay f(f~1(b)) = b va
f~Y(f(a)) = a véi moi a thudc A va b thudc B.

Cho hai dnh xa f : A — Bva g : B — C, ¢4 thé tao ra 4nh xa
h: A — C bang cong thic h(a) = f(g(a)). Ky hiéuh = go f.
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