MOT SO KY THUAT GIAM BIEN VA UNG DUNG CUA PAO HAM DE TIM GIA
TRI NHO NHAT, GIA TRI LON NHAT CUA BIEU THU'C NHIEU BIEN
- Chuyén dé day 6n thi hoc sinh giéi cap tinh 16p 12-

Tdc gid: Vé Thi Ngoc Anh- THPT Chuyén Nguyén Tét Thanh-Kon Tum (27/02/2021)
I. MOT SO KY THUAT GIAM BIEN VA UNG DUNG CUA PAO HAM DPE TiM

GIA TRI NHO NHAT, GIA TRI LON NHAT CUA BIEU THUC HAI BIEN
1. Cac bwdc gidi bai toan

Buée 1: St dung cac ki thuat giam bién dua biéu thicc P= f(¢) (¢ ciing ¢6 thé 1a x hoic
) hodc so sanh bat dang thirc (<,>)gita P voi ham mot bién f(7).

+K7 thudt 1: Thé bién dé chgyén P vé mQt bién ( la mot trong cac bién da cho).

+Ky thudt 2: Dat bién phu dé chuyén P vé mdt bién (la bién phu da dat).

+Ky thudt 3: Panh gia bat dang thirc (<,>) va dit bién phu (néu can) dé chuyén viéc danh

gia P vé khao sat ham mot bién.

Budre 2: Sur dung cac diéu kién rang budc (*), cac bét dang thire co ban (dugc ching minh
trude d6) dé tim didu kién “chat” cua bién ¢, thyc chat day 1a mién gia tri cia ¢ khi x, y thay
dbi thoa diéu kién (*).

Bude 3: Xét sy bién thién ciia ham f(r) va suy ra két qua vé gia tri nho nhét, gia tri 16n
nhat (néu cd) cua biéu thuc P.

2. Cacvidy minh hoa . . )

% Ki thuét 1: The bien dé dwa bi€u thirc P vée mgt bien

Vidu 1: Cho x,y € R théa man y<0,x*+x=y+12. Tim gid tri nhé nhat, gid tri lén
nhat ciia biéu thirc P=xy+x+2y+17.

2 Loi gidi:

Tacd X’ +x=y+12< y=x"+x—-12 nén

P=x(x*+x—-12)+x+2(x* +x—12)+17=x" +3x* -9x 7.

Vi y<0nén x*+x-12<0& —4<x<3.

Xétham so f(x)=x’+3x* —9x—7 x4c dinh va lién tuc trén [—4;3].

Ta co f'(x)=3x2+6x—9,f'(x)=0<:>{x_13 va f(-4)=-12, f(-3)=20,
¥ =

f(H=-12, £(3)=20.
Nén n[lg]f(x)=f(l)=—12, mzy}c f(x)=f(3)=20.Hay tadugc —12< P <20.

Clx=1 x=1 x=3 x=3
Khi 5 = thi P=-12, khi 5 = thi P=20.
y=x"+x-12 y=-10 y=x"+x-12 y=0

Vay, gié tri nho nhét cia P1a —12 dat duge khi x = I;y=-10, gia tri 16n nhét cua P la
20 dat dugc khi x=3;y=0.

< Ki thugt 2: D3t bién phu dé dwa biéu thirc P vé biéu thirc theo mdt bién

» Dang I: bat bién phy doi véi biéu thirc P c6 dang doi xing

Vidu 2: (Dé thi dgi hoc khoi D, nam 2009) ’

Cho cac so6 thuc khong dm x,y thay doi va thoa man x+ y =1. Tim gia tri nho nhdt va gid
tri 16m nhat ciia biéu thirc P = (4x* +3y)(4y* +3x) +25xy .

2 Loi gidi:

Ta co,




P=16x"y> +12(x’ + )+ 34xy =16xy’ —|—12[(x+y)3 —3xy(x+y)}+34xy =16x’y* =2xy+12
Dit ¢ = xy, taduoc P=16£" -2t +12.

2

+

Ta co ngysuzl nén t 0;l .
4 4 4

Xét ham s6 f(f) =16¢* —2¢+12 xéc dinh va lién tuc trén [O;%} .

f‘(t):32t2—2;f'(t)20<:>t=%

Méf(0)=12,f(Lj:19l f( j 225

Suy ra rmnf() f( j Ll {}f() f( j:25 Hayﬂ<P<é

o] 16 2 16 2

o1 |FFrel 243 2-3 191
P=—< 1 nénkhi x= , V= thi P=—

16 Xy =— 3 3 16

16

25 |¥TYEl | 25
P=—% 1 nénkhi x=y=—thi P=—.

2 xyzz 2 2

2+3 2-3

Vay, gié tri nho nhét cua P bﬁng % dat duoc khi x = 3 y= 3 gia tri lon nhat

cia P bing % dat dugc khi x=y :%

> Nhan xét: Mot cau hoéi ty nhién dat ra 1a “Tim rang budc cia ¢ nhu thé nao 1a chat?”,
kinh nghiém 14 gi4 tri ¢ dugc danh gia du “chat” dé giai quyét bai toan khi tai cac vi tri dat cuc
trj d6i v6i bién ¢ ta tim duoc cac gia tri twong ing cua x, y thoa diéu kién (¥).

Vi du 3: (Dé thi dai hoc khéi B, nim 2011)

Cho x,y la cdc s6 thic dicong théa man 2(x* + y*)+xy = (x + y)(xy +2). Tim gid tri nho

3 3 2 2
nhat ciia biéu thirc P = 4[x—+y—j —9(x—+y—j )

3 3 2 2
VX yooox
2 Loi gidi:
pit r=>+2 taco P=4(r-31)-9(r ~2)=4r -9 12t +18.
y X

Véi x,y>0,tacd 2(x2+y2)+xy:(x+y)(xy+2)@2(i+1j+1=(x+y)+2[l+l)
y X Xy

Mé(x+y)+2(l+lj22\/2(x+y)(l+lJ:2\/2(£+1+2j,
Xy Xy yox

suyra 2t+1>2,/2(t+2) :>t2§.

Xét ham sd f(¢) = 41> —9¢ —12t+18,teE;+ooj, f(t) =602t —3t—2)>0,WeB;+ooj



Suy ra mm f(t) f(%j:——h P>—?

te 7+oo

23

Y
X
nén khi x=2,y =1 thi P>_T

X, 2.3

2

P:_24 ) 11
(—+—j+1:(x+y)+2(—+—]

Xy

Vay, gia tri nho nhit cua P bang —?, dat dugc khi (x; ) =(2;1).

> Dang 2: Dit bién phu ddi véi diéu kién (*) 1a tdng cac hang tir dong bac hoic biéu
thirc P thé hién tinh “dong bac” (ddi véi cac bién x va y)

Vi du 4: (Pé thi dai hoc khoi D nim 2013)

Cho x,y la céc s6 thuc dwong théa man diéu kién xy < y—1 . Tim gid tri [om nht ciia

bidu thire P=— Y X=2y
Jxi—xy+3y? 6(x+y)
2 Loi gidi:
#Patr=> taco po_ L 172
y Jit =143 6(t+1)

2
Theo gia thiét ta co O<t:££y_21:l— 1.1 Sl.
y 4 y 2 4

. t+1 1
* Xéthamso f(¢) = voi te(O;—} .
N —t+3 6(t+1) 4

7-3.—
v 13t 1 7-3t 1 4 1 (1}
(t)= - = - > ——>0,Vre| 0;— | .
1o 2 —t+3)} 20+, (t(t—1)+3)3 241 2432 s
1 5T V5007
Suyra f(t)Sf(Zj hay f:’(l(?if(t) f( J—T+%,suyra PST'F%

*Khix—l,y 2 thi P—£+l
2 3 30

Vay, gié tri nho nhét cia P la §+% dat duoc khi x = %;y =2.

Vi du 5: (Dé thi dai hoc khéi B, nim 2008)
Cho hai s6 thuc X,y thoa man hé thirc Xt + y2 =1. Tim gia tri nho nhat va gia tri lon nhat

2
ciia biéu thirc P:M'
1+2xy+2y
2 Loi gidi:
2(x* +6
Thay l:x2+y2 vao P, ta duoc P:M'
X" +2xy+3y

+Néu y=0thi x’=1,tacd P=2.



+ Néu y#0, dat xX=ty hay t= i, ta co
y
2
2 ("j +6% i
_2(x"+6xy) y y _Z(I +6t)
X +2xy+3)° Yy £ H2+3
— | +2—+3
y y
t* + 6t 4% + 6t +18 r=3
Xét ham sb ft)=——,teR,tacd f'() =————F, f'()=0< 3.
r°+2t+3 (t2+2t+3) t=——
2
Bang bién thién
G'e) i 3 +o0
t 2
1@ - 0 + -
1 3
-3 Ji
. 3 3
Suy ra m%Rnf(t)=f Y =-3, m%xf(t)=f(3)=§ .Hay -6<P<3.
te te
3 x_—iy 3 2
Taco P=—6<t=—=<<" 27 nénkhi x=——, y=——— thi P=-6.
2 | o, V13 V13
x +y =1
P37 Lenkhixe— =L thip=3
x2+y2:1 \/E’ \/E '

. . 3 2 ;
Vay, gia tri nho nhat cia P bang -6 dat duoc khi x = ,y=— , gia tr1 1on nhat ctia
V13 4 V13

. . 3 1
P bang 3 dat dugc khi x=——,y=—.
Jio” Vo
% Ki thuit 3: Panh gia bit ding thic (<,>) va dit bién phu (néu can) dé chuyén viéc
danh gia P vé khio sat ham mdt bién
Vi du 6: (Dé thi dai hoc khoi D- nam 2012)
Cho cdc s6 thuc x,y théa man (x—4)* +(y—4)* +2xy <32. Tim gid tri nhé nhdt ciia biéu
thitc P=x"+y" +3(xy—1)(x+y-2).
2 Loi gidi:
Tacd P=(x+y) —3(x+y)—6xy+6=>(x+y) —3(x+y)—%(x+y)2 +6.
batr=x+y,taco
(x—4)Y +(y—4) +2xp <32 (x+y) —8(x+y)<0=0<t=x+y<8.
Xéthamsé f(¢)="1’ —%ﬁ —31+6 voi 1 €[0;8].

t)=0
Taco f()=3*—3t—3 va f0=0_, 1435
te[0:8] 2



10— 6f[1+f] 17-5y5 8395 nén min 10~ J{HIJ 17-5V5

4
xX=y
17-5J5 . 17-55 1++/5
Suyra P>—— ma P=—& 145 ©x=y= .
4 4 t = 4
2
Vay, gia tri nhé nhét cia P br:ing # dat duogce khi x = y=1+4\/§.

Vi du 7: (Dé thi dai hoc khéi B, nam 2006) , 9
Cho x,y la cac so thuc thay doi. Tim gid tri nho nhat cua biéu thirc :

P:\/(x—l)2 +y° +\/(x+1)2 +y° +|y—2|.

aLtz'igidi:

Xétu=(x-Ly),v=(—x-1y),tacod

2| e V=17 7 e 1)+ 57 24447 (1)

DAu “=" & (1*) xay ra khi va chi khi u,v cung huéng hay x—1=—x-1<x=0.
Tacd P=yJ(x—1) +7 +(x+17 + 37 +|y—2|> Ja+4y7 +[y-2].

Xéthamsd f(y)=+4+4)* +

FKhi <2, 1o f() =4+ 47 42y, () =21,

I+y
, V3
=04y + :2y<:>y:—3

Bang bién thién:

+

[

-0 ﬁ 2
y 3
r') - 0

) \ s /

+Khi y>2,tacod f(y)=4+4y" +[y-2|2 21+ 225 >2+43.

+

Do d6 m%f(y)zf[?}=2+\/§, suyra P>2++/3 .
ye
0

Ta co P:2+\/§<:> \/g

Y

Vay, gia tri nho nhét cua P bﬁng 2+ \/5 dat dugc khi x=0,y = ?

3. Bai tap rén luyén

* Ky thuét the bien: ’

Bai 1. Cho hai s6 duong x, y thoa man x+2y=3. Tim gia tri nhé nhat va gia tri 16n nhat
ctia biéu thirc

P=+1+2x+22y-1.



» Hudng dén gidi:
Taco x+2y=3=2y=3—x nén P=~14+2x+22—x.

A «A )CZ——
Tu P ta c6 diéu kién 2:>—5Sxﬁ2.

2y2>1

Khio sat ham  sb f(x)=\/l+2x+2\/2—x,xe[—%;2}, ta thu  duoc

. 1
min_f(x)=f(2)=+5, max f(x>=f(§]=ﬁ.
xe[—zﬂ} xe[—E;Z}
Dap $6: gia tri nho nhét cia P bﬁng \/g dat dugc khi x=2,y = %, gia tri 16n nhét cia P
s . 1 4
bang \/E dat duoc khi x =§,y =§.
* Ky thuit dit bién phu:
Bai 2. Cho x,y théa min x* + y® = x+ y . Tim gia tri nho nhét va gi4 tri 16n nhat cta biéu
thirc
P=x+y' +x’y+x°.
» Huwong dén gidi:
Pitt=x+y,taco P=(x+y) —2xp(x+y)=¢".
Taco (x+y) <2(x*+y*)=2(x+y) hay £ <2t = 1€[0;2].
Xétham s6 f(f)=1>,1 €[0;2], ta tim dugc II[loiIzl]f(t) =1(0)=0, m[glﬁf(t) =f(2)=4.
te|0; te|0;
Pdp s6. gia tri nho nhat ciia P bang 0 dat duoc khi x = y =0, gia tri 10n nhat ciia P bang

4 dat dugc khi x=y=1.
Bai 3. Cho x’+)*#0 thoéa man x+y=1. Tim gia trj nho nhét va gi4 tri 16n nhat cua
biéu thirc
1 x2 y2
P=—F—+—F—"+—.
x+y oy +1 o x"+1

x Huéng din gidi:
1 xt X%y’ _1+2t2+8t—2

1-t¢
bit t=x+y*,tacé xy=—nén P= + = .
4 4 2 X +y XY X+l ot 4245

1
Ta co (x+y)2£2(x2+y2)<:>t25.

2
1+M tzl,tatimdu’oc l’l’llil’l f(t):f(1)=2,
t

Xét ham sd £(¢) = ,
/® 2 +2t+5 2 1 Lisr

max f(t):f(S):E.

IEB;MJ ’ 5 , ‘ ’
Dap so: gia tri nho nhat cua P bang 2 dat dugc khi x =1, y =0, gié tri 16n nhat cia P
bang % dat dugc khi x=2,y=-1.

Bai 4. (Dé thi dai hoc khoi A, nam 2006) Cho x,y e R théoa man x* —xy+ y* = xp(x+y).

Tim gia tri 16n nht cua biéu thirc



1 1
P=—3+—3.
XY
= Hudng din gidi:
Tur biéu thuc Ptacod x,y#0.
. 2 2 11 1 1 1 ., .1 1
Taco x" —xy+y =xp(x+y) < —+—=—+———,néndat —=a,—=b(a, beR").
Xy Xy Xy X Y

Tacdo a+b=a*+b*—ab va P=a’+b’.
2
L nén P=d® +b° = (a+b) —3abla+b)=1*.

- , t
batt=a+b taco ab=

2

=t ¢ 5
SZQOStS4,suyra P=t<16.

Vi ab< @ +4b) nén

Pdp so. gia tri 16n nhat cia P bang 16 dat duoc khi x = y =

[\)|>—-

» Nhdn xét: D6i voi bai toan nay ta ciing co thé thé bién x+ y =¢ dé biéu dién P = 1 (¢)
nhung ta thu dwoc ham sé £(¢) phuc tap hon.
Bai 5. Cho xy <0. Tim gia tri nho nhét ctia biéu thirc

2 2
Py S5 242 oo
y X y X

x Huéng din gidi:
2
Pit 1==+L == +L 10>4=1<2 (Vi xy<0).
yox »oox
Khi do 3[ y—zj—8(£+lj+10=3t2—8t+4.
»ox v ox

Xét f(t)=3>-8t+4, ta coO ['(t)=6t-8<0;Ve<—2 nén f(¢) nghich bién trén
(—oo;—Z] )
Suy ra {gir}z]f(t) =f(-2)=32.

Pdp s6: gia tri nho nhat cia P bang 32 dat duoc khi x=1,y=—1.

Bai 6. Cho x,y >0 théa min xy = y—1. Tim gia tri nho nhat ctia biéu thirc
2 3

P=2_+9%

i ooy
> Huong dan gidi:
, 9
bat tzi,taco P=t2+—3.
y t

ek t>0 t>0 . 1 A 1
Tur gid thiét x,y >0 suyra = R ma1=ty+—22xﬁ nén 0<r<—.
xy=y-1 |t =y—1 y 4

Xét ham s6 f(t):t2+%,te(0 H ta co f'(t)— 27 <0,Vte (O ﬂ
Suyra min f () = f( j 15
gy 64°

Dap $6: gia tri nho nhét cia P bﬁng é—i dat duogc khi x = %, y=2.



thirc

Bai 7. Cho x,y >0 théaman x* + y* =1. Tim gi4 tri nho nhat v gi tri 16n nhat cta biéu

P_4x2+6xy—5

- 2xy—-2y* -1
x Huéng din gidi:
+Néu x=0 thi vi x,y>0 vax’+y*=1nén y=1,suyra Pzg.

: 1 4x° —~ *—6t+1
+Xétkh1x¢0,déty=txc>t=l taco x° = > nén P= al +6x); 5=5t2 6 + .
X " +1 2xy=2y° =1 3t"=2t+1

Vix,y20nén r20.

. 56 —6t+1 1
Xéthamso f(¢1)=———,t2>0,tatimdugc min f(H)=f|—|=-1,
TO=3 e 70 f(zj
f(t)<§,Vt20.
3
Dap $6: gia tri nho nhét cia P bﬁng -1 dat duoc khi x :is, y :%, gia tri lon nhét cua

P bﬁng % dat dugc khi x=0,y=1.

Bai 8. Cho x,y >0 théaman x* + y* =1. Tim gi4 tri 16n nhét ctia biéu thic P = y(x + y).
x Huéng din gidi:

Déttzl,vi x,y>0 nén >0, tir gia thiét x* +y* =1 suyra x* = 21 T
X r+
) P
Khi d6 P=y(x+y):x2[l+(lj Jz —.
x \x " +1
? —2+2t+1 t=1+2

—, ['()=0&

(t2+1) t=1-+2

1+2\/§ hay P < 1+2\/§.

Xét ham sé f(t)=%,t>0,tacé 1) =
4+

Lap bang bién thién ciia f(¢) ta duogc n(loax)f(t) = f(l + \/5) =

y=(1+2)x
1+2 V22 242 L 1+2
N =t thi P=—

5 x*+y°=1 nénkhi x=

Taco P=
x,y>0

1+\/§ \/z—\/E y_\/2+\/§
2 2 7 2

Pdp sé: Gia tri 16n nhit cia P bang dat dugc khi x =

Bai 9. Cho hai s6 x, y thoa man x” +xy+ y* =1. Tim gi4 tri nho nhat va gi tri 16n nhat

ctia biéu thie P=x> —xy+)°.

» Huwong dén gidi:
2 2
Tacdo P=x"—xy+)° :xzx—eryz'
X +xy+y

+Néu y=0thi x=+1 va P=1.



2
2
+Xétkhi y=0,dit x=ty > i=>taco P=~2L Y ! t+1

y XI X 2441
+—+1
Y Y
Xét ham s6 f(t)—ﬂ teR, ta duoc minf(t)—f(l)—l max f(t)= f(-1)=3
£ +t+1’ ’ R 37 iR '

Pdp s6: gia tri nho nhit cia P bang % dat dugc khi x=y = 73 , gia tri 16n nhét ctia P
br:ing 3 dat dugc khi x=1,y=-1.
* K§ thudt dénh gia bat diang thirc: , q
Bai 10. (Dé thi dai hoc khoi B, nam 2009) Cho céc so thuc x, y thay doi va thoa man
(x+ )’ +4xy>2. Tim gia tri nho nhét cia biéu thirc
P=3(x*+y"+x"y*)=2(x +y*) +1.
x Huéng dan gidi: Dit t = x> + y*, ta cd

P:%(xz+yz)2+%(x4+y4)—2(x2 +y2)+12%(x2+yz)2+%(x2 +y7) =2(x° +yz)+1:%t2 —2t+
(x+y)3+4xy22:(x+y)3+(x+y)2 >2=>x+y=>1.

2
22(364'—)7)21

tacd t=x"+ )
7 > 2

. 9 1 1 9
Xétham so f(t)==t*-2t+1,t>—, tatim dugc min f(t)=f|—|=—.
f(@) 2 2 oc min_f(2) f(zj T

te| —+o
2

Pdp s6: gia tri nho nhit cia P bang % dat dugc khi x=y = % .

Bai 11. (Dé thi dai hoc khéi A, ndm 2013) Cho cac sb thuc duong a,b,¢ va thdéa min
(a+c)(b+c)=4c*. Tim gia tri nho nhat cta biéu thirc
324° 320 Na*+b?

P= T+ T
(b+3c)” (a+3c¢) c

. X .o < a b A . n 5 \ - , 5
» Hwong dan gidi: Pat x=—;y=—, ta dugc x>0,y >0, di€u kién ctua bai todn trd

c c
3 3
thanh xy+x+y=3 va P= 32x3+ 32y3_ 2497
(y+3) (x+3)
3
Dung bat dang thuc u° +v° > vy Zv) ta danh gia duoc

3
P28(L+ J j—\/x2+y2:(x+y—1)3—\/(x+y)2+2(x+y)—6.

y+3 x+3
2 2
Pit r=x+y (£>0), ta thdy 3=x+y+xy£x+y+%:t+%:>t22

Pura vé khao sat su bién thién cua ham sé f(7) = (t—1)° —> +21—6 véi 122 .
Pdp sé: gia tri nho nhat cua P bang 1— V2 dat duoc khi a=b=c.
Bai 12. Cho x,y duong théa man x* + y* <2. Tim gié tri 16n nhat cta biéu thirc

P=x>+)".



2 Huong din gidi:

Tacd x,y>0 va x’ +3° <2 nén yﬁm suyra P=x"+)"<x*+3/(2-x")".

Vi x,y >0 nén 0<x<i2.

Khao sat sy bién thién cta ham s f(x)=x>+3(2-x*)’.,x€ (0; 3/5) ta suy ra duoc
max ()= f(1)=

Ddp so: gia tri 16n nhat cia P bang 2 dat dugc khi x=y=1.
II. MOT SO KY THUAT GIAM BIEN VA UNG DUNG CUA PAO HAM PE TiM GIA

TRI NHO NHAT, GIA TRI LON NHAT CUA BIEU THUC BA BIEN
1. Cac budrce gidi bai toan

Budée 1: Sir dung cac ki thuat giam bién dua biéu thirc P=f(¢) (¢ ciing c6 thé 1a x, y
hodc z ) hodc so sanh bat dang thirc (<,> )g1u’a P véi ham mot bién £(7).

+Ky thugt 1: Thé bu;n de chgyen P vé mot bién ( 1a mét trong cac bién da cho).

+Ky thudt 2: Dat bién phu dé chuyén P vé mot bién (1a bién phu da dat).

+K§ thudt 3: Danh gia bat dang thirc (<,>) va dat bién phu (néu can) dé chuyén viéc danh
gia P vé khao sat ham mot bién.

Budre 2: Sur dung cac diéu kién rang budc (*), cac bét déng thirc co ban (dugc chimg minh
trude do) dé tim diéu kién “chat” cta bién ¢, thuc chat ddy 1a mién gia tri cua ¢ khi x, y, z
thay doi thoa diéu kién (). ’ ‘ )

Bude 3: Xét sy bién thién cua ham f(¢) va suy ra két qua vé gia tri nho nhat, gia tri 16n
nhit (néu co) dbi véi P.

2. Cac vi du minh hoa

% K§ thuit 1: Thé bién dé dwa biéu thirc vé mét bién

Vidu 1: (Pé thi dai hoc khoi B, nam 2012)

Cho cdc 56 thuc x,y,z théa man cdc diéu kién x+y+z=0 va x> +y*+z> =1. Tim gid

tri 16m nhat cia biéu thire P=x"+y° +2°.
2 Loi giai:
Tur gia thiét x+ y+z=0 va x*+ )y’ +z> =1 suyra
+2P =P +) L 1
2 2

y+z=-x,1"+2 =1-x",yz=

Suy ra
P=x +(y2 +zz)(y3 +z3)—y222(y+z)
=3+’ + )| ( + )y +2) - yz(y+2) |-y (v +2)

=x +(1—X2){—X(1—X2)+X(X2 —%)}L(xz —%] x

= %(?_x3 - X).

2 2

S22 —1<l-¥* & ———<x<

Mat khac yz < 3

J6

X=——

G

Xétham sé f(x)=2x>—x V(nxe{—— —} flx)=6x"~-1, f'(x)=0<
X =

> |&
RALEN




6 Vo6

—| va

3

AT 0

3 6] 9 9

f(x)=f(§}= V6 56

—.Suyra P<——,
g oW 36

Tacod f(x) xé&c dinh va lién tuc trén {—

w|&
W
| I

Nén max
xe[,ﬁ.ﬁ}
373

x+y+z=0
Ta co P:ﬁﬁ x*+y*+2z° =1 nén véi xzﬁ;y:z=—£ thi P=ﬁ.
36 3 6 36
_6
3

56 J6 NG

Vdy, gia tri 1on nhét cua P 1a Yclgn; dugc khi x=—;y=2z= e

> Nhin xét: Bai toan nay c6 thé tim dugc gia tri nho nhat cta biéu thirc P.

% Ky thuat 2: Dit bién phu dé dwa biéu thirc vé mot bién

Vidu 2: Cho x*+y*+z* =1. Tim gid tri nhé nhdt va gid tri lom nhdt ciia biéu thirc
P=x+y+z+xy+yz+zx.

2 Loi gidi:

* Ta c6 bat dang thirc (x+ y+2)> <3(x* +y* +2°) (1).

Vi ()e2(x*+y +2°)-2xp-2yz-2zx20= (x—y)’ +(y—2) +(z=x)>>0  (ludn
dung).

Dau bang cia (1) xay ra khi va chikhi x=y==z.
(x+y+z) (x> +y* +2%) B -1

2

* Pat t=x+y+z, ta cO xy+yz+zx= nén

1,

P=—(@{" +2t-1).
2( )
Ap dung (1) ta duoc £ S3<:>te[—\/§;\/§]
Xét ham s6 f(t):%(t2+2t—1) V(’)’ite[—\/g;\/g], Fi)=t+1, f()=0t=—1.
Tacéd f(¢) xac dinh va lién tuc trén [—ﬁ 3 } va

£(—B) =13, £ (V3) =143, f(-1) =-1.
Nente[r_n\/lgr;lﬁ]f(t)=f(—1)=—1, ze[l}%fﬁ]
Suyra P>-1 —1<P<1+4/3.

f@O=f(V3)=1+43.

3

Tacovoix=—1y=0,2=0 thi P=-1;v6i x=y=z=== thi P=1+3.

Viy, gia tri nho nhat cta P 1a -1 dat dwoc khi x=-1,y=0,z=0.

B3

gia tri 16n nhét cia P1a 1++/3 dat duogc khi XZyZZZT.



< Ky thuit 3: Panh gia bit ding thirc (<,>) dé so sanh biéu thirc P véi biéu thirc

chira mdt bién )
Vidu 3: (Dé thi dai hoc khoi B, nam 2010) ) 9

Cho cdc so thuc khong dm x,y,z thoa man x+y+z=1. Tim gid tri nho nhdt cua biéu
thitc P=3(x>y" + 2" + 2°x) +3(xy + yz+ 2x) + 24 x* + y* + 2°.

2 Loi gidi:

bat t=xy+yz+zx,tacod
P> (xy+yz+2x)° +3(xy+yz+Zx)+2\/1—2(xy+yz+zx) =1 +36)+241-2¢ .
(x+y+z)

) \ . 1
Vix,y,z20 vaxy+yz+zx < nén OStSE.

Xétham sb () =1> +3t)+2 1—2t,ze[o;ﬂ.

2 2 1
’ ' _ _ " =2_ <0 0:— " = =
Tacd f'(t)=2t+3 —m, (@) (1_2t)3 < ,er[ ,3} f')=0=1=0

nén f'(¢) nghich bién trén [O;%} suyra f'(¢)> f '(%j :13—1—2«/5 >0 nén f(f) dong bién trén

)
3
Do d6 rni]nf(t):f(O):2, suyra P>2.

03]
x+y+z=1

Taco P=2<t=0<xy+yz+zx =0 nén véi (x,y,z)z(l,0,0) taco P=2.
Xy=yz=Xxz

Vdy, gié tri nho nhat cia P 1a 2 dat duoc khi (x,,z) =(1,0,0).

Vidu 4: (Dé thi dai hoc khdi A, nam 2011) , 7

Cho x, y, z la ba so thuc thuoc [1;4] va x> y,x > z. Tim gia tri nho nhat cua biéu thirc

X y z
= + + .
2x+3y y+z z+4Xx
2 Loi gidi:
Trude hét, ta chimg minh L, t, 2 (1) véi a,b>0 va ab>1.
I+a 1+b 1++/ab

That vy, (*) < (a+b+2)(1+ab) = 2(1+a)(1+b) < (Na —~/b)*(ab-1)=0 (luén
dung v6i a,b >0 va ab>1). Dau bang xay ra, khi va chi khi a =b hodc ab=1.

Ap dung (1),taco P= ! + ! + ! > ! + 2

2432 142 1+% 2432 L [X
X y z X y

Dau bang xay ra, khi va chi khi z* = xy hodc x=y.

t? 2
—+t—.
2t°+3 1+¢

bat tz\/E voi te[l;2] (vi x,ye[l;4] va x>y).Khido P>
Y

2

Xétham £(¢) =

2t +L,te[l;2],tacc')
2t°+3 1+t



4
3

—2[ (4 -3)+3t2t—1)+9 ]
212 +3)°(1+1)°

£ = <0nen P2 f()2 (2)=3.

Taco P:% khi x=4,y=1z=2.

Vay, gia tri nho nhat cua P 1a ; dat dugc khi x=4,y=1,z=2.

3. Bai tap rén luyén
* Ky thuéat the bién:
Bai 1. Cho cac s6 thuc a,b,c khong dong thoi bang 0 théa man dicu kién
a* +b* +c* =2(ab+bc +ca) . Tim gia tri 16n nhat cta biéu thic
a+b+c
(a+b+c)a* +b*+c?)

x Huéng din gidi:
< 4a 4b 4c
bat x= , V= ,Z= .
a+b+c a+b+c a+b+c

Tacod x+y+z=4vaa’ +b° +c* =2(ab+bc+ca) < xy+yz+zx=4.
X+y +z B 3x° —12x* +12x+16

Suyra P= =
32 32
2
Ap dung bét dang thic yz S% suyra 0<x S%
3 2
Xét ham s6 f(x)=3x 12x32+12x+16’ Ostg,suyra

min f(x)=f(0)=~. max_f(x)= fU 1;

xe[o;g} 2 x{o 3]

Dap $6: gia tri nho nhét cua P 1a % dat dugc khi a =0,b=c #0, gid tri 16n nhét cua P 1a

% dat dugc khi a=4b,b=c#0.

* Ky thuit dit bién phu:
Bai 2. Cho céac s0 thuc x,y,z>0; x,y,zkhong dong thoi bang 0, thod man
x=Z—=¢=1/3 . Tim gi4 tri 16n nhit cta bidu thirc P =2(xy+ yz+zx)+ .
X+y+z
» Huwong dén gidi:
4 4
Pitt=x+y+z=2(xp+yz+zx)=t" 3 Suyra P=¢ +——§.

t
243

4
Ta co x2+y2+z2ﬁ(x+y+z) <3P+ +z ):>3<t <4:>—<t<2.

Xét ham s6 f(t)=t2+%—§trén {#;2},suyra lfaax f(t)= f(2)——.
te| ——;2
3

Pdp s6: gia tri 16n nhat cta P 1a 2_65 dat dugc khi x=y=z= 3
Bai 3. Cho cic sb thuc khong am x, y,z thoa man xy+ yz+zx=3. Tim gia tri nho nhat

cua biéu thic



1
P:x2+y2+22+—6.
x+y+z

» Huwong din gidi:

. 1
Ditt=x+y+z = ' =x"+y’+2°+6 =>x*+)y° +z° =t"-6.Khi dé P:t2—6+—6.

t

Tacé (x+y+z)° <3(x*+ )y +z°)nén > <3(t* —6) =1>3 vit>0.

Xét ham sO f(t)=t2—6+§,t23 ta dugc 1331in)f(t)=f(3)=§
l‘ te|3;+0

Pdp s6. gia tri nho 16n nhat cua P 1a 2—35 dat dugc khi x=y=z=1.

Bai 4. Cho céc s6 thuc x, y,z thoa man x? + y* +z* = 2. Tim gié tri nho nhat va gié tri 16n

nhét ciia biéu thirc
P=x"+y'+2 -3xyz.
x Huéng din gidi:
3
batr=x+y+z ,tacod P:(x+y+z)(x2+y2+22—xy—yz—zx):—5+3t.

Ta co (x+y+z)2£3(x2+y2+zz) =P <6< —J6 <t<+6.

Xétham sé f(f) = —§+ 3t e [—\E 6 ] , ta tinh duorc te[gig%] )= f(—ﬁ ) - 22,
,Ef?b%‘,’ﬁqf(” = (V2)=242.

Ddp s6: gi4 tri nho nhat cia P 1a -2+/2 dat duoc khi x=—/2,y=2=0, gid tri 16n nhat

cuaPla 2\/5 dat duogc khi x=\/§,y=z=0.

* K§ thudt dénh gia bat dang thirc: ,
Bai 5. (Dé dai hoc khoi B, nam 2013) Cho a,b,c 1a cac s6 thuc duong. Tim gid tri 16n

4 9
Ja? +57 +c2 +4  (a+b)J(a+2c)(b+2¢)
= Huwdng din gidi:
Dung bat dang thuc Cosi ta 6

nhét cta biéu thicc P =

2 2
(a+b)\/(a+2c)(b+2c)S(a+b)a+b+4c:a +b +2ab+4ac+4bc§2(a2+b2+cz)

2 2
4
Pt 1 =\a* +b? +c* +4 thi 1>2 va PS——ZL.
t 20t —4)
Khao sat sy bién thién ciia ham s6 f(¢) :7—2(2—4) v6i ¢t > 2 ta duoc
Z‘ —

5
max f ()= f(4)=—.
>2 8
Bdp s6 : gia tri 16n nhét cia P 1a % dat dugc khi a=b=c=2.

Bai 6. (Dé dai hoc khoi A, nam 2003) , "
Cho x,y,zlabasd duong va x+ y+z <1.Tim gid tri nho nhat cua biéu thic

1 1 1
P:\/x2+—2+\/y2+—2+\/22+—2.
X y z

x Huéng din gidi:



Ap dung bat dang thic |u| + |v| + |w| > |u + v| + |W| > |u +v+ W| cho ba vecto

~ 1) - 1) — 1 . .- - )
u :(x;—}v:{y;—}w :[z;—j (x,y,z>0) . Pang thuc xay ra khi u,v,w d6i mgt cung
x y z

hudng.
Ta duogc

2
2
P:\/x2+iz+ y2+L2+\/Z2+L22 (33xyz)* + 3 :‘/9t+2 V(’)’itz(é/xyz).
X y z xyz t

2
Tacé o«g(Mj .y
3 9

Xét ham sd (1) =9t + %,t € (o;ﬂ , ta tinh duge min f(1) = f(é] =82

te{O;;}
Dap s6: Gi4 tri nho nhat caa biéu thirc P béng \/872 ,dat dugc khi x=y=z= % .

Bai 7. Cho x,p,z€[0;2] va x+y+z=3. Tim gié tri 16n nhét cua bicu thirc
P=x"+y*+2".

x Huéng din gidi:

Gia su: xSySz:>3=x+y+z£3z:>zZl:>ze[l;2].

Lai co: x2+y2S(x+y)2:>PS(3—Z)2+ZZ:222—6Z+9.

Xét ham s6 f(z)=222—6z+9,ze[1;2],tadu:(_)rc m[az)if(z):f(2):5.

ze[l;

Pdp s6: Gia tri 16n nhat ciia P 14 5, dat dwockhi x=0,y=12z=2.

Bai 8. Cho x, y,z1a ba sd duong va x+ y+z=3. Tim gia tri I6n nhét cia biéu thirc
P=x+xy+2xyz

x Huéng din gidi:

2 . 2
2y+1+2z] :(7 2Xx) nén

P=x+xy+2xyz=x[l+y(l+2z)] ma %.2y(1+22)£l.[ 5

2
PSX{HMJ_
8

Vi x,y,z1a ba sé duong va x+y+z=3 nén x(0;3).

_ 2
Xét ham sd f(x)=x[l+%}xe(0;3),tadu’()’c m(élgi)f(x):f(%j:%

Pdp sé: Gia tri 16n nhit cta biéu thic P bing % , dat duoc khi x = % y=1lz= % .

Bai9. Cho x,y,z>0 théaméin x+ y+z=1. Tim gia tri nh6 nhét cia biéu thic

P:L+L.
Xz yz
x Huéng din gidi:
+ 2 2
Datz=x+y,tacéz=1—z,re(0;1)vaxys%=%.
11 4
P=—+ ! >

Xz ;z xy(1—t) —t+t |



Xétham sé f(f) = t4+t t €(0;1), ta duoc mlnf(t) f( j—16.

Pdp s6: Gia tri nho nhat cua biéu thirc P bang 16 , dat dwoc khi x =y = l =

1
4’7 2
Bai 10. Cho x,y,z>0. Tim gi4 tri nho nhét va gia tri 16n nhét cua biéu thic
1 1

P:x+y+z+1_(1+x)(1+y)(1+z)'

x Hudéng din gidi:
batt=x+y+z,taco t>0.

(x+y+z)2 . (x+y+z)3
3

Ap dung cac bat dang thirc xy + yz + zx < va xyz < 7 ,taco

1 1 1 27
= — S — .
(x+y+2)+1 xyz+(y+yz+zx)+(x+y+z)+1 t+1 (t+3)

Xét ham s6 f(t)—L— 27

t+1 (t+3)°°

t €[0;+00), ta duge 1[1(}in)f(t)=f(0)=0,

max f(1)= f(3)==
Pdp s6.: Gia tri nho nhét ciia biéu thirc P bang 0 , dat duoc khi x = y =z =0; gid tri 16n

nhét cua biéu thac P br?mg % ,datdugc khi x=y=z=1;

\ﬁ*



