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Góc ở tâm. Số đo cung§1

Tóm tắt lí thuyết1

Định nghĩa 6. Góc có đỉnh trùng với tâm đường tròn được gọi là góc ở tâm.

A

m

B

O

n

Trong hình vẽ trên ÂOB là một góc ở tâm, ĂmB là cung nhỏ, ĂnB là cung lớn.

Định nghĩa 7. � Số đo của cung nhỏ bằng số đo của góc ở tâm chắn cung đó.

� Số đo của cung lớn bằng hiệu giữa 360◦ và số đo của cung nhỏ (có chung hai mút với cung
lớn).

� Số đo của nửa đường tròn bằng 180◦.

4! 29. Chú ý

� Cung nhỏ có số đo nhỏ hơn 180◦.

� Cung lớn có số đo lớn hơn 180◦.

� Khi hai mút của cung trùng nhau, ta có “cung không ”với số đo 0◦ và cung cả đường tròn
có số đo 360◦.

Định nghĩa 8. Trong một đường tròn hay trong hai đường tròn bằng nhau:

� Hai cung được gọi là bằng nhau nếu chúng có số đo bằng nhau.

� Trong hai cung, cung nào có số đo lớn hơn được gọi là cung lớn hơn.

Định lí 13. Nếu C là một điểm nằm trên cung AB thì sđÃB = sđÃC + sđC̃B.
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O
C

D

A B

H
G

O

E F

Trong hình trên ÃB = C̃D; ẼF > G̃H.

Các ví dụ2

b Ví dụ 1. Cho đường tròn (O;R) và dây cung AB = R
√

2. Tính số đo của hai cung AB.

L Lời giải.

Xét tam giác 4OAB ta có

AB2 = 2R2 = OA2 +OB2

nên tam giác vuông tại O.

Suy ra ÂOB = 90◦. Vậy số đo cung nhỏ ÃB là sđÂB = 90◦.

Và số đo cung lớn ÃB là sđÃB lớn = 360◦ − 90◦ = 270◦.

A

B

O

�

b Ví dụ 2. Cho đường tròn (O;R) và dây cung MN = R
√

3. Tính số đo của hai dây cung
MN .

L Lời giải.

Kẻ OH ⊥MN tại H.
⇒ HM = HN (định lí về đường kính vuông góc dây cung).

Do đó HM = HN =
MN

2
=
R
√

3

2
.

Ta có: cosHMO =
MH

MO
=

R
√
3

2

R
=

√
3

2
.

Nên ĤMO = 30◦ ⇒ M̂ON = 120◦.
Suy ra số đo cung nhỏ sđM̄N = M̂ON = 120◦.

Và số đo cung lớn sđM̄N lớn = 360◦ − sđM̄N = 360◦ − 120◦ = 240◦.

M

H

O

N

�

b Ví dụ 3. Trên đường tròn (O;R) lấy ba điểm A, B, C sao cho dây cung AB = R,
BC = R

√
2 và tia BO nằm giữa hai tia BA và BC. Tính số đo các cung nhỏ AB, BC và

AC.

L Lời giải.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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4AOB đều nên ÂOB = 60◦.

4BOC vuông cân tại O nên B̂OC = 90◦.

Suy ra sđÃB = sđÂOB = 60◦.

sđB̃C = sđB̂OC = 90◦.
sđÃC = sđÃB + sđB̃C = 60◦ + 90◦ = 150◦.

A

B

C

O

�

b Ví dụ 4. Hai tiếp tuyến tại B và C của nửa đường tròn (O;R) cắt nhau tại A. Biết
OA = R

√
2. Tính số đo của cung BC.

L Lời giải.

cos ÂOB =
OB

OA
=

R

R
√

2
=

1√
2

=

√
2

2
⇒ ÂOB = 45◦.

Suy ra B̂OC = 90◦.

Vậy sđB̃C = B̂OC = 90◦.

C

AO

B
�

b Ví dụ 5. Trên dây cung AB của đường tròn (O) lấy hai điểm H và K sao cho AH =
HK = KB. Vẽ bán kính OD qua H và bán kính OC qua K. Chứng minh rằng:

1. ÃD = B̃C;

2. ÃD < D̃C.

L Lời giải.

1. Tam giác AOB cân tại O nên ÔAH = ÔBK.

Do đó 4OAH = 4OBK (c.g.c).

⇒ ÂOH = B̂OK ⇒ ÃD = B̃C.

2. Vẽ đường kính AE của đường tròn (O). Ta thấy OH là đường
trung bình của tam giác 4AKE nên OH ∥ KE.

⇒ ÂOH = ÔEK, ĤOK = ÔKE.

Xét 4OEK có OK < OE ⇒ ÔEK < ÔKE.

⇒ ÂOH < ĤOK ⇒ ÃD < D̃C.

B

E

H K
A

O

D C

�

Luyện tập3

} Bài 1. Cho đường tròn (O;R) và một điểm A nằm ngoài đường tròn sao cho OA = 2R. Từ A

kẻ hai tiếp tuyến AB, AC tới đường tròn (B và C là các tiếp điểm). Tìm số đo cung lớn B̃C của

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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đường tròn (O).

L Lời giải.

cos ÂOB =
OB

OA
=

R

2R
=

1

2
⇒ ÂOB = 60◦.

Suy ra B̂OC = 120◦. Nên sđB̃C nhỏ = B̂OC = 120◦.

Vậy sđB̃C lớn = 360◦ − 120◦ = 240◦.

C

AO

B

�

} Bài 2. Cho đường tròn (O) đường kính AB và dây cung AC. Chứng minh rằng

B̂AC =
1

2
sđB̃C.

L Lời giải.

Mặt khác B̂OC là góc ngoài của tam giác cân OAC.

Nên B̂OC = 2ÔAC. Suy ra B̂AC =
1

2
B̂OC =

1

2
sđB̃C.

B

C

A
O

�

} Bài 3. Cho tam giác ABC có “B = 70◦, Ĉ = 50◦. Đường tròn (O) nội tiếp tam giác đó tiếp xúc

với các cạnh AB, BC, CA theo thứ tự tại D, E, F . Tính số đo các cung D̃E, ẼF và F̃D.

L Lời giải.

Tứ giác BFID có F̂ ID = 360◦ − 90◦ − 90◦ − 70◦ = 110◦.

Nên số đo cung nhỏ sđF̃D = 110◦.

Tứ giác IDCE có ÊID = 360◦ − 90◦ − 90◦ − 50◦ = 130◦.

Nên số đo cung nhỏ sđẼD = 130◦.
Từ đó suy ra số đo cung nhỏ

sđẼF = 360◦ − 110◦ − 130◦ = 120◦.

A

I

B

F

C

E

D
70
◦ 50

◦

�

} Bài 4. Cho một nửa đường tròn (O) và hai dây cung AB ∥ CD nằm trong nửa đường tròn

đó. Chứng minh rằng ÃC = B̃D.

L Lời giải.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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Gọi H là trung điểm của CD ta có OH ⊥ CD. Mà AB ∥ CD nên
OH ⊥ AB. Hai tam giác OAB, OCD đều cân tại O nên{
ÂOH = B̂OH

ĈOH = D̂OH
⇒ ÂOH−ĈOH = B̂OH−D̂OH ⇒ ÂOC = B̂OD.

Do đó ÃC = B̃D.

B

DH

A

C

O
�

} Bài 5. Cho nửa đường tròn tâm (O) đường kính 20 cm, C là điểm chính giữa của của nửa
đường tròn. Lấy điểm H thuộc OA sao cho OH = 6 cm. Đường vuông góc với OA tại H cắt nửa
đường tròn tại D. Vẽ dây AE song song với CD. Gọi K là hình chiếu của E trên AB. Tính diện
tích tam giác AEK.

L Lời giải.

Theo bài toán trên, vì DC ∥ AE ⇒ ÃD = C̃E ⇒ Ô1 = Ô2.

Vì OC ∥ EK nên Ô2 = ÔEK (hai góc so le trong).

⇒ Ô1 = ÔEK.
⇒4HOD = ∆KEO (cạnh huyền – góc nhọn).
⇒ OK = DH và EK = OH = 6 (cm).
Mà DH2 = AH ·HB = 4 · 16 = 64⇒ DH = OK = 8 (cm).

SAEK =
AK · EK

2
=

(10 + 8) · 6
2

= 54 (cm2).
B

E

A
H KO

D
C

1
2

�

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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Liên hệ giữa cung và dây§2

Tóm tắt lí thuyết1

Định lí 14.
Với hai cung nhỏ trong một đường tròn hoặc trong hai đường tròn bằng
nhau.

1. Hai cung bằng nhau căng hai dây bằng nhau.

2. Hai dây bằng nhau căng hai cung bằng nhau.

Nghĩa là ÃB = C̃D ⇔ AB = CD.

O
C

D

A B

Định lí 15.
Với hai cung nhỏ trong một đường tròn hoặc trong hai đường tròn bằng
nhau.

1. Cung lớn hơn căng dây lớn hơn.

2. Dây lớn hơn căng cung lớn hơn.

Nghĩa là ÃB < C̃D ⇔ AB < CD.

D
C

O

A B

Tính chất 4. Trong một đường tròn.

1. Hai cung bị chắn giữa hai dây song song thì bằng nhau.

2. Đường kính đi qua điểm chính giữa của một cung thì đi qua
trung điểm của dây căng cung ấy và ngược lại.

3. Đường kính đi qua điểm chính giữa của một cung thì vuông
góc với dây căng cung ấy và ngược lại.

CD

O

A B

Các ví dụ2

b Ví dụ 1. Cho hai đường tròn bằng nhau (O) và (O′) cắt nhau tại hai điểm A và B. Kẻ
các đường kính AOC, AO′D. Gọi E là giao điểm thứ hai của AC với đường tròn (O′).

1. So sánh các cung nhỏ BC, BD.

2. Chứng minh rằng B là điểm chính giữa của cung ĔBD (tức là điểm B chia cung ĔBD

thành hai cung bằng nhau B̃E = B̃D).

L Lời giải.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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A
E

BC D

O O′

1. Vì 4BAC và 4BAD nội tiếp trong nửa đường tròn nên chúng là những tam giác vuông
tại B.

Xét hai tam giác vuông 4BAC và 4BAD có

®
AC = AD đường kính

AB cạnh chung
.

Vậy 4BAC = 4BAD. Suy ra BC = BD.
Mặt khác, hai đường tròn (O) và (O′) bằng nhau nên hai dây bằng nhau sẽ căng hai dây

bằng nhau. Vậy B̃C = B̃D.

2. Vì điểm E nằm trên đường tròn đường kính AD nên ÂED = 90◦.
Do BC = BD (câu a) nên EB là đường trung tuyến của tam giác vuông ECD (“E = 90◦).
Suy ra BE = BD.

Trong (O′) ta có, BE = BD suy ra B̃E = B̃D hay B là điểm chính giữa của cung EBD.

�

b Ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Trên tia đối của tia AB lấy một điểm D sao cho AD = AC.
Vẽ đường tròn tâm O ngoại tiếp tam giác DBC. Từ O lần lượt hạ các đường vuông góc
OH, OK với BC và BD (H ∈ BC, K ∈ BD).

Chứng minh rằng OH > OK.a) So sánh hai cung nhỏ BD và BC.b)

L Lời giải.

1. Trong tam giác ABC, theo bất đẳng thức tam giác, ta có
BC < AB + AC = AB + AD = BD hay BC < BD.
Theo định lí về dây cung và khoảng cách đến tâm suy ra
OH > OK.

2. Vì BC < BD ta suy ra B̃C < B̃D.

D

O

H

B

C

KA

�

b Ví dụ 3. Cho tam giác đều ABC. Trên nửa mặt phẳng bờ BC không chứa A dựng
nửa đường tròn (O) đường kính BC. Trên nửa đường tròn lấy các điểm D, E sao cho

B̃D = D̃E = ẼC. Các đường thẳng AD, AE cắt đoạn thẳng BC tại M và N . Chứng minh
rằng BM = MN = NC.

L Lời giải.

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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Từ B̃D = D̃E = ẼC suy ra được BD = DE = EC. Do đó theo tính chất

góc ở tâm suy ra B̂OD = 60◦ ⇒4OBD là tam giác đều.

Ta có 4AMC v 4DMB (g.g) suy ra
AC

DB
=
MC

MB
.

Mặt khác, AC = 2BD suy ra MC = 2MB, BC = BM +MC
⇒ BC = 3BM .
Tương tự, BC = 3CN . Vậy BM = MN = NC.

A

O
B C

ED

M N

�

b Ví dụ 4. Cho tam giác 4ABC không cân, từ đỉnh A kẻ đường cao AH, phân giác AD,
trung tuyến AM .

1. Chứng minh rằng điểm D nằm giữa H và M .

2. Giả sử tam giác ABC nhọn, chứng minh rằng M̂AD < D̂AH.

L Lời giải.

A C

M

B

H
D

I

O

1. Không mất tính tổng quát giả sử AC > AB, đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC cắt đường

phân giác AD tại I ⇒ B̂I = ÎC ⇒ BI = IC.
Tam giác ABC không cân, suy ra H, D, M là ba điểm phân biệt.
Mặt khác, D nằm giữa A và I, AM là trung tuyến ⇒ IM ⊥ BC, AH là đường cao
⇒ AH ⊥ BC. Do đó D nằm giữa H và M .

2. Tam giác ABC nhọn ⇒ B̂AC < 90◦ ⇒ B̃C nhỏ hơn nửa đường tròn.
⇒M nằm giữa O và I ⇒ AM nằm giữa hai tia AI và AO.

⇒
®
M̂AD < ÔAI

OA = OI
⇒ ÔAI = ÔIA.

Mà AH ∥ IM ⇒ ÔIA = ÎAH. Vậy M̂AD < D̂AH.

�

Luyện tập3

} Bài 1. Cho đường tròn (O). Gọi I là điểm chính giữa của cung AB (không phải là cung nửa
đường tròn) và H là trung điểm của dây AB. Chứng minh rằng đường thẳng IH đi qua tâm O
của đường tròn.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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L Lời giải.

Vì I là điểm chính giữa cung ÃB nên ÎA = ÎB, suy ra IA = IB.
Mặt khác, OA = OB = R bán kính. Do đó, IO là đường trung trực của
đoạn AB.
Lại có H là trung điểm của AB nên H thuộc IO.
Vậy IH đi qua tâm O của đường tròn.

H

B I

A
O

�

} Bài 2. Cho đường tròn tâm O bán kính R. Vẽ góc ở tâm ÂOB = 80◦, vẽ góc ở tâm B̂OC = 120◦

kề với ÂOB. So sánh và sắp xếp độ dài AB, BC, CA theo thứ tự tăng dần.

L Lời giải.

Ta có ÂOB = 80◦ và B̂OC = 120◦ kề nhau nên suy ra ÂOC = 160◦.
Vì số đo của cung bị chắn bằng số đo của góc ở tâm nên suy ra AB < BC <
CA.

A

C

B

O

80
◦120 ◦

�

} Bài 3. Cho tam giác ABC có AB > AC. Trên cạnh AB lấy một điểm D sao cho AD = AC.
Vẽ đường tròn tâm O ngoại tiếp tam giác DBC. Từ O lần lượt hạ các đường vuông góc OH, OK
với BC và BD (H ∈ BC, K ∈ BD).

Chứng minh rằng OH < OK.a) So sánh hai cung nhỏ BD và BC.b)

L Lời giải.

1. Trong tam giác ABC, theo bất đẳng thức tam giác, ta có
BC > AB − AC = AD + AB = BD hay BC > BD.
Theo định lí về dây cung và khoảng cách đến tâm, từ BC >
BD suy ra OH < OK.

2. Từ bất đẳng thức về dây cung BC > BD suy ra B̃C > B̃D.

A

C

H

B

O

KD

�

} Bài 4. Cho hình thoi ABCD. Vẽ đường tròn tâm A bán kính AD. Vẽ đường tròn tâm C, bán
kính CB. Lấy điểm E bất kì trên đường tròn tâm A (không trùng với B và D), điểm F trên
đường tròn tâm C sao cho BF song song với DE. So sánh hai cung nhỏ DE và BF .

L Lời giải.

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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Theo giả thiết ta có ÊDB = F̂BD, suy ra ÊDA = F̂BC.
Từ đó hai tam giác cân ADE và CBF bằng nhau, suy ra

ÊAD = B̂CF . Vậy hai cung DE và BF bằng nhau.

A

E

C

F

D

B

�

} Bài 5. Cho đường tròn tâm O. Trên nửa đường tròn đường kính AB lấy hai điểm C, D. Từ
C kẻ CH vuông góc với AB, nó cắt đường tròn tại điểm thứ hai là E. Từ A kẻ AK vuông góc
với DC, nó cắt đường tròn tại điểm thứ hai là F . Chứng minh rằng:

1. Hai cung nhỏ CF và DB bằng nhau.

2. Hai cung nhỏ BF và DE bằng nhau.

3. DE = BF .

L Lời giải.

1. CD và FB đều vuông góc với AK nên CD ∥ FB.

Suy ra C̃F = D̃B (hai cung bị chắn giữa hai dây song song).
(1)

2. Do tính chất đối xứng qua đường kính AB ta có B̃C =

B̃E (2)
Cộng từng vế của (1) và (2) ta được

B̃C + ĈF = D̃B + B̂E (tính chất cộng hai cung) hay

B̃F = D̃E (3).

3. Với (3) ta suy ra BF = BE.

O

CK

E

A

F

B

D

H

�

} Bài 6. Trên dây cung AB của một đường tròn O, lấy hai điểm C và D chia dây này thành ba
đoạn thẳng bằng nhau AC = CD = DB. Các bán kính qua C và D cắt cung nhỏ AB lần lượt tại
E và F . Chứng minh rằng:

ÃE = F̂B.a) ÂE < ẼF .b)

L Lời giải.

1. Tam giác cân AOB có ÔAB = ÔBA.

Mặt khác, 4AOC = 4BOD (c.g.c) vì có OA = OB, ÔAB =

ÔBA, AC = BD. Từ đó suy ra ÂOC = B̂OD suy ra ÃE =

F̃B.

2. Tam giác OCD là tam giác cân (OC = OD do 4AOC =

4BOD) nên ÔDC < 90◦, từ đó suy ra ĈDF > 90◦.

Mặt khác, trong tam giác CDF có ĈDF > ĈFD suy ra
CF > CD hay CF > CA.
Xét4AOC và4COF có OA = OF , OC chung, nhưng CF >

AC suy ra ĈOD > ÂOC. Từ đó suy ra ẼF > ÃE.

O

C D
A B

E F
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Góc nội tiếp§3

Tóm tắt lí thuyết1

Định nghĩa 9. Góc nội tiếp là góc có đỉnh nằm trên đường tròn và hai cạnh là hai dây cung.
Cung nằm bên trong góc được gọi là cung bị chắn.

Định lí 16. Trong một đường tròn, số đo của góc nội tiếp bằng một nửa số đo cung bị chắn.

Định lí 17. Trong một đường tròn:

1. Các góc nội tiếp bằng nhau chắn các cung bằng nhau.

2. Các góc nội tiếp chắn cùng một cung hoặc hai cung bằng nhau thì bằng nhau.

3. Góc nội tiếp (có số đo nhỏ hơn 90◦) có số đo bằng một nửa số đo góc ở tâm chắn bởi cung
đó.

4. Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn là góc vuông.

Các ví dụ2

b Ví dụ 1. Cho đường tròn (O) và hai đường kính AB, CD vuông góc với nhau. Lấy một
điểm M trên cung nhỏ AC rồi vẽ tiếp tuyến với đường tròn (O) tại M . Tiếp tuyến này cắt

đường thẳng CD tại S. Chứng minh rằng M̂SD = 2 · M̂BA.

L Lời giải.

Vì SM là tiếp tuyến của (O), nên ta có

ÔMS = 90◦, do đó Ô1 + ÔSM = 90◦.
Mặt khác Ô2 + Ô1 = 90◦.
Từ đó suy ra

ÔSM = Ô2. (1)

Lại có Ô2 = sđ ĀM và M̂BA =
1

2
sđ ĀM , nên ta

có
Ô2 = 2M̂BA. (2)

Từu (1) và (2) ta có M̂SD = 2 · M̂BA.

A

M

B

S

O

C

D

1
2
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�

b Ví dụ 2. Cho đường tròn tâm O, đường kính AB và S là một điểm nằm ngoài đường
tròn. Các đường thẳng SA và SB lần lượt cắt (O) tại điểm thứ hai M , N . Gọi H là giao
điểm của AN và BM . Chứng minh rằng

1. SH ⊥ AB. 2. HM ·HB = HN ·HA.

L Lời giải.

1. Ta có M , N nằm trên đường tròn đường kính AB,
nên ta có

ÂMB = ÂNB = 90◦ góc nội tiếp chẵn nửa đường tròn).

Suy ra BM ⊥ AS, AN ⊥ SB nên H là trực tâm
tam giác SAB. Suy ra SH ⊥ AB.

2. Xét hai tam giác HMA và HNB có

M̂HA = N̂HB (đối đỉnh) và

M̂AH = N̂BH (góc nội tiếp cùng chắn cung M̄N).

Suy ra 4HMA v 4HNB, do đó
HM

HN
=

HA

HB
,

hay HM ·HB = HN ·HA.

A

M

B

N

S

H

�

b Ví dụ 3. Cho tam giác ABC cân tại A, nội tiếp đường tròn (O). Phân giác trong góc B
và C cắt (O) tại E và D.

1. Chứng minh 4ACE = 4ABD.

2. Gọi I là giao điểm của CD và BE. Tứ giác ADIE là hình gì? Tại sao?

L Lời giải.

1.

Ta có tam giác ABC cân tại A nên ÃB = ÃC. Lại có

CD là phân giác của góc ÂCB nên ÂCD = B̂CD, hay

ÃD = B̃D. Tương tự ÃD = B̃D, do đó

ÃD = B̃D = ÃD = B̃D.

Suy ra AD = BD = AE = CE.
Xét hai tam giác ACE và ABD có AC = AB, AD =
AE, BD = CE nên 4AEC = 4ADB (c-c-c). B

D E

C

A

I

2. Ta có ÂD =
1

2
sđÃD, ÂCE =

1

2
sđC̃E. Mà ÃD = C̃E nên ta có ÂCD = ĈAE, suy ra

CD ∥ AE, hay DI ∥ AE. Chứng minh tương tự EI ∥ AD, kết hợp với AD = AE ta có
ADIE là hình thoi.

�
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b Ví dụ 4. Cho hai đường tròn (O;R) và (O′;R′) cắt nhau tại A và B. Vẽ cát tuyến CAD
vuông góc với AB (C ∈ (O), D ∈ (O′)). Tia CB cắt (O′) tại E, tia BD cắt (O) tại F .
Chứng minh rằng CD2 = CB · CE +BD · CF .

L Lời giải.

Xét tam giác CDB và CEA có góc C chung.
Trong đường tròn (O′), ta có

ĈDB = ÂDB =
1

2
sđ ÃB, ĈEA = B̂EA =

1

2
sđ ÃB.

Suy ra ĈDB = ĈEA, do đó 4CDB v 4CEA. Suy ra

CD

CE
=
CB

CA
⇔ CD · CA = CB · CE.

Chứng minh tương tự, ta cũng có DA ·DC = DB ·DF. Do đó

CB · CE +DB ·DF = CD · CA+DA ·DC = DC(CA+ AD) = CD2.

C
A D

B
E

F

O O′

�

b Ví dụ 5. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn (O) và M là một điểm nằm trên
cung nhỏ BC. Chứng minh rằng MA = MB +MC.

L Lời giải.

Ta có B̂MC =
1

2
sđ B̆AC = 120◦, đó BM, CN < BC <

AM . Trên đoạn AM lấy điểm N sao cho BM = MN . Do

B̂MN = B̂MA =
1

2
sđ ÃB = 60◦, nên 4BMN đều, hay

BM = BN = MN.
Xét hai tam giác ABN và CBM có AB = BC, BN = BM
và

ÂBN = ÂBM−N̂BM = ÂBM−60◦ = ÂBM−ÂBC = ĈBM.

Do đó 4ABN = 4CBM nên ta có CM = AN . Từ đó ta có
được

BM + CM = MN + AN = AM.

B C

N

A

M

�
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b Ví dụ 6. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Trên cung nhỏ BC của đường
tròn (O), lấy điểm M . Gọi D, E, F lần lượt là hình chiếu vuông góc của M lên các đường
thẳng BC, CA, AB. Chứng minh rằng ba điểm D, E, F thẳng hàng.

L Lời giải.

Trong đường tròn (O) ta có

ÂBM + ÂCM =
1

2
sđ ȦCM +

1

2
sđ ȦBM =

1

2
· 360◦ = 180◦.

Lại có ÂBM + F̂BM = 180◦, nên ÂCM = F̂BM .

Do đó B̂MF = ĈME. (1)

Ta có M̂FB = M̂DB = 90◦, nên bốn điểm B, D, M, F nằm

trên đường tròn đường kính BM , do đó B̂MF = B̂DF =
1

2
sđ B̃F . (2)

Chứng minh tương tự ĈDE = ĈME. (3)

Từ (1), (2) và (3) ta có B̂DF = ĈDE, suy ra E, D, F thẳng
hàng.

B
F

C
E

A

D

M

�

b Ví dụ 7. Cho hai đường tròn (O;R) và (O′;R′) (R > R′) tiếp xúc trong tại A. Một tiếp
tuyến của đường tròn (O′) tại M cắt đường tròn (O) tại hai điểm B, C. Đường thẳng BO′

cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai D và cắt đường thẳng AM tại E. Gọi F là giao điểm
thứ hai của đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE với AC. Chứng minh rằng DF là phân

giác của góc B̂DC.

L Lời giải.

Gọi N là giao điểm thứ hai của AM với đường tròn
(O). Ta có

ÂMO′ = Ô′AM = ÔAN = ÂNO,

suy ra O′M ∥MN . Mà O′M ⊥ BC, nên ta cũng có

ON ⊥ BC, hay N là điểm chính giữa cung B̃C. Mặt

khác N̂AC = N̂DC =
1

2
ÑC, B̂DN =

1

2
sđ B̄N nên

B̂DN = N̂AC = ÊAF . (1)

Trong đường tròn (AED) ta có

ÊAF = ÊDF = B̂DF . (2)

A

C

N

B

M

E

OO′

D

F

Từ (1) và (2) ta có B̂DF = B̂DN , suy ra D, F, N thẳng hàng. Từ đó ta có B̂DN = N̂DC, hay

DF là phân giác của góc B̂DC. �
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Luyện tập3

} Bài 1. Cho tam giác ABC có đường tròn ngoại tiếp (O). Từ điểmM nằm chính giữa cung AB
vẽ dây cung MN song song với BC cắt AC tại S. Chứng minh rằng SM = SC và SN = SA.

L Lời giải.

Ta có MN ∥ BC, nên N̂MC = M̂CB.

Mà ĈMN =
1

2
sđ C̃N và M̂CB =

1

2
sđ B̄M .

Suy ra C̃N = B̄M . Mặt khác M là trung điểm của cung ÃB,

nên ĀM = B̄M = C̃N . Suy ra ÂCM = ĈMN , hay

ŜMC = ŜCM , M̂NA = N̂AC, hay ŜAN = ŜNA.
Từ đó ta có SM = SC và SA = SN.

B

M N

C

A

S

�

} Bài 2. Cho tam giác ABC cân tại A, A < 90◦. Vẽ đường tròn đường kính AB cắt BC tại D,
cắt AC tại E. Chứng minh rằng:

1. ∆DBE cân. 2. ĈBE =
1

2
B̂AC.

L Lời giải.

1. Ta có D, E nằm trên đường tròn đường kính AB, nên

ÂDB = ÂEB = 90◦, hay AD ⊥ BC và BE ⊥ AC.
Mà4ABC cân tại A nên D là trung điểm BC. Trong
tam giác vuông BEC ta có DE = DB = DC, hay
4BDE cân tại D.

2. Ta có AD là phân giác của góc A, nên

B̂AD = ĈAD = ÊA.

Mặt khác

ĈBE = D̂BE = ÊAD =
1

2
sđD̃E.

Từ đó, suy ra ĈBE = B̂AD =
1

2
B̂AC.

B

E

C

A

D

�

} Bài 3. Cho tam giác ABC (AB < AC) nội tiếp đường tròn (O). Vẽ đường kính MN vuông
góc với BC (M thuộc cung BC không chứa A). Chứng minh rằng AM , AN là phân giác trong

và ngoài của góc B̂AC.

L Lời giải.
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Gọi I là giao điểm của MN với BC, ta có I là trung điểm

cạnh BC, nên ta có IB = IC hay B̄M = C̄M .

Mà B̂AM =
1

2
sđ M̄B, ĈAM =

1

2
sđ M̄C nên ta có

B̂AM = ĈAM , hay AM là phân giác trong của B̂AC.
Lại có MN là đường kính nên AM ⊥ AN , nên AN là phân

giác ngoài của góc B̂AC.

B

O

C

A
N

M

I

�

} Bài 4. Cho đường tròn (O;R) và một điểm M bên trong đường tròn đó. Qua M kẻ hai dây
cung AB và CD vuông góc với nhau (C thuộc cung nhỏ AB). Vẽ đường kính DE. Chứng minh
rằng:

1. MA ·MB = MC ·MD.

2. Tứ giác ABEC là hình thang cân.

3. Tổng MA2 + MB2 + MC2 + MD2 có giá trị không đổi khi M thay đổi vị trí trong đường
tròn (O).

L Lời giải.

1. Xét hai tam giác MAC và MDB có ÂMB =

B̂MD = 90◦, ÂCM = D̂BM =
1

2
sđÃD. Do đó

4MAC v 4MDB ⇒ MA

MD
=
MC

MB
,

hay MA ·MB = MC ·MD.

2. Vì DE là đường kính nên ta có CE ⊥ CD. Mà
AB ⊥ CD, nên AB ∥ CE, suy ra ABEC là hình
thang. Hơn nữa bốn đỉnh của hình thang nằm trên
đường tròn, nên ABEC là hình thang cân.

3. Ta có ABEC là hình thang cân nên AC = BE và
4DBE vuông tại B, nên ta có

MA2+MB2+MC2+MD2 = AC2+BD2 = BE2+BD2 = ED2 = 4R2.

Từ đó ta có điều phải chứng minh.

C

E

D

A

O

M

B

�

} Bài 5. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O). Chứng minh rằng

AC ·BD = AB · CD + AD ·BC.
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L Lời giải.

Trên đoạn AC, lấy điểm M sao cho ÂMB = B̂CD.

Xét hai tam giác AMB và DCB có ÂMB = B̂CD, B̂AM =

B̂AC = B̂DC (góc nội tiếp chẵn cung B̃C). Suy ra4AMB v

4DCB, nên ta có
AM

AB
=
DC

DB
, hay AM ·BD = AB ·CD. (1)

Lại có

B̂CD + B̂AD =
1

2
sđB̆AD +

1

2
sđB̆CD = 180◦,

B̂MC + B̂CD = B̂MC + B̂MA = 180◦.

B

D

M

C

A

�

Suy ra B̂MC = B̂AD. Mà B̂CM = B̂DA

Å
=

1

2
sđÃB

ã
, nên ta có 4BMC v 4BAD, dẫn tới

BC

MC
=
BD

AD
⇒ BC · AD = BD · CM. (2)

Từ (1) và (2) ta có

AB · CD + AD ·BC = AM ·BD + CM ·BD = AC ·BD.

} Bài 6. Cho tam giác ABC nhọn với các đường cao AA′, BB′, CC ′. Chứng minh rằng AA′ là

phân giác của góc B̂′A′C ′.

L Lời giải.

Gọi H là trực tâm tam giác ABC.

Ta có B̂C ′H = B̂A′H = 90◦, nên bốn điểm B, A′, H, C ′

nằm trên đường tròn. Do đó ĤA′C ′ = ĤBC ′ =
1

2
sđ H̄C ′.

Chứng minh tương tự, ta cũng có ĤA′B′ = ĤCB′.

Mà ĤBC ′ = ĤCB′ (cùng phụ với B̂AC), nên ta có

Ĉ ′A′H = B̂′A′H.
Từ đó, ta có AA′ là phân giác của góc B̂′A′C ′.

B

C ′

C

B′

H

A

A′

�

} Bài 7. Cho đường tròn (O) đường kính AB, C là điểm cố định nằm trên đường tròn và M là
điểm di động trên (O) sao cho M,O,C không thẳng hàng. CM và AB cắt nhau tại D. Chứng
minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác ODM luôn đi qua một điểm cố định.

L Lời giải.
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Ta có ÊMO + ÊDO =
1

2
sđ ĔDO +

1

2
sđ ĖMO = 180◦,

ÊDA+ ÊDO = 180◦. Suy ra ÊDA = ÊMO. (1)

Lại có ĈDA = M̂DO (đối đỉnh) và M̂DO = M̂EO =
1

2
sđ ŌM , nên ĈDA = ÔEM . Mà 4MOE cân tại O nên

ÊMO = M̂EO, do đó ĈDA = ÊMO. (2)

Từ (1) và (2) ta có ÊDA = ĈDA, nên C và E đối xứng
nhau qua AB, do đó E là điểm cố định.
Vậy đường tròn ngoại tiếp tam giác OMD luôn đi qua điểm
E cố định.

A

E

B

M

O

C

D

�

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................



534
4. Góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung

534
4. Góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung

534
4. Góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung

Góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung§4

Tóm tắt lí thuyết1

Định nghĩa 10.

Đường thẳng xy là tiếp tuyến của đường tròn (O) tại A.
AB là dây cung.
Góc BAx được gọi là góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung.

A

x

y

O

B

Định lí 18. Số đo của góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung bằng nửa số đo của cung bị chắn.

Cụ thể như hình trên, ta có B̂Ax =
1

2
sđ ÃB.

Hệ quả 5.

Trong một đường tròn, góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung và
góc nội tiếp cùng chắn một cung thì bằng nhau.

Cụ thể B̂Ax = B̂CA.

A

x

y

O

B

C

Các ví dụ2

b Ví dụ 1. Cho đường tròn tâm O, đường kính AB. Lấy điểm P khác A và B trên đường

tròn. Gọi T là giao điểm của AP với tiếp tuyến tại B của đường tròn. Chứng minh ÂPO =

P̂BT .

L Lời giải.
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Ta có P̂BT =
1

2
sđ P̃B và P̂AB =

1

2
sđ P̃B nên P̂BT = P̂AB.

4OAP cân tại O nên ÂPO = P̂AB.

Vậy ÂPO = P̂BT (đccm).

A B

TP

O

�

b Ví dụ 2. Cho hai đường tròn (O) và (O′) cắt nhau tại A và B. Tiếp tuyến kẻ từ A đối
với đường tròn (O′) cắt (O) tại C và đối với đường tròn (O) cắt (O′) tại D. Chứng minh

ĈBA = D̂BA.

L Lời giải.

Xét hai tam giác ABC và DBA có

ÂCB = D̂AB (góc tạo bởi tia tiêp tuyến và dây cung và
góc nội tiếp cùng chắn cung AB).

B̂AC = B̂DA (góc tạo bởi tia tiêp tuyến và dây cung và
góc nội tiếp cùng chắn cung AB).

Suy ra ÂBC = ÂBD (đccm).

B

A

O O′

C
D

�

b Ví dụ 3. Cho đường tròn tâm O đường kính AB. Một tiếp tuyến của đường tròn tại
P thuộc đường tròn cắt đường thẳng AB tại T (điểm B nằm giữa O và T ). Chứng minh

B̂TP + 2 · T̂PB = 90◦.

L Lời giải.

B̂PT = P̂AB (góc tạo bởi tia tiêp tuyến và dây cung và góc
nội tiếp cùng chắn cung PB).

P̂OB = 2B̂PT (mối liên hệ giữa góc nội tiếp và góc ở tâm
cùng chắn một cung PB).

Suy ra B̂OP = 2B̂PT (1)

Tam giác POT vuông tại P nên ÔPT + T̂OP = 90◦. (2)

(1), (2)⇒ B̂TP + 2 · T̂PB = 90◦. (đccm)

A T

P

O B

�

b Ví dụ 4. Giả sử A và B là hai điểm phân biệt trên đường tròn (O). Các tiếp tuyến của
đường tròn (O) tại A và B cắt nhau tại M . Từ A kẻ đường thẳng song song với MB, cắt
(O) tại C. MC cắt đường tròn (O) tại E. Các tia AE và MB cắt nhau tại K. Chứng minh
rằng

1. MK2 = AK · EK.

2. MK = KB.
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L Lời giải.

1. MK2 = AK · EK.
Do MB ∥ AC nên B̂MC = ÂCM .
ÂCM = ÂCE = M̂AE (cùng chắn cung AE).
Suy ra 4KME v 4KAM (g-g)

⇒ MK

AK
=

EK

MK
hay MK2 = AK · EK (đccm).

2. MK = KB.
Ta có ÊAB = ÊBK (cùng chắn cung BE).
Suy ra 4EBK v 4BAK (g-g)

⇒ BK

AK
=
EK

BK
hay BK2 = AK · EK.

Suy ra MK2 = KB2 hay MK = KB (đccm).

A

M

B

K
E

C

O

�

b Ví dụ 5. Cho đường tròn (O;R) và dây cung BC = R. Hai tiếp tuyến của đường tròn

(O) tại B,C cắt nhau tại A. Tính ÂBC và B̂AC.

L Lời giải.

4OBC đều nên B̂OC = 60◦.

ÂBC =
1

2
sđ B̃C = B̂OC =

1

2
· 60◦ = 30◦.

Trong tứ giác OBAC có B̂OC + ÔBA+ B̂AC + ÂCO = 360◦

⇒ B̂AC = 360◦ −
Ä
B̂OC + ÔBA+ ÂCO

ä
= 120◦. B C

A

O

�

b Ví dụ 6. Cho tam giác nhọn ABC có trực tâm H và B̂AC = 60◦. Gọi M,N,P theo thứ
tự là chân các đường cao kẻ từ A,B,C của tam giác ABC và I là trung điểm của BC.

1. Chứng minh rằng tam giác INP đều.

2. Gọi E và K lần lượt là trung điểm của PB và NC. Chứng minh rằng các điểm
I,M,E,K cùng thuộc một đường tròn.

3. Giả sử IA là phân giác của góc NIP . Tìm số đo góc BCP .

L Lời giải.
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P

E

N

A

B M I C

1. Chứng minh rằng tam giác INP đều.

Từ giả thiết, ta có IN = IP =
1

2
BC nên tam giác INP cân tại I.

Vì B,P,N,C cùng nằm trên đường tròn tâm I, đường kính BC nên theo mối liên hệ giữa

góc nội tiếp và góc ở tâm cùng chắn một cung, ta có P̂ IN = 2P̂BN = 60◦.
Vậy tam giác INP đều.

2. Gọi E và K lần lượt là trung điểm của PB và NC. Chứng minh rằng các điểm I,M,E,K
cùng thuộc một đường tròn.
Rõ ràng bốn điểm I,M,E và K cùng nằm trên đường tròn đường kính AI.

3. Giả sử IA là phân giác của góc NIP . Tìm số đo góc BCP .

Từ điều kiện đề bài ta có AI là tia phân giác của góc BAC với B̂AC = 60◦, mà I là trung

điểm của BC nên tam giác ABC đều. Suy ra B̂CP = 60◦.

�

Luyện tập3

} Bài 1. Cho hình vuông ABCD có cạnh dài 2 cm. Tính bán kính của đường tròn đi qua A và
B biết rằng đoạn tiếp tuyến kẻ từ D đến đường tròn đó bằng 4 cm.

L Lời giải.
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H

O

A B

C
D

M

E

K

Gọi (O) là đường tròn cần tìm. Kéo dài DA cắt đường tròn (O) tại E.
Xét 4DAM và 4DME có{“D chung

D̂MA = D̂EM cùng chắn cung MA
⇒4DAM v 4DME.

Từ 4DAM v 4DME ⇒ DA

DM
=
DM

DE
⇒ DE =

DM2

DA
= 8⇒ AE = DE −DA = 6 cm.

Gọi H, K lần lượt là trung điểm của AB và AE. Khi đó ta có OK ⊥ AE, OH ⊥ AB mà

AE ⊥ AB nên OKAH là hình chữ nhật. Từ đó suy ra OK = AH =
1

2
AB = 1 cm.

Xét 4OKA vuông tại K có R = OA =
√
OK2 +KA2 =

√
12 + 32 =

√
10 cm. �

} Bài 2. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Tiếp tuyến tại A cắt BC ở I.

1. Chứng minh rằng
IB

IC
=
AB2

AC2
.

2. Tính IA, IC biết rằng AB = 20 cm, AC = 28 cm, BC = 24 cm.

L Lời giải.

A

B
C

I

O

1. Xét 4BAI và 4ACI có

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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{
Î chung

B̂AI = ÎCA cùng chắn cung AB
⇒4BAI v 4ACI (g.g).

Từ đó suy ra
AB

AC
=
IB

IA
⇒ AB2

AC2
=
IB2

IA2
.

Vì 4ABI v 4ACI ⇒ IB

IA
=
IA

IC
⇒ IA2 = IB · IC nên

AB2

AC2
=

IB2

IB · IC
=
IB

IC
.

2. Đặt IA = x, IC = y. Ta có

4ABI v 4ACI ⇒ AI

CI
=
BI

AI
=
AB

CA
⇒ x

y
=
y − 24

x
=

20

28
=

5

7
.

Từ đó ta có hệ

®
7x = 5y

5x = 7(y − 24)
⇔
®

35x = 25y

35x = 49(y − 24)
⇔
®

7x = 5y

y = 49
⇔
®
x = 35

y = 49.

Vậy IA = 35 cm, IC = 49 cm.

�

} Bài 3. Cho tam giác ABC. Vẽ đường tròn (O) đi qua A và tiếp xúc với BC tại B. Kẻ dây BD

song song với AC. Gọi I là giao điểm của CD với đường tròn. Chứng minh rằng ÎAB = ÎBC =

ÎCA.

L Lời giải.

O

B

D

C

A

I

Ta có

{
ÎAB = ÎDB = ÎBC cùng chắn cung IB

ÎDB = ÎCA so le trong
⇒ ÎAB = ÎBC = ÎCA. �

} Bài 4. Cho đường tròn (O′) tiếp xúc với đường tròn (O) tại A. Dây BC của đường tròn lớn
tiếp xúc với đường tròn nhỏ tại H. Gọi D, E theo thứ tự là giao điểm (khác A) của AB, AC với
đường tròn nhỏ. Chứng minh rằng

1. DE song song với BC. 2. AH là tia phân giác của góc BAC.

L Lời giải.
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A

B

C

D

E

O
O′

x

H

1. Kẻ tiếp tuyến chung Ax của hai đường tròn. Ta có “B = ÂDE (cùng bằng ĈAx) nên
DE ∥ BC.

2. DE ∥ BC mà BC ⊥ O′H nên DE ⊥ O′H ⇒ H̄E = H̄D, do đó B̂AH = ĈAH. Vậy AH là

tia phân giác của B̂AC.

�

} Bài 5. Cho đường tròn (O) đường kính AB. Vẽ đường tròn tâm A cắt đường tròn (O) ở C và
D. Kẻ dây BN của đường tròn (O), cắt đường tròn (A) tại điểm E ở bên trong đường tròn (O).
Chứng minh rằng

1. ĈEN = ÊDN.

2. NE2 = NC ·ND.

L Lời giải.

A
O

C

D

N

B

E

1. Ta có ĈEN = ÊCB + ĈBE = ĈDE + ĈDN = ÊDN.

2. Ta lại có ĈNB = D̂NB (do sđB̃C = sđB̃D).
Xét 4CEN và 4EDN có{

ĈEN = ÊDN

ĈNE = D̂NE
⇒4CEN v 4EDN (g.g), suy ra

NE

ND
=
NC

NE
⇔ NE2 = NC ·ND.

�

} Bài 6. Cho A nằm ngoài đường tròn (O). Qua A kẻ 2 tiếp tuyến AB và AC với (O) (B, C là
các tiếp điểm). Kẻ cát tuyến AMN với (O) (M nằm giữa A và N).
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1. Chứng minh AB2 = AM · AN.

2. Gọi H là giao điểm của AO và BC. Chứng minh: AH · AO = AM · AN.

3. Đoạn AO cắt đường tròn tại I. Chứng minh I là tâm đường tròn nội tiếp 4ABC.

L Lời giải.

A

B

C

O

N

M

HI

1. Xét 4AMB và 4ABN có

{
Â chung

M̂BA = ÂNB
⇒4AMB v ABN ⇒ AM

AB
=
AB

AN
⇔ AB2 = AM · AN.

2. Dễ thấy AO ⊥ BC tại H nên 4ABO vuông tại B và nhận BH là đường cao.
Theo hệ thức lượng trong tam giác vuông ta có AB2 = AH · AO.
Mặt khác AB2 = AM · AN ⇒ AH · AO = AM · AN.

3. 4ABC cân tại A nên I nằm trên phân giác của góc A.

Mặt khác ÂCI =
1

2
sđÎC =

1

2
sđÎB = ÎCB nên I cũng nằm trên phân giác góc C. Điểm

I là giao điểm của hai đường phân giác góc A và góc C của tam giác ABC nên I là tâm
đường tròn nội tiếp 4ABC.

�

} Bài 7. Cho hai đường tròn (O) và (O′) nằm ngoài nhau. Đường nối tâm OO′ cắt các đường
tròn (O) và (O′) tại các điểm A, B, C, D theo thứ tự trên đường thẳng. Kẻ tiếp tuyến chung
ngoài EF , E ∈ (O), F ∈ (O′). Gọi M là giao điểm của EB và FC. Chứng minh rằng

1. MNEF là hình chữ nhật.

2. MN vuông góc với AD.

3. ME ·MA = MF ·MD.

L Lời giải.
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A
B

C
D

O O′

N

M

E

F

1

2

11

1

1. Theo tính chất góc nội tiếp ta có

Â =
1

2
Ô1, “D =

1

2
Ô′1 mà Ô1+Ô′1 = 180◦ (vì OE ∥ O′F ) nên Â+“D = 90◦. Do đó ÂMD = 90◦.

Ta lại có M̂EB = 90◦, M̂FC = 90◦.
Tứ giác MENF có ba góc vuông nên là hình chữ nhật.

2. Theo tính chất hình chữ nhật ”M1 = Ê1.
Theo tính chất của góc nội tiếp và góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung, ta có Â = Ê2.

Suy ra ”M1 + Â = 90◦. Do đó MN ⊥ AD.

3. Xét 4MFE và 4MAD có{
Â = Ê2 = M̂FE

M̂ chung
⇒4MFE v 4MAD ⇒ MF

MA
=
ME

MD
⇔ME ·MA = MF ·MD.

�

} Bài 8. Cho nửa đường tròn (O) đường kính AB và một điểm C trên nửa đường tròn. Gọi D
là 1 điểm trên đường kính AB. Qua D kẻ đường thẳng vuông góc với AB cắt BC ở F , cắt AC ở
E. Tiếp tuyến của nửa đường tròn ở C cắt EF ở I. Chứng minh

1. I là trung điểm của EF .

2. Đường thẳng OC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp 4ECF .

L Lời giải.

A B
O

C

F

I

E
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1. Vì C thuộc nửa đường tròn đường kính AB nên ÂCB = 90◦.

Ta có


ÎCE =

1

2
sđC̃A

ÂBC =
1

2
sđC̃A

⇒ ÎCE = ÂBC.

Mà ÎEC = ÂED (2 góc đối đỉnh) và ÂED = ÂBC (cùng phụ với ĈAB). Từ đó suy ra

ÎCE = ÎEC ⇒4IEC cân tại I ⇒ IE = IC. (1)

Lại có


ĈFI = ĈEI = 90◦

F̂CI = ÊCI = 90◦

ÊCI = ĈEI

⇒ ĈFI = F̂CI ⇒4CFI cân ⇒ IF = IC. (2)

Từ (1) và (2) ta có IC = IE = IF ⇒ I là trung điểm của EF .

2. Vì IE = IF = IC nên đường tròn ngoại tiếp 4ECF là đường tròn tâm I, bán kính IC.

Mà ÎCO = 90◦, suy ra OC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ECF.

�

} Bài 9. Cho đường tròn (O,R), hai đường kính AB và CD vuông góc với nhau. Trên tia đối
của tia CD lấy điểm S. SA cắt đường tròn tại M , tiếp tuyến của đường tròn tại M cắt CD ở O,
BM cắt CD ở T . Chứng minh

1. PT ·MA = MT ·OA.

2. PS = PM = PT.

3. Biết PM = R, tính TA · SM theo R.

L Lời giải.

A

B

D
C

S

M

P T O

1.


P̂ TM =

1

2
sđB̄M

M̂AO =
1

2
sđB̄M

⇒ P̂MT = M̂AO. (1)

Có


M̂TS + M̂ST = 90◦(4MST vuông tại M)

ÔAM = M̂ST = 90◦(4AOS vuông tại O)

ÔAM = ÔMA(4OAM cân tại O)

⇒ M̂TS = ÔMA. (2)

Từ (1) và (2) suy ra 4PMT v 4OMA (g.g), suy ra
PT

MT
=

OA

MA
⇒ PT ·MA = OA ·MT
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2. Ta có
ÔAB = ÔBM(4OMB cân tại M)

ÔMB = P̂MS (cùng phụ với P̂MT )

M̂SP = M̂BO (cùng phụ với Â)

⇒ P̂MS = P̂SM ⇒4PMS cân tại P.

Mà


P̂MS + P̂MT = 90◦

P̂SM + ŜTM = 90◦

P̂MS = P̂SM

⇒ P̂MT = P̂ TM ⇒4PMT cân tại P .

Các tam giác PMS và PMT cân tại P nên PM = PS = PT.

3. Điểm T nằm trên trung trực của AB nên 4TAB cân tại T .

Mặt khác 4PMS cân tại P và có P̂SM = T̂BA (cùng phụ với Â) nên 4TAB v 4PMS.

Suy ra
SM

AB
=
PM

TA
⇒ SM · TA = PM · AB = 2R2.

�

} Bài 10. Cho (O) và điểm C nằm ngoài đường tròn. Qua C kẻ 2 tiếp tuyến CA, CB với đường
tròn (A, B là các tiếp điểm). Vẽ (O′) đi qua C, tiếp xúc với AB tại B, cắt (O) tại M . Chứng
minh rằng đường thẳng AM đi qua trung điểm của BC.

L Lời giải.

A

B

CO

H

M

Tia AM cắt (O′) tại H. Ta có
ĈAH =

1

2
sđĀM = ÂBM

ÂBM =
1

2
sđB̄M (góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung)

B̂HA =
1

2
sđB̄M (trong (O′))

⇒ ĈAH = B̂HA⇒ AC ∥ BH.

Tương tự AB ∥ CH ⇒ tứ giác ABHC là hình bình hành suy ra AM đi qua trung điểm của BC.
�

} Bài 11. Từ điểm A nằm ở bên ngoài đường tròn (O), kẻ các tiếp tuyến AB, AC với đường
tròn. Gọi BD là dây của đường tròn song song với AC, E là giao điểm của AD với đường tròn,
I là giao điểm của BE và AC. Chứng minh rằng I là trung điểm của AC.

L Lời giải.
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A

B

C

D

O

I

E

Ta có IC là tiếp tuyến của đường tròn (O) nên IC2 = IE · IB.
Theo tính chất của góc nội tiếp và góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung, ta có ÊBD = D̂1, mà

D̂1 = Â1 (so le trong, BD ∥ AC) nên ÊBA = Â1.

Từ đó suy ra 4IBA v 4IAE (g.g) nên
IA

IE
=
IB

IA
⇒ IA2 = IE · IB. �

Các bài toán nâng cao4

} Bài 12. Tam giác ABC vuông tại A nội tiếp đường tròn (O) đường kính 5 cm. Tiếp tuyến với
đường tròn C cắt tia phân giác của góc B tại K. Tính độ dài BK, biết rằng BK cắt AC tại D
và BD = 4 cm.

L Lời giải.

A

B C

KM

D

Gọi M là giao điểm của DK với nửa đường tròn. Dễ thấy 4CDK cân. Đặt DM = MK = x > 0.

Ta có BM · BK = BC2 ⇔ (x + 4)(2x + 4) = 25 ⇔ x2 + 6x + 9 =
27

2
⇔ (x + 3)2 =

Ç
3
√

6

2

å2

.

Nghiệm dương của phương trình là x =
3
√

6− 6

2
. Do đó DK = 3

√
6− 6 cm, BK = 3

√
6− 2 cm.

�

} Bài 13. Cho hai đường tròn (O) và (O′) cắt nhau ở A và B. Kẻ tiếp tuyến chung CC ′ (C ∈ (O),
C ′ ∈ (O′)), kẻ đường kính COD. Gọi E, F theo thứ tự là giao điểm của OO′ với C ′D, CC ′. Chứng
minh rằng

1. ÊAF = 90◦ (A, C, C ′ nằm cùng phía đối với OO′).

2. FA là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác CAC ′.

L Lời giải.
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C

C ′

D

O
O′

F

A

B

E

K

1. Gọi R, R′ là bán kính của đường tròn (O), (O′). Điểm E chia trong đoạn OO′, điểm F chia

ngoài đoạn OO′ theo cùng một tỉ số
R

R′
. Do đó AE là đường phân giác trong, AF là đường

phân giác ngoài của 4AOO′. Suy ra ÊAF = 90◦.

2. Kẻ bán kính O′K song song và cùng chiều với OA. Gọi F ′ là giao điểm của AK với OO′.

Theo định lí Ta-;et ta có
F ′O′

F ′O
=
O′K

AO
=
R′

R
hay F chia đoạn OO′ theo tỉ số

R

R′
, như vậy

F ≡ F ′.
Ta có ĈOA = Ĉ ′O′K nên Ĉ ′CA = Ĉ ′AK. Từ đó AF là tiếp tuyến của đường tròn ngoại
tiếp tam giác CAC ′.

�

} Bài 14. Cho hai đường tròn (O), (O′) cắt nhau ở A và B, trong đó tiếp tuyến chung CD song
song với cát tuyến chung EBF , C và E thuộc (O), D và F thuộc (O′), B nằm giữa E và F . Gọi
M , N theo thứ tự là giao điểm của DA, CA với EF . Gọi I là giao điểm của EC và FD. Chứng
minh rằng

1. 4ICD = 4BCD.

2. IB là đường trung trực của MN .

L Lời giải.

M

B
F

N

O O′

C

D

K

I

E

A
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1. Ta có B̂CD = “E = ÎCD. Tương tự B̂DC = ÎDC. Do đó 4ICD = 4BCD (g.c.g)

2. Từ câu a) dễ dàng chứng minh được CD là trung trực của IB. Ta lại có CD ∥ EF nên
IB ⊥ EF. (1)

Gọi K là giao điểm của BA và CD. Ta có
KC

BN
=
KD

BM
(cùng bằng

AK

AB
).

Ta lại có KC = KD (cùng bằng
√
KA ·KB) nên BN = BM. (2)

Từ (1) và (2) suy ra IB là đường trung trực của MN .

�
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Góc có đỉnh ở bên trong đường tròn. Góc có
đỉnh ở bên ngoài đường tròn

§5

Tóm tắt lí thuyết1

Quan sát hình bên ta thấy góc BEC có đỉnh E nằm bên
trong đường tròn (O). Ta nói góc BEC là góc có đỉnh ở
bên trong đường tròn.
Người ta quy ước: Mỗi góc có đỉnh ở bên trong đường
tròn chắn hai cung, một cung nằm bên trong góc, cung
kia nằm bên trong góc đối đỉnh của nó.

Theo đó, trên hình vẽ ta có góc BEC chắn cung B̆nC và

cung D̆mA. Ta có định lí sau

m

n

A

E

D

C

B

O

Định lí 19. Số đo của góc có đỉnh ở bên trong đường tròn bằng nửa tổng số đo hai cung bị chắn.

B̂EC =
sđB̆nC + sđĂmD

2
.

Góc có đỉnh bên ngoài đường tròn là góc có hai đặc
điểm sau

� Đỉnh nằm ngoài đường tròn.

� Các cạnh đều có 1 hoặc 2 điểm chung với
đường tròn.

Mỗi góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn có hai cung
bị chắn. Hai cung đó nằm bên trong góc. Góc BEC
ở hình bên có hai cạnh cắt đường tròn, hai cung bị

chắn là hai cung nhỏ ÃD và B̃C. Số đo của góc có
đỉnh ở bên ngoài đường tròn được xác định qua định
lí:

CDE

A

B

O

Định lí 20. Số đo của góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn bằng nửa hiệu số đo hai cung bị chắn.

B̂EC =
sđB̃C − sđÃD

2
.
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Các ví dụ2

b Ví dụ 1. Cho đường tròn (O) và hai dây AB,AC bằng nhau. Trên cung nhỏ AC lấy một

điểm M . Gọi S là giao điểm của AM và BC. Chứng minh ÂSC = M̂CA.

L Lời giải.

Ta có ÂSC là góc có đỉnh ở bên ngoài (O) nên

ÂSC =
1

2
(sđÃB − sđM̄C). (1)

Ta có góc M̂CA là góc nội tiếp trong (O) chắn cung
AM nên

M̂CA =
1

2
sđĀM. (2)

Theo giả thiết, ta có AB = AC ⇒ ÃB = ÃC. Thay
vào (1), ta có

ÂSC =
1

2
(sđÃB − sđM̄C)

=
1

2
sđĀM. (3)

O

S

C

A

M
B

Từ (2) và (3) suy ra ÂSC = M̂CA. �

b Ví dụ 2. Cho tam giác ABC vuông tại A. đường tròn đường kính AB cắt BC ở D. tiếp
tuyến ở D cắt AC ở P. Chứng minh PD = PC.

L Lời giải.

Góc Ĉ có đỉnh ở bên ngoài đường tròn nên

Ĉ =
sđĂmB − sđÃD

2
=

sđĂDB − sđÃD

2
.

do đó Ĉ =
sđB̃D

2
(1).

Ta lại có ĈDP = B̂Dx (2),

B̂Dx =
sđB̃D

2
(3).

Từ (1), (2) và (3) suy ra Ĉ = ĈDP hay tam giác CPD cân, do đó
PD = PC.

O

C

A

P

D

B

x

�
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b Ví dụ 3. Trên đường tròn (O) cho các điểm A, B, C, D theo thứ tự đó. Gọi A1, B1,
C1 và D1 lần lượt là điểm chính giữa của các cung AB, BC, CD và DA. Chứng minh các
đường thẳng A1C1 và B1D1 vuông góc với nhau.

L Lời giải.

Gọi I là giao điểm của A1C1 và B1D1, α, β, γ, δ

theo thứ tự là số đo của các cung ÃB, B̃C, C̃D,

D̃A. Khi đó α + β + γ + δ = 360◦.

Xét góc Â1IB1 là góc có đỉnh trong đường tròn
(O) ta có

Â1IB1 =
1

2
(sđ˚�A1BB1 + sđ˚�C1DD1)

=
1

2
(sđĀ1B + sđB̄B1 + sđC̄1D + sđD̄D1)

=
1

4
(α + β + γ + δ) = 90◦.

Nghĩa là A1C1 ⊥ B1D1.

D

O

C

C1

B
B1

I

A

D1

A1

�

b Ví dụ 4. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn tâm O. Điểm D di động trên cung
AC. Gọi E là giao điểm của AC và BD, gọi F là giao điểm của AD và BC. Chứng minh
rằng:

1. ÂFB = ÂBD;

2. Tích AE ·BF không đổi.

L Lời giải.

1.

Theo tính chất góc có đỉnh ở bên ngoài
đường tròn ta có

ÂFB =
1

2
(sđÃB − sđC̃D). (1)

Theo tính chất góc nội tiếp

ÂBD =
1

2
sđÃD =

1

2
(sđÃB−sđC̃D). (2)

Từ (1) và (2) suy ra ÂFB = ÂBD.

D

B

A

O E

FC

2. 4AFB và 4EBA có ÂFB = ÊBA, F̂BA = B̂AE = 60◦ nên chúng đồng dạng, suy ra
AB

AE
=
BF

AB
. Do đó AE ·BF = AB2.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................



551
Chương 3. Góc với đường tròn

551
Chương 3. Góc với đường tròn

551
Chương 3. Góc với đường tròn

�

b Ví dụ 5. Trong tam giác ABC, đường phân giác góc B̂AC cắt cạnh BC tại D. Giả sử
(T ) là đường tròn tiếp xúc với BC tại D và đi qua điểm A. Gọi M là giao điểm thứ hai của
(T ) và AC, P là giao điểm thứ hai của (T ) và BM , E là giao điểm của AP và BC.

1. Chứng minh ÊAB = M̂BC.

2. Chứng minh BE2 = EP · EA.

L Lời giải.

1.

Gọi N là giao điểm thứ hai của AB với đường tròn (T ).

Do AD là phân giác của góc B̂AC nên sđD̄M = sđD̄N .
Ta có

M̂BC = M̂BD =
1

2
(sđD̄M − sđD̃P )

=
1

2
(sđD̄N − sđD̃P )

=
1

2
sđÑP = N̂AP = ÊAB.

(T )

A

P

B

M
N

E D C

2. Từ kết quả câu a) ta thấy ÊBP = ÊAB. Từ đó 4EBP v 4EAB suy ra

BE

EP
=
EA

BE
⇔ BE2 = EP · EA.

�

b Ví dụ 6. Trên đường tròn (O) ta lấy các điểm A, C1, B, A1, C, B1 theo thứ tự đó.

1. Chứng minh rằng nếu các đường thẳng AA1, BB1, CC1 là các đường phân giác trong
của tam giác ABC thì chúng là các đường cao của tam giác A1B1C1.

2. Chứng minh rằng nếu các đường thẳng AA1, BB1, CC1 là các đường cao của tam giác
ABC thì chúng là các đường phân giác trong của tam giác A1B1C1.

3. Giả sử (T1) và (T2) là hai tam giác nội tiếp đường tròn (O), đồng thời các đỉnh của
tam giác (T2) là các điểm chính giữa của các cung của đường tròn bị chia bởi các đỉnh
của tam giác T1. Chứng minh rằng trong hình lục giác là giao của các tam giác (T1)
và (T2) các đường chéo nối các đỉnh đối diện nhau song song với các cạnh của tam
giác (T1) và đồng quy tại một điểm.

L Lời giải.

1.
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Ta chứng minh AA1 ⊥ BB1. Thật vậy, gọi M là
giao diểm của AA1 và B1C1 ta có

ÂMB1 =
1

2
(sđĀB1 + sđ˚�A1BC1)

=
1

2
(sđĀB1 + sđĀ1B + +sđB̄C1)

= ÂBB1 + Â1AB + B̂CC1

=
1

2
(ÂBC + ĈAB + B̂CA) = 90◦

Chứng minh tương tự ta cũng có BB1 ⊥ A1C1;
CC1 ⊥ A1B1.

A

K

B1

B

I

C1

A1

C

M

2. Gọi M1 là giao điểm của BB1 và AC ta có

B̂M1A =
1

2
((sđȦC1B + sđĀ1C)

= B̂CA+ Â1C1C. (1)

Lại có

B̂M2A =
1

2
((sđȦC1B + sđB̄1C)

= B̂CA+ B̂1C1C. (2)

Bởi vì B̂M1A = B̂M2A = 90◦ nên từ (1) và (2) suy ra Â1C1C = B̂1C1C tức là CC1 là phân

giác của góc Â1C1B1. Chứng minh tương tự ta cũng thu được AA1 là phân giác của góc

B̂1A1C1; BB1 là phân giác của góc A1B1C1.

3. Kí hiệu các đỉnh của tam giác (T1) là A, B, C; A1, B1, C1 là điểm chính giữa các cung BC,
CA, AB tương ứng. Khi đó (T2) là tam giác A1B1C1. Các đường thẳng AA1, BB1, CC1

chứa các đường phân giác của tam giác (T1) nên chúng đồng quy tại điểm I. Giả sử K là
giao điểm của AB và B1C1. Ta chỉ cần chứng minh IK ∥ AC. Thật vậy, ta thấy tam giác

AB1I cân tại B1 nên tam giác AIK cân tại K. Từ đó K̂IA = K̂AI = ÎAC nên IK ∥ AC.

�

b Ví dụ 7. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), các điểm M , N , P là điểm chính
giữa của các cung AB, BC, CA. Gọi D là giao điểm của MN và AB, E là giao điểm của
PN và AC. Chứng minh rằng DE song song với BC.

L Lời giải.
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Gọi I là giao điểm của CM và PB. Ta có A, I, N thẳng

hàng. Vì P̂ IC = P̂CI nên PI = PC. Tương tự, NI = NC.
Do đó PN là đường trung trực của IC, suy ra IE = CE nên

Ĉ1 = “I1. Ta lại có Ĉ1 = ÎCB nên “I1 = ÎCB, do đó IE ∥ BC.
Chứng minh tương tự, ID ∥ BC. Suy ra I, D, E thẳng hàng
và DE ∥ BC.

A

M

P

B

C

E

D O

N

I
1 1 2

�

Luyện tập3

} Bài 1. Cho đường tròn (O) và hai dây AB,AC. Gọi M,N lần lượt là điểm chính giữa của ÃB

và ÃC. Đường thẳng MN cắt dây AB tại E và cắt dây AC tại H. Chứng minh tam giác AEH
cân.

L Lời giải.

Vì ÂHM và ÂEN là các góc có đỉnh ở bên trong (O) nên
ta có

ÂHM =
1

2
(sđĀM + sđÑC). (1)

=
1

2
(sđM̄B + sđÃN). (2)

Theo giả thiết ta có M̄A = M̄B và ÑA = ÑC. Thế vào
(2) ta được

ÂEN =
1

2
(sđĀM + sđÑC). (3)

A

M

N

B

C

H

O

E

So sánh (1) và (3) ta được ÂHM = ÂEN hay tam giác AEH cân. �

} Bài 2. Cho A, B, C là ba điểm thuộc đường tròn (O) sao cho tiếp tuyến tại A cắt tia BC tại

D. Tia phân giác của B̂AC cắt đường tròn ở M , tia phân giác của “D cắt AM ở I. Chứng minh
DI ⊥ AM .

L Lời giải.

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................



554
5. Góc có đỉnh ở bên trong đường tròn. Góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn

554
5. Góc có đỉnh ở bên trong đường tròn. Góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn

554
5. Góc có đỉnh ở bên trong đường tròn. Góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn

Gọi giao điểm của AM và BC là N , ta có

ÂND =
1

2
(sđÃC + sđB̄M).

Nhưng B̄M = C̄M nên

ÂND =
1

2
(sđÃC + sđC̄M) =

1

2
sđĀM. (1)

Mặt khác, N̂AD =
1

2
sđĀM. (2)

So sánh (1) và (2) ta có ÂND = N̂AD hay tam
giác DAN cân tại D. Suy ra tia phân giác DI
đồng thời là đường cao. Do đó ID ⊥ AM .

O

M

C

N

A

DI

B

1 2

�

} Bài 3. Trên một đường tròn, lấy liên tiếp ba cung AC, CD, DB sao cho sđÃC = sđC̃D =

sđD̃B = 60◦. Hai đường thẳng AC và BD cắt nhau tại E. Hai tiếp tuyến của đường tròn tại B
và C cắt nhau tại T . Chứng minh rằng:

1. ÂEB = B̂TC;

2. CD là tia phân giác của B̂CT .

L Lời giải.

1. Chứng minh ÂEB = B̂TC.

Ta có ÂEB là góc có đỉnh ở bên ngoài đường tròn
(O) nên

ÂEB =
1

2

Ä
sđÃB − sđC̃D

ä
=

1

2
(180◦ − 60◦) = 60◦ (1)

Ta cũng có B̂TC là góc có đỉnh ở bên ngoài đường

tròn (O), nên B̂TC =
1

2

Ä
sđB̆AC − sđB̆DC

ä
=

1

2
[(180◦ + 60◦)− (60◦ + 60◦)] = 60◦ (2)

Từ (1) và (2) suy ra ÂEB = B̂TC, (đpcm).

2. Chứng minh CD là tia phân giác của B̂CT .

O
B

E T

D

A

C

Vì D̂CT là góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung nên

D̂CT =
1

2
sđC̃D =

60◦

2
= 30◦. (1)

Và D̂CB là góc nội tiếp trong (O) chắn cung B̃D nên

D̂CB =
1

2
sđB̃D =

60◦

2
= 30◦. (2)

Từ (1) và (2) suy ra D̂CT = D̂CB. Vậy CD là tia phân giác của B̂CT . �
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} Bài 4. Cho bốn điểm A, B, C, D theo thứ tự đó nằm trên đường tròn tâm O đường kính
AB = 2R (C và D nằm về cùng phía so với AB). Gọi E và F theo thứ tự là hình chiếu vuông
góc của A và B trên đường thẳng CD. Tia AD cắt tia BC tại I. Biết rằng AE +BF = R

√
3.

1. Tính số đo ÂIB.

2. Trên cung nhỏ CD lấy điểm K. Gọi giao điểm của KA, KB với CD lần lượt là M , N . Tìm
giá trị lớn nhất của MN khi K di động trên cung nhỏ CD.

L Lời giải.

a) Kẻ OH ⊥ CD với H thuộc đoạn thẳng CD, ta thấy
OH là đường trung bình của hình thang ABFE, suy

ra OH =
1

2
(AE +BF ) =

R
√

3

2
.

Từ đó 4OCD đều, suy ra sđC̆OD = sđC̆KD = 60◦.

Ta thấy góc ÂIB có đỉnh nằm ngoài đường tròn (O)
nên

sđĀIB =
1

2

Ä
sđĂmB − sđC̆KD

ä
=

1

2
(180◦ − 60◦) = 60◦.

b) Ta thấy 4AEM v 4NFB suy ra EM · NF = AE ·
BF , (không đổi). Do đó MN lớn nhất khi và chỉ khi
EM + NF nhỏ nhất. Theo trên EM · NF không đổi
nên EM+NF nhỏ nhất khi EM = NF =

√
AE ·BF .

Vậy giá trị lớn nhất của MN bằng EF − 2
√
AE ·BF .

O

M
N

B

C

D

I

E

F

H

K

A

�

} Bài 5. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O;R). Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam
giác đó; M , N , P theo thứ tự là tâm các đường tròn bàng tiếp trong các góc A, B, C. Gọi K là
điểm đối xứng với I qua O. Chứng minh rằng K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác MNP .

L Lời giải.

M

B

P

C
O

I

K

A
N

D

Gọi D là giao điểm của AM với đường tròn (O). Ta chứng minh được các tam giác DBI và DBM
cân suy ra DI = DM . Do đó OD là đường trung bình của 4MIK, suy ra KM = 2OD = 2R.
Vậy M thuộc đường tròn (K; 2R). Tương tự đối với các điểm N và P .
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4! 30. Đường tròn (O) đi qua chân ba đường cao của 4MNP nên là đường tròn Ơ-le của tam
giác đó. Theo tính chất của đường tròn Ơ-le, trung điểm H của NP thuộc đường tròn. Từ đó suy
ra "Trung điểm của đoạn thẳng nối tâm của hai đường tròn bàng tiếp tam giác nằm trên đường
tròn ngoại tiếp tam giác đó".

�

} Bài 6. Qua điểm A nằm bên ngoài đường tròn (O) vẽ hai cát tuyến ABC và AMN sao cho
hai đường thẳng BN và CM cắt nhau tại một điểm S nằm bên trong đường tròn. Chứng minh

Â+ B̂SM = 2ĈMN .
L Lời giải.

Ta có ĈAN là góc ở bên ngoài đường tròn (O) nên

Â =
1

2

Ä
sđC̃N − sđB̄M

ä
(1)

Góc B̂SM là góc có đỉnh trong đường tròn (O) nên

B̂SM =
1

2

Ä
sđC̃N + sđB̄M

ä
(2)

Cộng (1) và (2) vế với vế ta có

Â+ B̂SM = sđC̃N (3)

Ta có ĈMN là góc nội tiếp của (O) chắn C̃N nên

ĈMN =
1

2
sđC̃N ⇔ sđC̃N = 2 · ĈMN (4)

Thế (4) vào (3) ta được Â+ B̂SM = 2 · ĈMN.

S

O

N

C

B

A

M

�

} Bài 7. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Biết P , Q, R theo thứ tự là các điểm
chính giữa các cung bị chắn BC, CA , AB bởi các góc A, B, C.

1. Chứng minh AP ⊥ QR.

2. AP cắt CR tại I. Chứng minh tam giác CPI cân.

L Lời giải.

a) Gọi K là giao điểm của AP và QR. Ta có ÂKR là
góc có đỉnh ở bên trong đường tròn (O) nên

ÂKR =
1

2
(sđÃR + sđQ̆CP )

=
1

2
(sđÃR + sđQ̃C + sđC̃P )

=
1

2

Å
1

2
sđÃB +

1

2
sđÃC +

1

2
sđB̃C

ã
=

1

4

Ä
sđÃB + sđB̃C + sđÃC

ä
=

360◦

4
= 90◦.

Vì ÂKR = 90◦. Suy ra AP ⊥ QR (đpcm).

O

P

C

K

A

Q

I

B

R
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b) Ta có ĈIP là góc có đỉnh ở bên trong đường tròn nên

ĈIP =
1

2

Ä
sđC̃P + sđÃR

ä
. (1)

Ta có P̂CI là góc nội tiếp trong đường tròn (O) chắn cung P̃R nên

P̂CI =
1

2
sđP̆BR =

1

2

Ä
sđB̃P + sđB̃R

ä
. (2)

Theo giả thiết ta có ÃR = R̃B và P̃C = P̃B.

Thay vào (2), ta được P̂CI =
1

2
(sđC̃P + sđÃR) = ĈIP .

Điều này chứng tỏ tam giác CIP cân tại P .

�
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Cung chứa góc§6

Tóm tắt lí thuyết1

1.1 Bài toán quỹ tích cung chứa góc

Định lí 21. Quỹ tích những điểm nhìn đoạn thẳng AB dưới một góc không đổi α (0◦ < α < 180◦)
là hai cung chứa góc α vẽ trên đoạn AB (quỹ tích cơ bản).

4! 31.

� Hai cung chứa góc α nói trên là hai cung tròn đối
xứng nhau qua AB.

� Hai điểm A và B được coi là thuộc quỹ tích.

� Khi α = 90◦ thì hai cung chứa góc α là hai nửa
đường tròn dường kính AB. Như vậy quỹ tích các
điểm nhìn đoạn thẳng AB cho trước dưới một góc
vuông là đường tròn đường kính AB.

A B

M

M

α

α

1.2 Cách vẽ cung chứa góc

Để vẽ cung chứa góc α ta thực hiện các bước sau

A B

O

Mm

x

y

H

d

α

α

A
B

O

Mm

x

y

H

d

α

α

� Vẽ đường trung trực d của đoạn thẳng AB.

� Vẽ tia Ax tạo với đoạn thẳng AB một góc α.
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� Vẽ tia Ay vuông góc với Ax. Gọi O là giao điểm của Ay với d.

� Vẽ cung AmB, tâm O, bán kính OA sao cho cung này nằm ở nửa mặt phẳng bờ AB không
chứa tia Ax.

ĂmB vẽ được như trên là cung chứa góc α.

1.3 Cách giải bài toán quỹ tích

Muốn chứng minh quỹ tích (tập hợp) điểm M thỏa mãn tính chất T là một hình H nào đó, ta
phải chứng minh hai phần

� Phần thuận: Mọi điểm có tính chất T đều thuộc hình H.

� Phần đảo: Mọi điểm thuộc hình H đều có tính chất T .

� Kết luận: Quỹ tích (hay tập hợp) các điểm M có tính chất T là hình H.

Các ví dụ2

b Ví dụ 1. Cho tam giác ABC vuông tại A có cạnh BC cố định. Gọi I là giao điểm của
ba đường phân giác trong. Tìm quỹ tích I khi điểm A thay đổi.

L Lời giải.

Ta có

B̂IC = 180◦ − (ÎCB + ÎBC) = 180◦ −
Ç“B

2
+
Ĉ

2

å
= 180◦ − 1

2
(“B + Ĉ) = 180◦ − 90◦

2
= 135◦.

Ta thấy rằng B, C cố định, A thay đổi, I luôn nhìn
cạnh BC dưới một góc 135◦.
Vậy quỹ tích điểm I là cung chứa góc 135◦ dựng trên
cạnh BC đối xứng nhau qua BC.

B C

A

I

�

b Ví dụ 2. Cho hai điểm A, B cố định. Từ A vẽ các tiếp tuyến với đường tròn tâm B có
bán kính không lớn hơn AB. Tìm quỹ tích các tiếp điểm.

L Lời giải.
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Theo tính chất tiếp tuyến ta có AT ⊥ BT .
Do đó A, B cố định, T nhìn AB dưới một
góc vuông.
Vậy quỹ tích điểm T là đường tròn đường
kính AB.

T

A B

�

b Ví dụ 3. Cho I, O lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp, tâm đường tròn ngoại tiếp của
tam giác ABC với Â = 60◦. Gọi H là giao điểm của các đường cao BB′ và CC ′. Chứng
minh các điểm B, O, C, H, I cùng thuộc một đường tròn.

L Lời giải.

Xét tứ giác AB′HC ′, ta có

B̂′HC ′ = 360◦ − (Â+ B̂′ + Ĉ ′)

= 360◦ − (60◦ + 90◦ + 90◦) = 120◦.

⇒ B̂HC = B̂′HC ′ = 120◦.

Xét 4BIC ta có

B̂IC = 180◦ − (ÎBC + ÎCB)

= 180◦ −
Ç“B

2
+
Ĉ

2

å
= 180◦ − 1

2
(180◦ − Â) = 120◦.

Mặt khác, 4ABC nội tiếp trong đường tròn (O) nên

góc nội tiếp B̂AC trong đường tròn (O) có số đo là

60◦ = B̂AC =
1

2
sđB̃C =

1

2
B̂OC ⇒ B̂OC = 120◦.

Từ đó suy ra H, I, đều nằm trên cung chứa góc 120◦

dựng trên BC. Vậy các điểm B, O, C, H, I cùng thuộc
một đường tròn.

B′

C ′ OI

A

H

B C

60
◦

�

b Ví dụ 4. Dựng cung chứa góc 60◦ trên đoạn AB = 4 cm.

L Lời giải.
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Ta lần lượt thực hiện

� Dựng đoạn thẳng AB = 4 cm và đường trung
trực d của AB.

� Dựng tia Ax sao cho x̂AB = 60◦.

� Dựng tia Ay vuông góc với Ax cắt d tại O.

� Dựng đường tròn (O,OA) và chỉ lấy phần cung

cùng phía với O, kí hiệu là ĂmB.

� Lấy đối xứng cung ĂmB qua AB và kí hiệu là

Ȧm1B.

Vậy hai cung ĂmB và Ȧm1B là cung chứa góc cần
dựng.

A B

O

m

m1

x

y

H

d

60◦

�

b Ví dụ 5. Dựng tam giác ABC biết BC = 6 cm, Â = 40◦ và đường cao AH = 4 cm.

L Lời giải.

Phân tích

� Giả sử dựng được 4ABC thỏa mãn điều kiện
BC = 6 cm, Â = 40◦, AH = 4 cm.

� Khi đó, điểm A nằm trên đường thẳng d song
song với đường thẳng BC và cách BC một đoạn
bằng 4 cm.

� Mặt khác, B̂AC = 40◦ nên A nằm trên cung
chứa góc 40◦ dựng trên BC.

Cách dựng

� Dựng đoạn thẳng BC = 6 cm.

� Dựng các đường thẳng d1 ∥ ∆ và d2 ∥ ∆ và
cách ∆ một khoảng 4 cm.

� Dựng các cung chứa góc 40◦ dựng trên BC là

B̆mC và B̆nC. Hai cung này lần lượt cắt d1 và
d2 tại A1, A2, A3, A4.

Vậy4A1BC, 4A2BC, 4A3BC, 4A4BC là các tam
giác cần dựng.

B C

A1

A3A4

A2

m

n

d1

d2

�

b Ví dụ 6. Cho trước điểm A trên đường thẳng d và hai điểm C, D thuộc hai nửa mặt

phẳng đối nhau, bờ d. Hãy dựng một điểm B trên d sao cho ÂCB = ÂDB.

L Lời giải.
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Phân tích
Giả sử dựng được điểm B trên d sao cho ÂCB =

ÂDB. Gọi D′ là điểm đối xứng của D qua d. Khi

đó ÂDB = ÂD′B, vậy ÂCB = ÂD′B
Suy ra C và D′ cùng nằm trên một cung chứa góc
dựng trên đoạn AB. Từ đó ta thấy giao điểm của
d với đường tròn ngoại tiếp ∆ACD′.
Cách dựng

� Dựng điểm D′ là điểm đối xứng của D qua
đường thẳng d. Dựng đường tròn ngoại tiếp
tam giác ACD′.

� Dựng giao điểm B của đường thẳng d với
đường tròn (ACD′).

C

D′

B

A

D

d

Chứng minh: Rõ ràng với cách dựng trên , ta có ÂCB = ÂD′B = ÂDE.
Biện luận: Nếu ba điểm A, C, D không thẳng hàng, hoặc nếu ba điểm này thẳng hàng nhưng CD
không vuông góc với d thì bài toán có một nghiệm hình.
Nếu ba điểm A, C, D thẳng hàng và d là đường trung trực của đoạn CD thì bài toán có vô số
nghiệm hình. Nếu ba điểm A, C, D thẳng hàng, d ⊥ CD nhưng d không phải là đường trung trực
của CD thì bài toán không có nghiệm hình.

�

Luyện tập3

} Bài 1. Dựng tam giác ABC biết:

1. BC = 3 cm, AB = 2 cm và Â = 50◦.

2. BC = 6 cm, Â = 45◦ và trung tuyến AM = 5 cm.

L Lời giải.

1.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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Phân tích: Giả sử đã dựng được 4ABC thỏa mãn
yêu cầu bài toán, ta có

� B̂AC = 50◦ nên A nằm trên cung chứa góc
50◦ dựng trên đoạn thẳng BC.

� AB = 2 cm nên A nằm trên đường tròn tâm
B bán kính 2 cm.

Cách dựng. Ta lần lượt thực hiện

� Dựng đoạn BC = 3 cm.

� Dựng cung chứa góc 50◦ dựng trên đoạn BC.

� Dựng đường tròn tâm B bán kính 2 cm cắt
cung chứa góc ở trên tại A.

� Nối AB, AC ta được 4ABC phải dựng.

B

A

A′

C

Chứng minh. Ta có ngay

� BC = 3 cm theo cách dựng.

� Â = 50◦ vì A nằm trên cung chứa góc 50◦ dựng trên cạnh BC.

� AB = 2 cm, A nằm trên đường tròn tâm B đường kính 2 cm.

Vậy tam giác ABC thỏa mãn điều kiện bài toán.
Biện luận: Ta dựng được hai tam giác thỏa mãn yêu cầu là 4ABC và 4A′BC, nhưng hai
tam giác này bằng nhau (đối xứng qua BC) nên bài toán này chỉ có một nghiệm hình (bài
toán này là bài toán dựng hình về kích thước).

2.

Phân tích: Giả sử dựng được 4ABC thỏa mãn
điều kiện đề bài, ta có

� A nằm trên cung chứa góc 45◦ dựng trên
đoạn BC.

� A nằm trên đường tròn tâm M bán kính 5
cm với M là trung điểm BC.

Vậy A là giao điểm của đường tròn tâm M bán
kính 5 cm với cung chứa góc 45◦.
Cách dựng

� Dựng đoạn BC = 6 cm.

� Dựng đường tròn tâm M bán kính 5 cm cắt
cung chứa góc 45◦ tại A.

� Nối AB, AC ta được 4ABC cần dựng.

M
B

A

C
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Chứng minh: Ta có BC = 6 cm theo cách dựng.
Â = 45◦ vì A nằm trên cung chứa góc 45◦ dựng trên đoạn BC. Mặt khác AM = 5 cm vì A
thuộc đường tròn tâm B bán kính 5 cm. Vậy ∆ABC thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Biện luận: Để xác định xem bài toán có bao nhiêu nghiệm hình ta cần tính độ dài A0M ,
trong đó A0 là điểm chính giữa cung chứa góc 45◦. Trong ∆A0BM vuông tại M , ta có:

B̂A0M =
1

2
Â = 22,5◦.

Â0BM = 90◦ − B̂A0M = 67,5◦.

A0M = BM tan Â0BM = 3 tan 67,5◦ ≈ 7, 24 > AM.

Do đó đường tròn tâm M bán kính 5 cm cắt mỗi cung chứa góc tại hai điểm phân biệt.
Vậy bài toán có hai nghiệm hình.

�

} Bài 2. Xét các tam giác ABC có BC = 6 cm cố định, Â = 120◦.

1. Tìm quỹ tích các điểm A.

2. Điểm A ở vị trí nào thì tam giác ABC có diện tích lớn nhất? Tính giá trị lớn nhất đó.

L Lời giải.

1.

Phần thuận: Do BC cố định, B̂AC = 120◦ nên A
di chuyển trên hai cung chứa góc 120◦ dựng trên
BC.
Phần đảo: Lấy điểm A thuộc cung chứa góc 120◦

dựng trên BC, ta thấy ngay 120◦.
Kết luận: Quỹ tích điểm A là hai cung chứa góc
120◦ dựng trên đoạn BC.

B C

A

120◦

2.

Hạ AH vuông góc với BC, ta có ngay

SABC =
1

2
AH ·BC.

Do đó, SABC có giá trị lớn nhất khi AH lớn nhất
⇔ A là điểm chính giữa cung chứa góc.

H

A

B C

Khi đó xét 4ABH vuông tại H, ta có

B̂AH = 60◦ ⇒ AB =
AH

cos 60◦
= 2AH.

AB2 = AH2 +BH2 ⇔ (2AH)2 =

Å
BC

2

ã2

⇔ 3AH2 = 9⇔ AH =
√

3.

Do đó SABC =
1

2

√
3 · 6 = 3

√
3 cm2.

Nhật xét: Trong ví dụ trên, việc chỉ ra quỹ tích của điểm A được suy ra ngay từ giả thiết,
do đó các bước thực hiện là rất đơn giản. Tuy nhiên, trong nhiều trường hợp chúng ta cần
chỉ ra được cung chứa góc trong hình vẽ.

�
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} Bài 3. Cho hình thang cân ABCD (AB ∥ CD). Chứng minh rằng bốn điểm A, B, C, D cùng
thuộc một đường tròn.

L Lời giải.

Xét hai tam giác 4ABD và 4BAC, ta có
AB chung

B̂AD = ÂBC

AD = BC (cạnh bên hình thang cân)
⇒4ABD = 4BAC (c.g.c)

⇒ ÂDB = ÂCB.
Vậy các điểm C, D nằm cùng một phía đối với AB

và thỏa mãn ÂDB = ÂCB nên bốn điểm A, B, C, D
thuộc cùng một đường tròn.

C

A B

D

�

} Bài 4. Cho tam giác ABC có Â = 60◦, nội tiếp đường tròn (O). Trên cung nhỏ AC lấy một
điểm D. Trên dây BD lấy điểm M sao cho DM = DC.

1. Chứng minh rằng tam giác MCD là tam giác đều.

2. Tìm quỹ tích các điểm M khi điểm D di động trên cung nhỏ AC.

L Lời giải.

1. Xét 4MCD, ta có DM = DC và ĈDM = ĈDB = ĈAB = 60◦. Do đó 4MCD là tam
giác đều.

2.

Phần thuận: Từ kết quả câu trên ta có

B̂MC = 180◦ − ĈMD = 180◦ − 60◦ = 120◦.
Do BC cố định, B̂MC = 120◦ nên M di chuyển
trên cung chứa góc 120◦ dựng trên BC.

Giới hạn: Vì D chỉ chạy trên cung ÃC nên M chỉ
chạy trên một cung chứa góc 120◦ dựng trên BC
thuộc nửa mặt phẳng bờ BC có chứa điểm A.
Phần đảo: Lấy điểm M thuộc cung chứa góc 120◦

dựng trên BC thuộc nửa mặt phẳng bờ BC có
chứa điểm A. Ta chứng minh DM = DC.

B C

D

M

A

O

120◦

60◦

Thật vậy, xét ∆MCD, ta có{
ĈDM = ĈAB = 60◦

ĈMD = 180◦ − B̂MC = 180◦ − 120◦ = 60◦
⇒ ∆MCD là tam giác đều.

⇒ DM = DC.
Kết luận: Quỹ tích điểm M là một cung chứa góc 120◦ dựng trên BC thuộc nửa mặt phẳng
bờ BC chứa điểm A.

�

} Bài 5. Cho tam giác ABC vuông tại A. Vẽ hai nửa đường tròn đường kính AB và AC ra phía
ngoài của tam giác. Qua A vẽ cát tuyến MAN (M thuộc nửa đường tròn đường kính AB, N
thuộc nửa đường tròn đường kính AC).
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1. Tứ giác BCNM là hình gì?

2. Tìm quỹ tích trung điểm I của MN khi cát tuyến MAN quay quanh A.

L Lời giải.

1. Xét tứ giác BCNM , ta có

� ÂMB = 90◦, góc nội tiếp chắn nửa đường tròn ⇒ BM ⊥MN .

� ÂNC = 90◦, góc nội tiếp chắn nửa đường tròn ⇒ CM ⊥MN .

⇒ BM ∥ CN . Vậy tứ giác BCNM là hình thang vuông.

2. Phần thuận: Gọi E là trung điểm BC, ta có

EI là đường trung bình của hình thang BCNM

⇒ EI ∥ CN ⇒ EI ⊥MN ⇔ ÂIE = 90◦.
Vậy điểm I nằm trên đường tròn đường kính AE.
Giới hạn: Ta có

� Nếu M ≡ B ⇒ N ≡ A ⇒ I ≡ P là trung
điểm của AB.

� Nếu M ≡ A ⇒ N ≡ B ⇒ I ≡ Q là trung
điểm của AC.

Do đó I chỉ nằm trên cung P̃Q của đường tròn
đường kính AE.

Phần đảo: Lấy điểm I nằm trên cung P̃Q của
đường tròn đường kính AE. Nối AI cắt (AB) và
(AC) theo thứ tự tại M và N . Ta chứng minh
MI = NI.

Q

N

B

M

E

A
I

P

C

Thật vậy, ÂIE = 90◦, góc nội tiếp chắn nửa đường tròn ⇔ EI ⊥ MI. ⇔ EI ∥ BM ⇒ EI
là đường trung bình của hình thang BCNM ⇒MI = NI.

Kết luận: Quỹ tích các đểm I nằm trên cung P̃Q của đường tròn đường kính AE.

�

} Bài 6. Cho tam giác ABC có “B và Ĉ là các góc nhọn, đường cao AH, trung tuyến AM thỏa

mãn B̂AH = M̂AC. Goi E là trung điểm AB.

1. Tam giác AEH là tam giác gì? Vì sao?

2. Chứng minh A, E, H, M cùng thuộc một đường tròn.

3. Chứng minh tam giác ABC vuông.

L Lời giải.

H
B C

E

A

M
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1. Xét 4ABH vuông tại H, ta có EH =
1

2
AB, trung tuyến ứng với cạnh huyền ⇔ EH =

EA⇔ ∆EAH cân tại E.

2. Nhận xét rằng
ÂHE = ÊAH do 4EAH cân tại E

ÊAH = M̂AC theo giả thiết

M̂AC = ÂME (hai góc so le trong do ME ∥ AC)

Suy ra ÂHE = ÂME. Vậy các điểm M, H nằm cùng một phía đối với AE và thỏa mãn

ÂHE = ÂME nên bốn điểm A, E, H, M thuộc cùng một đường tròn.

3. Từ kết quả câu trên, ta suy ra ÂEM = ÂHM = 90◦ (góc nội tiếp cùng chắn cung ĀM).
⇒ME ⊥ AB. Mặt khác ta cũng có ME ∥ AC, suy ra AB ⊥ AC ⇒ ∆ABC vuông tại A.

�
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Tứ giác nội tiếp§7

Tóm tắt lí thuyết1

1.1 Định nghĩa và tính chất

Định nghĩa 11. Một tứ giác có bốn đỉnh nằm trên một đường
tròn được gọi là tứ giác nội tiếp đường tròn (gọi tắt là tứ giác nội
tiếp).

Định lí 22.

1. Trong một tứ giác nội tiếp, tổng số đo hai góc đối nhau bằng
180◦.

2. Nếu một tứ giác có tổng số đo hai góc đối nhau bằng 180◦

thì tứ giác đó nội tiếp được đường tròn.

C

B

O

A
D

4! 32. Từ định lí trên ta có

1. Với A, B, C, D là bốn đỉnh của một tứ giác thì:

ABCD nội tiếp ⇔

[
Â+ Ĉ = 180◦“B + “D = 180◦.

2. Hình thang nội tiếp được trong một đường tròn khi và chỉ khi nó là hình thang cân.

1.2 Dấu hiệu nhận biết tứ giác nội tiếp

� Dựa vào định nghĩa của tứ giác nội tiếp.

� Chứng minh tứ giác đó có hai góc đối bù nhau (hoặc tứ giác đó có một góc bằng góc ngoài
tại đỉnh đối diện).

� Dựa vào khái niệm cung chứa góc: Tứ giác có hai đỉnh liên tiếp nhìn đoạn thẳng nối hai
đỉnh còn lại dưới hai góc bằng nhau thì tứ giác đó nội tiếp được một đường tròn.

4! 33.
Tập hợp tất cả các điểm nhìn đoạn AB cho trước dưới một góc vuông
là đường tròn đường kính AB.

MN

O

P
Q

A B
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Các ví dụ2

b Ví dụ 1. Cho đường tròn đường kính AB và D là một điểm thuộc đường tròn. Trên tia
đối của tia BA lấy điểm C. Đường thẳng vuông góc với BC tại C cắt đường thẳng AD tại
M . Chứng minh tứ giác MCBD nội tiếp được đường tròn, xác định tâm đường tròn đó.

L Lời giải.

Ta có ÂDB = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)

⇒ M̂DB = 90◦,

Lại có M̂CB = 90◦ (MC ⊥ BC),

Do đó M̂DB + M̂CB = 180◦.
Tứ giácMCBD có M̂DB+M̂CB = 180◦ nênMCBD
nội tiếp được đường tròn.

M

D

O ABC
�

b Ví dụ 2. Cho tam giác ABC có Â < 90◦, các đường cao AD và BE cắt nhau tại H (D
thuộc BC,E thuộc AC). Chứng minh các tứ giác DHEC và ABDE nội tiếp được đường
tròn.

L Lời giải.

Ta có ĤDC = 90◦ (AD là đường cao),

Lại có ĤEC = 90◦ (BE là đường cao),

⇒ ĤDC + ĤEC = 180◦.
Vậy tứ giác DHEC nội tiếp được đường tròn.

Ta có ÂDB = 90◦ (AD là đường cao),

Lại có ÂEB = 90◦ (BE là đường cao),

⇒ ÂDB = ÂEB = 90◦.
Tứ giácABDE có E,D là hai đỉnh liên tiếp và ÂDB = ÂEB
nên nội tiếp được đường tròn.

A

E

CB D

H

�

b Ví dụ 3. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Kẻ HD ⊥ AB tại D, HE ⊥
AC tại E. Chứng minh rằng tứ giác BDEC nội tiếp.

L Lời giải.

Tứ giác ADHE có D̂AE = ÂDH = ÂEH = 90◦.
⇒ ADHE là hình chữ nhật.
⇒ ÂED = ÂHD.
Mà ÂHD = ÂBC (cùng phụ B̂AH) nên ÂED = ÂBC.
Suy ra tứ giác BDEC nội tiếp.

A
E

D

B CH

�
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b Ví dụ 4. Cho tam giác ABC vuông ở A (AB < AC), đường cao AH. Trên nửa mặt
phẳng bờ BC chứa điểm A, vẽ nửa đường tròn đường kính BH cắt AB tại E, nửa đường
tròn đường kính HC cắt AC tại F .

1. Chứng minh tứ giác AFHE là hình chữ nhật.

2. Chứng minh tứ giác BEFC là tứ giác nội tiếp đường tròn.

L Lời giải.

1. Ta có:

� B̂EH = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đường kính BH) ⇒ ÂEH = 90◦.

� ĈFH = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đường kính CH) ⇒ ÂFH = 90◦.

� ÊAF = 90◦ (do tam giác ABC vuông tại A).

Tứ giác AEHF có ÊAF = ÂEH = ÂFH = 90◦ nên AEHF là hình chữ nhật.

2. AEHF là hình chữ nhật nên AEHF nội tiếp
đường tròn đường kính AH.

⇒ ÂEF = ÂHF .
Mà ÂHF = ÂCB (cùng phụ với ĈAH) nên

ÂEF = ÂCB.
Vậy tứ giác BEFC nội tiếp.

A

F

E

B CH

�

b Ví dụ 5. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn tâm O. Vẽ đường thẳng d song
song với tiếp tuyến Ax của đường tròn và cắt hai dây AB,AC lần lượt tạiMvà N (M không
trùng với B và N không trùng với C). Chứng minh tứ giác BMNC nội tiếp.

L Lời giải.

Gọi E, F là giao điểm của d với đường tròn (O).

Vì d ∥ Ax nên sđÃE = sđÃF . Do đó:

ÂMN =
1

2

Ä
sđÃF + sđẼB

ä
=

1

2

Ä
sđÃE + sđẼB

ä
=

1

2
sđÃB = ÂCB.

Mặt khác B̂MN + ÂMN = 180◦ (hai góc kề bù).

Suy ra B̂MN + N̂CB = 180◦.
Vậy tứ giác BMNC nội tiếp được đường tròn.

x

d

N

F

C

A

E

M

O

B

�

b Ví dụ 6. Hãy tìm số đo các góc của tứ giác ABCD trong hình vẽ sau.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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40◦

20◦

F

C

B

O

A

D

E

L Lời giải.

Đặt x = B̂CE = D̂CF . Xét 4BCE ta có ÊBC = 180◦ − 40◦ − x = 140◦ − x.
Từ tứ giác ABCD nội tiếp và tính chất góc ngoài của 4DCF ta có

140◦ − x = ÊBC = ÂDC = D̂FC + x = 20◦ + x⇔ x = 60◦.

Do đó

ÂDC = D̂CF + x = 20◦ + x = 80◦.

ÂBC = 180◦ − ÂDC = 100◦ (do ABCD nội tiếp)

B̂CD = 180◦ − D̂CF = 180◦ − x = 120◦.

B̂AD = 180◦ − B̂CD = 60◦ (do ABCD nội tiếp).

�

b Ví dụ 7. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB. C là một điểm nằm giữa O và A.
Đường thẳng vuông góc với AB tại C cắt nửa đường tròn trên tại I. K là một điểm bất kỳ
nằm trên đoạn thẳng CI (K khác C và I), tia AK cắt nửa đường tròn (O) tại M , tia BM
cắt tia CI tại D. Gọi E đối xứng với B qua C.

1. Chứng minh ACMD là tứ giác nội tiếp đường tròn.

2. Chứng minh 4ABD v 4MBC.

3. Chứng minh AKDE là tứ giác nội tiếp.

L Lời giải.

1. Chứng minh ACMD là tứ giác nội tiếp đường tròn.

(O) có ÂMB nội tiếp chắn nửa đường tròn.

⇒ ÂMB = 90◦.
Vì CI ⊥ AB nên ÂCD = 90◦.
Tứ giác ACMD có C, M là hai đỉnh kề nhau và

ÂCD = ÂMD = 90◦ nên ACMD nội tiếp.

2. Chứng minh 4ABD v 4MBC.
Xét 4ABD và 4MBC có{
ÂBD chung

ÂDB = M̂CB (vì ACMD nội tiếp.)
⇒4ABD v 4MBC (g-g).

M

D

I

K

A BC OE
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3. Chứng minh AKDE là tứ giác nội tiếp.
Vì E đối xứng với B qua C nên C là trung điểm của EB.
Mà DC ⊥ EB tại C nên DC là trung trực của EB.
⇒ DE = DB ⇒4DEB cân tại D.

⇒ ÂED = ÂBD.
Mà ÂKC = ÂBD (cùng phụ ĈAK) nên ÂED = ÂKC.
⇒ AKDE nội tiếp.

�

b Ví dụ 8. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp đường tròn (O) với trực tâm là H.
Giả sử M là một điểm trên cung BC không chứa A (M khác B, M khác C). Gọi N , P theo
thứ tự là điểm đối xứng của M qua các đường thẳng AB,AC.

1. Chứng minh tứ giác AHCP nội tiếp.

2. Chứng minh ba điểm N , H, P thẳng hàng.

3. Tìm vị trí của M để độ dài đoạn thẳng NP lớn nhất.

L Lời giải.

1. Gọi I là giao điểm của CH và AB, K là giao điểm của AH và BC.

Ta có ÎBK = ÂMC (cùng chắn ÃC), ÂMC = ÂPC (do P đối xứng với M qua AC)

⇒ ÎBK = ÂPC. (1)

Ta thấy BIHK nội tiếp nên ÎBK + ÂHC = 180◦. (2)

Từ (1) và (2) suy ra ÂHC + ÂPC = 180◦ ⇒ Tứ giác AHCP nội tiếp.

2. Do tứ giác AHCP nội tiếp nên

ÂHP = ÂCP (cùng chắn ÃP ).

Có ÂCP = ÂCM (tính chất đối
xứng).

Suy ra ÂHP = ÂCM. (3)
Tương tự ta chứng minh được tứ giác

AHBN nội tiếp, nên ÂHN = ÂBN

(cùng chắn ÃP ).

Có ÂBN = ÂBM (tính chất đối
xứng).

Suy ra ÂHN = ÂBM. (4).

N B

I

A

O

P

C
K

M

H

Vì tứ giác ABMC nội tiếp nên ÂCM + ÂBM = 180◦. (5)

Thay (3), (4) vào (5), ta được ÂHP + ÂHN = 180◦. Vậy ba điểm N , H, P thẳng hàng.

3. Từ M̂AN = 2B̂AM ; M̂AP = 2M̂AC (tính chất đối xứng), suy ra

N̂AP = 2
Ä
B̂AM + M̂AC

ä
= 2B̂AC (không đổi).

Ta có NP = 2AP · sin B̂AC = 2AM · sin B̂AC. Do đó NP lớn nhất khi và chỉ khi AM lớn
nhất, lúc đó AM là đường kính của đường tròn (O).
Vậy NP lớn nhất khi và chỉ khi M là điểm đối xứng của A qua O.

�

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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b Ví dụ 9. Cho tứ giác ABCD có hai đỉnh B và C trên cùng một nửa đường tròn đường
kính AD tâm O. Hai đường chéo AC và BD cắt nhau tại E. Gọi H là hình chiếu vuông góc
của E xuống AD và I là trung điểm của DE. Chứng minh rằng

1. Tứ giác ABEH, DCEH nội tiếp được đường tròn.

2. E là tâm đường tròn nội tiếp 4BCH.

3. Năm điểm B, C, I, O, H cùng thuộc một đường tròn.

L Lời giải.

1. Tứ giác ABEH, DCEH nội tiếp được đường tròn.

Ta có ÂBD = ÂCD = 90◦ (góc nội tiếp cùng
chắn nửa (O)).

Lại có ÂHE = D̂HE = 90◦ (H là hình chiếu
vuông góc của E xuống AD).

Tứ giác ABEH có ÂBE + ÂHE = 90◦ +
90◦ = 180◦ nên ABEH nội tiếp.

Tứ giác DCEH có D̂CE + D̂HE = 90◦ +
90◦ = 180◦ nên DCEH nội tiếp.

C

B

E

I

OA DH

2. E là tâm đường tròn nội tiếp 4BCH.

Ta có

{
ÊCH = ÊDH (vì DCEH nội tiếp)

B̂CE = ÊDH (vì cùng nội tiếp (O) và chắn ÃB).

⇒ ÊCH = B̂CE.
⇒ CE là đường phân giác của 4BCH.
Chứng minh tương tự ta có BE cũng là đường phân giác của 4BCH.
Mà E là giao điểm của BE và CE nên E là tâm đường tròn nội tiếp 4BCH.

3. Năm điểm B, C, I, O, H cùng thuộc một đường tròn.

Ta có I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ECD vuông tại C nên B̂IC = 2B̂DC (góc

nội tiếp và góc ở tâm cùng chắn C̃E). (1)

(O) có B̂OC = 2B̂DC (góc nội tiếp và góc ở tâm cùng chắn B̃C). (2)

Vì E là tâm đường tròn nội tiếp 4BCH nên HE là phân giác của B̂HC.

⇒ B̂HC = 2ÊHC.
Mà ÊHC = B̂DC (DCEH nội tiếp) nên B̂HC = 2B̂DC. (3)

Từ (1), (2) và (3) ta có B̂IC = B̂OC = B̂HC.
Vậy năm điểm B, C, I, O, H cùng thuộc một đường tròn.

�

b Ví dụ 10. Cho đường tròn (O;R) và đường thẳng xy cách tâm O một khoảng OK = a
(0 < a < R). Từ một điểm A thuộc xy nằm bên ngoài đường tròn (O), vẽ hai tiếp tuyến
AB và AC đến đường tròn (O) (B,C là các tiếp điểm; O và B nằm cùng phía với xy)

1. Chứng minh 5 điểm O, A, B, C, K cùng nằm trên một đường tròn. Xác định tâm của
đường tròn này.

2. BC cắt OA và OK theo thứ tự tạiM và S. Chứng minh tứ giác AMKS nội tiếp được
trong một đường tròn.
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3. Chứng minh các tứ giác BCKO nội tiếp.

L Lời giải.

1. Ta có ÂCO = ÂBO = 90◦ (TC tiếp tuyến), ÂKO = 90◦ (xy cách O một khoảng OK).
⇒ C, B, K thuộc đường tròn đường kính AO
⇒ O, A, B, C, K cùng nằm trên đường tròn đường kính AO, tâm I là trung điểm AO.

2. Ta có AC = AB, OC = OB
⇒ AO là trung trực của BC

⇒ AO ⊥ BC ⇒ ÂMS = 90◦.
Có ÂKS = 90◦ (xy cách O một khoảng
OK).
Tứ giác AMKS có K, M là hai đỉnh kề

nhau và ÂMS = ÂKS = 90◦ nên AMKS
nội tiếp.

3. Ta có:
ĈKA = ĈOA (góc nội tiếp cùng chắn ÃC
của (I)),

ÂKB = ÂOB (góc nội tiếp cùng chắn ÃB
của (I))

⇒ ĈKB = ĈOB.

y

x

B

S

C

K

O
MA

Tứ giác BCKO có K, O là hai đỉnh kề nhau và ĈKB = ĈOB nên BCKO nội tiếp.

�

Luyện tập3

} Bài 1. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O) đường kính AB. Đường thẳng vuông góc
với AO tại trung điểm I của AO cắt AC tạiM và cắt tiếp tuyến tại C của đường tròn ở E. Chứng
minh OCEI, IMCB là các tứ giác nội tiếp, xác định tâm các đường tròn đó.

L Lời giải.

� Ta có ÔIE = 90◦ (giả thiết);

ÔCE = 90◦ (tính chất tiếp tuyến)

Tứ giác OCEI có ÔIE+ÔCE = 180◦ nên OCEI
nội tiếp.

� Ta có ÔIM = 90◦ (giả thiết);

B̂CM = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)

Tứ giác IMCB có ÔIM + B̂CM = 180◦ nên
IMCB nội tiếp.

A OI

C

E

B

M

�

} Bài 2. Trên nửa đường tròn tâm (O) đường kính BC lấy điểm A (AB > AC > 0). Gọi H là
hình chiếu vuông góc của A trên cạnh BC. Đường tròn đường kính AH lần lượt cắt AB, AC tại
M và N . Chứng minh tứ giác BCNM nội tiếp.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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L Lời giải.

Xét đường tròn đường kính AH ta có:

M̂BC =
1

2

Ä
sđÃH − sđM̄H

ä
=

1

2
sđĀM

= ÂNM.

Vậy tứ giác BCNM nội tiếp.
B

N

M

O H

A

C

�

} Bài 3. Trên đường tròn tâm (O) có một cung AB và S là điểm chính giữa của cung đó. Trên
dây AB lấy hai điểm E và H. Các đường thẳng SH và SE cắt đường tròn theo thứ tự tại C và
D. Chứng minh EHCD là một tứ giác nội tiếp.

L Lời giải.

Vì S là điểm chính giữa của cung AB nên sđŜA = sđS̃B.

D̂CH =
1

2
sđS̆AD (góc nội tiếp)

=
1

2

Ä
sđŜA+ sđÃD

ä
=

1

2

Ä
sđS̃B + sđÃD

ä
= ŜEB (góc có đỉnh bên trong đường tròn)

Vậy tứ giác EHCD nội tiếp.

A E H B

S

O

C

D

�

} Bài 4. Cho bốn điểm A, B, C, D theo thứ tự đó nằm trên đường tròn tâm O (AB < CD); I
là điểm chính giữa của cung nhỏ AB. Gọi E là giao điểm của IC và AD;F là giao điểm của DI
và CB. Chứng minh tứ giác CDEF nội tiếp.

L Lời giải.

Vì I là điểm chính giữa của cung nhỏ AB nên sđÎA = sđÎB.
Ta có

ĈED =
1

2

Ä
sđC̃D − sđÎA

ä
=

1

2

Ä
sđC̃D − sđÎB

ä
= ĈFD.

Vậy tứ giác CDEF nội tiếp.

D

A

E

C FB

I
O

�

} Bài 5. Cho tam giác cân ABC có đáy BC và Â = 20◦. Trên nửa mặt phẳng bờ AB không

chứa điểm C lấy điểm D sao cho DA = DB và D̂AB = 40◦. Gọi E là giao điểm của AB và CD.
Chứng minh tứ giác ACBD là tứ giác nội tiếp.
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L Lời giải.

4ABC cân tại A nên ÂBC =
180◦ − 20◦

2
= 80◦

Vì DA = DB nên 4ADB cân tại D

⇒ ÂBD = B̂AD = 40◦.
Ta có:
ĈBD = ÂBC + ÂBD = 80◦ + 40◦ = 120◦.
ĈAD = ĈAB + B̂AD = 20◦ + 40◦ = 60◦.
Tứ giác ACBD có ĈAD + ĈBD = 180◦ nên tứ giác
ACBD nội tiếp.

20◦

40◦

C

B

A

D

E

�

} Bài 6. Cho đường tròn (O;R) đường kính AB. Dây BC = R. Từ B kẻ tiếp tuyến Bx với
đường tròn. Tia AC cắt Bx tại M . Gọi E là trung điểm của AC. Chứng minh tứ giác OBME
nội tiếp đường tròn.

L Lời giải.

(O) có E là trung điểm của dây cung AC nên OE ⊥ AC tại E.

ÔBM = 90◦ (Bx ⊥ AB).

Tứ giác OBME có ÔBM + ÔEM = 90◦ + 90◦ = 180◦ nên OBME nội
tiếp.

E

C
M

A B
O

�

} Bài 7. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB, điểm M bất kì trên nửa đường tròn (M
khác A, B). Trên nửa mặt phẳng bờ AB chứa nửa đường tròn kẻ tiếp tuyến Ax. Tia BM cắt Ax
tại I, tia phân giác của góc IAM cắt nửa đường tròn tại E, cắt tia BM tại F . Tia BE cắt Ax
tại H và cắt AM tại K. Chứng minh rằng EFMK là tứ giác nội tiếp.

L Lời giải.

(O) có ÂEB và ÂMB nội tiếp chắn nửa đường tròn.

⇒ ÂEB = ÂMB = 90◦.
⇒ K̂EF = ÂMB = 90◦.
⇒ EFMK nội tiếp.

M

E

F

A

I

H

B
O

K

�

} Bài 8. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB. Kẻ tiếp tuyến Bx và lấy hai điểm C và
D thuộc nửa đường tròn. Các tia AC và AD cắt Bx lần lượt ở E, F (F ở giữa B và E). Chứng
minh CEFD là tứ giác nội tiếp.

L Lời giải.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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(O) có ÂCB nội tiếp chắn nửa đường tròn.

⇒ ÂCB = 90◦.

Có

{
ĈEF = ÂBC (vì cùng phụ B̂AC)

ÂDC = ÂBC (vì cùng nội tiếp (O) chắn ÃC)

⇒ ĈEF = ÂDC.
Tứ giác CEFD có ĈEF = ÂDC nên CEFD nội tiếp.

C

B

E

F

A
O

D

�

} Bài 9. Cho đường tròn (O;R); AB và CD là hai đường kính khác nhau của đường tròn. Tiếp
tuyến tại B của đường tròn (O;R) cắt các đường thẳng AC, AD theo thứ tự tại E và F .

1. Chứng minh tứ giác ACBD là hình chữ nhật.

2. Chứng minh 4ACD = 4CBE.

3. Chứng minh tứ giác CDFE nội tiếp được đường tròn.

L Lời giải.

1. Chứng minh tứ giác ACBD là hình chữ nhật.
Tứ giác ACBD có O là trung điểm của AB và CD.
⇒ ACBD là hình bình hành.
Mà AB = CD nên ACBD là hình chữ nhật.

2. Chứng minh 4ACD v 4CBE.

Có

{
ÂCD = ÂBD vì cùng nội tiếp (O) chắn ÃD

ĈBE = ÂBD vì cùng phụ ÂBC.

⇒ ÂCD = ĈBE.
Xét 4ACD và 4CBE có{
ĈAD chung

ÂCD = ĈBE (cmt)
.

⇒4ACD v 4CBE (g-g).

3. Chứng minh tứ giác CDFE nội tiếp được đường tròn.

Tứ giác CDFE có ÂDC = ÂEF (4ACD v 4CBE).
⇒ CDFE nội tiếp.

O

D F
A

C

E

B

�

} Bài 10. Từ một điểm A nằm ngoài đường tròn (O;R) ta vẽ hai tiếp tuyến AB, AC với đường
tròn (B, C là tiếp điểm). Trên cung nhỏ BC lấy một điểmM , vẽMI ⊥ AB,MK ⊥ AC (I ∈ AB,
K ∈ AC).

1. Chứng minh AIMK là tứ giác nội tiếp đường tròn.

2. Vẽ MP ⊥ BC (P ∈ BC). Chứng minh CPMK là tứ giác nội tiếp.

L Lời giải.

1. Chứng minh AIMK là tứ giác nội tiếp đường tròn.
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Tứ giác AIMK có ÂIM+ ÂKM = 90◦+90◦ = 180◦

nên AIMK nội tiếp.

2. Vẽ MP ⊥ BC (P ∈ BC). Chứng minh CPMK là
tứ giác nội tiếp.

Tứ giác CPMK có ĈPM+ĈKM = 90◦+90◦ = 180◦

nên CPMK nội tiếp.

I
B

A

PM

K

C

O

�

} Bài 11. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB = 2R và tia tiếp tuyến Ax cùng phía với
nửa đường tròn đối với AB. Từ điểm M trên Ax kẻ tiếp tuyến thứ hai MC với nửa đường tròn
(C là tiếp điểm). AC cắt OM tại E, MB cắt nửa đường tròn (O) tại D (D khác B). Chứng minh
AMCO và AMDE là các tứ giác nội tiếp đường tròn.

L Lời giải.

Tứ giác AMCO có ÔAM + ÔCM = 90◦ + 90◦ = 180◦ nên
AMCO nội tiếp.
Hai tiếp tuyến AM và CM cắt nhau tại M nên MA = MC.
Mà OA = OC = R nên OM là trung trực của AC.

⇒ ÂEM = 90◦.
ÂDB nội tiếp và chắn nửa (O) nên ÂDB = 90◦.

Tứ giác AMDE có E, D kề nhau và ÂEM = ÂDM = 90◦.
⇒ AMDE nội tiếp.

D
C

M

O AB

E

�

} Bài 12. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB. Lấy điểm M thuộc đoạn thẳng OA, điểm
N thuộc nửa đường tròn (O). Từ A và B vẽ các tiếp tuyến Ax và By. Đường thẳng qua N và
vuông góc với NM cắt Ax, By lần lượt tại C và D.

1. Chứng minh ACNM và BDNM là các tứ giác nội tiếp đường tròn.

2. Gọi I là giao điểm của AN và CM , K là giao điểm của BN và DM . Chứng minh 4ANB
đồng dạng với 4CMD từ đó suy ra IMKN là tứ giác nội tiếp.

L Lời giải.

1. Chứng minh ACNM và BDNM là các tứ giác nội tiếp đường tròn.

Tứ giác ACNM có M̂AC + M̂NC = 90◦ + 90◦ = 180◦ nên ACNM nội tiếp.

Tứ giác BDNM có M̂BD + M̂ND = 90◦ + 90◦ = 180◦ nên BDNM nội tiếp.

2. Chứng minh 4ANB đồng dạng với
4CMD từ đó suy ra IMKN là tứ giác
nội tiếp.

Ta có ÂNB nội tiếp và chắn nửa (O) nên

ÂNB = 90◦. Xét 4ANB và 4CMD có{
N̂AB = M̂CD (vì ACNM nội tiếp)

N̂BA = M̂DC (vì BDNM nội tiếp).
⇒4ANB v 4CMD (g-g).

⇒ ĈMD = ÂNB = 90◦.
⇒ ĈMD + ÂNB = 180◦.
⇒ IMKN nội tiếp.

C

D

N

O AB M

IK
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�

} Bài 13. Cho hình vuông ABCD cạnh a. Trên hai cạnh AD và CD lần lượt lấy các điểm M

và N sao cho M̂BN = 45◦. BM và BN cắt AC theo thứ tự tại E và F .

1. Chứng minh các tứ giác BENC và BFMA nội tiếp được trong một đường tròn.

2. Chứng tỏ MEFN là tứ giác nội tiếp.

L Lời giải.

1. Chứng minh các tứ giác BENC và BFMA nội tiếp được trong một đường tròn.

Vì ABCD là hình vuông nên M̂AF = ÊCN = 45◦.

Tứ giác BENC có B, C kề nhau và ÊBN = ÊCN =
45◦ nên BENC nội tiếp.

Tứ giác BFMA có A, B kề nhau và M̂AF = M̂BF =
45◦ nên BFMA nội tiếp.

2. Chứng tỏ MEFN là tứ giác nội tiếp.

BENC nội tiếp ⇒ M̂EN = B̂CN = 90◦.

BFMA nội tiếp ⇒ M̂FN = B̂AM = 90◦.

Tứ giác MEFN có E, F kề nhau và M̂EN = M̂FN =
90◦ nên MEFN nội tiếp.

B

E

F

C

N

A DM

�

} Bài 14. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn; AD và CE là hai đường cao cắt nhau tại H; O là
tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Gọi M là điểm đối xứng của B qua O, I là giao điểm
của BM và DE, K là giao điểm của AC và HM .

1. Chứng minh rằng các tứ giác AEDC và DIMC nội tiếp.

2. Chứng minh OK ⊥ AC.

3. Cho ÂOK = 60◦. Chứng minh tam giác HBO cân.

L Lời giải.

1. Ta có ÂEC = ÂDC = 90◦ (AD, CE là đường cao của 4ABC).

Tứ giác AEDC có hai đỉnh D, E kề nhau và ÂEC = ÂDC = 90◦ nên AEDC nội tiêp được
đường tròn.

Vì tứ giác AEDC nội tiếp nên B̂AC = B̂DI (cùng bù với ÊDC).

Mặt khác B̂AC = B̂MC (góc nội tiếp cùng chắn B̃C) suy ra B̂DI = B̂MC, do đó tứ giác
DIMC nội tiếp.
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2. Từ giả thiết BM là đường kính, ta có MA ⊥
AB, lại có CH ⊥ AB, suy ra AM ∥ CH. (1)
Do CM ⊥ BC, AD ⊥ BC nên AH ∥ CM . (2)
Từ (1) và (2) suy ra tư giác AHCM là hình bình
hành. Từ đó K là trung điểm của AC. Suy ra
OK ⊥ AC.

3. 4AKO vuông tại K có ÂOK = 60◦, suy ra

ÔAK = 30◦, dẫn đến OK =
1

2
OA =

1

2
OB. Lại

do OK là đường trung bình của tam giác BHM

nên OK =
1

2
BH.

Từ đó BH = OB, hay 4BHO cân tại O.

D

A

K
E

I

B

H

C

M

O

�

} Bài 15. Từ một điểm A ngoài đường tròn (O), kẻ các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn (B,
C là các tiếp điểm). Trên tia đối của tia BC, lấy điểm D. Gọi E là giao điểm của DO và AC.
Qua E, vẽ tiếp tuyến thứ hai với đường tròn (O), có tiếp điểm là M ; tiếp tuyến này cắt đường
thẳng AB ở K.

1. Chứng minh bốn điểm D,B,O,M cùng thuộc một đường tròn.

2. Chứng minh D,B,O,M,K cùng thuộc một đường tròn.

L Lời giải.

D

B

E

M

C

A

O

K

1. Ta có OE là tia phân giác của M̂OC ⇒ M̂OE =
1

2
M̂OC.

Lại có M̂BC =
1

2
M̂OC (góc nội tiếp và góc ở tâm cùng chắn M̄C).

Do đó M̂OE = M̂BC ⇒ M̂OD = M̂BD.
Tứ giác DBOM có O, B kề nhau và M̂OD = M̂BD nên DBOM nội tiếp.
Vậy bốn điểm D,B,O,M cùng thuộc một đường tròn. (1)

2. Ta có ÔMC = ÔBK = 90◦ (tính chất tiếp tuyến).

Tứ giác BOMK có ÔMC + ÔBK = 180◦ nên BOMK nội tiếp. (2)
Từ (1) và (2) suy ra năm điểm D,B,O,M,K cùng thuộc một đường tròn.

�
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Đường tròn ngoại tiếp. Đường tròn nội tiếp§8

Tóm tắt lí thuyết1

Định nghĩa 12. � Đường tròn đi qua tất cả các đỉnh của một đa giác gọi là đường tròn ngoại
tiếp đa giác và đa giác được gọi là đa giác nội tiếp đường tròn

� Đường tròn tiếp xúc với tất cả các cạnh của đa giác được gọi là đường tròn nội tiếp đa giác
và đa giác gọi là đa giác ngoại tiếp đường tròn.

Định lí 23. Bất kì đa giác đều nào cũng có một và chỉ một đường tròn ngoại tiếp, có một và chỉ
một đường tròn nội tiếp.

4! 34. Trong đa giác đều, tâm của đường tròn nội tiếp trùng với tâm của đường tròn ngoại tiếp
và được gọi là tâm của đa giác đều.

Các ví dụ2

b Ví dụ 1. 1. Vẽ đường tròn tâm (O), bán kính 2 cm.

2. Vẽ hình vuông nội tiếp đường tròn (O) ở câu a).

3. Tính bán kính r đường tròn nội tiếp hình vuông ở câu b) rồi vẽ đường tròn (O; r).

L Lời giải.

1.

2.

3. ABCD là hình vuông có đường chéo AC = 4 (cm)

⇒ AB =
AC√

2
= 2
√

2. Vậy hình vuông có cạnh 2
√

2.

Đường tròn nội tiếp hình vuông ABCD có bán kính

r =
AB

2
=
√

2 cm.

B

D

OA C

�

b Ví dụ 2. Cho một đa giác đều n cạnh có độ dài mỗi cạnh là a. Hãy tính bán kính R của
đường tròn ngoại tiếp và bán kính r của đường tròn nội tiếp đa giác đều đó.

L Lời giải.
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Gọi A, B là 2 đỉnh liên tiếp của đa giác đều n cạnh. Gọi O là tâm đa giác
đều.

Ta có ÂOB =
360◦

n
.

Kẻ OH vuông góc AB, H ∈ AB. Ta có 4OHA vuông tại H và

HA =
AB

2
=
a

2
.

Hơn nữa ta có ĤOA =
ÂOB

2
=

180◦

n
.

Khi đó

� Bán kính đường tròn ngoại tiếp bằng R = OA =
HA

sin 180◦

n

.

� Bán kính đường tròn nội tiếp bằng r = OH = HA cot
180◦

n
.

O

B
A

H

�

b Ví dụ 3. Tính diện tích lục giác đều nội tiếp đường tròn bán kính R.

L Lời giải.

Ta có AB = R nên suy ra tam giác OAB đều. Tương tự ta có các
tam giác OBC, OCD, ODE, OEF , OAF là các tam giác đều cạnh
R.
Vậy diện tích lục giác ABCDEF là

6 · SOAB = 6 · R
2
√

3

4
=

3
√

3R2

2
.

OA D

CB

EF

�

b Ví dụ 4. Cho ngũ giác đều ABCDE. Gọi I là giao điểm của AD và BE. Chứng minh
rằng

1. DIBC là hình bình hành;

2. DI2 = AI · AD.

L Lời giải.
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1. Ta có ÊID =
1

2

Ä
sđÃB + sđD̃E

ä
=

1

2
sđẼC = ÊBC.

Suy ra AD ∥ BC, chứng minh tương tự, ta có BE ∥ CD.
Vậy DIBC là hình bình hành.

2. Xét tam giác AIE và tam giác AED, ta có

� Góc A chung;

� ÂEI = ÂDE.

⇒4AIE v 4AED (g - g) suy ra
AI

AE
=
AE

AD
suy ra

AI · AD = AE2 ·BC2 = DI2

A

I

O

E B

CD

�

b Ví dụ 5. Cho tứ giác ABCD nội tiếp một đường tròn và ngoại tiếp một đường tròn
khác. Gọi các tiếp điểm với đường tròn nội tiếp theo thứ tự là M , P , Q, N . Chứng minh
rằng QM vuông góc PN .

L Lời giải.

Ta có sđP̄M = 2ÂMP = 180◦ − Â. (1)

sđQ̃N = 2Q̂NC = 180◦ − Ĉ. (2)

Lại có ABCD nội tiếp suy ra Â+ Ĉ = 180◦. (3)

Từ (1), (2) và (3) suy ra sđP̄M + sđQ̃N = 180◦ do
đó QM ⊥ PN .

M B

P

A

C

D
I

O

Q
N

�

Luyện tập3

} Bài 1.

1. Vẽ 4ABC đều cạnh a.

2. Vẽ đường tròn (O;R) ngoại tiếp 4ABC. Tính R.

3. Vẽ đường tròn (O; r) nội tiếp 4ABC. Tính r.

4. Vẽ tam giác đều IJK ngoại tiếp (O;R).
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L Lời giải.

r

O

C

I

B

J

A

K

�

} Bài 2. Cho đường tròn tâm O bán kính R và điểm M nằm bên ngoài đường tròn đó. Qua
điểm M kẻ hai tiếp tuyến MA, MB với (O). Qua điểm M kẻ cát tuyến MCD với đường tròn (O)
(đường thẳng qua M cắt (O) tại C, D). Gọi I là trung điểm dây CD. Khi đó ngũ giác MAOIB
có phải là ngũ giác nội tiếp không?

L Lời giải.

A

B

O M

I
D

C

Ta có MA, MB là hai tiếp tuyến của (O) suy ra M̂AO = M̂BO = 90◦;
Xét đường tròn (O),

� OI là một phần đường kính;

� CD là dây;

� IC = ID

⇒ OI ⊥ CD ⇒ ÔIM = 90◦. Vậy MAIOB nội tiếp đường tròn đường kính OM . �

} Bài 3. Cho hình thang vuông ABCD (Â = “D = 90◦) ngoại tiếp đường tròn (O), OB = 15 cm
và OC = 20 cm.

1. Chứng minh rằng 4BOC vuông;

2. Tính bán kính R của đường tròn (O);

3. Tính độ dài các cạnh AB và CD.
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L Lời giải.

O

K

BA

D C

1. Ta có BA, BC là hai tiếp tuyến của (O)

⇒ BO là phân giác góc BOC suy ra B̂OC =
1

2
ÂBC. (1)

Chứng minh tương tự ta có B̂CO =
1

2
B̂CD. (2)

Lại có tứ giác ABCD là hình thang nên ÂBC + B̂CD = 180◦. (3)

Từ (1), (2) và (3) ta có B̂OC + B̂CO = 90◦. Vậy tam giác BOC vuông tại O.

2. Tam giác OBC vuông tại BC2 = OB2 +OC2 = 625. Do đó BC = 25.
Gọi K là hình chiếu của O lên BC. Xét tam giác OBC vuông tại O, ta có

OB ·OC = OK ·BC ⇒ OK =
OB ·OC
BC

=
15 · 20

25
= 12.

Vậy R = 24.

3. Gọi H là hình chiếu của B lên CD. Ta có BH = AD = 2R = 24.
Tam giác BHR vuông tại H, ta có HC =

√
BC2 −BH2 =

√
252 − 242 = 7.

Ta có HC = CD − AB. Suy ra CD − AB = 7.
Tứ giác ABCD ngoại tiếp nên AB + CD = AD + BC suy ra AB + CD = 49. Do đó
AB = 21, CD = 28.

�

} Bài 4. Cho một lục giác đều bán kính R. Kẻ các đường chéo nối các đỉnh cách nhau một đỉnh.
Tính diện tích lục giác có đỉnh là giao điểm của các đường chéo đó.

L Lời giải.

I

M

A D

C

K

B

P

E

L

F

N
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Kí hiệu các đỉnh như hình bên. Ta có 4AMN đều (vì các góc bằng 60◦).

4ANB cân vì ÂBN = B̂AN = 30◦; tương tự ta có 4AMF cân do đó

FM = MN = NB =
BF

3
=

R√
3
.

MNPQ là lục giác đều có diện tích bằng
MN2

√
3

4
· 6 =

R2
√

3

2
. �

} Bài 5. Đường tròn tâm O nội tiếp hình vuông ABCD, tiếp điểm trên AB là M . Một tiếp
tuyến với (O) cắt các cạnh BC, CD lần lượt ở E, F . Chứng minh rằng

1. Các tam giác DFO và BOE đồng dạng.

2. ME song song với AF .

L Lời giải.

O

M

N

F

E

BA

CD

1. Xét tam giác 4DFO, ta có D̂OF + D̂FO + ÔDF = 180◦

⇒ D̂OF + D̂FO = 145◦ (do ÔDF = 45◦). (1)

Xét tứ giác DBEF , ta có “D + “B + “E + F̂ = 360◦ ⇒ D̂EF + B̂EF = 270◦.
Mặt khác ta có FO, EO lần lượt là phân giác góc DFE và BEF nên ta có

D̂FO =
1

2
D̂FE và B̂EO =

1

2
B̂EF

Suy ra D̂FO + B̂EO = 145◦ (2)

Từ (1) và (2) suy ra D̂OF = B̂EO.
Xét tam giác DOF và tam giác BEO, ta có

� ÔDF = ÔBE = 45◦;

� D̂OF = B̂EO (chứng minh trên).

⇒4DOF v 4BEO (g - g).

2. 4DOF v 4BEO ⇒ DF

BO
=
DO

BE
⇒ DF ·BE = DO ·BO =

BD2

4
=
AB2

2
= BM · AD.

⇒ BM

DF
=
BE

AD

Xét tam giác ADF và EBM , ta có

� ÂDF = M̂BE;

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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�
BM

DF
=
BE

AD
.

Suy ra 4ADF v 4EBM ⇒ B̂ME = ÂFD.

Mặt khác ta có B̂AF = ÂFD (AB ∥ CD).

Duy ra B̂ME = B̂AF suy ra ME ∥ AF .

�

} Bài 6. Cho hình thang cân ABCD (AB ∥ CD) ngoại tiếp đường tròn (O; r) và CD = 4AB.

1. Gọi H là hình chiếu của O lên AD. Chứng minh rằng HD = 4HA;

2. Tính AB và CD theo r.

L Lời giải.

1. Gọi I, K lần lượt là hình chiếu của O lên AB và CD. Ta

có AI =
AB

2
; DK =

CD

2
. (1)

Theo tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau, ta có HA = AI,
HD = DK. (2)
Lại có CD = 4AB. (3)
Từ (1), (2) và (3) suy ra HD = 4HA.

2. Tam giác AOD vuông tại O có đường cao OH, ta có

r2 = OH2 = HA ·HD = 4 ·HA2.

Vậy HA =
r

2
.

I
A

D

H

B

C

O

K

�

} Bài 7. Cho tam giác ABC, các đường trung tuyến BD và CE cắt nhau tại I. Cho biết tứ giác
ADIE ngoại tiếp được một đường tròn. Chứng minh rằng tam giác ABC cân.

L Lời giải.

Ta có ADIE là tứ giác ngoại tiếp suy ra AD+ IE = AE + ID.
Không mất tính tổng quát giả sử AB < AC khi đó ta chứng minh
được BD < CE suy ra ID < IE. Do đó AE + ID < AD + EI
(mâu thuẩn). Vậy AB = AC.

A

I

E

B C

D

�
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Độ dài đường tròn, cung tròn§9

Tóm tắt lý thuyết1

1.1 Độ dài đường tròn

1. Độ dài đường tròn (hay “Chu vi hình tròn”) được kí
hiệu là C.

2. Độ dài C của một đường tròn bán kình R được tính
theo công thức

C = 2πR.

3. Nếu gọi d là đường kính của đường tròn (d = 2R) thì

C = πd.

d

R
A B

O

Trong đó π đọc là “pi” và π ≈ 3,14 (π = 3,14159265 . . .).

1.2 Độ dài cung tròn

1. Đường tròn bán kính R (ứng với cung 360◦) có độ dài là 2πR.

2. Mỗi cung 1◦ bán kính R có độ dài là

2πR

360
=
πR

180
.

3. Một cung n◦, bán kính R có độ dài

l =
πRn

180
.

Các ví dụ2

b Ví dụ 1. 1. Tính độ dài cung 30◦ của một đường tròn có bán kính 5 cm.

2. Tính chu vi của một vành xe đạp có đường kính 65 cm.

L Lời giải.
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1. Độ dài cung 30◦ của đường tròn có bán kính 5 cm là

l =
πRn

180
=
π · 5 · 30

180
=

5π

6
≈ 2,6 (cm).

2. Chu vi của vành xe đạp đường kính 65 cm là

C = πd = 65π ≈ 204,2 (cm).

�

b Ví dụ 2. Tính độ dài của đường tròn, biết

1. Đường tròn có bán kính bằng 6 cm.

2. Đường tròn có đường kính 8 cm.

3. Đường tròn ngoại tiếp tam giác đều cạnh bằng 2
√

3 cm.

L Lời giải.

1. Độ dài đường tròn bán kính 6 cm là

C = 2πR = 2 · π · 6 ≈ 37,7 (cm).

2. Độ dài đường tròn đường kính 8 cm là

C = πd = 8π ≈ 25,1 (cm).

3.

Giả sử có O là tâm đường tròn ngoại tiếp4ABC.
Qua A kẻ đường cao AH. Khi đó ta có

R = OA =
2

3
AH =

2

3
· 2
√

3 ·
√

3

2
= 2 (cm).

Vậy độ dài đường tròn ngoại tiếp tam giác đều
ABC là

C = 2πR = 2 · π · 2 = 4π ≈ 12,57 (cm).

B

O

C

A

H

�

b Ví dụ 3. Một cái bàn tròn phục vụ trong nhà hàng có chu vi là 64π dm. Tính độ dài
cung 90◦ của cái bàn đó.

L Lời giải.

Ta có C = 64π (dm) ⇒ 2πR = 64π ⇔ R =
64π

2π
= 32 (dm).

Vậy độ dài cung 90◦ của cái bàn tròn là

l =
πRn

180
=
π · 32 · 90

180
= 16π ≈ 50,3 (dm).

�
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b Ví dụ 4. Xích đạo là một đường tròn lớn của Trái Đất có độ dài khoảng 40000 km. Hãy
tính bán kính của Trái Đất.

L Lời giải.

Gọi R là bán kính của Trái đất. Theo đề bài ta có

2πR = 40000⇒ R =
40000

2π
≈ 6636 (km).

�

b Ví dụ 5. Cho đường tròn (O), dây AB = 9 cm có khoảng cách đến tâm bằng một nửa
bán kính của đường tròn.

1. Tính chu vi đường tròn.

2. Tính độ dài cung nhỏ AB.

L Lời giải.

1. Kẻ OH ⊥ AB. Khi đó HA = HB (tính chất đường kính và
dây cung).

⇒ HB =
1

2
AB =

1

2
· 9 = 4,5 (cm).

Trong tam giác vuông OHB, ta có

� sinB =
OH

OB
=

1

2
⇒ “B = 30◦.

� cosB =
HB

OB
⇒ OB =

HB

cosB
=

4,5

cos 30◦
= 3
√

3 (cm).

Chu vi đường tròn: C = 2πR = 2π · 3
√

3 ≈ 32,65 (cm).

2. Ta có “B = 30◦;

⇒ B̂OH = 90◦ − 30◦ = 60◦

⇒ ÂOB = 2B̂OH = 2 · 60◦ = 120◦

⇒ sđÃB = 120◦.

A B
H

O

Độ dài cung nhỏ AB: l
ÃB

=
πRn

180
=
π3
√

3 · 120

180
≈ 10,88 (cm). �

b Ví dụ 6. Cho đường tròn (O) đường kính AB. Vẽ dây CD vuông góc với AB tạiM . Giả
sử AM = 1 cm, CD = 2

√
3 cm. Tính

1. Độ dài đường tròn.

2. Độ dài của C̆AD.

L Lời giải.
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1. Ta có AB ⊥ CD tại M (giả thiết) nên

MC = MD = CD : 2 =
√

3 (cm) (tính chất đường kính và
dây cung).

Lại có ÂCB = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).
Do đó, 4ACB vuông tại C có đường cao CM (CD ⊥ AB
tại M).
Theo hệ thức liên hệ giữa đường cao trong tam giác vuông
ACB ta có

A
M O

B

C

D

MC2 = MA ·MB

⇒ MB =
MC2

MA
=

Ä√
3
ä2

1
= 3

⇒ R =
1

2
AB =

1

2
(AM +MB) = 2 (cm).

Độ dài đường tròn: C = 2πR = 2π · 2 = 4π ≈ 12,57 (cm).

b) Ta có AM = 1 cm, OA = 2 cm ⇒MA = MO = 1 cm.
Xét tứ giác OCAD có

MC = MD (chứng minh trên)

MA = MO (chứng minh trên)

CD ⊥ OA (giả thiết)

⇒ OCAD là hình thoi.

⇒ CA = CO = OA (cùng bằng 2 cm) nên 4OAC đều

⇒ ÂOC = 60◦ ⇒ ĈOD = 120◦.
Độ dài của C̆AD

l
C̆AD

=
πRn

180
=
π · 2 · 120

180
=

4π

3
≈ 4,19 (cm).

�

Luyện tập3

} Bài 1.
Tính chu vi của hình bên, biết OA = 4 cm.

A B
O

L Lời giải.
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Hình bên là hình giới hạn bởi hai nửa đường tròn đường kính 4 cm và một nửa đường tròn đường
kính AB = 8 cm nên chu vi của hình đó là

1

2
· 8π + π · 4 = 8π ≈ 25,13 (cm).

�

} Bài 2. Tính độ dài đường tròn ngoại tiếp của

1. Một tam giác vuông có hai cạnh góc vuông là 6 cm và 8 cm.

2. Một tam giác vuông cân có cạnh góc vuông bằng 4 cm.

L Lời giải.

1. Đường tròn ngoại tiếp tam giác vuông nhận cạnh huyền làm đường kính.
Theo định lý Py-ta-go, ta có

62 + 82 = 36 + 64 = 100⇒ cạnh huyền bằng 10 cm.

Vậy độ dài đường tròn ngoại tiếp tam giác vuông với đường kính bằng 10 cm là

C = πd = 10π ≈ 31,42 (cm).

2. Tương tự câu a), ta có d =
√

42 + 42 = 4
√

2.
Vậy độ dài đường tròn ngoại tiếp tam giác vuông cân với đường kính bằng 4

√
2 cm là

C = πd = 4
√

2π ≈ 17,77 (cm).

�

} Bài 3. Đường kính bánh xe của một chiếc xe đạp là 73 cm. Hỏi

1. Bánh xe đó quay được bao nhiêu vòng khi xe đi được một đoạn đường 8 km?

2. Xe đi được bao nhiêu ki-lô-mét nếu bánh xe quay đủ 1000 vòng?

L Lời giải.

1. Bánh xe đạp quay được một vòng nghĩa là nó đi được một độ dài là chu vi của bánh xe.
Chu vi của bánh xe đạp: C = πd = 73π (cm).
Số vòng mà bánh xe quay được khi đi đoạn đường dài 8 km = 800000 cm là

800000 : (73π) ≈ 3488 (vòng).

2. Đoạn đường mà xe đi được khi bánh xe quay đủ 1000 vòng là

1000 · 73π ≈ 229336,3 (cm).

Đổi 229336,3 (cm) ≈ 2,29 (km).
Vậy xe đi được khoảng 2,29 km khi bánh xe quay đủ 1000 vòng.

�
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} Bài 4. Chiếc máy cày có bánh xe sau lớn hơn hai bánh xe trước. Biết rằng khi bơm căng, bánh
xe trước có đường kính 0,8 m, bánh xe sau có đường kính 1,5 m. Hỏi bánh xe sau lăn được 16
vòng thì bánh xe trước lăn được bao nhiêu vòng?

L Lời giải.

Bánh xe lăn được một vòng nghĩa là nó đi được một độ dài là chu vi của bánh xe.

� Chu vi bánh xe trước: C1 = πd = 0,8π (m).

� Chu vi bánh xe sau: C2 = πd = 1,5π (m).

Độ dài bánh xe sau khi lăn được 16 vòng: 16 · 1,5π = 24π (m).
Số vòng mà bánh xe trước đã lăn khi bánh xe sau lăn được 16 vòng là

24π : 0, 8π = 30 (vòng).

Vậy khi bánh xe sau lăn được 16 vòng thì bánh xe trước sẽ lăn 30 vòng. �

} Bài 5.
Cho ba điểm A, B, C thẳng hàng sao cho điểm B nằm giữa
hai điểm A và C (hình vẽ bên). Chứng minh rằng độ dài của
nửa đường tròn đường kính AC bằng tổng độ dài của hai nửa
đường tròn đường kính AB và BC.

A B C

L Lời giải.

Gọi C1, C2, C3 lần lượt là độ dài của các nửa đường tròn đường kính AC, AB và BC. Khi đó

C1 =
1

2
· π · AC =

π

2
AC;

C2 =
1

2
· π · AB =

π

2
AB;

C3 =
1

2
· π ·BC =

π

2
BC.

Xét C2 + C3 =
π

2
AB +

π

2
BC =

π

2
(AB +BC) =

π

2
AC = C1.

Vậy C1 = C2 + C3 (điều phải chứng minh). �

} Bài 6. Cho (O;OM). Vẽ đường tròn (O′) đường kính OM . Một bán kính OA của (O) cắt (O′)
ở B. Chứng minh hai cung MA và MB có độ dài bằng nhau.

L Lời giải.
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Trên (O′) đặt M̂OA = α thì B̂O′M = 2α (góc nội tiếp và
góc ở tâm cùng chắn cung BM).

Suy ra sđĀM = α, sđM̄B = 2α. Do đó

l
M̄A

=
π ·OM · α

180◦
(1)

l
M̄B

=
π ·OM · 2α

180◦ · 2
=
π ·OM · α

180◦
. (2)

Từ (1) và (2) suy ra l
M̄A

= l
M̄B

.

Vậy hai cung M̄A và M̄B có độ dài bằng nhau.

α 2α

A

M

B

O O′

�

} Bài 7. Hãy so sánh độ dài của ba đường cong a, b và c trong hình vẽ bên dưới, biết AB =
BC = CD và AD = 6 cm.

6 cm

a
b

c

A
B C

D

L Lời giải.

Gọi Ca, Cb và Cc là độ dài của ba đường cong a, b và c.
Theo hình vẽ, ta có Ca là độ dài của ba nửa đường tròn đường kính 2 cm nên

Ca = 3 · π · 2
2

= 3π (cm). (1)

Tương tự Cb là độ dài của hai nửa đường tròn đường kính 3 cm nên

Cb = π · 3 = 3π (cm). (2)

Cc là độ dài của một nửa đường tròn đường kính 6 cm nên

Cc =
π · 6

2
= 3π (cm). (3)

Từ (1), (2) và (3) suy ra Ca = Cb = Cc.
Vậy ba đường cong a, b và c có độ dài bằng nhau. �
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Ôn tập chương III§10

} Bài 1. Cho đường tròn tâm O, đường kính AB = 2R. Lấy M ∈ (O) với AM < BM . Trên
cạnh MB lấy điểm C sao cho MC = MA. Gọi OD là bán kính vuông góc với AB (M và D ở hai
bên đường thẳng AB)

1. Chứng minh ÂMB = 90◦. Tính theo R độ dài các cạnh của 4ABD.

2. Chứng tỏ MD là phân giác ÂMB và MD ⊥ AC.

3. Chứng minh rằng D là tâm của đường tròn (ABC).

4. Đường tròn (ABC) cắt MD tại I. Chứng minh I là tâm đường tròn nội tiếp 4MAB.

L Lời giải.

BA
O

D

M

C
I

1. Vì M thuốc đường tròn đường kính AB nên ÂMB = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường
tròn).

Tương tự ta có ÂDB = 90◦, vàOD ⊥ AB nênD nằm chính giữa cung AB, suy raDA = DB.
Theo định lý Pythagore, AB2 = DA2 +DB2 ⇔ (2R)2 = 2DA2 ⇔ DA = DB = R

√
2.

2. Vì OD ⊥ AB nên D nằm chính giữa cung AB, hay sđD̃A = sđD̃B,

suy ra ÂMD = D̂MB (góc nội tiếp cùng chắn hai cung bằng nhau).

Vậy MD là phân giác ÂMB.
Mặt khác MA = MC nên 4MAC cân tại M nên MD ⊥ AC (trong tam giác cân đường
phân giác còn là đường cao).
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3. Theo câu b), ta có MD là đường trung trực AC nên DA = DC = DB, khi đó D là tâm của
đường tròn (ABC).

4. Vì D là tâm của đường tròn (ABC) và MD ⊥ AC nên sđÎA = sđÎC,

suy ra ÂBI = ÎBC (góc nội tiếp cùng chắn hai cung bằng nhau).
Khi đó, BI là tia phân giác góc ABI.
Vậy I là tâm đường tròn nội tiếp 4MAB.

�

} Bài 2. Cho đường tròn (O;R) và điểm A nằm ngoài đường tròn (O). Vẽ hai tiếp tuyến AB,AC
của đường tròn (O) (B,C là hai tiếp điểm). Vẽ cát tuyến ADE của đường tròn (O) (D,E thuộc
đường tròn (O); D nằm giữa A và E, tia AD nằm giữa hai tia AB, AO).

1. Chứng minh rằng A,B,O,C cùng thuộc một đường tròn và xác định tâm của đường tròn
này.

2. Chứng minh rằng AB2 = AD · AE.

3. Gọi H là giao điểm của OA và BC. Chứng minh rằng 4AHD v 4AEO và tứ giác DEOH
nội tiếp.

4. Đường thẳng AO cắt đường tròn (O) tại M , N (M nằm giữa A và O). Chứng minh rằng
EH

AN
=
MH

AD
.

L Lời giải.

E

N

C

OA

D

M H

B

1. Ta có: AB,AC là hai tiếp tuyến của (O) nên AB ⊥ OB, AC ⊥ OC,

suy ra ÔBA = ÔCA = 90◦.
Vậy tứ giác OBAC nội tiếp đường tròn đường tròn đường kính OA có tâm K là trung điểm
OA.

2. Xét hai tam giác 4ABD và 4AEB, có

B̂AE : chung

ÂBD = B̂EA( góc nội tiếp và góc tiếp tuyến cùng chắn cung BD).

nên 4ABD v AEB (g-g), suy ra
AB

AE
=
AD

AB
Vậy AB2 = AD · AE.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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3. Trong tam giác vuông ABO, ta có AB2 = AH · AO, do đó AH · AO = AD · AE(= AB2).

Suy ra,
AH

AD
=
AO

AE
và D̂AH: chung

nên 4AHD v 4AEO (c-g-c) ⇒ ÂHD = ÂEO.
Do đó tứ giác DEOH nội tiếp (tứ giác có góc trong bằng góc đối ngoài).

4. Ta có D̂EM =
D̂OM

2
, D̂OM = D̂EH ⇒D̂EM =

D̂EH

2
⇒D̂EM = M̂EH.

Suy ra EM là đường phân giác của 4EAH ⇒ EH

AE
=
MH

AM
(1).

Mặt khác 4AEM v 4AND (g-g) ⇒ AE

AN
=
AM

AD
(2).

Từ (1), (2) cho :
EH

AE
· AE
AN

=
MH

AM
· AM
AD

.

Vậy
EH

AN
=
MH

AD
.

�

} Bài 3. Cho nửa đường tròn tâm O, đường kính AB = 2R. Trên tia đối của tia AB lấy điểm
E. Hai tiếp tuyến EM và Bx của (O) cắt nhau tại D (M thuộc (O)).

1. Chứng minh rằng 4 điểm O,M,D,B cùng thuộc một đường tròn.

2. Chứng minh 4EMA v 4EBM , suy ra EM2 = EO2 −R2.

3. Trên đoạn ME lấy điểm C sao cho hai góc ĈAM , ÊDO bằng nhau.
Chứng minh rằng OC ∥MB.

4. Giả sử M là trung điểm đoạn ED. Tính EM theo R.

L Lời giải.

D

B
E O

I J

A

M

C

1. Vì EM và BD là tiếp tuyến với đường tròn (O) nên D̂MO = D̂BO = 90◦.
Vậy tứ giác DMOB nội tiếp, suy ra 4 điểm O,M,D,B cùng thuộc một đường tròn.

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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2. Xét hai tam giác 4EMA và 4EBM , ta có

ĈEA : chung

ÊMA = M̂BA (góc nội tiếp và góc tiếp tuyến cùng chắn cung MA).

Vậy 4EMA v 4EBM .

Khi đó
EM

EB
=

EA

EM
⇔ EM2 = EA · EB = (EO +R)(EO −R) = EO2 −R2.

Suy ra EM2 = EO2 −R2.

3. Ta có ĈAM = ÊDO.
Mà ĈMA = M̂BA (góc nội tiếp và góc tiếp tuyến cùng chắn cung MA)

M̂DO = M̂BA (góc nội tiếp cùng chắn cung MA trong tứ giác nội tiếp DMOB).

Suy ra ĈAM = ĈMA, nên 4CAM cân tại C, do đó CM = CA.
Mặt khác OA = OM = R, suy ra OC là đường trung trực của MA, do đó OC ⊥MA.
Mà MB ⊥MA (Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).
Vậy OC ∥MB.

4. Gọi I là giao điểm của CO và AM ; J là giao điểm của DO và BM .
Vì CO ⊥ AM ; DO ⊥ BM nên tứ giác MIOJ là hình chữ nhật vì M̂ = Î = Ĵ .
Suy ra MA ∥ OD, mà M là trung điểm của ED nên A là trung điểm của EO.
Vậy EM2 = EO2 −R2 = (2R)2 −R2 = 3R2 ⇒ EM = R

√
3.

�

} Bài 4. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O;R). Gọi đường tròn (I; r) đường tròn nội
tiếp tam giác ABC, H là tiếp điểm của AB với đường tròn (I), D là giao điểm của AI với đường
tròn (O), DK là đường kính của đường tròn (O). Gọi d là độ dài của OI. Chứng minh rằng

4AHI v 4KCD.a) DI = DB = DC.b)

IA · ID = R2 − d2.c) d2 = R2 − 2Rr (định lí Euler).d)

L Lời giải.

O

C

D

B

H

A
K

I

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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1. Xét hai tam giác 4AHI và 4KCD.

ÂHI = 90◦ (H là tiếp điểm của đường tròn nội tiếp với cạnh tam giác),

K̂CD = 90◦ (Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).

Suy ra ÂHI = K̂CD (1).

Vì AI là tia phân giác nên B̂AD = D̂AC.

Mà D̂KC = D̂AC (góc nội tiếp cùng chắn cung D̃C).

Do đó D̂KC = B̂AD (2).
Từ (1) và (2), 4AHI v 4KCD.

2. Vì AI là tia phân giác nên B̂AD = D̂AC, do đó D̃C = D̃B (tính chất góc nội tiếp).
Suy ra DB = DC (3).

Mặt khác B̂ID = ÎAB + ÎBA (góc ngoài tam giác).

ÎBD = ÎBC + ĈBD.
mà ÎBC = ÎBD và ÎBA = ÎAC = ĈBD.
Nên B̂ID = ÎBD, do đó tam giác DBI cân tại D, suy ra DI = DB (4).
Từ (3) và (4), DI = DB = DC.

3.

Gọi M,N là giao điểm của IO với đường tròn (O).
Xét hai tam giác 4MAI và 4DNI.
M̂AI = ÎND (góc nội tiếp cùng chắn cung M̄D).

M̂IA = D̂IN (đối đỉnh).

Suy ra 4MAI v 4DNI, do đó
IA

IN
=
IM

ID
.

C

N

D

B

M
I O

A

Khi đó IA · ID = IM · IN = (OM −OI)(ON +OI) = (R− d)(R + d) = R2 − d2.

4. Theo câu a), ta có 4AHI v 4KCD,

suy ra
AI

KD
=
IH

CD
⇒ AI · CD = IH ·KD = 2Rr ⇔ AI · ID = 2Rr (do DI = DC).

mà IA · ID = R2 − d2.
Vậy d2 = R2 − 2Rr (định lí Euler).

�

} Bài 5. Cho điểm C thuộc nửa đường tròn đường kính AB. Kẻ tiếp tuyến Ax của nửa đường
tròn đó (Ax nằm trên cùng một nửa mặt phẳng có bờ là đường thẳng AB chứa nửa đường tròn).
Tia phân giác của góc CAx cắt nửa đường tròn tại D. Kéo dài AD và BC cắt nhau tại E. Kẻ
EH vuông góc với Ax tại H.

1. Chứng minh tứ giác AHEC nội tiếp đường tròn.

2. Chứng minh ÂBD = B̂DC.

3. Chứng minh tam giác ABE cân.

4. Tia BD cắt AC và Ax lần lượt tại F và K. Chứng minh AKEF là hình thoi.

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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L Lời giải.

B

C

E

x

A

K

O

F

H

D

1. Ta có ÂCB = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).

Suy ra ÂCE = 90◦ (kề bù).

Xét tứ giác AHEC ta có ÂCE = ÂHE = 90◦, suy ra tứ giác AHEC nội tiếp đường tròn
đường kính AE (tổng hai góc đối diện bằng 180◦).

2. Ta có ABCD nội tiếp nên B̂DC = D̂AC (1) (cùng nhìn cạnh DC).

Lại có ÂBD =
1

2
ÃD (góc nội tiếp); D̂Ax =

1

2
ÃD (góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung).

Suy ra ÂBD = D̂Ax.

Mà D̂Ax = D̂AC (do là phân giác).

Suy ra ÂBD = D̂AC (2).

Từ (1) và (2) suy ra ÂBD = B̂DC.

3. Xét 4DAB và 4DEB có

ÂDB = ÊDB = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn – kề bù).

BD chung.

ÂBD = B̂DC (cmt).

Suy ra 4DAB = 4DEB (g-c-g).
⇒ BA = BE(tương ứng).
Vậy tam giác ABE cân tại B.

4. Theo câu c), ta có 4DAB = 4DEB ⇒ DA = DE ⇒ D là trung điểm AE (3).
Xét 4DAF và 4DAK có

ÂDF = ÂDK = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn – kề bù).

AD chung.

D̂AF = D̂AK (do AD là phân giác).

Suy ra 4DAF = 4DAK (g-c-g).
⇒ DK = DF (tương ứng).
⇒ D là trung điểm KF (4).
Từ (3) và (4) ta có AKEF là hình bình hành (tứ giác có các đường chéo cắt nhau tại trung
điểm mỗi đường). Mà AE ⊥ KF ⇒, suy ra AKEF là hình thoi.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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�

} Bài 6. Cho đường tròn tâm O, đường kính AB cố định. H là điểm cố định thuộc đoạn OA
(H không trùng O và A). Qua H vẽ đường thẳng vuông góc với AB cắt đường tròn tâm O tại C
và D. Gọi K là điểm tùy ý thuộc cung lớn CD (K không trùng các điểm C;D và B). Gọi I là
giao điểm của AK và CD.

1. Chứng minh tứ giác HIKB nội tiếp đường tròn.

2. Chứng minh AI · AK = AH · AB.

3. Chứng minh khi điểm K thay đổi trên cung lớn CD của đường tròn tâm O thì tâm đường
tròn ngoại tiếp tam giác KCI luôn thuộc một đường thẳng cố định.

L Lời giải.

BHA

C

O

Q

D

I

K

1. Tứ giác HIKB có ÎHB = 90◦ (theo giả thiết).

Mặt khác ÎKB = ÂKB = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) suy ra tứ giác HIKB
nội tiếp đường tròn (tổng hai góc đối diện bằng 180◦)(đpcm).

2. Xét 4AIB và 4AHK có góc A chung, có ÎKH = ÎBH (cùng chắn cung HI của đường

tròn ngoại tiếp tứ giác HIKB). Suy ra 4AIB đồng dạng với 4AHK. Suy ra
AI

AH
=
AB

AK
⇒ AI · AK = AH · AB(đpcm).

3. Đường kính AB vuông góc với dây CD tại H (gt), suy ra HC = HD ⇒ AC = AD.

Suy ra sđÃC = sđÃD.

Suy ra ÂCD = ÂKC (cùng chắn hai cung bằng nhau).
Mặt khác tia CA và điểm K nằm trên hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ là đường thẳng CI.
Suy ra CA là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác KCI tại tiếp điểm C.
(Có thể chứng minh AC2 = AI · AK để suy ra CA là tiếp tuyến).
Gọi Q là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác KCI, suy ra Q nằm trên đường thẳng vuông
góc với CA tại C.
Mặt khác CB ⊥ CA (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn).
Vậy Q thuộc đường thẳng CB cố định (đpcm).

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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�

} Bài 7. Cho đường tròn (O) bán kính R và một dây cung BC cố định. Gọi A là điểm chính

giữa cung nhỏ B̃C. Lấy điểm M bất kì trên cung nhỏ ÃC, kẻ tia Bx vuông góc với tia MA ở I
và cắt tia CM tại D.

1. Chứng minh ÂMD = ÂBC và MA là tia phân giác của góc B̂MD.

2. Chứng minh A là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD và góc B̂CD có độ lớn không
phụ thuộc vào vị trí điểm M .

3. Tia DA cắt BC tại E và cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là F , Chứng minh AB là tiếp
tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BEF .

L Lời giải.

E

A

I

B

O

D

M

C

F

1. Ta có M̂AC + M̂CA =
1

2
sđM̄C +

1

2
sđĀM =

1

2
sđÃC = ÂBC.

Mặt khác ÂMD = M̂AC + M̂CA (góc ngoài của tam giác ACM) ⇒ ÂBC = ÂMD.

Ta có ÂMB = ÂCM = ÂMB = ÂMD ⇒MA là tia phân giác của góc B̂MD.

2. Do MI ⊥ BD ⇒ tam giác MBD cân tại M .
Suy ra MI là đường trung trực của BD ⇒ AB = AD,
mà AB = AC ⇒ AB = AC = AD ⇒ A là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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3. Trong tam giác vuông MID ta có ÎDM + ÎMD = 90o ⇒ ÎDM = 90o − ÎDM .

Vì ÎMD = ÂBC (không đổi) nên ÎDM không đổi hay B̂DM không đổi.

Xét đường tròn nội tiếp tam giác BEF ta có B̂FE là góc nội tiếp chắn cung BE.

Mà ÂBC = ÂCB = ÂFB
nên AB là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BEF .

�

} Bài 8. Cho tam giác ABC vuông tại A. Đường tròn tâm O đường kính AB cắt các đoạn BC
và OC lần lượt tại D và I. Gọi H là hình chiếu vuông góc của A lên OC; AH cắt BC tại M .

1. Chứng minh tứ giác ACDH là nội tiếp và ĈHD = ÂBC.

2. Chứng minh hai tam giác OHB và OBC đồng dạng với nhau và HM là tia phân giác của

góc B̂HD.

3. Gọi K là trung điểm của BD chứng minh MD ·BC = MB ·CD và MB ·MD = MK ·MC.

4. Gọi E là giao điểm của AM và OK; J là giao điểm của IM và (O) (J khác I). Chứng minh
hai đường thẳng OC và EJ cắt nhau tại một điểm trên (O).

L Lời giải.

B

E

A O

N

H

I

C

D

K

M

Q

J

1. Ta có ÂHC = 90◦ (AH ⊥ OC).

ÂDB = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đường kính AB).
Vậy AHDC nội tiếp đường tròn đường kính AC.

⇒ D̂AC = ĈHD (1) (góc nội tiếp cùng chắn cung CD).
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Mặt khác D̂AC = ÂBC =
1

2
sđĀID (2). (góc nội tiếp và góc tạo bởi tiếp tuyến và dây

cung).

Từ (1), (2) ⇒ ĈHD = ÂBC.

2. Xét hai tam giác 4AHO và 4CAO có

ĈHO = ĈAO = 90◦.

ĤAO = ÂCO (cùng phụ góc ĈOA).

Do đó, 4AHO v 4CAO (g-g) ⇒ AO

CO
=
HO

AO
.

Mà OA = OB vì AB đường kính đường tròn tâm (O).

Vậy
OB

CO
=
HO

OB
.

Xét 4OHB và 4OBC có

ĤOB = B̂OC(chung gócÔ)

OB

CO
=
HO

OB
.

Vậy 4OHB v 4OBC (c-g-c).

Ta có ĈDA = ĈHD (hai góc nội tiếp cùng chắn cung CD của đường tròn ngoại tiếp tứ
giác ACDH).

D̂BA = D̂AC (góc nội tiếp và góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung của đường tròn tâm O).

Mặt khác 4OHB v 4OBC ⇒ ÔHB = ĈBO = D̂BA.

Vậy ÔHB = D̂HC mà ÔHB + B̂HM = D̂HC + D̂HM = 90◦ (AH ⊥ OC). ⇒ B̂HM =

D̂HM ⇒ HM là đường phân giác của góc B̂HD.

3. Xét tam giác BHD, vì HM là phân giác của B̂HD ⇒ HB

HD
=
MB

MD
(?).

Mặt khác HM ⊥ HC ⇒ HC là đường phân giác ngoài tam giác BHD.

⇒ HB

HD
=
CB

CD
(??).

Từ (?) và (??) ⇒ CB

CD
=
MB

MD
⇒ CB ·MD = CD ·MB.

Gọi Q là giao điểm của AM với (O)

vì AH ⊥ OC ⇒ CQ là tiếp tuyến của của (O)⇒ ĈQO = 90◦.
Vậy năm điểm C;O;A;K;Q nội tiếp một đường tròn đường kính CO.
Bốn điêm B;A;D;Q cùng thuộc (O)⇒MB ·MD = MA ·MQ (3).
Năm điểm C;O;A;K;Q cùng thuộc một đường tròn (O)⇒MC ·MK = MA ·MQ (4).
Từ (3) và (4)⇒MB ·MD = MC ·MK.

4. Gọi N là giao điểm của CO và (O)⇒ ÎJN = 90◦ (5).
Mà MI ·MJ = MD ·MB = MK ·MC (chứng minh trên).
Vậy 4MCI v 4MKJ

⇒ M̂CI = M̂JK = M̂EO ⇒MKJE nội tiếp.

⇒ ÊJM = 90◦(6) Từ (5) và (6) ⇒ E; J ;N thẳng hàng.

�

} Bài 9. Cho đường tròn (O) ngoại tiếp tam giác nhọn ABC. Gọi M và N lần lượt là điểm
chính giữa của cung nhỏ AB và cung nhỏ BC. Hai dây AN và CM . cắt nhau tại điểm I. Dây
MNcắt các cạnh AB và BC lần lượt tại các điểm H và K.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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1. Chứng minh bốn điểm C,N,K, I cùng thuộc một đường tròn.

2. Chứng minh NB2 = NK ·NM .

3. Chứng minh tứ giác BHIK là hình thoi.

4. Gọi P,Q lần lượt là tâm của các đường tròn ngoại tiếp tam giác MBK, tam giác MCK và
E là trung điểm của đoạn PQ. Vẽ đường kính ND của đường tròn (O) . Chứng minh ba
điểm D,E,K thẳng hàng.

L Lời giải.

C

O

J

D

Q

N

P

B K

I

M
E

A

H

1. Chứng minh bốn điểm C, N , K, I cùng thuộc một đường tròn.
Vì M là điểm chính giữa cung nhỏ AB của (O) (giả thiết) nên

sđĀM = sđM̄B ⇒ ÂNM = B̂CM (hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau).
Xét tứ giác CNKI ta có

ÎNK = ÎCK(vì ÂNM = B̂CM)
⇒ CNKI là tứ giác nội tiếp (tứ giác có 2 đỉnh kề nhau cùng nhìn một cạnh dưới hai góc
bằng nhau).
Vậy C, N , K, I cùng thuộc một đường tròn.

2. Chứng minh NB2 = NK ·NM .
Vì N là điểm chính giữa cung nhỏ BC của (O) (giả thiết)

⇒ sdB̄N = sdÑC
⇒ B̂MN = N̂BC (hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau).
Xét 4BMN và 4KBN ta có

B̂NM là góc chung.

B̂MN = N̂BK (vì B̂MN = N̂BC)
⇒4BMN v 4KBN (g-g)

⇒ NB

NK
=
NM

NB
.

Vậy NB2 = NK ·NM .

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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3. Chứng minh tứ giác BHIK là hình thoi.
• Chứng minh BHIK là hình bình hành.
Gọi J là giao điểm của AN và BC.

Ta có sđĀM = sđM̄B (cmt).

⇒ ÂCM = B̂CM (hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau)

⇒ CM là phân giác của ÂCB ⇒ CI là phân giác trong của 4CAJ .
⇒ IA

IJ
=
CA

CJ
(1).

Ta có sđĀM = sđM̄B (cmt)⇒ ÂNM = B̂NM (hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau)

⇒ NM là phân giác của ÂNB.

⇒ NH là phân giác trong của 4NAB ⇒ HA

HB
=
NA

NB
(2).

Ta có sđB̄N = sđÑC
⇒ B̂AN = ĈAN (hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau).
Xét 4CAJ và 4NAB ta có

ÂCJ = ÂNB (hai góc nội tiếp cùng chắn ÃB)

B̂AN = ĈAJ (cmt)
⇒4CAJ ∼ 4NAB (g-g).

⇒ CA

NA
=

CJ

NB
⇒ CA

CJ
=
NA

NB
(3).

Từ (1), (2), (3) suy ra
IA

IJ
=
HA

HB
⇒ HI ∥ BJ (định lí Thales đảo) hay HI ∥ BK (4).

Chứng mình tương tự các ý ở trên, ta được KI ∥ BH (5).
Từ (4) và (5) suy ra BHIK là hình bình hành.
• Chứng minh BH = BK.
Ta có 4KBN v 4BMN (cmt)

⇒ BK

BM
=
BN

MN
⇒ BK =

BM.BN

MN
(6).

Chứng minh tương tự câu b) ta có

4HMB v 4BMN (g-g) ⇒ BH

BN
=
BM

MN
⇒ BH =

BM ·BN
MN

(7).

Từ (6) và (7) suy ra BH = BK.
Mà BHIK là hình bình hành nên BHIK là hình thoi.

4. Gọi P , Q lần lượt là tâm của các đường tròn ngoại tiếp tam giác MBK, tam giác MCK
và E là trung điểm của đoạn PQ. Vẽ đường kính ND của đường tròn (O). Chứng minh ba
điểm D,E,K thẳng hàng.

Ta có N̂BK = B̂MK (cmt) ⇒ BN là tiếp tuyến tại B của (P ) ⇒ BN ⊥ BP .

Mà BN ⊥ BD (vì D̂BN = 90◦ góc nội tiếp chắn nửa đường tròn tâm (O)
nên B, P , D thằng hàng.

Ta có 4PBK cân tại P (PB = PK) ⇒ B̂PK = 180◦ − 2 · P̂BK (8).
Ta có{
NB = NC

Ä
sØN̄B = sØÑC

ä
OB = OC

⇒ ON là đường trung trực của đoạn BC ⇒ DB = DC (D thuộc đường thẳng ON)

⇒4DBC cân tại D ⇒ B̂DC = 180o − 2 · D̂BC (9).

Từ (8) và (9) suy ra B̂PK = B̂DC.
Mà hai góc này ở vị trí đồng vị nên PK ∥ DC⇒ PK ∥ DQ (10).
Chứng minh tương tự ta có C, Q, D thẳng hàng và QK ∥ DP (11).
Từ (10) và (11) suy ra DPKQ là hình bình hành.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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Mà E là trung điểm của đường chéo PQ nên E cũng là trung điểm của đường chéo DK.
Vậy D, E, K thẳng hàng.

�

} Bài 10. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O) đường kính AC = 2R. Gọi K và M lần
lượt là chân đường cao hạ từ A và C xuống BD, E là giao điểm của AC và BD, biết K thuộc
đoạn BE(K 6= B,K 6= E). Đường thẳng qua K song song với BC cắt AC tại P .

1. Chứng minh tứ giác AKPD nội tiếp.

2. Chứng minh KP ⊥ PM .

3. Biết ÂBD = 60◦ và AK = x. Tính BD theo R và x.

L Lời giải.

A
CO

B

D

K

M

E

P

1. Chứng minh tứ giác AKPD nội tiếp.

Xét tứ giác AKPD có ÂPK = ÂCB (2 góc ở vị trí đồng vị)

Mặt khác: ÂCB = ÂDK(góc nội tiêó cùng chắn cung AB)

⇒ ÂDK = ÂPK
⇒ ADPK là tứ giác nội tiếp.

2. Chứng minh KP ⊥ PM .

Theo câu a), tứ giác AKPD nội tiếp nên ÂPD = ÂKD = 90◦ và D̂KP = D̂AP

Xét tứ giác DMPC có D̂MC = D̂PC = 90◦

⇒ DMPC nội tiếp

⇒ P̂MK = D̂CA
mà D̂CA+ D̂AC = 90◦ và P̂MK + P̂KM = 90◦

⇒ KP ⊥ PM (đpcm)

3. Biết ÂBD = 60◦ và AK = x. Tính BD theo R và x .
Xét tam giác ADC vuông tại D có ÂCD = ÂBD = 60◦ nên
AD = 2R. sin 60 = R

√
3 và CD = 2R. cos 60 = R.

Xét tam giác vuông AKB có AB =
AK

sin 60
=

2
√

3x

3
.

Xét tam giác ABC vuông tại C có BC =

…
4R2 − 4x2

3
.

Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp ABCD, ta có:

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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AC.BD = AD.BC + AB.CD

⇔ 2R.BD = R
√

3

…
4R2 − 4x2

3
+

2
√

3x

3
.R

⇔ BD =
√

3R2 − x2 +
x√
3

�

} Bài 11.
Cho tam giác ABC có ba góc nhọn, nội tiếp đường tròn (C) tâm O bán kính R. Hai đường

cao AE và BK của tam giác ABC cắt nhau tại H (với E thuộc BC, K thuộc AC).

1. Chứng minh tứ giác ABEK nội tiếp được trong một đường tròn.

2. Chứng minh CE.CB = CK.CA.

3. Chứng minh ÔCA = B̂AE.

4. Cho B,C cố định và A di động trên (C) nhưng vẫn thỏa mãn điều kiện tam giác ABC nhọn,
khi đó H thuộc một đường tròn (T ) cố định. Xác định tâm I và tính bán kính r của đường
tròn (T ), biết R = 3 cm.

L Lời giải.

A

B C

O

D

E

K

H

1

1

1 1

A

B C

O

D

H

N

I

1. Tứ giác ABEK có:

{
ÂEB = 90◦ (AE ⊥ BC)

ÂKB = 90◦ (BK ⊥ AC)

⇒ Tứ giác ABEK nội tiếp một đường tròn.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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2. ∆CEA và ∆CKB có:{
ÂCB chung

ĈEA = ĈKB = 90◦
⇒ ∆CEA v ∆CKB (g.g)

⇒ CE

CK
=
CA

CB
⇒ CE.CB = CK.CA

3. Vẽ đường kính AD của (O).

Tam giác ABE vuông tại E nên Â1 + ÂBC = 90◦.

Mà ÂBC = D̂1 (Hai góc nội tiếp cùng chắn cung AC của (O)) ⇒ Â1 + D̂1 = 90◦

∆ACD có ÂCD = 90◦ (Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) ⇒ Â2 + D̂1 = 90◦.

Mặt khác Â2 = Ĉ1 (∆OAC cân tại O) ⇒ Ĉ1 + D̂1 = 90◦

Từ đó suy ra: Â1 = Ĉ1

4. Gọi I là điểm đối xứng với O qua BC, OI cắt BC tại N
⇒ N là trung điểm của OI,BC và các điểm I,N cố định.
Ta có BH ∥ CD (cùng ⊥ AC)
Tương tự: CH ∥ BD
⇒ Tứ giác BHCD là hình bình hành
⇒ N là trung điểm của BC thì N cũng là trung điểm của HD.
∆AHD có ON là đường trung bình⇒ AH = 2ON ⇒ AH = OI (= 2ON)
Lại có: AH ∥ OI (cùng ⊥ BC) ⇒ Tứ giác AHIO là hình bình hành
⇒ IH = OA = R = 3 (cm) ⇒ H thuộc đường tròn (I; 3 cm) cố định

�

} Bài 12. Cho tam giác nhọn ABC có AB < AC và đường cao AK. Vẽ đường tròn tâm O đường
kính BC. Từ A kẻ các tiếp tuyến AM,AN với đường tròn (O) (M,N là các tiếp điểm; M và B
nằm trên nửa mặt phẳng có bờ là đường thẳng AO). Gọi H là giao điểm của hai đường thẳng
MN và AK. Chứng minh rằng:

1. Tứ giác AMKO nội tiếp đường tròn.

2. KA là tia phân giác của M̂KN .

3. AN2 = AK · AH.

4. H là trực tâm của tam giác ABC.

L Lời giải.

A

OK

D

B C

M
H

N
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1. Chứng minh tứ giác AMKO nội tiếp đường tròn.

AM,AN là tiếp tuyến của đường tròn (O) nên ÂMO = ÂNO = 90◦.

AK là đường cao của tam giác ABC nên ÂKO = ÂKC = 90◦.
Ba điểm điểm M,K,N cùng nhìn đoạn AO dưới một góc vuông nên năm điểm điểm
M,K,N,A,O thuộc đường tròn đường kính AO.
Vậy tứ giác AMKO nội tiếp đường tròn.

2. Chứng minh KA là tia phân giác của M̂KN .
AM,AN là tiếp tuyến của đường tròn (O) nên AM = AN . (1)
Theo chứng minh ở câu a), năm điểm M,K,N,O,A cùng thuộc một đường tròn nên ta có
tứ giác AMKN nội tiếp. (2)

Từ (1) và (2) suy ra ÂKM = ÂKN (các góc nội tiếp cùng chắn các cung bằng nhau thì

bằng nhau). Vậy KA là tia phân giác của M̂KN .

3. Chứng minh AN2 = AH.AK®
ÂNH = ÂKM (tứ giác AMKN nội tiếp)

ÂKM = ÂKN (chứng minh ý b)
⇒ ÂKN = ÂNH.

∆AHN và ∆ANK có ÂKN = ÂNH, ĤAN = K̂AN nên ∆AHN v ∆ANK (g.g). Suy ra
AN

AK
=
AH

AN
, hay AN2 = AH.AK. (3)

4. Chứng minh H là trực tâm của tam giác ABC.
Gọi D là giao điểm của AC và đường tròn (O).

∆AND và ∆ACN có N̂AD = N̂AC, ÂND = ÂCN (góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung
và góc nội tiếp cùng chắn một cung thì bằng nhau) nên ∆AND v ∆ACN (g.g). Suy ra
AN

AC
=
AD

AN
, hay AN2 = AD.AC. (4)

Từ (3) và (4) suy ra AH.AK = AD.AC, hay
AH

AC
=
AD

AK
.

∆AHD và ∆ACK có

ĤAD = K̂AC

AH

AC
=
AD

AK

nên ∆AHD v ∆ACK (c.g.c).

Suy ra ÂDH = ÂKC = 90◦. Dẫn dến ĤDC = 90◦. (5)

Điểm D thuộc đường tròn đường kính BC nên B̂DC = 90◦. (6)
Từ (5) và (6) suy ra B,H,D thẳng hàng. Nghĩa là BH ⊥ AC. Lại có AH ⊥ BC nên H là
trực tâm của tam giác ABC.

�

} Bài 13. Từ điểm M nằm ngoài đường tròn (O) kẻ hai tiếp tuyến MA,MB với đường tròn
(A,B là hai tiếp điểm). Lấy điểm C trên cung nhỏ AB (C không trùng với A,B). Từ điểm C kẻ CD
vuông góc với AB, CE vuông góc vớiMA, CF vuông góc vớiMB (D ∈ AB,E ∈MA,F ∈MB).
Gọi I là giao điểm của AC và DE, K là giao điểm của BC và DF . Chứng minh rằng

1. Tứ giác ADCE nội tiếp đường tròn.

2. Hai tam giác CDE và CFD đồng dạng.

3. Tia đối của tia CD là tia phân giác của góc ÊCF

4. Đường thẳng IK song song với đường thẳng AB.

L Lời giải.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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A

M

E

B

x

O

D
I

K

C

F

1. Tứ giác ADCE có ÂDC = ÂEC = 90◦ nên ADCE là tứ giác nội tiếp.

2. Tứ giác ADCE nội tiếp nên ÊAC = ÊDC.

Tương tự, tứ giác BDCF nội tiếp, suy ra ĈFD = ĈBD.

Mặt khác, theo tính chất của góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung thì ÊAC = ĈBD.

Do đó ÊDC = ĈFD.
Chứng minh tương tự thì ĈED = ĈDF .
Vậy hai tam giác 4CDE và 4CFD đồng dạng với nhau.

3. Gọi Cx là tia đối của tia CD. Tam giác4CDE đồng dạng với4CFD suy ra D̂CE = D̂CF .

Do đó ÊCx = F̂Cx. Vậy Cx là tia phân giác của góc ÊCF .

4. Ta có ÎCK + ÎDK = ÎCK + ÎDC + K̂DC = ÂCB + ÂBC + B̂AC = 180◦. Suy ra tứ giác

ICKD nội tiếp, do đó ĈIK = K̂DC = ĈBF = ĈAB. Vậy IK ∥ AB.

�

} Bài 14. Cho đường tròn (O) ngoại tiếp tam giác nhọn ABC. Gọi M và N lần lượt là điểm

chính giữa của cung nhỏ ÃB và cung nhỏ B̃C. Hai dây AN và CM cắt nhau tại điểm I. Dây MN
cắt các cạnh AB và BC lần lượt tại các điểm H và K.

1. Chứng minh các điểm C,N,K, I cùng thuộc một đường tròn.

2. Chứng minh NB2 = NK.MN .

3. Chứng minh tứ giác BHIK là hình thoi.

4. Gọi PQ lần lượt là tâm của các đường tròn ngoại tiếp tam giác MBK , tam giác MCK
và E là trung điểm của đoạn PQ. Vẽ đường kính ND của đường tròn (O). Chứng minh ba
điểm D,E,K thẳng hàng.
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L Lời giải.

B C

N

O

A

I

K

M

H

1. Chứng minh bốn điểm C,N,K, I cùng thuộc một đường tròn. Ta có M là điểm chính giữa

cung AB ⇒ AM = BM ⇒ M̂NA = M̂CB ⇒ K̂NI = ÎCK. Tứ giác CNKI có C và N
là hai đỉnh kề nhau cùng nhìn cạnh KI dưới hai góc bằng nhau nên CNKI nội tiếp ( dấu
hiệu nhận biết tứ giác nội tiếp).

Do đó bốn điểm C,N, I,K cùng thuộc một đường tròn.

2. Chứng minh NB2 = NK.MN .

Ta có N là điểm chính giữa cung BC ⇒ B̄N = C̃N ⇒ B̂MN = ĈMN (góc nội tiếp chắn
hai cung bằng nhau)

Mà ĈBN = ĈMN (góc nội tiếp cùng chắn cung C̃N)

⇒ ĈBN = B̂MN (cùng bằng góc ĈNN) ⇒ K̂BN = B̂MN

Xét 4KBN và 4BMN có:

{“N chung

K̂BN = B̂MN

⇒4KBN ∼ 4BMN ⇒ KN

BN
=
BN

MN
⇒ NB2 = NK.NM(điều phải chứng minh).

3. Chứng minh tứ giác BHIK là hình thoi.

Ta có ÂBC = ÂNC (góc nội tiếp cùng chắn cung ÃC )

Mà ÂMC = ÂHI (góc nội tiếp cùng chắn cung ÎC )

⇒ ÂBC = ÎKC mà hai góc này ở vị trí đồng vị nên HB ∥ IK (1).

Chứng minh tương tự phần 1 ta có tứ giác AMHI nội tiếp

⇒ ÂNC = ÎKC (góc nội tiếp cùng chắn cung ÂI)

Ta có ÂBC = ÂMC (góc nội tiếp cùng chắn cung ÃC)

⇒ ÂBC = ÂHI mà hai góc này ở vị trí đồng vị nên BK ∥ HI (2)

Từ (1) và (2) suy ra tứ giác BHIK là hình bình hành.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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Mặt khác AN,CM lần lượt là các tia phân giác của các góc A và C trong tam giác ABC
nên I là giao điểm ba đường ph56.90463an giác, do đó BI là tia phân giác của góc B.

Vậy tứ giác BHIK là hình thoi ( dấu hiệu nhận biết hình thoi).

4. Chứng minh ba điểm D,E,K thẳng hàng.

Vì N là điểm chính giữa cung nhỏ ÑC nên DN là trung trực của BC ⇒ DN là phân giác

B̂DC. Ta có K̂QC = 2K̂MC (góc nội tiếp bằng nữa góc ở tâm của đường tròn (Q))

Lại có N̂DC = K̂MC (góc nội tiếp cùng chắn cung B̃C)

Mà B̂DC = 2N̂DC ⇒ K̂QC = B̂DC

Xét tam giác 4BDC và 4KQC là các tam giác cân tại D và Q có hai góc B̂CD = B̂CQ
do vậy D,Q,C thẳng hàng nên KQ ∥ PK

Chứng minh tương tự ta có ta có D,P,B thẳng hàng và DQ ∥ PK

Do đó tứ giác PDQK là hình bình hành nên E là trung điểm của PQ cũng là trung điểm
của DK . Vậy D,E,K thẳng hàng (điều phải chứng minh).

�

} Bài 15. Cho đường tròn tâm O và điểm A nằm ngoài đường tròn. Từ A kẻ hai tiếp tuyến AB
và AC (B, C là các tiếp điểm).

1. Chứng minh tứ giác ABOC là tứ giác nội tiếp.

2. Gọi H là trực tâm tam giác ABC. Chứng minh tứ giác BOCH là hình thoi.

3. Gọi I là giao điểm của đoạn OA với đường tròn (O). Chứng minh I là tâm đường tròn nội
tiếp tam giác ABC.

4. Cho OB = 3 cm, OA = 5 cm. Tính diện tích tam giác ABC.

L Lời giải.

A

C

K H I

B

O

1. Vì AB, AC là các tiếp tuyến của (O) (tại B, C) nên ÂBO = ÂCO = 90◦

⇒ ABOC là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính AO.

2. Vì

®
OB ⊥ AB

CH ⊥ AB
⇒ OB ∥ CH (1). Tương tự OC ∥ BH (2).

Từ (1) và (2) ta có BOCH là hình bình hành. Mà OB = OC nên BOCH là hình thoi.

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................



614 10. Ôn tập chương III614 10. Ôn tập chương III614 10. Ôn tập chương III

3. Vì AB, AC là các tiếp tuyến của (O) nên AO là tia phân giác B̂AC. Vì I là giao điểm của

đoạn AO với (O) nên I là điểm chính giữa của cung (nhỏ) B̃C ⇒ ÎBC =
1

2
sđB̃C (3) (tính

chất góc nội tiếp).

Vì I là điểm chính giữa cung B̃C và AB là tiếp tuyến của (O) nên ÂBI =
1

2
sđB̃C (4).

Từ (3) và (4) ta suy ra BI là tia phân giác ÂBC, do vậy I là tâm đường tròn nội tiếp tam
giác ABC.

4. Gọi K là giao điểm của OA và BC ⇒ K là trung điểm của BC và BK ⊥ AO.

Áp dụng định lý Pitago cho tam giác AOB vuông tại B: AB =
√
AO2 −OB2 = 4 cm.

Áp dụng hệ thức lượng cho tam giác AOB vuông tại B:
1

BK2
=

1

AB2
+

1

OB2
=

25

144
⇒ BK =

12

5
⇒ AK =

√
AB2 −BK2 =

16

5
cm.

Diện tích tam giác ABC là S(∆ABC) =
1

2
· AK ·BC =

192

25
cm2.

�

} Bài 16. Cho hình chữ nhật ABCD nội tiếp đường tròn tâm O. Tiếp tuyến của đường tròn
tâm O tại điểm C cắt các đường thẳng AB và AD theo thứ tự tại M,N . Dựng AH vuông góc
với BD tại điểm H; K là giao điểm của hai đường thẳng MN và BD.

1. Chứng minh tứ giác AHCK là tứ giác nội tiếp.

2. Chứng minh rằng: AD · AN = AB · AM .

3. Gọi E là trung điểm của MN . Chứng minh ba điểm A,H,E thẳng hàng.

4. Cho AB = 6 cm và AD = 8 cm. Tính độ dài đoạn MN .

L Lời giải.

A

B

C

D

M

O

I
H

E
N K

1. Xét tứ giác AHCK ta có ÂHK = 90◦,

CK là tiếp tuyến của đường tròn O và AC là đường kính nên AC ⊥ CK ⇒ ÂCK = 90◦.
Vậy H và C cùng nhìn AK dưới một góc vuông nên tứ giác AHCK nội tiếp một đường
tròn.

2. Ta có ABCD là hình chữ nhật ⇒ ÂDB = ÂCB,

đồng thời ÂMN = ÂCD (cùng phụ với B̂AC) ⇒ ÂDB = ÂMN .

Xét hai tam giác ∆AMN và ∆ADB có D̂AB = M̂AN = 90◦ và ÂDB = ÂMN ,

Nên hai tam giác ∆AMN và ∆ADB đồng dạng ⇒ AM

AD
=
AN

AB
⇔ AD · AN = AB · AM .

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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3. Giả sử AE cắt BD tại I, ta chứng minh H trùng với I. Thật vậy
Ta có ∆AMN vuông tại A có E là trung điểm của cạnh MN ⇒ ∆AEN cân tại E ⇒
ÊAN = ÊNA.
Theo chứng minh trên ta có ÂDB = ÂMN .

Do đó ÊAN + ÂDB = ÂMN + ÊNA = 90◦ hay ÂID = 90◦.
Suy ra AI ⊥ BD tại I, do đó H và I trùng nhau hay A,H,E thẳng hàng.

4. Đặt AN = x > 0 và AM = y > 0, ta có AC =
√
AB2 +BC2 = 10.

Ta có

AD · AN = AB · AM
1

AN2
+

1

AM2
=

1

AC2

⇔

4x = 3y
1

x2
+

1

y2
=

1

100

⇔


x =

25

2

y =
50

3

.

Mặt khác AM · AN = AC ·MN ⇒MN =
125

6
(cm).

�

} Bài 17. Cho tam giác ABC (AB < AC) nội tiếp trong đường tròn tâm (O), M là một điểm
nằm trên cung BC không chứa điểm A. Gọi D,E, F lần lượt là hình chiếu vuông góc của M trên
các đường thẳng BC,CA,AB. Chứng minh rằng:

a) Bốn điểm M,D,B, F thuộc một đường tròn và bốn điểm M,D,E,C thuộc một đường tròn;

b) Ba điểm D,E, F thẳng hàng;

c)
BC

MD
=

CA

ME
+
AB

MF
.

L Lời giải.

1. Ta có: D và F lần lượt là hình chiếu của M lên
BC và AB.
⇒ B̂DM + B̂FM = 90◦ + 90◦ = 180◦

⇒ DMFB nội tiếp đường tròn.
⇒M,D,B, F thuộc một đường tròn.
Ta có: D và E lần lượt là hình chiếu của M lên
BC và AC.
⇒ M̂DC = 90◦ = M̂EC
⇒MDEC nội tiếp đường tròn.
⇒M,D,E,C thuộc một đường tròn.

A

D

O

B

M
F

C

E

b) Ta có: F̂MB = F̂DB (do MDBF nội tiếp). (i)

ĈME = ĈDE (do DECM nội tiếp). (ii)

Mặt khác, tứ giác ACMB nội tiếp (O) nên F̂BM = ÂCM . (1)

Xét hai tam giác vuông FBM và ECM , ta có:

®
F̂BM + F̂MB = 90◦

ĈME + ÊCM = 90◦
. (2)

Từ (1) và (2) suy ra F̂MB = ĈME. (iii)

Từ (i), (ii) và (iii) suy ra F̂DB = ĈDE.
⇒ E,F,D thẳng hàng (đpcm).

Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................Tài liệu Toán 9 này là của: ....................................
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c) Ta có:

AC

ME
+
AB

MF
=
AE − EC
ME

+
AF + FB

MF

=
AE

ME
− EC

ME
+
AF

MF
+
FB

MF

= tan ÂME − tan ĈME + tan ÂMF + tan F̂MB

= tan ÂME + tan ÂMF (cmt câu b)

= tan B̂MD + tan M̂DC (do tứ giác ABMC nội tiếp)

=
BD

MD
+
CD

MD

=
BC

MD
(đpcm).

�

} Bài 18. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn (AB < AC), dựng AH vuông góc với BC tại điểm
H. GọiM , N theo thứ tự là hình chiếu vuông góc của điểm H trên AB và AC. Đường thẳngMN
cắt đường thẳng BC tại điểm D. Trên nửa mặt phẳng bờ CD chứa điểm A vẽ nửa đường tròn
đường kính CD. Qua B kẻ đường thẳng vuông góc với CD cắt nửa đường tròn trên tại điểm E.

1. Chứng minh rằng tứ giác AMHN là tứ giác nội tiếp.

2. Chứng minh ÊBM = D̂NH.

3. Chứng minh rằng DM.DN = DB.DC.

4. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác MNE. Chứng minh rằng OE ⊥ DE.

L Lời giải.

A

E

N

M

B H CD

1. Xét tứ giác AMHN có

ÂMH = 90◦ (gt)

ÂNH = 90◦ (gt)

suy ra ÂMH + ÂNH = 180◦.
Mà hai góc ở vị trí đối nhau nên AMHN là tứ giác nội tiếp.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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2. Ta có

®
EB ⊥ DC

AH ⊥ CD
⇒ EB ∥ AH, suy ra ÊBA = B̂AH (1) (so le trong).

Tứ giácAMHN nội tiếp nên ta có M̂AH = M̂NH (2)(hai góc nội tiếp cùng chắn một cung).

Từ (1)và (2) suy ra ÊBM = D̂NH.

3. Ta có
D̂MB = ÂMN (đối đỉnh)

ÂMN = ÂHN (do tứ giác AMHNnội tiếp)

ÂHN = N̂CH (do cùng phụ với góc N̂HC)

 suy ra D̂MB = N̂CH.

Xét tam giác DMB và DCN có D̂MB = N̂CD và chung góc N̂DC, suy ra ∆DMB đồng

dạng với ∆DCN theo trường hợp góc-góc. Từ đó suy ra
DM

DC
=

DB

DN
⇒ DM.DN =

DB.DC.

4. Ta có ∆DEC vuông tại E, EB là đường cao nên DE2 = DB.DC mặt khác DM.DN =

DB.DC suy ra DE2 = DM.DN ⇒ DM

DE
=
DE

DN
.

Từ đó suy ra ∆DEM đồng dạng với ∆DNE do
DM

DE
=
DE

DN
và chung góc N̂DE.

Suy ra D̂EM = ÊNM suy ra DE là tiếp tuyến đường tròn ngoại tiếp tam giác MNE tại
E hay DE ⊥ OE.

�

} Bài 19. Tam giác AMB cân tại M nội tiếp trong đường tròn (O;R). Kẻ MH vuông góc AB
(H ∈ AB),MH cắt đường tròn tại N . Biết MA = 10 cm, AB = 12 cm.

1. Tính MH và bán kính R của đường tròn.

2. Trên tia đối tia BA lấy điểm C. Tia MC cắt đường tròn tại D, ND cắt AB tại E. Chứng
minh tứ giácMDEH nội tiếp và chứng minh các hệ thức sau: NB2 = NE.ND và AC.BE =
BC.AE.

3. Chứng minh NB tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác BDE.

L Lời giải.

A H E

N

B C

M

D

O
I
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1. Theo tính chất đường kính và dây cung suy ra H là trung điểm AB và AH = 6 cm.
∆AMH vuông tại H ⇒MH =

√
AM2 − AH2 =

√
102 − 62 = 8 cm.

∆AMN vuông tại A, đường cao AH, do đóAH2 = HM.HN ⇒ HN =
AH2

MH
=

36

8
=

4, 5 cm.

Bán kính R =
MN

2
=
MH +HN

2
=

8 + 4, 5

2
= 6, 25 cm.

2. M̂DN = 90◦ (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn), M̂HE = 90◦ (MH ⊥ AB). Từ đó suy ra

M̂DE + M̂HE = 180◦, do đó tứ giác MDEH nội tiếp.

Xét các tam giác ∆NBE và ∆NDB có góc N chung, N̂BE = N̂DB (cùng chắn hai cung
bằng nhau là cung NA,NB).

Suy ra ∆NBE v ∆NDB, do đó
NB

ND
=
NE

NB
⇒ NB2 = NE.ND.

Ta có cung NA bằng cung NB (tính chất đường kính và dây cung), suy ra ÂDE = ÊDB ⇒
DE là phân giác trong của ∆ABD.
Vì ED ⊥ DC ⇒ DC là phân giác ngoài của ∆ABD.

Từ đó suy ra:
DA

DB
=
EA

EB
=
CA

CB
⇒ AC.BE = BC.AE.

3. Kẻ EI‖AM (I ∈ BM)⇒ ∆AMB v ∆EIB ⇒ ∆EIB cân tại I ⇒ IE = IB.
Gọi (O′) là đường tròn tâm I ngoại tiếp ∆EBD′. Ta có NB ⊥ BM (góc nội tiếp chắn nửa

đường tròn tâm O), từ đó suy ra BN ⊥ BI ⇒ BN là tiếp tuyến đường tròn (O′)⇒ ÊBN =

ÊD′B (cùng chắn cung BE).

Mặt khác trên đường tròn (O), ÊBN = ÊDB (cùng chắn hai cung bằng nhau NA,NB)
⇒ D nằm trên đường tròn (O′).
Vậy NB tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác BDE.

�

} Bài 20. Cho ba điểm cố định A,B,C thẳng hàng (B nằm giữa A và C). Gọi (O) là một đường
tròn thay đổi luôn đi qua B và C (tâm O không thuộc đường thẳng BC). Từ A kẻ các tiếp tuyến
AD, AE đến đường tròn (O) (D, E là các tiếp điểm và D, O nằm cùng trên nửa mặt phẳng có
bờ là đường thẳng BC). Gọi K, H lần lượt là trung điểm của BC và DE.

1. Chứng minh AE2 = AB · AC.

2. Trên DE lấy điểm M sao cho BM song song với AD. Chứng minh tứ giác BMKE nội tiếp
đường tròn và MK song song với DC.

3. Chứng minh rằng khi đường tròn (O) thay đổi thì tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OHK
thuộc một đường thẳng cố định.

L Lời giải.

Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................Giáo viên: ....................................
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O

A

E

B F

D

K C

M

H

1. Ta có 4ABE v 4AEC (g.g), suy ra
AB

AE
=
AE

AC
. Vậy AE2 = AB · AC.

2. Dễ thấy, năm điểm O, A, D, E, K nằm trên đường tròn đường kính OA. Suy ra D̂EK =

D̂AK, mà D̂AK = M̂BK (do AD ∥ BM), nên M̂BK = M̂EK. Vậy tứ giác BMKE là tứ
giác nội tiếp.

3. Gọi F là giao điểm của DE và AC. Khi đó tứ giác OHFK nội tiếp đường tròn đường kính
OF . Suy ra

AF · AK = AH · AO = AE2 = AB · AC,

hay AF =
AB · AC
AK

, do đó F là điểm cố định. Vậy tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác

OHK (cũng chính là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác OHFK) chạy trên đường trung
trực của đoạn thẳng FK.

�
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