- NGUYEN LY DIRICHLET
2 TRONG SO HQC
O

A. Kién thiic can nhé
1.  Gioi thiéu nguyén ly Dirichlet
Dirichlet (Di-rich-18) (1805 — 1859) la nha

toan hoc nguoi Birc, duoc cho la nguoi dwa
ra dinh nghia hién dai vé ham s0. Trén co so
quan sat thuc t€, d6ng da phat biéu thanh
mot nguyen li mang tén 6ng — nguyén li
Dirichlet: Khong thé nhét 7 con thé vao 3 cdi
long ma mbi cdi [ong cé khong qud 2 con tho.
N6i cach khéc, néu nhot 7 con tho vao 3 cdi
[6ng thi ton tai it nhat mgt [ong co tiv 3 con tro
lén. Mot cach tong quat hon, néu c6 k 1ong
dé nhét m con  tho (voi
k=kn+r (O<r<k-1)) thi ton tai it nhat

mét 16ng c6 chita tit n + 1 con thé tré 1én Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet

Ta ciing c6 thé dé dang chit minh nguyén 1i Dirichet bang phuong phap phan
chiing nhu sau: Gia stt khong c6 mot [ong nao chit n + 1 con tho tro 1én, tizc 1a mdi long
chita nhiéu nhét n con thd, thi sd con tho chita trong k 1ong nhiéu nhat chi c¢é thé la kn con.
Diéu ndy mau thuan véi gia thiét cé m con tho véi m=kn+r (0<r <k -1).

Nguyén 1i Dirichlet that don gian, dé hiéu nhung dwoc van dung vao giai rat nhiéu bai
toan trong so hoc, dai s6, hinh hoc vé viéc chi ra su ton tai cia mot hay nhiéu d6i tugong
thoa man mot diéu kién dat ra.

Khi sit dung nguyén 1i Dirichlet vao bai toan cu thé, diéu quan trong la phai nhan ra (hay
tao ra) Long hodc Tho hoac ca Long va Tho.

2. M6t s6 dang ap dung ctia nguyén ly Dirichlet

eNguyén ly Dirichlet co ban: Néu nh6t n+1 con thd vao n cai chuong thi bao gio cling ¢

mot chudng chira it nhat hai con tho.
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e Nguyén ly Dirichlet tong quat: Néu c6 N do vat duoc dt vao trong k hop thi sé ton tai
mot hop chira it nhat {%} d6 vat. (O day [x] 1a s8 nguyén nho nhét c6 gia tri nhé hon

hodc bang x)
e Nguyén li Dirichlet mé réng: Néu nhdt n con tho vao m >2 céi chudng thi ton tai mot

n+m-1

chudng co it nhat { } con tho.

m
e Nguyén 1i Dirichlet dang tap hgp: Cho A va B 1a hai tap hop khac rong c6 s6 phan tu
hitu han, ma s6 luong phan tt ctia A 16n hon s8 lwong phan ti ctia B. Néu véi mot quy tac
nao d6, mdi phan tir ctia A cho tuong tng v6i mot phan tir ctia B, thi ton tai it nhat hai
phan ti khac nhau ctia A ma ching twong ting véi mot phan tir cua B.

3. Phuwong phap ttng dung.

Nguyén li Dirichlet tedng chttng nhu don gian nhu vay, nhung né la mot cong cu
hét stec c6 hiéu qua dung dé chitng minh nhiéu két qua hét stic sau sac ctia toan hoc.
Nguyén 1i Dirichlet cing dwoc ap dung cho cac bai toan ctaa hinh hoc, diéu d6 dugc thé
hién qua hé thong bai tap sau:

b€ sit dung nguyén ly Dirichlet ta phai lam xudt hién tinh huéng nhét “tho” vao
“chudng” va thoa man cac diéu kién:

+ 56 ‘thd” phai nhiéu hon sd chudng.
+ “Tho” phai dwgc nhdt hét vao cac “chudng”, nhung khong bat budc chudng nao
cting phai c6 tho.

Thuong thi phwong phap Dirichlet dugc 4p dung kem theo phuong phap phan
chiing. Ngoai ra né con c6 thé ap dung véi cac nguyén ly khac. Mot s bai toan co ban
thueong gdap nhuw sau:

1) Trong n + 1 s6 tw nhién bat ki luén tim dwoc hai s6 chia cho n ¢d cung s6 du (hodc

hiéu cua ching chia hét cho n).

2) Néu trén mot doan théng do dai 1 dat mot so doan théng c6 tong do dai 1én hon 1
thi c6 it nhat hai trong s6 cac doan thang d6 ¢ diém chung.
3) Neéu trén duwong tron ¢ ban kinh 1 dat mot s6 cung c6 tong do dai 16n hon 27 thi
co it nhat hai trong sd cac cung d6 c6 diém chung.
4) Trong mot hinh c6 dién tich S dat mot s6 hinh c6 tong dién tich 16n hon S thi co it
nhat hai trong s6 cac hinh d6 c6 diém chung.
B. CAC DANG TOAN THUONG GAP
7~ Dang 1: Chitng minh su ton tai chia hét

* Co s0 phuwong phap:
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Thong thuong ta coi m s6 ty nhién da cho la m “con tho”, cac s6 du trong
phép chia cac sO ty nhién d6 cho n 1a nhitng “I6ng”; nhu vay sé ¢ n cai 1ong: I6ng i
(0<i<b)gdm nhitng sd ty nhién da cho chia chon dw .

* Vi du minh hoa:

Bai toan 1. Chiing minh rang:
a) Trong 2012 s6 ty nhién bat ki luén tim dwoc hai s6 chia cho 2011 ¢6 cung s dw
(hay hiéu ctia chting chia hét cho 2011).
b) Trong 2012 sd tw nhién bat ki luén tim dwgc mot s chia hét cho 2012 hodc ludn

tim duoc hai s6 chia cho 2012 ¢6 cung s6 du.

Hudng dan gidi
a) Ta coi 2012 s6 tw nhién da cho la 2012 “con tho”; “I6ng i” gom céc s6 chia cho 2011 du i
(0<i<2011) nén b 2011 Iong: 1ong 0, Iong 1, ..., 1ong 2010. Nhuw vay c6 2011 16ng chira
2012 con tho nén theo nguyén li Dirchlet ton tai it nhat mot 16ng chita khong it hon hai con
tho, tiee 1a ¢6 it nhat hai s chia cho 2011 ¢6 cung so du.
b) Néu trong 2012 s6 da cho cé it nhat mot s6 chia hét cho 2012 thi ta chon ludn sd nay.
Néu khong c6 sd nao chia hét cho 2012 thi khi chia cho 2012 nhan nhiéu nhat 2012 s6 dw
khac nhau la 1, 2, ..., 2011. Theo nguyén li Dirichlet, ton tai it nhat hai s6 chia cho 2012 c6
cung sO du.
Nhdn xét. Ta c6 thé tong quat bai toan trén nhu sau:
1) Trong n + 1 s0 tw nhién bat ki ludn tim dwoc hai so chia cho n ¢6 cung s6 du (hay hiéu
cua chang chia hét cho n).
2) Trong n s6 ty nhién bat ki luén tim dwgc mot sd chia hét cho n hodc ludn tim duwoc hai

s0 chia cho n ¢6 cung sd du.

Bai toan 2. Chting minh rang luén tim dugc s c6 dang 20122012...2012 (gdm céc s& 2012
viét lién ti€p nhau) chia hét cho 2013.

Hudng dan gidi
Xét 2014 s6 sau: 2012, 20122012, ..., 2012...2012 (g6m 2014 b s6 2102).
Pem 2014 s6 nay lan lwgt chia cho 2013, c6 2014 s& ma chi c6 2013 s6 dw trong phép chia
cho 2013 (1a 0, 1, 2, ..., 2012) nén ludn ton tai hai s6 chia cho 2013 c6 cung s6 du, chéng han
dé la a =2012...2012 (gom i b 2012) va b = 2012...2012 (g6m j bd 2012) vdi 1<i < j<2014.
Khi dé
b—a=2012...2012.10" (gom j —ibd 2012) sé chia hét cho 2013.
Lai ¢6 UCLN (10*,2013) =1 nén s& 2012...2012 (gdm j — i bd 2012 sé& chia hét cho 2013. Bai
toan duoc chiing minh.
(O day “tho” 1a s6 c6 dang 2012...2012, “Iong” 1a s8 dw trong phép chia cho 2013).
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Nhdn xét. Mdu chot ctia bai toan la chon ra 2014 (= 2013 + 1) s6 tu nhién ¢ dang da cho.
Tl d6 ta c6 thé phat bidu nhiéu bai todn twong tw, chang han nhu: Chting minh rang ludn
tim dwoc s6 ¢ dang 111...1 chia hét cho 29.

Bai toan 3. Cho sau sO tu nhién a,b,c,d,e,g. Chiéing minh réng trong sau sd dy, ton tai

mot sd chia hét cho 6 hodc ton tai mot vai s6 c6 tong chia hét cho 6.

Hudng dan gidi
Truong hop cé mot sd bang 0 thi ta chon s8 0 thoa man yéu cau dé ra.

Truong hop sau s6 déu 16n hon 0. Xét 6 s6 sau

S =a
S,=a+b
S;=a+b+c

S,=a+b+c+d

Ss=a+b+c+d+e

S;=a+b+c+d+e+g.
Pem mdi s& nay chia cho 6 ta nhan duoc s6 du thudc tap {0,1,2,3,4,5}.
Néu ton tai S,(i =1,2,...,6) chia hét cho 6 thi bai toan da duoc chtitng minh.
Néu khong c6 Si nao chia hét cho 6 thi ta 6 6 s chia hét cho 6 chi nhan 5 loai s6 du khac
nhau (1,2,3,4,5); theo nguyén ly Dirichlet ton tai hai s8 chia cho 6 ¢ cling s8 du, chang
han Sz va Ss do d6 hiéu cua hai s6 nay sé chia hét cho 6, tiec 1a c+d +e chia hét cho 6. Bai
toan da duogc chimng minh.
(O day “tho” 1a cac s6 S, “Iong” 14 s8 du trong phép chia cho 6).
Nhain xét. Ta c6 thé phat bi€u bai toan tong quat sau:
Cho n s8 tw nhién a,,a,,...,a,. Chitng minh rang ton tai mot s& chia hét cho n hoic ton tai

mot vai sd ¢ tong chia hét cho n.

Bai toan 4. Chting minh rang:
a) Trong n sO tw nhién lién tiép ludn tim dwgc mot sd chia hét cho n.
b) Trong 39 s6 tw nhién lién ti€p luén tim dwoc mot s6 ma tong cac chir sd ctia nd
chia hét cho 11.

Hudng dan gidi
a) Gia st khong tim dwgc sd nao trong n s tu nhién lién ti€p da cho ma chia hét cho n.
Khi d6 n s6 nay chia cho n chi nhan duoc nhiéu nhat la n — 1 s du khac nhau
(1,2,3,...,n-1), theo nguyén li Dirichlet ton tai hai s& chia hét cho n cé cling s du, chang
hanlaavab véi a>b, khi d6 a - Db chia hét cho n, diéu nay mau thuan v6i 0<a—-b<n. T
d6 suy ra diéu phai chiing minh.
b) Lay 20 s6 tw nhién lién ti€p dau cua day, ta luén tim dwgc mot s6 cd chir s6 hang don vi

la 0 va c6 chir s6 hang chuc khac 9.Gia sir 6 1a N va tdng cac chit s6 caa N 1a s. Khi d6 11
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s& N,N+L,N+2,N+3,..N+9 N+19 s& nim trong 39 s6 da cho. Vi N tan cung béng 0 nén
tong cac chit s caia N,N+1L N +2,..,N +9 lan luot béng s,5+1,5+2,..,5+9. VIN tan cung
bang 0 va ¢ chit s6 hang chuc khac 9 nén tong cac chit s ctia N + 10 bang s + 1, tdng cac
chir s8 ctia N + 19 bang s + 10.

Trong 11 s6 tw nhién lién ti€p s,5+1,5+2,5+3,...,5+9,5+10 ludn tim duwoc mot s6 chia hét
cho 11. Chéng hans6 d61a s+i(0<i<10): Néu 0<i<9 thita chon duwgcsd N +i thoa man
yéu cau bai toan; néu i = 10 thi ta chon duoc s6 N + 19 thdéa man yéu cau bai toan.

Nhdin xét. Mau chdt d€ giai bai toan cau b) la phai tim ra 11 s6 trong 39 s6 da cho ¢ tong

cac chir sO thit tw 1a 11 s6 ty nhién lién ti€p, dong thoi st dung két qua cau a).

Bai toan 5. Cho cac sO tw nhién tir 1 dén 2012. Hoi ¢ thé chon ra duoc nhiéu nhat bao

nhiéu s6 sao cho tong cta hai s6 bat ki trong chung khong chia hét cho hiéu cua né?

Huéng dan gidi
Nhan thay, néu hai s0 chia cho 3 cuing du 2 thi hiéu ctia chung chia hét cho 3, con tong cta
ching chia cho 3 dw 1; nén tdng cua ching khong chia hét cho hiéu ctia chung.
Trong cac s6 ty nhién tir 1 dén 2012, sé c6 671 sO chia cho 3 du 2 la cac s6 c6 dang
3k+2 (k=0,12,...,670). Khi d6 hai s bat ki trong 671 s6 nay c6 tong chia 3 du 1, hiéu chia
hét cho 3, nén tdng khong chia hét cho hiéu ctia ching. Ta sé chitng minh rang chon dugc
nhiéu nhat 672(=671+1) sO trong cac sO tir 1 dén 2012, thi trong 672 sd nay ludn tim dwoc
a,b(a>b) sao cho a—b<2 (That vay, gia st nguoc lai thi hiéu gitta s6 nho nhat va sd 16n
nhat trong cac s& da chon sé& khong nho hon 3.671=2013. Diéu nay mau thuan gia thiét
véi hiéu gitta s6 16n nhat va s6 nhd nhat khong vueot qua 2012-1=2011), nghialaa-b
bang 1 hoc 2.
-Néu a—b =1 thi hién nhién a + b chia hét choa-b (= 1)
-Néua-b=2thia+blasdchinnéna+b chia hét choa-b (=2).
Nhu vay ttr 2012 s6 da cho khong thé chon dwgc hon 671 s6 thdéa man diéu kién bai toan.
Suy ra sO lwgng 16n nhat cac s6 phai tim la 671.
'~ Dang 2: Bai toan vé tinh chait cic phan ti trong tap hop
* Co s0 phwong phap: Thong thuong ta phai lap ra nhitng tap hop cé tinh chat can thiét
16i stt dung nguyén li Dirichlet &€ chiing t6 c6 hai phan t&r thudc hai tap hop bang nhau.
* Vi du minh hoa:

Bai toan 1. Cho sau s6 nguyén duong d6i mot khac nhau va déu nhé hon 10. Chitng minh

rang ludn tim dwoc 3 s0 trong d6 c6 mot s6 bang tong hai s6 con lai.

Hudng dan gidi
Goi sau s0 nguyén dwong da cho la a;,a,,a,,a,,8;,8, voi 0<a <a, <..<a; <10.
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bat A={a,,a,,3,,8,,8,} gom 5 phan tt c6 dang am véi me{2,3,4,5,6}.

bat B={a,-a,a8,-a,3,-a,a8,-3,8,—-a} gom 5 phan t&¢ c6 dang a,-a Voi
ne{2,3,4,5,6}.

Ta thdy cac phan tir cta hai tap hop A va B déu thudc tap hop gom 9 phan tir {1,2,3,...,9}
trong khi tong s6 phan tir cua hai tap hop A vaBla 5+5=10.

Theo nguyén li Dirichlet ton tai hai s6 bang nhau ma chiing khong thé thudc cting mot tap
hop, nén ¢ mot sd thudc tap hop A béng mot s6 thudce tap hop B, téc la a, =a, —a,, do do
a,=4a,+4a,.

Ba s6 a,,a,,a doi mot khac nhau. That vay, a, #a, vinéu a, =a, thi a =0 trai vdi gia
thiét ca bai toan.

Vay ton tai ba s6 a,,a,,a, trong cacso da choma a, =a, +a, (dpcm).

(O day, c6 10 “tho” 14 10 s8 a,,a,,a,,a,,8,,8, —a,,8,—a,,8, — 8,8, — 8,8, —a, va c6 9 “1ong”
1a9s61,2,3,4,5,6,7,8,9).

Nhdn xét. D€ giai bai toan nay, ta can tao ra hai tdp hop gom cac phan tr nho hon 10 va
tong s phan tt cua hai tap hop phai khong nho hon 10. Tt d6 suy ra ton tai hai phan tt
ctia hai tap hop bang nhau.

Bai toan 2. Cho X la tap hop gom 700 s& nguyén duong khac nhau, moi s6 khong 16n hon
2006. Chting minh rang trong tap hop X luén tim dwgc hai phan ti x, y sao cho x — y thudc
tap hop E ={3;6;9}.

Hudng dan gidi

Gia st 700 s6 nguyén duong da cho la a;,a,,...,8,,. Ta xét cac tap hop sau:

A:{ailazv"amo};

B={a, +6,a, +6,...a,, + 6}

C={a +9a,+9,..a,,+9}
Téng s6 phan t ctia ba tap hop A, B, C 1a 700.3 = 2100, trong d6 mdi phan tir déu khong
vuot qua 2006 + 9 = 2015, ma 2100 > 2015 nén theo nguyén li Dirichlet ton tai hai phan tt
bang nhau. Vi mdi tap hop A, B, C ¢6 cac phan tit d6i mot khac nhau nén hai phan tit bang
nhau do phai thudc hai tap hop: A va B, hoac A va C, hoac B va C.
- Néu hai phan tir thudc A va B, chdng han a =a, +6 suy ra a —a; =6.
- Néu hai phan tir thudc A va C, chang han a, =a, +9 suyra a —a, =9.
- Néu hai phan tir thudc B va C, chang han a,+3=a,+6 suyra a —a, =3.
Nhu vay luon ton lai hai s6 thudc tap hop A c6 hiéu la 3, 6, 9. Ta duoc diéu phai ching
minh.
(O day 2100 “tho” 1a 2010 phan tir ctia ba tap hop A, B, C; 2015 “Iong” 1a cac 8 tir 1 dén
2015)
Nhdn xét. Ta con c6 két qua manh hon nhu sau:
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Cho X 1a tap hop gom 505 s& nguyén duong khéc nhau, mdi sd khong 16n hon 2006. Trong
tap hop X ludn tim dwgc hai phan ti x, y sao cho x —y thudc tap hop E ={3;6;9}.

Chirng minh.

Goi A 1a tap hop céc s6 thudc X ma chia hét cho 3, goi B 1a tap hop cac sd thudc X ma chia
cho 3 du 1, goi C la tap hop cac sd thudc X ma chia cho3 duw 2.

C6 505 s6 xép vao ba tap hop, ma 505 = 3.168 + 1 nén theo nguyén li Dirichlet ton tai mot
tap hop cd chira tir 169 sO trd lén.

Trong tap hop nay, hai s6 bat ki ¢6 hiéu la mot boi cua 3. Ton tai hai s6 x, y ¢ hiéu nho
hon 12. That vay, néu moi s6 trong tap hop nay déu c6 hiéu khong nho hon 12 thi s6 16n
nhat trong tap hop khong nho hon 12.168 = 2016 > 2006, trai v6i dé bai.

Vay trong tap hop X ton tai hai phan tit x, yma x—yekE.

Bai toan 3. Cho hai tap hop s8 nguyén duong phan biét ma moi s§ déu nho hon n. Chiing
minh r?mg néu tong sO phan t& cua hai tap hop khong nho hon n thi ¢ thé chon duoc

trong mdi tap hop mot phan tit sao cho tdng cua chiing bang n.

Hudng dan gidi

Gia st hai tap hop s0 nguyén duong da cho la

A={a,a,,..,a,} va B={b,b,,....b }
voi a<n(i=12,.,m), b,<n(j=12,.,k) vam+l>n,
Xét tap hop C={n—-b,n-b,,...n-b}.
Nhaén thdy, cé tat ca n — 1 s6 nguyén duong phéan biét nho hon n, cac phan ti caa A va C
déu nho hon n va tong s6 cac phan t& cua A va C khong nhé hon n. Theo nguyén li
Dirichlet, ton tai it nhat hai phan t& bang nhau, ching khong cting thudc A va C, do d6
mot phan tr thuéc A va mot phan tie thudc C, tic la ton tai hai s6 ap va n—b, ma
a, =n-b, < a, +b, =n (diéu phai chttng minh).
(O day coi m + k “tho” 1a cac s6 nguyén dwong thudc tap hop A hodc C, n -1 “Iong” 1a cac
sO nguyén duong tir 1 dénn - 1).
7~ Dang 3: Bai toan lién quan dén bang 6 vudng
* Cé s6 phwong phap: Mot bang vudng kich thude n x n gdom n dong, n ¢t va 2 duong
chéo. Mdi dong, mdi cot, mdi duedong chéo déu cé n 6 vudng.
Mot bang cac 6 vudng kich thudc m x n gobm m dong va n cot.
* Vi du minh hoa:

Bai toan 1. Cho mot mang 6 vudng kich thude 5 x 5. Nguoi ta viét vao moi 6 ctia bang mot
trong cac sO -1, 0, 1; sau d6 tinh tong ctia cac s6 theo tirng cdt, theo tiing dong va theo tiing
duong chéo. Chiing minh rang trong tat ca cic tong d6 ludn ton tai hai tong c6 gia tri bang
nhau.
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Hudng dan gidi
Bang 6 vudng kich thude 5 x 5 ¢6 5 dong, 5 cot, 2 duwong chéo nén sé ¢ 12 tdng cua cac s6
duoc tinh theo dong, theo cot va theo dudong chéo. Mdi dong, cot va duong chéo déu cé
ghi 5 s6 thuoc tap {-1; 0; 1}. Vi vay gia tri mdi tdng thudc tap hop {-5; 4; -3; -2; -1, 0; 1; 2;
3; 4; 5} ¢6 11 phan tir. C6 12 tong nhan trong tap 11 cac gia tri khac nhau nén theo nguyén
li Dirichlet ton tai it nhat hai tong nhan cung mot gia tri. Bai toan duoc chtiing minh.
(O day “tho” 1a tdng nén c6 12 “tho”, “Iong” 1a gid tri ctia tong nén ¢ 11 “Iong”).
Nhdn xét. Véi cach giai tuwong tu, ta cd bai toan tdng quat sau:
Cho mot bang 6 vudng kich thudc n x n. Nguoi ta viét vao moi 6 ctia bang mot trong cac
s0 -1, 0, 1; sau d6 tinh tong cua cac s6 theo ting cdt, theo titng dong va theo titng duong

chéo. Chttng minh rdng trong tat ca cac tdng d6 ludn ton tai hai tdng cé gia tri bang nhau.

Bai toan 2. Trén bang 6 vuong kich thudc 8 x 8, ta viét cac sd tw nhién tir 1 dén 64, mdi s&
viét vao mot & mot cach tity y. Chitng minh rang ludn ton tai hai & vudéng chung canh ma

hiéu cac s6 ghi trong chung khong nho hon 5.

Huéng dan gidi
Ta xét hang c6 6 ghi sd 1 va cot c6 6 ghi s6 64. Hiéu gitra hai 6 nay la 63.
S6 cap 0 ké nhau ttr 6 ghi s6 1 dén 6 ghi s6 64 nhiéu nhat la 14 (g6m 7 cdp 6 chung canh
tinh theo hang va 7 cdp 6 chung canh tinh theo cot).
Ta c6 64 = 14.4 + 7 nén theo nguyén li Dirichlet, ton tai it nhat hai 6 ké nhau ma hai s ghi
trén do6 c6 hiéu khong nho hon 4 + 1 = 5. Bai toan dugc chirg minh.
(O day, “tho” 1a hiéu ctia hai s8 trong 64 s8 (tir 1 dén 64) nén c6 63 tho; “Iong” 1a s8 cap 6
vuong ké nhau ttr 6 ghi s6 1 dén 6 ghi s6 64 nén c6 nhiéu nhat la 14 16ng).
Nhan xét.
. Madu chét ctia bai toan 1a quan tam dén hai 6 vudng ghi s6 nho nhat (sd 1) va s6
16n nhat (s6 64) s€ c6 hién 16n nhat 1a 63; dong thoi xét tix 6 ghi s6 1 dén 6 ghi s6 64 chi can
t6i dala (8 — 1) + (8 — 1) = 14 6. O day ta da van dung nguyén li Dirichlet tong quat: C6 m
tho, nhot vao k Iong ma m =kn +r (1<r <k-1) thi ton tai it nhdt mot I6ng chita khong it
honn +1 con tho.
. Néu thay béi bang chit nhat gom 8 x 10 6 vuodng, trén d6 ghi cac s6 tir 1 dén 80
khong 1dp mot cach tuy y thi két qua cau bai todn con dung hay khong? Hay chiing minh.
7~ Dang 4: Bai toan lién quan dén thuc té
C6 s6 phwong phap: Khi chiing minh sy ton tai mot sd ddi twgng thdéa man diéu kién nao
do, ta thuwong str dung nguyeén li Dirichlet.
biéu quan trong nhat la phai xac dinh dugc “thd” va “long”.
* Vi du minh hoa:

Bai toan 1. Mot t6 hoc tap c6 10 hoc sinh. Khi viét chinh t4, ca to déu méc 16, trong do6 ban

Binh méc nhiéu 16i nhat (méc 5 16i). Chiing minh rang trong t& &y ¢ it nhat 3 ban da mac
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mot s6 16i bang nhau.

Hudng dan gidi
Ta coi “tho” la hoc sinh (trit ban Binh) nén ¢6 9 tho; “Iong” 1a s6 18i chinh ta hoc sinh mic
phai nén c6 4 Iong: Iong i gom nhitng hoc sinh maci16i (i= 1, 2, 3, 4). C6 9 thé nhét vao 4
Iong, ma 9 =4.2 + 1, nén theo nguyén li Dirichlet ton tai it nhat mot I6ng chita khong it hon

2 +1 =3 tho, tzc 1a c6 it nhat 3 ban méc mot s6 16i bang nhau.

Bai toan 2. O mot vong chung két co vua c6 8 dau thu tham gia. Mdi dau thu déu phai gip
dt 7 dau tha con lai, mdi ngudi mot tran. Chitng minh rang, trong moi thoi diém gitra cac

cudc dau, bao gio cling c6 hai dau thu da dau mot s6 tran nhu nhau.

Huéng dan gidi

Ta coi “thd” 1a dau thu nén c6 8 tho; “1ong” 1a s6 tran ddu cua dau thu nén cé 8
Iong: “Iong i” gom cac ddu thua da thi dduitran (v6ii=0,1,2,3,4,5,6,7).

Ta thdy long 0 va I6ng 7 khong dong thoi ton tai, vi néu c6 mot dau thu chua dau
tran nao thi sé khong c6 dau thu nao da dau da 7 tran, cling nhw néu ¢é dau thu da
dau du 7 tran thi khong cé ai chwa ddu tran nao.

Nhu vay, c¢é 7 Iong chita 8 con tho nén theo nguyén li Dirichlet ton tai mot I6ng
chita khong it hon 2 con tho, ttc 1a trong moi thoi diém gitta cac ceoc ddu ludn tim

duoc 2 dau thu da dau dung mot so tran.

Bai toan 3. C6 6 nha khoa hoc viét thu trao doi véi nhau vé mot trong hai dé tai: bao vé
moi trudong va chuong trinh dan s6. Chiing minh rang c6 it nhat ba nha khoa hoc cung

trao do6i vé mot dé tai.

Huéng dan gidi
Goi 6 nha khoahocla A, B,C, D, E, F.
Nha khoa hoc A sé viét thw trao ddi véi 5 nha khoa hoc con lai vé 2 dé tai, c6 5=2.2+1
nén theo nguyén li Dirichlet ton tai it nhat 3 nha khoa hoc (chéng han B, C, D) dugc nha
khoa hoc A trao d8i vé ciing mot dé tai (chang han d@é tai moi truong).
Trong ba nha khoa hoc B, C, D néu c6 hai nguoi nao ciing trao doi vé dé bai moi truong
(chéng han B, C) thi ta chon dwogc A, B, C cung trao d6i vé mot dé tai.
Néu trong ba nha khoa hoc B, C, D khong ¢6 hai ngwoi nao trao doi vé dé tai moi treong
thi ho sé trao d6i v4i nhau vé dé tai dan s9, ta sé chon duoc B, C, D cung trao d6i mot dé
tai.
(O day coi nha khoa hoc (trir A) 1a “tho” nén ¢6 5 tho, coi dé tai 1a “Iong” nén c6 2 1ong va

van dung nguyén li Dirichlet tong quat).

TU SACH CAP 2| 210



BOI DUONG HOC SINH GIOI CAP 2 |

7~ Dang 5: Bai toan lién quan dén su sap xép

* Co s& phwong phap: Cac bai toan vé sap xép chd, phan cong viéc khong doi hoi nhigu
vé kién thirc va ki nang tinh toan, ching cha yéu két hop suy ludn 16gic d€ xét cac kha
nang co6 thé xay ra véi nguyén li Dirichlet.

* Vi du minh hoa:

Bai toan 1. C6 20 ngudi quyét dinh di boi thuyén bang 10 chiéc thuyén do6i. Biét rang néu
hai nguoi A va B ma khong quen nhau thi tong s6 nhiing nguwoi quen cta A va nhing
ngudi quen cta B khong nho hon 19. Chiing minh rang cé thé phan cong vao cac thuyén

d6i sao cho moi thuyén déu la hai nguoi quen nhau.

Huéng dan gidi
Néu trong 20 nguoi khong cd hai nguwoi nao quen nhau thi tong sd ngudi quen cua hai
nguoi bat ki 1a 0. Diéu nay mau thuan véi gia thiét 1a tong sd ngudi quen cua hai nguoi
khong nhé hon 19. Vay ton tai mot sd cap quen nhau.
Ta x&p mdi cdp quen nhau d6 vao mdt thuyén ddi. Goi k 1a s8 lwong thuyén 16n nhat ma
trong do ta cd thé xép duoc nhitng cdp quen nhau vao moét thuyén va ki hiéu thuyén thi i
x€p hai nguoi Ai va Bi quen nhau (1<i<k).
Gia stt k<9, ki hiéu tap hop M gom nhiing nguoi chwa duoc xé€p vao thuyén nao, tic la
gom nhitng nguoi dd6i mot khdong quen nhau. Chon hai nguoi A va B trong tap hop M.
Theo bai ra thi tong sO nguoi quen ctia A va s6 nguoi quen cua B khong nho hon 19 va
nhing nguoi quen A hodc quen B da duoc xép vao thuyén réi. Nhu vay co 19 nguoi quen
hé quen A hodc B duwgc xép vao nhiéu nhat 1a 9 thuyén déi (trir 1 thuyén vi A, B chwa duoc
x€p), ma 19 = 9.2 + 1 nén theo nguyén li Dirichlet ton tai it nhat mot thuyén cho 2 nguoi
quen ca A va B. Nhung khi d6 ta c6 thé xép lai nhu sau: trong k — 1 thuyén dau tién van
gitt nguyeén, con thuyén thtt k xép Ak va B, con thuyén tht k + 1 xép A va Bx. Diéu nay
mau thuan véi gia st.
Theo cach x&p nay ta tiép tuc xép dén hét 10 thuyén sao cho mdi thuyén hai ngudi déu

quen nhau.

Bai toan 2. Ki thi tuyén sinh vao truong THPT chuyén Long An nam nay c6 529 hoc sinh
dén tr 16 dia phuong khac nhau tham du. Gia st di€ém bai thi mon Toan cta modi hoc sinh
déu 1a s8 nguyén 16n hon 4 va bé hon hodc bang 10. Chitng minh rang luon tim dugc 6 hoc

sinh c6 diém mo6n Toan giong nhau va cung dén tir mot dia phuwong.

Huéng dan gidi
Ta c6 529 hoc sinh c6 diém bai thi tir 5 diém dén 10 diém. Theo nguyén ly Dirichlet

ta ¢ 89 hoc sinh c6 diém bai thi nhw nhau (ttr 5 diém dén 10 diém).
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Ta c6 89 hoc sinh c6 di€ém bai thi nhu nhau va dén tit 16 dia phuong. Theo nguyén ly

Dirichlet tim dugc 6 em c6 cung diém thi mon toan va dén tir cung mot dia phuong.

~7 Dang 6: Van dung nguyeén li Dirichlet vao cac bai toan hinh hoc
* Co s0 phuong phap:Mot s6 cac dang toan hinh hoc thuong gap:
1) Néu trén mot doan thang d6 dai 1 d3t mot s& doan thang c6 tong dd dai lén hon 1
thi ¢6 it nhat hai trong s6 cac doan thang d6 ¢ diém chung.
2) Néu trén duong tron cd ban kinh 1 dat mot s6 cung c6 tong do dai 16n hon 27 thi
co it nhat hai trong s0 cac cung dé c6 diém chung.
3) Trong mot hinh c6 dién tich S dat mot s hinh ¢ tong dién tich 16n hon S thi c6 it
nhat hai trong s6 cac hinh d6 c6 diém chung.

4) * Vi du minh hoa:

Bai toan 1. Trong hinh vudéng ma d¢ dai mdi canh 13 4 cho truwde 33 diém phan biét, trong
d6 khong c6 3 diém nao thang hang, Nguoi ta vé cac duong tron c6 ban kinh déu bang
V2, ¢6 tam la céc diém da cho.
Hoi c6 hay khong 3 diém trong s cac diém ndi trén sao cho chung déu thudc vao phan
chung cta 3 hinh tron ¢6 cac tam ciing chinh la 3 diém d6?

(Thi chon HSG I6p 9 Qudc Gia nam 1995-1996- Bang A)

Huéng dan gidi
Chia hinh vudng da cho thanh 16 hinh vudng, méi hinh vudng c6 canh 1a 1; vi c6 33
diém chtra trong 16 hinh vudng, do d6 theo nguyén tac Dirichlet at phai c6 it nhat 1a

mot hinh vudng chira khong it hon 3 diém.

Khoang cach gitra hai diém bat ky trong hinh vudng don vi da cho khong thé vuot
qua dd dai duong chéo ctia né bang V2.

Goi 0,,0,,0, 1a 3 diém cting nam trong mdt hinh vudng don vi nao d6 .

Vé ba duong tron tam O,,0,,0, cung ban kinh la 2 . Chic chén ca ba diém

0,,0,,0, déu nam trong ca ba duong tron nay, nghia la chiing nam trong phan

chung ctia 3 hinh tron c6 tam tai chinh cac diém O,,0,,0;.

Bai toan 2. Trén mit phang cho 25 diém sao cho tir ba diém bat ky trong s& chting déu tim
dugc hai diém c6 khoang cach nhé hon 1. Chitng minh rang ton tai mot hinh tron c6 ban
kinh bang 1 chita khong it hon 13 diém.

Hudng dan gidi
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Xét diém A va hinh tron (C,) c6 tdm A va ban kinh 1a 1. Néu tat ca 24 diém con lai déu

ndm trong (C,) thi hién nhién bai toan dwoc chirng minh.

Xét trreong hop c6 di€ém B nam ngoai (C,). Tacd AB>1 xét hinh tron (C,) tam B va ban
kinh la 1.

Gia st C la mot diém bat ky khac A vaB . Ta chitng minh C phai thudc mot trong hai
hinh tron (C, )hodc (C,).

That vay: gia st nguoc lai diém C khéng thudc ca (C,), ca (C,) = AC>1 va BC >1;
theo trén, AB>1 nhu vay c6 bd ba diém A, B,C trong d6 khong c6 bat ky 2 diém nao
c6 khoang cach gitra chung nho hon 1. V6 Ly, vi trai véi gia thiét.

Diéu v6 ly d6 chiing to rang hodc 1a C thudc vao (C,) hoic la C thude vao (C, ).
Nhu vay ca 25 diém da cho déu thudc vao (C,) va (C,).

Theo nguyén tac Dirichlet, at phai c6 it nhat 1a mot hinh tron chita khong it hon 13

diém.

Bai toan 3. Cho hinh vuéng ABCD va chin duong thang phan biét théa man mdi mot

duong thang déu chia hinh vudng thanh hai t gidc 6 dién tich ty 18 véi 2 va 3.

Chitng minh rang ton tai it nhat 1a ba duong thang dong qui tai mot diém.

Huéng dan gidi

M
B C B C

;

N

Nhan xét: cic duong thang da cho khong thé di qua trung diém cac canh hinh
vudng ABCD boi vi ngugc lai thi hinh vudng sé bi phan thanh hai phan tam giac va
ngi giac.

Gia st mot duong théng trong s6 do cit canh BC tai M va cit canh AD taiN .
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Cac hinh thang ABMN va CDNM ¢6 chiéu cao bang nhau nén tir gia thiét suy ra
MN chia doan thang né&i trung diém P ,Q ctia AB va CD theo ty 1& %

Dé thay chi c6 4 diém chia 2 duong trung binh ctia hing vudng ABCD theo ty 1& %

1al,J,K,H . Co69 duong thang dia qua 4 diém nay; theo nguyén tac Dirichlet, phai
c6 it nhat 1a 3 duong thang cung di qua mot diém.

Bai toan 4. Cho da giac déu gom 1999 canh. Nguoi ta son cac dinh ctia da giac bang 2 mau
xanh va do. Chitng minh rang &t phai ton tai 3 dinh duwgc son ciing mdt mau tao thanh
mot tam gidc can.

Hudng dan gidi
Ta c6 da giac 1999 canh nén c6 1999 dinh. Do d6 at phai ton tai 2 dinh k& nhaula P va Q
duoc son bdi cing 1 mau ( chdng han mau do).
Vi da giac da cho la da giac déu c6 mot s6 1é dinh, cho nén phai ton tai mét dinh nao dé
nam trén drong trung truc ctia doan thang PQ . Gia st dinh d61a A .
Néu A t6 mau do thi ta c6 AAPQ la tam gidc can ¢6 3 dinh A, P,Q dwgc t6 cung mau do.
Néu A to mau xanh. Ltc d6 goi B va C la cac dinh khac cua da giac ké voi P vaQ .
Néu ca 2 dinh B va C dwgc t6 mau xanh thi AABC can va c6 3 dinh cting t6 mau xanh.
Néu nguoc lai mot ttrong hai dinh B hodc C ma t6 mau do thi tam giac BPQ hodc tam
gidc CPQ la cdc tam gidc can c6 3 dinh dugc t6 mau do.

C.BAI TAP AP DUNG
Bai 1. Mot d6i thong c6 800 000 cay thong. Trén mdi cay thong c6 khong quéa 500 000 chiéc
14. Chting minh rang it nhat cling c6 2 cay thong c6 cting s6 1a nhu nhau & trén cay.

Bai 2. Mot 16p hoc c6 40 hoc sinh. Chitng minh réng o it nhat 4 hoc sinh ¢6 thang sinh
giong nhau.

Bai 3. Cho day s8 gom 5 s8 tu nhién bat ki a,,a,,a,,a,,a;. Chiing minh rang ton tai mot s&
chia hét cho 5 hodc tong cia moét s s0 lién ti€p trong day da cho chia hét cho 5.

Bai 4. Cho p 1a s8 nguyén t8 16n hon 5. chitng minh rang ton tai mot s6 ¢6 dang 111...11

ma chia hét cho p.

Bai 5. Vi 39 s8 tu nhién lién tiép, hoi rang ta c6 thé tim dwoc mot s6 ma téng cac chit s§

cua no chia hét cho 11 hay khong?
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Bai 6. Chiing minh rdng trong 52 s8 tu nhién tity ¥, chi it cfing ¢ mot cgp gdom hai s3 sao

cho hoac tong hoac hiéu ctia chung chia hét cho 100.
Bai 7. Chting minh rang ton tai lily thita ctia 29 ma céc chit s6 tan cting ctia né 1a 00001.
Bai 8. (Bai toan 4p dung 2 Ian nguyén tac Dirichlet)

C6 17 nha toan hoc viét thw cho nhau trao déi vé 3 van dé khoa hoc, mdi nguoi viet
thu cho mot nguodi vé mot van dé. Ching minh rang it nhat ciing ¢6 3 nha toan hoc
trao doi voi nhau vé cung mot van de.

Bai 9. Mot 16p hoc ¢6 30 hoc sinh. Khi viét chinh ta, em A pham 14 16i, cdc em khéc pham

it 16i hon. Chiing minh rang c6 it nhat 1a 3 hoc sinh khong mac 18i hodc mac s6 161 bang

nhau.

Bai 10. Cho 5 nguoi tly y. Chitng minh rang trong s8 d6 c6 it nhat 1a hai nguoi c6 s&

ngudi quen bang nhau ( chti y 1a A quen B thi B quen A).

Bai 11. Trong mot giai bong da c6 10 doi tham gia, bat c hai d6i nao trong sd dé cling
phai ddu véi nhau mot tran. Chiing minh rang tai bat ct thoi diém nao cua lich thi dau

cling c6 hai d6i da dau duoc mot s6 tran nhu nhau.

Bai 12. Chung minh rang d6i véi mot s6 n nguyén duong bat ki bao gio ta ciing tim duwoc

mot s8 tu nhién ma cac chit s6 ciia nd bao gom chi ¢ chit sd 5 va chit s6 0 va chia hét cho n.
Bai 13. Chting minh rang ludn ton tai s6 dwgc viét boi toan chi s6 8 chia hét cho 2011.

Bai 14. Chting minh rang néu (n, 2010 ) = 1 thi lu6n ton tai mdt s6 k nguyén duwong sao
cho nk -1 chia hét cho 2010.

Bai 15. Chitng minh rang trong 1007 s8 tit nhién bt ky ludn ton tai hai s6 sao cho téng
hodc hiéu cua ching chia hét cho 2011.

Bai 16. Cho n + 1 s8 nguyén duong khac nhau nhé hon 2n (n > 1). Chting minh rang c6

thé chon ra 3 s6 nao d6 ma mot s6 bang tong hai s6 kia.

Bai 17. Cho tam giac déu ABC c6 canh bang 1. Danh d4du 5 diém phan biét bat ky trong
AABC . Chitng minh rang at ton tai it nhat 1a 2 diém trong s d6 ma khoang cach gitta
chang nho hon0,5.

Bai 18. Bén trong hinh vudng c6 canh bang 1, 1y bat ky 51 diém phan biét. Chiing minh
rang phai ton tai it nhat 1a 3 diém trong s6 51 diém nay nam trong mot hinh tron cé ban

kinh bang %
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Bai 19. Bén trong hinh tron (O,R) c6 dién tich bang 8, nguoi ta 1dy 17 diém phan biét bat
ky. Chitng minh rang bao gio ciing tim duoc it nhat 1a 3 ¢iém tao thanh mot tam giac co
dién tich bé hon 1.

Bai 20.Bén trong mot cai san hinh chit nhat cé chiéu dai 4m va chiéu rong la 3m c6 6 con
chim dang &n. Chting minh rang phai c6 it nhat 1a hai con chim ma khoang céch dau gitta
chiing nhé hon 1a +/5m.

Bai 21. Cac diém trén mit phang duoc t6 bang mot trong ba mau: xanh, d6, vang. Chiing
minh rang ton tai it nhat 1a 2 diém dwoc to boi cing mot mau va khoang cac gitta chung
bang 1.

Bai 22. Trén mat phang cho 100 diém bat ky. N&i mdi diém vdi it nhat 1a 66 diém trong s&
99 diém con lai bang mot doan thang. Ching minh rang cé thé xay ra truong hop ¢ 2
diém trong so 4 diém bat ky ctia 100 diém da cho khong dwoc ndi véi nhau.

Bai 23. Cho 5 diém phan biét ndm bén trong hinh vuéng ABCD c6 canh bang 35+ 3.
Chitng minh rang at tim duoc it nhat 1a mot diém trong hinh vudng da cho sao cho,
khoang cach ttr né dén ém da cho 16n hon 10.

Bai 24. Mbi diém ctra mit phang dwoc to bang mot trong hai mau xanh hogc do. Chiing
minh rang &t im duoc it nhat 1a ba diém duwoc t6 boi cing mot mau tao thanh mot tam
giac déu co canh la 1 hodc J3.

Bai 25. Mbi diém ctia mit phang duoc t6 bang mot trong hai mau den va do. Ching to
rang ton tai mot tam gidc déu ma cac dinh ctia né chi duregc té bang mot mau.

Bai 26. Trén mat phang cho 2000 duong thang phan biét, d6i mot cat nhau. Chitng minh
180°

2000

Bai 27. Bén trong dudng tron cd ban kinh 2000 c6 8000 doan thang c6 d6 dai la 1. Ching

minh rang c6 thé dung duoc mot duong thang d hoéc 1a song song hodc 1a vudng goc véi

rang ton tai it nhat 1a 2 dwong thang ma gdc tao bdi chiing khong 1én hon

mot duong théng | cho trudc, sao d cit it nhat 1 hai doan théng da cho.

Bai 28. Cho bang 6 vudng kich thuwdc 10.10 gom 100 & vudng don vi. Dién vao mbi 6
vudng ctia bang nay mot sd nguyén duong khong vwgt qua 10 sao cho hai s6 ¢ hai 6
vudng chung canh hodc chung dinh nguyén t8 cting nhau. Chttng minh rang trong bang 6
vuong da cho c6 mot sd xuat hién it nhat 17 [an.

Bai 29.Trong hinh chi nhat kich thude 1.2 ta 1dy 6n° +1 diém vdi n la s6 nguyén duong.
Chitng minh rang ton tai 1 hinh tron ¢ ban kinh 1 tta khong it hon 4 trong s6 cac diém
n

da cho.

Bai 30. Cho mdi diém trén mat phang dugc to bang mot trong hai mau xanh, dé. Chiing

minh rang ton tai mot tam gidc ma ba dinh va trong tam cung mau.
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Bai 1. Ta hay twong twong mdi ciy thong 1a mot "thd”, nhw vay c6 800.000 "thd" dwoc
nhot vao khong qua 500.000 "chiéc Iong". Long 1 ting véi cay thong cd 1 chiéc 14 trén cay,
Iong 2 tng véi cay thong co 2 chiéc 14 trén cay v.v... S6 tho 16n hon s6 16ng, theo nguyén
tac Dirichlet it nhat c¢6 1 Iong nhét khong it hon 2 thé nghia 1a c6 it nhat 2 cay thong c6
cung s 14.

Bai 2. Mot nadm c6 12 thang. Ta phan chia 40 hoc sinh vao 12 thang d6. Néu mdi thang cd
khong qua 3 hoc sinh duoc sinh ra thi sd hoc sinh khong qua: 3.12 = 36 ma 36 <40 (v0 ly).
Vay ton tai mot thang cé it nhdt 4 hoc sinh trung thang sinh ( trong bai nay 40 thoé la 40
hoc sinh, 12 16ng 1a 12 tén thang).

Bai 3. Ta sé thanh lap day s6 mdi gom 5 s6 sau day:

Slzal
S,=a +a,
83=a1+a2+a3

S,=a +a,+a; +a,
Sg=a, +ta, +a, +a, +a;
- Néu mot trong cach S, (i =1,...,5) chia hét cho 5 thi bai toan da dwoc chirng minh.
- Néu khong c6 s6 nao chia hét cho 5 thi khi dem chia cac sd S; cho 5 sé duoc 5 s dw
o gia tri tir 1 dén 4.
C6 5 58 dw ma chi c6 4 gia tri (5 tho, 4 [ong). Theo nguyén tac Pirichlet it nhat phai c6
2 50 du c6 cung gia tri. Hiéu ctia ching chia hét cho 5. Hiéu nay chinh la tong cac a,
lién tiép nhau hodc la a nao do.
Bai 4.
Xétday s6 1,11,111,..., 111....11
%’_/
pchit so'1
Ta chting minh trong day trén phai c6 s6 chia hét cho p. Gia st két luan ay khong dung,
ttee la khong c6 bat ky sd nao cua daylai chia hét cho p.
Cho twong ting mdi s6 du ctia phép chia cho p . Tap hop s8 dw c6 thé thudc tap hop {1, 2,
3,..., p— 1} (Do 0 khong thé thudc tap hop nay). Ta lai c6 p s6 trong day so trén. Vi vay theo
nguyeén ly Dirichlet ton tai it nhat hai s0 c6 cung sd du khi chia cho p. Gia st cac s6 d6 1a

111...11 (m chit s6 1) va s6 111....11 (n chit s6 1) véi (1<n<m< p). Tl d6 ta c6

(111..11 — 111..11)} p, hay 111..1 000..0: p Hay 111..1.10": p (1)

m chit s51 n chit s§'1 m—n chit s61 nchit so 0 m—n chit s6'1
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Do p 1a s6 nguyén t& 16n hon 5 nén (p; 10) =1, Vi thé tr (1) tasuy ra | 1 p(2)

11...1
%/_/

m—n chit s6'1

111...1 1a mot s8 thude day trén nén tir (2) suy ra mau thuan véi gia thiét. Vay gia st

m—n chit s6'1

phan chiing 1a sai. Ta suy ra diéu phai chitng minh.
Bai 5. Tt 20 s6 dau tién cua day bao gio ta cling c6 thé tim dwgc 2 s6 ma chir s6 hang don
vila 0, va trong hai s& d¢ it nhat phai c6 mot s c6 chir s6 hang chuc khac 9. Gia s&t N la s6

d6, va ta goi S la tong cac chir sd cua N.

Tacéday sO méiN,N+1, N+2,.N+9, N+191a11s6 van ndm trong 39 s6 cho trudc ma
tong cac chit s6 caa chunglaS,S+1,S+2,..5+9,5+10. D6 la 11 s8 ty nhién lién tiép, it

phai c6 mot s chia hét cho 11.
Bai 6. D€ lam xuét hién s "tho" va s6 "long ta lam nhu sau:

Trong tap hop cac s6 du trong phép chia cho 100 ta 1dy ra tiing cdp sd sao cho tdng

cac cdp d6 bang 100 va thanh 1ap thanh cac nhém sau:

0;0), (1;99),(2;98),(3;97),(4;96), (5;95), (6;94)... (49 ;51), (50 ; 50). Chu y réng

s€ ¢4 50 cap nhu vay, ta thém vao cdp (0, 0) sé c6 51 cap (51 Iong).
- Pem chia 52 s6 tw nhién cho 100 sé c6 52 s6 dw (52 tho).

- C6 52 58 dut ma chi c6 51 nhém, theo nguyén tac Dirichlet it nhat cling phai c6 2 s&

du cung roi vao mot nhom.

RO rang la cdp so ty nhién tng véi cap s6 du nay chinh 1a hai s6 tw nhién c6 tong

hodc hiéu chia hét cho 100. (dpcm)
Bai 7. Trudc hét ta cht y rang:

29™ ¢6 tan cting 1a 1 néu m 1a s8 chén

29m ¢6 tan cung 1a 9 néu m la so lé.

Ta hay xét 10° liiy thira ctia 29 vdi cdc s6 mit chan khac nhau. C6 hai kha nang xay ra:
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a. Trong do6 néu c6 sd mi 2k nao ma 29% ¢é tan cung la 00001 thi bai toan da duoc

chtrmg minh.
b. Khéng c6 s6 mii 2k nao dé€ 29% ¢6 tan cung la 00001.
Tit b, ta thdy rang:

SO cac s6 6 5 chir s tan cung khac nhau nhé hon 10° (k€ tir 5 chir s6 tan cung 00002,

00003, ... 99 999, 10°).

trong khi d6 s6 cac s6 khac nhau ma ta dang xét 1a 10° s6. Theo nguyeén téc Dirichlet

it nhat phai c6 hai liy thira nao d6 ¢é 5 chir s tan dung la nhw nhau.

Gia st A1 =29%K1 =M . 10° abed,

A>=29%K2 =M. 10° abed,

C6 thé gia st ki > ke ma khong lam mat tinh chat tong quat cuia bai toan. Thé thi ta cd:
Ar-Ar= 29%K1- 292K — (M - M) 108
Ar- An= 29%1- 2922 = 2922 (292(kik) _q)

Vi 29%K2 ¢6 tan cung la 1 va Ai- A2 = (M1 - M2)10° ¢6 tan cung khong it hon 5 s6 0 nén

suy ra (292(k1'k2) —1) phai c6 tan cung khong it hon 5 chit s6 0, tit d6 suy ra

292(1-K2) 6 tan cling 12 00001 (s8 cac chit s8 0 it nhat 14 4).
Ta tim duoc s0 k =2(ki - k) thdéa man dé bai (dpcm).

Bai 8. Goi A la nha toan hoc nao dé trong sd 17 nha toan hoc, thi nha toan hoc A phai trao
d6i véi 16 nha toan hoc con lai vé 3 van dé. Nhw vay nha toan hoc A phai trao déi it
nhat véi 6 nha todn hoc vé mdt van dé nao dd. Vi néu chi trao do6i vdi so it hon 6 nha
toan hoc vé mdt van dé thi s6 nha toan hoc dwoc trao doi véi A it hon 16. (Cac ban ¢
thé dién ta theo khai niém "tho" va "long" d€ thdy o day da ap dung nguyén

tacDirichlet Ian th nhat.)
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- Goi cac nha toan hoc trao ddi véi nha todn hoc A vé mot van dé nao do (gia st van
de I) 1a A, Az, As, A4, As, As . Nhu vay ¢ 6 nha toan hoc trao d6i voi nhau vé 3 van
dé (khong ké trao doi v6i A). Nhu vay ¢ 6 nha toan hoc A1, Az, As, A4, As, A trao doi

vdinhau vé 3 van dé, [, 11, I11.
Co6 hai kha nang xay ra:

a. Néu ¢ 2 nha toan hoc nao d6 cung trao doi voi nhau vé van dé I thé thi c6 3 nha

toan hoc (ké ca A) trao d6i vdi nhau vé van dé I. Bai toan dwoc chiing minh.

b. Néu khong c6 nha toan hoc nao trong 6 nha toan hoc A1, Az ... As trao doi vé van
dé I thi ta c6 6 nha toan hoc chi trao d6i véi nhau vé 2 van dé II va III. Theo nguyén
ticDirichlet cé it nhat 3 nha toan hoc cung trao d6i véi nhau vé mot van dé II hodc
III. Bai toan cting dugc ching minh.

Bai 9. D€ ton trong ta can thay d6i ngdn ngtr thd, chudéng 1a hoc sinh , phong.
Phong 1: Chika cic em mic 1 16i.

Phong 2: Chika cic em mic 2 16i.

Phong 14: Chira cdc em mic 14 16i.

Phong 15: Chira cdc em khong miic 16i.

Theo gia thiét phong 14 chi c6 em A. Con lai 14 phong chtta 29 em. Theo nguyén ly
Dirichlet ton tai mot phong chita it nhat 3 em. Ttr d6 c6 diéu phai chiing minh.

Bai 10. C6 5 nguoi nén s8 ngudi quen nhiéu nhat ctia moéi nguoi 1a 4.
Phong 0: Chita nhitng ngueoi khong co ngueoi quen.
Phong 1: Chita nhitng ngueoi co 1 ngueoi quen.
Phong 4: Chira nhirng nguoi co 4 nguweoi quen.
D&y rang phong 0 & phong 4 khong thé cing c6 nguoi.

Thuc chat 5 nguoi chita trong 4 phong.
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Theo nguyén ly Dirichlet ton tai mot phong chita it nhat 2 nguoi. Tt d6 c6 diéu phai
chirng minh.

Bai 11. Xét mot thoi diém bat ky cua lich thi dau ( moi doi thi ddu t6i da 9 tran).
Phong 0: Chita cdc doi chwa dau tran nao.
Phong 1: Chita cdc doi da thi dau 1 trdn.
Phong 9: Chita cdc doi da thi dau 9 tran.
D&y rang phong 0 va phong 9 khong thé cting c6 ddi thi dau.
Thuee chat 10 d6i chita trong 9 phong.
Theo nguyén ly Dirichlet ta suy ra diéu phai chitng minh.

Bai 12. Xét n+ 1 s sau: a, = 5;a, =55;...;a,,, = 55...5( n+1 chit s6 5).

n+1

Theo nguyén ly Dirichlet : véi n+1 s8 trén &t ton tai hai s8 c6 cting s6 du khi chia cho n.
Hiéu cta hai sd nay la sd c6 dang: 55...50...0 gom toan chit s6 5 va chit s6 0 va chia hét

cho n. D¢ 1a diéu phai chitng minh!

Bai 13. Xét 2012 s6 a, = 8;a, =88;...;8,,, = 88...8(2012 chit s6 8). Twong tw vi du 4 s€ ton tai
s0 co dang 88...80...0 (n chit s6 8 va k chit s6 0) chia hét cho 2011.

Ma: 88...80...0 = 88...8.10% va (10%,2011) = 1 suy ra so: 88...8 chia hét cho 2011. Diéu phai
chttng minh! ( Lwu y: 2011 la s6" nguyén to)

Bai 14. Xét 2011 sO sau: n; n2; n3;...; n211,

Theo nguyén ly Dirichlet ton tai it nhat hai s6 c6 cing s6 du khi chia cho 2010.Gia stt hai
s6délanivan véi1<i< j<2011.Khidéni—n' = ni (ni-'-1) =ni (n*- 1) chia hét cho

2010 (k =j-1ila s6 nguyén duong). Vay n* — 1 chia hét cho 2010 ( vi (n!, 2010) =1).
Bai 15. Ta xét phép chia 1007 s0 trén cho 2011 va xép vao:

Nhém 0: Cic s6 chia hét cho 2011 ( dw 0)

Nhém 1: Cic s6 chia cho 2011 dw 1 hodc 2010.

Nhém 2: Cic s6 chia cho 2011 dw 2 hodc 20009.

Nhom 1005: Cdc s6 chia cho 2011 dw 1005 hodc 1006.
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Theo nguyén ly Dirichlet ton tai mot nhém chiva it nhat hai s6. Theo cach xép nhém thi

hodc la tong hodc la hiéu cta hai s6 nay sé chia hét cho 2011.
Bai 16. Sap thittun+1s8 dacho 1<a <a, <..<a,, < 2n(Nhém 1). Xét thém n s&:
b=a,-a;b,=a,-a;.;b,=a,,—a.Tacd:1<b <b, <...<b, <2n(Nhom 2).

Tap 2n s0 ciia ca 2 nhém trén (trit @, cia nhdm 1) nhan 2n -1 gia tri ( chudng).

Theo nguyén ly Dirichlet c¢6 2 s§ bang nhau nhung khong cing mdt nhém 1 hogc

nhdém 2 tirc 1a phai thudce 2 nhém. T d6 suy ra diéu phai chiing minh!

Bai 17.

B C

Cac duong trung binh ctia AABC chia n6 thanh bon tam giac déu ¢ canh 1a0,5.
Theo nguyén tac Dirichlet, at ton tai it nhat 1a 2 diém roi vao cing mot tam giac
nho. Ta c6 khoang cach gitta 2 di€ém nay nho hon 0,5.
Bai 18. Chia hinh vudng da cho thanh 25 hinh vuéng con béng nhau cé canh 1a 0,2. Suy ra
theo nguyén tac Dirichlet, at ton tai it nhat 1a 3 diém nam trong moét hinh vudng con. Ta c6

ban kinh ctia dudng tron ngoai tiép hinh vudng nay bang % < % Suy ra 3 diém da cho

nam trong hinh tron ban kinh 1a % :

Bai 19.

Chia hinh tron (O, R) thanh 8 phan béng nhau. Do d6 mdi hinh quat co dién tich béng 1.
Theo nguyén tac Dirichlet, at c6 it nhat 1a mot hinh quat chwa nhigu hon 2 diém.

Xét 3 diém phan biét trong hinh quat da cho. Dé thay tam giac tao bai 3 diém nay c6 dién
tich bé hon 1.

Bai 20.
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Chia san thanh 5 hinh nhw hinh vé. Ap dung nguyén tac Dirichlet, ta suy ra két qua can
chirng minh.
Bai 21. Dung (0; J3 ) P 1a mot diém thuoc (0; J3 ) Duyng hinh thoi OAPB c6 duong chéo

OP canhla 1.
V3

Goi | la giao diém cta hai duong chéo, ta c6: Ol = -

2
:>AI2=AOZ—OI2=1—[£j :i /L\
2 4
AN\ |I/ B
1

Vay AAOB déu c6 canh bang 1.

Gia st nguoc lai, moi cdp hai diém c6 khaongr cach gitra chiing bang 1 ma déu dugc to

bang hai mau khéc nhau.

Khong matas tinh chat tong quat, ta gia st diém O duoc td bang mau xanh, diém A dwoc

t6 bang mau do6 va diém B dugc to bang mau vang.

Boivi PA=PB =1 suy ra P phai dugc to bang mau xanh.

Vi cach 1ap luan nhu vay ta suy ra, tat ca cac diém trén duong (O; J3 ) déu duoc t6 cung
mdt mau xanh. Mt khac dé dang tim duoc trén (0; J3 ) hai diém ma khoang cach gitra
chting bang 1, nén theo gia st chting dugc t6 bang hai mau khac nhau. Vo 1y.

biéu v6 ly d6 chiing to ¢ hai diém duoc té cing mot mau ma khoang cach cta ching

bang 1.

Bai 22. Goi cac diem da chola A, A A,,..., Ay
Ki hieu: M ={A1,A2,&,...,A33}, N :{A34’A351A36’---1A56}r P:{Aewpbs’pbgv-'-"a&oo}

Tap M gom 33diém, tap N gom 33 diém va tdp P gom 34 diém. Truong hop ctia bai

toan: yéu cau chiing minh c6 thé xay ra néu nhu:
Mbi diém trong tap hop M chi dugc ndi véi cac diém ctia tap hop N hodc P.
Ccacs diém cua tap hop N chi dwoc ndi véi cac diém cua tap hop P hodc tap M.

TU SACH CAP 21 496



BOI DUONG HOC SINH GIOI CAP 2 |

Cac diém cta tap hop P chi duoc ndi vdi cac diém co trong tap M hodc tap N (2 tdp nay

<6 66 diem).

Thét vdy, gia st (A, A;, A, A ) 1a4 diém bat ky trong s8 100 diém. Theo nguyén tic
Dirichlet awrt phai c6 it nhatla 2 diém cung thudc vao cung 1 tdp hop (M, N hoac P)

Do d6 véi cach phan chia trén day, 2 diém nay khong duwgc néi véi nhau.

Bai 23. Goi K, | Ian lugt la trung diém cta cac canh AB va

cD. ]: b
Trén doan Kl 1dy diém M va N sao cho:

KM = NI =8 M

Ta c6: MN = KI —KM — NI =35++/3-16 =19++/3 N

con AM =BM =DN =CN

D D
:\/(35+\@]+82 > 20

2

Do d6 néu ta vé cac duong trong c6 tam la A,B,C,D,M,N ban kinh 1a 10 thi cac duong

tron nay khong cat nhau.

Boi vi chi ¢6 5 diém phan biét ndm trong hinh vudng, do d6 &t ton tai it nhat 1a mdt hinh

tron khong chira diém nao trong s6 5 diém da cho.
Nhaén thay, tdm cua dwong tron nay cé khoang cac téi 5 diém da cho 16n hon 10.

Bai 24. Dung mdt tam gidc déu c6 canh bang 1. Néu ca ba dinh duoc to béi cting mot mau
(xanh hoac do) thi bai toan dwoc chirtng minh.

Trong truong hop nguoc lai, xét tam giac déu ABC cd canh AB=1ma A va B duoctd
bang hai mau khéc nhau.

L4y diém D ctia mit phang sao cho AO=B0O=2.Vi A B P

khac mau nén D cung mau véi chi mot trong hai di€ém A
hoac B.

Suy ra ton tai doan t héng AD =2 hoac BD =2 ¢4 2 mut

dugc to bang hai mau khac nhau. Gia st 1a doan thang A
AD. Goi K la trung diém ctia doan thang AD thi K cling
mau véi mot trong hai diém A hodc D. Giast K va A

cung c6 mau xanh.
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Vé cac tam giac déu APK va AQK.

Néu P va Q c¢6 mau xanh thi ta cé tam gidc déu APK va AQK c6 canh bang 1 va ba dinh

duoc to bang cung mau xanh.

Néu P va Q c6 mau dé thi tam giac PQD c6 3 dinh duoc t6 cing mau d6. Dé thay, tam

gidc PQD déu c6 canh 1a +/3.

Bai 25.
Cach 1. C6 thé giai nhw bai 808

Cach 2: c6 thé giai nhw cach sau day:

Vé tam giac ABC néu ca ba dinh A B,C duoc td
cung mot mau thi ta ¢6 ngay diéu phai ching

minh.

Néu A, B,C duoc to bdi 2 mau khac nhau, theo

nguyén tac Dirichlet, at phai cé hai dinh dwoc t&

cung mot mau. Gia st cac dinh A va B duoc to D E

cing mau den, khi @6 C duoc t6 bang mau do..
Dung luc gidc déu ADGEFC c6 tam la B.

Ta c6 tam giac ADB déu. Néu D dwgc t6 mau den ta cd ngay diéu phai ching
minh. Con néu D duogc td mau do, lai xét tam gidc CDE déu. Néu E duogc td béng

mau do thi tam giac CDE c6 ba dinh duoc t6 cuing mau do, thoa man.

C6 néu nguoc lai E dugc to b?mg mau den, lai xét tam giac BEF déu. Néu F duoc

t6 bang mau den thi ta c6 BEF c6 ba dinh duoc t6 cing mau den, thoa man.
Gia st nguoclai F dugc to b?mg mau do, thi lai xét tam giac CFH déu.

Néu diém H duoc td bang mau do thi ta c6 tam giac CFH c6 ba dinh duoc to bing
mau do, thoa man. Con gid st nguoc lai H duoc to béng mau den thi lai vé tam
giac déu BHI. Néu | duoc t6 bang mau den thi tam giac BHI c6 ba dinh dwoc to
bang mau den, thoa man. Gia stt nguoc lai, | dwoc to bang mau d6 thi xét tam giac
IDF . Dé thdy tam gidc IDF déu, theo trén ta c6 ba dinh I,D,F dugc t6 bdi cing

mau d0, thoa man.

Tém lai: ta chiing to dwoc rf?mg, ton tai tam gidc déu ma ba dinh dwoc t6 bdi cung

mot mau.
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Bai 26. LAy mot diém O bat ky trén mit phang. Qua O dung cac duong thang song song
véi 2000 duong thing da cho. Tai O ta c6 4000 goc d6i mot ddi dinh b tdng s6 do bang
360°. T d6 suy ra diéu phai chitng minh.

Bai 27. Gia st xy la mot duwong thang bat ky vudng goéc véi |. Ta danh ddu cac doan

théng theo thit tw 1,2,3,...,8000 . Chiéu cac doan thang nay 1én hai dwong thang xy va I.
Kihiéu a va b, (i=12,...,8000) twong ting 1a d6 dai cta cdc doan thang da cho trén cac
duong thang xy va I.

Taco a +b >1 véimoi i=12,...,8000

Do d6 (a,+a, +...85 )+ (b, +b, +... by, ) > 8000 = 4000 + 4000

Suy ra: hodcla a, +a, +...85,, > 4000

hogc1a b, +b, +...byy,, > 4000

Ta c6 8000 doan thang c6 thé chiéu vuong goc 1én duong kinh ctia duong trong véi do dai
4000.

Néu cac hinh chi€u cta cac doan thang da cho 1én duong thang | ma khong c6 cac diém

chung thi ta co: @, +a, +...85,, <4000.

Vivay trén | tim duwgc mot diém la hinh chi€u cta cac di€m thudc it nhat la hai trong s&

cac doan thang da cho.

Khi d6 duong thang vudng géc véi | dung qua diém nay sé cé diém chung véi it nhat hai
doan thing trong s 8000 doan thang da cho.

Bai 28. Xét hinh vudng canh 2x2, do hinh vuéng nay cé mdi hinh vudng nhé ludn chung
canh hodc chung dinh nén ton tai nhiéu nhat 1 s& chén, nhiéu nhat 1 s6 chia hét cho 3 do
d6 c6 it nhat 2 so 1é khong chia hét cho 3. Bang 10x10 dwgc chia thanh 25 hinh vuéng c6
canh 2x2 nén ¢ it nhat 50 sd 1é khong chia hét cho 3. Ttr 1 dén 0 ¢6 3 s6 1é khong chia hét

cho 3141, 5, 7. Ap dung nguyén i Dirichlet ta dwgc mdt trong ba s6 trén xudt hién it
nhat {?} +1=17 Tan

Bai 29. Chia cac canh ctia hinh ch nhat thanh n doan va 2n doan bgmg nhau ,mdi doan ¢

A \ e 1 Al 7 - A . M 7 \ M ) 7 2 \ ~
do dai —. Noi cac diém chia bang cac duwong thang song songvdi cdc canh cta hinh ch
n

A \ A 2 7. \ ]- 4 Re 1) A 7 A
nhat ta duwoc n.2n =2n* hinh vudng nho véi canh 1a —. Néu moi hinh vudng chita khong
n
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qua 3 diém thi tong s6 diém da cho khong qua 3.2n* =6n’(trdi vdi gia thiét). Do d6 phai

A . \ A s A 7 .« A? ~ \ \ A 1 A . oA
ton tai 1 hinh vudng chita khong it hon 4 diém. R0 rang hinh vuong canh — ndi tiép
n

\ \ /4 4 \ 2 \ \ \ \ ’ \ \ (A A /4
duwong tron ban kinh 1a — va dwong tron nay duoc chira trong dwong tron dong tam ban

2n
kinh .
n
Bai 30.
Lay nam diém tuy y sao cho khong co ba A

diém nao thang hang trén mit phang.
Khi d6 vi chi dung c6 hai mau dé t6 cac
dinh, ma theo nguyén li Dirichlet phai
ton tai ba di€ém trong s6 d6 cung mau.

Gia str d6 1a ba diém A, B, C c6 mau do. N

Nhu vay ta cé tam gidc ABC véi ba dinh

(eX

mau do. Goi G la trong tam tam gidc B
ABC. Chi c6 hai kha nang xay ra:

+Neéu G co mau do. Khidoé A, B, C, G

cung do va bai toan da dwoc giai.

+ Néu G c¢6 mau xanh. Kéo dai GA, GB, GC ciac doan AA’=3GA, BB’=3GB, CC’=3GC.
Khi d6 goi M, N, P twong ting la cac trung diém ctia BC, CA, AB thi

A’A=3AG=6GM =A’A =2AM.

Twong tuw B'B=2BN, CC’=2CP. Do d¢ cdc tam gidc A’'BC, B'AC, C'AB twong ttng nhan
A, B, Cla trong tam. Mat khdc, ta cling c6 cac tam giac ABC va A’'B’C’ c6 cung trong tam
G. C6 hai treong hop sau o thé xay ra:

e Néu A’, B, C’ cung xanh. Khi d6 tam gidc A’B’C’ va trong tam G c6 cung mau xanh.

e Néu it nhat mot trong cac diém A’, B’, C’' ¢6 mau do6. Khong mat tinh tong quat gia st A’
do. Khi do tam gidc A’'BC va trong tam A mau do.

Vay trong moi kha nang luon ton tai mot tam giac ma ba dinh va trong tdm cung mau.
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