i NGUYEN LY BAT BIEN
) o L,
T 10 TRONG GIAlI TOAN

A. Kién thlic can nhé
1. Nguyén ly bat bién.

Cho a, b, c 1a nhiing s6 thuec ta xét tong S=a+b+c. Néu ta doi chd a cho b, b cho ¢, ¢ cho
a, thi tong S ludn ludn chi la mot (khdng d6i). Tong nay khong thay doi d6i véi thie tu phép cong.
D a, b, ¢ 6 thay ddi thit tw nhu thé ndo ching nita S van khong thay d6i, nghia 1a S bat bién déi
v6i viéc thay ddi cac bién khac. Trong thuc té€ cling nhu trong toan hoc, rat nhiéu van dé lién quan
dén mot s6 d6i twong nghién ctru lai bat bién ddi voi sy thay doi ctia nhiéu doi twong khac.
2. Cac budc 4p dung nguyén ly bt bién khi giai toan

D¢ giai toan duoc bang dai luong bat bién ta thuc hién theo cac budc sau:

+ Bwdc 1: Ta phai phat hién ra nhiing dai lwgng bat bién trong bai toan. Budce nay twong doi
kho néu ta khong luyén tap thuong xuyén.

+ Buwde 2: Xt 1y ti€p dai lwong bat bién dé tim ra cdc diém mau thuan.

B. BAI TAP VAN DUNG

Bai toan 1. Trén bang ta viét 10 dau cong va 15 dau trir tai cac vi tri bat ky. Ta thuc hién xda 2
dau bat ky trong d6 va viét vao d6 1 ddu cong néu xda 2 dau giong nhau va 1 dau trtr néu xo6a

2 dau khac nhau. Hoi trén bang con lai ddu gi néu ta thye hién thao tac trén 24 [an?

Hudng dan gidi
Ta thay moi ddu cong 1a s6 1 va mdi dau trir 1a -1. Ta thdy tich cia cac s trén bang
la -1. Ma theo cach thuc hién cta bai thi ta xéa di 2 s0 va viét vao do6 tich cua 2 s6 do, dong
thoi ta chi thue hién 24 Tan nén suy ra tich cua tat ca cac so trén bang sé khong doi nhu vay
tich cac s8 trén bang luon bang -1. Do d6, khi thiee hién thao tac 24 Tan thi trén bang con lai

dau -.

Bai toan 2. Gia st n la 1 s0 1é ta viét 1én bang cac s6 tix 1 dén 2n, sau d6 chon ra 2 s bat ky
a vab va viétlai 1 s§ bang |a—b|. Chitng minh rdng s6 cudi ciing con lai trén bang 1a 1 s6

2

1é.

Hudng dan gidi
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Tong ctia cac sO trén bang ban daula: S=1+2 +....+ 2n=n(2n + 1). Ta thay n 1é nén
S 1é. Ma véi cac thao tac trong bai thi tong sé giam di 2.min {a;b} do d¢ tinh chan 1é cua

tong khong ddi. Vi ban dau S 1a sd 1é nén sd cudi cung con lai trén bang 1a so 1é.

Bai toan 3. Cho cac s6 2,8,1,0,1,9,9,5 duoc viét trén 1 vong tron. Ctt 2 s6 canh nhau ta cong
thém 1 vao 2 s6 d6. Hoi sau 1 s6 lan thuc hién thao tac trén cac s trén vong tron c6 thé

déu bang nhau dugc khong?

Hudng dan gidi
Ta nhan thay tong cac s trong vong tron la 1 s 1é nén khi thuee hién cac thao tac trén
thi tdng tédng 1én 2 nén tinh chdn 1é ctia tdng khong doi. Mt khac s6 cac s6 trén vong tron la

chan nén néu cac sd déu bang nhau thi tong cta né bay gio la s6 1é suy ra mau thuan.

Bai toan 4. Mot to gidy bi ¢t nho thanh 6 manh hodc 11 manh. Cdc manh nhan dwoc lai cd
thé chon d€ cit (thanh 6 manh hodc 11 manh nho hon) ... C nhu vay ta c6 thé nhan duoc
2005 manh cat khong ?

Huéng dan gidi
Sau mdi Ian cat mot manh gidy thanh 6 manh hogc 11 manh thi s6 manh gidy tang
1én 1a 5 hoac 10. Nhu vay tinh bat bién ctia bai toan la “s6 manh gidy luén tang 1én mot boi
sG ctia 5”. VAy s6 manh gidy sau cac lan cit c6 dang 1 + 5k, mit khac 2005 c6 dang 5k nén

v6i cach cat nhu trén, tir mot to gidy ban dau, ta khong thé cit dwoc thanh 2005 manh.

Bai toan 5. Mdi s6 trong day 21, 22, 2, ..., 22005

déu duoc thay thé boi tong cac chit sO ctia nd. Ti€p tuc lam nhu vay voi cac s6 nhan
duoc cho t6i khi tdt ca cac sd déu cd 1 chit s6. Chitng minh trong day nay : sd cac sd 2

nhiéu hon sO cac so 1.

Huéng dan gidi
Ta thdy : “S6 tw nhién A va tong cac chit s ctia A ludn cung s6 du trong phép chia cho 9”.
Mait khac ta ¢6 : 2! chia cho 9 duw 2 ;
22 chia cho 9 duw 4 ; 23 chia cho 9 du 8;
24 chia cho9 dw 7 ;2% chiacho9du5;

2¢ chia cho9duw1 ;27 chiacho9du?2;...
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Do d6 2¢+r Jan lwgt nhan cac s6 du trong phép chia cho91a 2, 4, 8,7, 5, 1 tuong tng
vbicacgidtrictarlal, 2, 3, 4,5, 0. Day cudi cung nhan dwgc gom 2005 s6 thudc tap hop
{2;4;8;7;5;1}.

Ta c6 2005 = 334 x 6 + 1 nén day cudi cung c6 335 so 2 (nhiéu hon s6 cac s6 khac 1

s0). Vay s0 cac s0 2 nhiéu hon sd cac s6 1 dung 1 s0.

Bai toan 6. Mot hinh tron dugc chia thanh 10 6 hinh quat, trén mdi O nguroi ta dat 1 vién bi.
Néu ta c¢ di chuyén cac vién bi theo quy luat : mdi [an 14y & 2 6 bat ki mdi & 1 vién bi,
chuyén sang 0 lién ké theo chiéu nguwoc nhau thi c6 thé chuyén tat ca cac vién bi vé cung 1

0 hay khong ?

Huéng dan gidi
Trudc tién, ta to mau xen ké cac 6 hinh quat, nhu vay sé co6 5 6 duoc té6 mau (6 mau)

va 5 6 khong dugc to mau (6 trang). Ta c6 nhan xét :

Néu di chuyén 1 bi & 6 mau va 1 bi & 6 trang thi tong s3 bi & 5 6 mau khong d6i.
Néu di chuyén & 2 6 mau, mbi & 1 bi thi tdng s6 bi ¢ 5 6 mau giam di 2. Néu di
chuyén & 2 6 trang, mbi 6 1 bi thi tdng s6 bi & 5 6 mau ting 1én 2.

Vay tong so bi & 5 6 mau hoac khong doi, hodc giam di 2 hoac tang 1én 2. N6éi cach

khéc, tdng s6 bi & 5 6 mau sé khdong thay ddi tinh chdn 1é so véi ban dau.

Ban dau tong s bi & 5 6 mau la 5 vién (la s6 1é) nén sau httu han lan di chuyén bi
theo quy luat trén thi tong s6 bi & 5 6 mau ludn khac 0 va khac 10, do d6 khong thé chuyén
tat ca cac vién bi vé cung 1 0.

C. BAI TAP AP DUNG

Bai 1:Mot to gidy duoc xe thanh 6 manh, lai xé 1 trong 6 manh nhé dé thanh 6 manh nho
khac. Ctz ti€p tuc nhw vay hoi c¢é khi nao dugc 1995 hoac 2011 manh nhoé hay khong?

Bai 2: Trong mot bang 6 vudng 100x100 6 dwoc dién ddu( + )va dau ( - ) . Mot bude thue
hién béng cach doi toan bd nhitng dau ¢ 1 hang hoac 1 cft nao d6 sang dau nguoc lai hoi

sau hitu han budc lam nhw trén bang 6 vuéng nhan dwgc ding 1970 ddu (-) khong.
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Bai 3: Trén bang co cac s6 %;%;...,% . Mbi 1 Tan thuc hién cho phép xo6a di 2 s6 a;b bat

ky trén bang va thay bang a + b - 2ab hoi sau 95 Ian thiec hién phép xda thi s6 con lai trén
bang la s6 nao?

Bai 4: Hai nguoi choi 1 tro choi vi 2 dong keo. BPong th nhat c6 12 cai va déng thir 2 ¢6
13 cai mdi nguoi choi dugc 13y 2 cai keo tir 1 trong 2 dong keo hodc chuyén 1 cai keo tir
ddng thit nhat sang dong th 2. Nguoi choi nao khong thé thye hién cac thao tac trén la
nhu thua. Hay chttng minh rang nguoi choi thit 2 khong thé thua, nguoi d6 c6 thé thang
khong?

Bai 5. Trén bang ghi mot s6 nguyén duwong c6 hai chi s6 tro 1én. Nguoi ta thiét 1ap s6 madi
bang cach xda di chit s6 hang don vi ctia s8 da cho, sau d6 cong vao s& con lai 7 Tan s& vira
bi x6a. Ban dau trén bang ghi s6 6'®. Hoi sau mot sd budc thuwe hién nhuw trén ta c6 thé thu

dwoc 100° hay khong ? Tai sao ?

Bai 6. Gia st rang n 1a mot s6 18, Dau tién ta viét cac s6 tir 1 téi 2n trén mot bang den. Sau
d6 ta chon ra hai s& bét ki a, b va xoé chting, rdi thay thé chiing boi [a—b|. Chiing minh

rang sO con lai cudi cung la mot so 1é

Bai 7. Nguoi ta viét trén bang day cac s6 tw nhién lién tiép tir 1 dén 100. Thuc hién tro choi
nhu sau: Tién hanh xda hai s a, b bat ki trong day sd trén va viét lai mot sd la a’ +b°.
Thuc hién tro choi nhu trén cho dén khi trén bang con lai mot s6. Hoi s6 con lai trén bang

o thé la 9876543212016 khong.

Bai 8. C6 2010 vién soi. Hai nguoi choi thay phién nhau bdc s6i, mdi lwot di nguoi choi
duogc quén boc mot sd luong vién soi 1a luy thira véi s6 ma tw nhién bat ki cta 2(1, 2, 4,
..... ). Ai b8c duwgc vién soi cudi cling 1a thang cudc. Gia stt ca hai nguoi choi déu la nguoi
thong minh. Hoi ai 1a nguoi thang cudc?

Bai 9. Trong mot hop c6 2010 vién séi. C6 hai ngwoi tham gia trd choi, mdi ngwoi lan luot
phai bdc it nhat 1a 11 vién so6i va nhiéu nhat la 20 vién soi. Nguoi nao bdc vién soi cudi
cting sé thua cudc. Hay tim thuat choi d& dam bao ngudi bdc dau tién ludn 1a nguodi thang

cudc.
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Bai 10. Trén bang c6 ghi 2013 s6 1;l;l;...;L. Moi [an xda di hai s6 bat ki trén bang thi
123 2013
ta thay bang s6 z = Ll va gilt nguyeén cac s6 con lai. Sau 2012 lan thuec hién thi trén
X+y+

bang con lai mot s6. Tim s6 con lai d6.

Bai 11. Cho mot hinh tron duoc cia thanh 10 6 hinh quat. Trém mdi 6 hinh quat ta dat mot
hon bi. Thwe hién trod choi nhu sau: Mbi [an 1ay 0 hai 6 bat ki mdi & mdt hon bi va chuyén
sang 0 lién ké theo chiéu nguwgc nhau. Héi sau mot s6 [an thuc hién tro choi ¢é thé chuyén

tat co cac vién bi vé cung mot 6 dugce khong.

Bai 12. Cho mot bang 6 vudng chira s6 nhu hinh 4a. Ta thuc hién mot thuat toan T nhu
sau: Chon ra 2 s6 bat ki ndm & hai 6 vudng canh nhau va cong 2 sd d6 vdi mot s6 nguyén
nao do6. Hoi réng sau mot sO lan thye hién thuat toan T thi bang hinh vuéng chita cac sO

nhu hinh 4a c6 thé thanh bang hinh vuoéng nhw hinh 4b hay khong ?

11213 71819
41516 6124
71819 315|1

Hinh a Hinh b

Bai 13. Cho mdt ban co qudc t€ 8.8 . Hoi rang quan ma c6 thé di nudc dau tién tir 6 dwdi
cung bén trai va két thac & 6 trén cung bén phai hay khong. Véi diéu kién nd phai di qua
tat ca cac 0 trén ban co va moi 6 chi di qua dung mét lan
Bai 14. Moi s0 trong cac s6 a,;a,;a,;...;a_nhan mot trong hai gia tri la —1hodc 1.

1772773 n

Biét rang S=a,.a,.a,.a,+a,.a,a,.a, +...+a_a,.a,.a, =0. Chitng minh rang n chia hét cho 4

Bai 15. Trén mit phang cho 2011 diém sao cho khong c6 3 diém nao thang hang. Xét tat ca
cac doan thang ndi cdc cdp diém trong 2011 diém nay. Vé duong thang d khong di qua
diém nao trong s6 2011 diém ndi trén. Chitng minh rang néu dwong thang d cit mot sd

doan thiang xét & trén thi s§ doan thang bi dwong thang d cit 1a mot s§ chan.
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Bai 16. Cho trudc s6 nguyén duwong n 1é. Tai mdi & vudng ctia ban ¢ kich thwée nxn
nguoi ta viét mot s6 +1 hodc —1. Goi a, la tich cua tat ca nhitng s6 ghi trén hang th k

(tinh tte trén xudng) va b, la tich cta tat ca nhitng s6 ghi trén cot thit k (tinh tir trai sang).
Chitng minh rang véi moi cach dién s8 nhu trén, déu co:

a,+a,---+a_+b +b,+---+b_#0.

1

Bai 17. Ta dinh nghia vién gach hinh méc cau la hinh gém 6 6 vudng don vi nhu hinh vé
dwdi day hoac hinh nhan duwoc do lat hinh dé(sanh trai, sang phai,...) hodc hinh nhan duwoc
do xoay hinh d6 di mot géc. Xac dinh cac hinh chit nhat kich thitc m.n v6i m, n la cac s6

nguyén duwong sao cho c6 thé lat dugc bang cac vién ganh hinh méc cau

Bai 18. Cho cac bang 6 vudng 6x6 dudi day:

4+ -+ |+ A+ F ] A+ |+

A+ |+ A+ A+ |+

A+ |+ A+ A+ |+

A+ |+ A+ A+ |+

A+ |+ A+ A+ |+

A+ |+ |+ A+ -+ + 4+ |- -+ |+
Bang 1 Bang 2 Bang 3

Thuc hién thao tac bién d6i nhu sau: Mbi bude bigh d6i cho phép dao ngurgc dau tat ca cac

0 trén cung mot hang hodc mot cot hodc mot duwong chéo hoac doc theo mot duong bat ki
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song song voi mot trong hai duong chéo. Hoi sau mot s6 budc bién doi cd thé dwa mot

trong cac bang trén vé bang khong cé ddu trir duoc khong.

1

V2

choi ta xoad hai s6 nao dé trong ba sd trén bang, gia st la a va b roi viét vao 2 vi tri vira xoa

Bai 19. Trén bang den viét ba s J2 0 2; . Ta bit dau thuce hién tro choi nhw sau: Mdi [an

dong thoi gitt nguyén s con lai. Nhu vay sau moi lan choi trén

. A .atb |a—b|
hai sO mdi
2

va
NN
bang ludn c6 ba s8. Chitng minh rédng du1 ta c6 choi bao nhiéu lan di ching nita thi trén

bang khong dong thoi c6 ba s8 ——; v2; 142,

232

Bai 20. Trén bang cho 2014 s6 tw nhién tir 1 dén 2014. Thuc hién lién ti€p phép bién doi
sau: Moi 1an xo04 di hai s8 bat ky a, b c6 trén bang roi viét thém sd a+b—%ab vao bang.
Khi trén bang chi con lai diing moét s6 thi dirng lai. Tim sd con lai d6.

2 2014 2015

, L e , . Mdi Tan bién déi, x6a di hai s0 a,
2015 2015 2015 2016

Bai 21. Trén bang viét cac sO

b bat ky va thay bang s3 a+b—5ab. Héi sau 2014 lan thuc hién phép bién d3i trén bang

con lai sO nao?
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Bai 1: Sau mdi [an xé s§ manh ting thém 5, nén s6 manh sau moi [an xé cé dang 5k + 1 va
1995 khac dang 5k + 1 con 2011 c6 dang 5k +1
Bai 2: Khong
Bai 3: Goi cac sO trén bang la a,;a,;..;a, xettich sau: (2a1 —1)(2212 —1)...(2ak —1) Khi x6a
di 2 s a,;athi tich mét di 2 thira s§ (2a, —1)(2a, ~1) nhung lai nhan thém thira s :
2(ai +a; —2aa, ) -1= (2&1i - 1)(2a]. —1), nén gia tri tuyét doi caa tich trén khong doi...Dap

A \ . A~ \ A 1
sO:conlaisdbnva2n-1=0nénn-= E

Bai 4: Tinh bat bién trong bai la tinh chdn hay Ié ctia t6ng hay hiéu hai déng keo. Tong s
keo cua hai dong giam di hodc s6 keo cuia dong thit nhat giam di, nhu vay tro choi phai
két thtic, nén ngudi thit hai sé thang.

Bai 5. Chang han nhu s8 ban dau trén bang 1a s&
x=10a+b, ae{l; 2;3;...; 9}; b e{O; 1, 2;3;...; 9}
SO méi thu dwoc sau cac thao tdic nhu débaila y=a+7b

Ta thdy y =x-9a+6b

S6 ban dau ghi trén bang 1a 6' chia hét cho 3.

Theo nhu trén thi sau mét s6 budc thye hién thao tac nhu dé bai, s6 méi thu duoc cing la
mot s cting chia hét cho 3.

Vay nén sau mdt sd bude thure hién thao tac nhw dé bai, thi khong thé nao thu dwoc 100°,
la mot s6 khong chia hét cho 3.

Bai 5. Goi S la tong ctia tat ca cac s6 trén bang. Liic dau ta c6 S=1+2+3+...+2n=n(2n+1)la

mot s6 1é vin 1la mot s6 1é. Ta can tim dai lwgng bat bién.
Hai s6 bi xda di la a va b, khong mat tinh tong quat ta giast a>b.

Khi d6 s& duoc thay vao la [a—b|=a—b.
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Nhu vy sau méi lan thiee hién thuat todn nhu trong dau bai da néi thi S sé bi gidam di mot mot dai
luong c6 gié tri bing a+b—(a—b)=2b la mot s§ chin. Vi thé tinh chdn 1é ctia S duroc gitt nguyén

sau moi lan thuc hién xao hai so trén bang. Trong trueong hop trén thi S ludn la mot s6 1é va vi thé

khi trén bang con lai mot so this6 délasolé.

(100+1).100

Bai 7. Vi day s8 tu nhién tir 1 dén 100 ta o6 tong 1+2+3+...+100 = = 5050

Tién hanh xda hai s8 a, b bat ki trong day s8 trén va viét lai mot s61a a’ +b’. Khi d6 tong day s&

trén bang tang mot dai luong (a3 +b’ ) - (a + b) .
Ta thdy 14+2+3+...4+4100 = 5050 chia 3 c6 s6 du la 1.
Lai thdy (a’+b*)—(a+b)=(a—-1)a(a+1)+(b-1)b(b+1).

Do d6 dai luong tang lén ludn chia hét cho 3. Nhu vay sau mdi lan tién hanh tro choi thi tong day
s0 trén bang ludn chia cho 3 c6 s6 dw 1a 1. Ma ta lai ¢6 9876543212016 chia hét cho 3. Do d6 sau mét
sO lan tién hanh tro choi thi trén bang khong thé con lai s6 9876543212016.

) 7 . > N . . . \ e . 7 A k PN 2.
Bai 8. Cach di ciia nguoi di sau nhw sau: Khi nguoi di trude boc 2° vién soi.
A N A1 \ k . e . A “A 2.
+Néu k laso1é thi 2° chia 3 duw 2, nguoi di sau boc 1 vién soi.
+ Né&u k 1a s6 chan thi 2 chia 3 dw 1. nguoi di sau bdc 2 vién soi.

Nhuw vay nguoi di trede ludn d6i mat véi tinh hudng s6 vién soi con lai chia hét cho 3 va khong

bao gio bdc dugc vién soi cudi cung. Vay nguoi di sau ludn thang.

Bai 9. b€ dam bao thang cudc, 6 nudc di cudi cung ctia minh nguoi bdc so6i dau tién phai dé lai

trong hop 11 vién soi. O nwdc di trede d6 phai dé lai trong hop 11+ (20 +11) = 42 vién soi.
Suy ra nguoi boc soi dau tién phai dam bao trong hop lic nao cling con 11+ 31k vién soi.

Ta ¢6 (2010—-11):31=65 du 15. Nhu vay nguoi boc soi dau tién ¢ lan tht nhat ciia minh phai

boc 15 vién.

Ti€p theo, khi d6i phuwong boc k vién soi (k=1, 2, ..., 20) thi nguoi boc soi dau tién phai boc

31—k vién soi, cudi cung sé dé€'lai 11 vién soi cho doi phuong.
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Bai 10.

Ta cé lzmzi+l+l. Khi d6 ta duoc l+1=i+l+l+1=(l+1j(l+1j.

Z Xy Xy X 'y Z Xy X 'Yy X y

Nhu vay sau mdi lan x6a di l+ 1 va l+ 1 thi ta thay bang s& 1+ 1= (lJr 1j(l+ 1] .
X y z X y

Nhuw vay tich cac s6 sau moi [an xda va thay s6 méi 1a khong doi.

Dodéné'uklésé’cuéiCfmgthitadu’ocl+1: %+1 %+1 ! +1 [=2014!
1 N2 2013
. 1
Tir d6 ta dwoc k=———.
2014!-1

Bai 11. Trudc hét ta t6 mau xen ké cac 6 hinh quat, nhu vay ta c6 5 6 duoc t6 mau va 5 6 khong
dugc to mau. Néu di chuyén mot vién bi & 6 mau va mot vién bi 6 6 khong mau sang 6 lién ké thi
tong sO vién bi 6 cac 6 mau cting nhu 6 khong mau 1a khong thay d6i. Néu di chuyén hai vién bi &
mdi 6 mau sang 6 khong mau thi tong s& vién bi 6 & mau bi giam di 2. Con néu di chuyén hai vién
bi & hai 6 khong mau sang 6 lién ké thi tong s8 vién bi 6 & mau duoc tang 1én 2. Nhw vay sau moi
[an thuc hién tro choi thi tdng s6 vién bi 6 cac 6 mau khong thay d6i tinh chdn 1é so véi luc dau.
Ma ban dau tong so vién bi trong cac 6 mau la 5, nhu vay sau httu nhan lan thuc hién tro choi thi
tong s6 vién bi trong cac o mau ludn la s 1é. Do d6 tong s6 vién bi trong cac 6 mau ludn khéac 0 va
khac 10. Nhu vay sau mot s6 Tan thwe hién tro choi ta khong thé duoc tat ca cac vién bi vé cung

mot 6 duoc.

Bai 12. T6 mau cac 6 ctia hinh vudng nhu hinh vé duwdi day véi mau den(D) va mau trang(T)

D|T|D
T D|T
D|T|D
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Dt B la tong cac s6 ¢ cac 6 mau den va W la tong cac sd & cac 6 mau trang. Ta thay vi moi lan thuc
hién thuat toan T ta cong thém 2 s6 & 2 6 canh nhau véi mot s6 nguyén nén de thay rang hiéu

B-W 1a khong ddi

Nhung véi gia thuyét ctia bai toan thi 6 hinhala B-W =5, con ¢ hinh b thi B-W =-1. biéu
nay trai voi quy tac bat bién o trén. Vay sau nhitng [an thuc hién thuat toan T thi tit hinh a ta

khong thé nhan dwgc hinh b

Bai 13. Ta t0 cac 6 trén ban co xen ké cac mau den trang nhu ban co vua(hinh vé)

b/ T/ b|T|/b|T|D|T

T/ b|T|b|T|b|T|b

Do su “ binh ddng mau “ nén khong mat tinh tong quat ta cé thé gia st rang 6 dudi cling
bén trai c6 mau trang. Tit cich di ctia con ma ta nhan thay rang sau mdi nide di con ma sé sang
mot 6 khac mau voi 6 ma ndé dang ding . Vi thé sau mot s6 1é nuwde di con ma sé & 6 mau den, sau
mot s& chdn nuede di con ma sé ¢ 6 mau trang . Day 1a tinh bat bién ctia chiing ta .

Tré lai bai todn ta thdy rang di tir & dwdi cling bén trdi 1én 6 trén cting bén phal can di 63
nudc di. Vi thé 0 trén cung bén phai sé can mang mau den(Theo nhu tinh bat bién). Diéu nay la vo
ly. Vay quan ma khong thé di tir 6 dudi cung bén trai nén 6 trén cung bén phai nhu yéu cau ctuia

dau bai duoc .
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Nhan xét Bai toan da duoc gidi quyét nhung xung quanh bai todn nay van con rat nhiéu diéu can
phai suy nghi. Chang han nhu khi xét ban co X.X véi X 1a mot s6 1é thi liéu c6 mot cach di tir 6

dudi cung bén tréi 1én 6 trén cung bén phai va thoa man cac yéu cau cua bai toan hay khong?
Bai 14. Day la mot bai todn vé 1y thuyét s6 nhung ta van sé dung bat bién d€ giai no.

Tinh bat bién nay nhw sau: Ta thay S sé khong thay doi s6 du khi chia cho 4 néu nhu ta d6i dau

cua 4 s0 hang lién tiép

That vay, néu co 2 sd duwong va 2 sd am thi sé khong c6 chuyén gi thay d6i, néu c6 1 s6 khac dau 3
s0 con lai thi khi d6i ddu thi gia tri cua S sé thay d6i 4 hoac —4 va diéu nay khong anh hudng gi
t6i sO du cuia S khi chia cho 4 c3, cu6i cung néu 4 s6 cung dau thi khi doi ddu S sé thay doi mot dai

luwong la 8 hay —8 diéu nay di nhién ciing khong anh huong gi téi s6 du cta S khi chia cho 4 .
Bay gio quay lai bai toan, thyc hién thuéat toan d6i dau caa 4 s6 hang lién ti€p sao cho cudi cung

dua t&t ca n s6 thanh sd duong. Khi &6 S=n va theo tinh bat bién thi S chia hét cho 4 (vi ban dau
S =0 chia hét cho 4). Vay n chia hét cho 4 va ta da c6 két luan cho bai toan .

Bai 15. Duong thang khong di qua diém nao trong 2011 diém trén nén khi d cat mot doan thang
nao d6 thi né chia mat phang thanh hai ntita ma 2011 diém trén nam & hai nira mat phang ddi nhau
va mot ntra chita chan sd diém, nita con lai chita 1é s& diém(do 2011 1a s& 1é). Mat khac khi néi chan
s6 diém & nita bén nay véi 1é s§ diém bén kia ta sé chitng minh duoc 1a s§ doan thang ndi duoc la
mot s6 chdn. That vay, gia st d chia cdc diém trén ntra tht nhat c6 m diém(m chdn) va ntra mt
phang kia chita n diém(n 1é). Cit mot diém bén nira nay ndi duoc mot doan thang véi nira bén kia

nén s§ doan thang ndi duoc 1a m.n, do m chén nén m.n chén. Bai todn dugc chiing minh.
Bai 16. Trudc hét ta chi ra duoc a, € {-1;+1},b, e {-1;+1},a, +b, €{-2;0;+2} (k,1€{1,2,..n}).

+ Néu d6i dau ctia s6 & mot 6 vudng thudc hang k va cot 1 thicacs6 a, va b, cling ddi dau theo,
cac s0 con lai (cua day a,, a,,...,a_, b, b,,..., b_)khong d6i dau. Hon nita, khi d6 tong a, +Db,
khong do6i, hodc tang thém 4 hodc giam di 4.

+ Mbi bang véi mot cach dién s6 nao d6, déu dugc suy ra tir bang gom toan s +1 bang cach thuc
hién d6i dau mot s6 phan tir. Tong a, +a, +---+a_+b, +b, +---+b_ ctia bang sau khi d6i kém

tong a, +a, ++--+a_+b, +b, +---+b_ ctia bang toan s6 1 mot s6 la boi cua 4.
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+Khi d6 tong ctia bang sau khi d6i a, +a, +-++a, +b, +b, +--+b_=2n(mod4)
Donlénén a, +a,+---+a_+b, +b,+---+b_ 52(m0d4)
Vay v6i moi cach dién s6 taluén c6 a, +a, +---+a_+b, +b,+---+b_=#0.

Bai 17. Nhan thady m va n khac 1, 2, 5. Chia hinh ch nhat m.n thanh m.n 6 vudng don vi va danh
s& céc hang tir dudi 1én, dénh s6 cac cot tir trai qua phai. Ta goi 6 (p;q) 12 6 ndm 6 hang thir p va

cOt thir q. Hai hién gach hinh mdc cau ¢6 thé ghép duoc thanh cac hinh dwdi day.

X|10|0]|0O ONNORN®)
X0 X |0 O|X|0O
XX |X]0O X 10X

XXX

Do d6 dé 14t dugc hinh chit nhat m.n thi tich m.n phai chia hét cho 12. Néu moét trong hai s6 m va
n chia hét cho 4 thi c6 thé lat dwgc hinh ch® nhat m.n. That vay, néu m chia hét cho 4 va n chia hét
cho 3 thi hinh chit nhit m.n c6 thé chia thanh cac hinh ch nhat 4.3 va do d6 c¢6 1at duwgc. Néu m
chia hét cho 4 va n khong chia hét cho 3 thi ta c6 thé viét n vé dang n =3a+4bvédia vab la cac s6

nguyén duong, khi d6 bang m.n ¢6 thé lat duoc.

Bay gio ta chiing minh mot trong hai s6 m va n chia hét cho 4. Gia st nguoc lai ca m va n cung
chia hét cho 2 nhung khong chia hét cho 4. D€ chiing minh duoc diéu nay khong xay ra ta can tao

ra mot bat bién. D€ tao ra bat bién ta dién vao cac 6 cta hinh ch nhat theo quy tac sau: Xét 0

(p; q) . Néu hai toa dd p va q cung chia hét cho 4 thi ta dién vao 6 (p; q) s0 1, néu chi p hodc q chia
hét cho 4 thi ta dién vao 6 (p;q) s62. Vi cac dién nhur vay thi ta thu duoc bat biéh 1a tong cac s&

trong cac 6 6 hinh thit nhat va hinh s6 hai déu 1a s& 1é. Do m va n 1a s& chn nén tdng cac sd trong
cc 6 & hinh chit nhat m.n 1a s& chdn. Mudn 14t dwgc hinh chit nhat m.n thi tong s6 hinh thit nhat
va hinh thit hai phai 14 s6 chdn. Khi d6 m.n chia hét cho 24, diéu nay khong xay ra vi m, n khong
chia hét cho 4.
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Bai 18.

e V6ibang thit nhat ta thay cac dau cong trong bang bang +1 va cac dau trir trong bang bang —1.
RO rang tich tat ca cac s6 trong cac & vudng hodc tinh chdn 1é ctia cac dau trir hodc tinh chén 1é cua
tong cac sd khong phai la bat bién. Mdc du tich cac s trong tit ca cac 6 vudng cuia bang khong
phai 1a bat bién nhung cé thé tich cac sd trong mot s6 6 vudng cd dinh lai la bat bién. D€ tim cac 6
vuong co dinh nay ta can tim tap hop cac 6 vuong sao cho khi thuc hién bién do6i s6 6 vudng co thé
dao d&u ludn l1a s6 chan. Dé thay tap hop cac 6 vudng duoc danh d&u x trong bang sau cé tinh chat

nhuw thé:

X X
X X
X X
X X

Tai trang thai xuat phat tich tat ca cac s6 trong cac 6 vuéng dugc danh dau noéi trén la —1. Do tinh
nau la bat bién nén sau mét sd phép bién doi ta khong thé dwa bang vé trang thai khong c6 dau trie

dwoc(vi khi d6 tich tat ca cac 6 dwoc danh dau la +1).
e Vi bang thi hai ta 1ap luan tuong ty bang thit nhat.

e V6i bang thit ba ta thay cac ddu cong trong bang bang +1 va cac ddu trir trong bang bang —1.
R rang tich tat ca cac sd trong cac 6 vudng hodc tinh chdn 1é ctia cidc d&u trir hodc tinh chn 1é ctia
tong cac sO khong phai la bat bién. Mac du tich céc s6 trong tat ca cac 6 vudng cta bang khong
phai la bat bién nhung c6 thé tich cac sO trong mot s6 6 vudng ¢d dinh lai la bat bién. D& tim cac 6
vuong ¢6 dinh nay ta can tim tap hop cac 6 vudng sao cho khi thuc hién bién d6i s6 6 vudng co thé
dao d&u ludn 1a s6 chdn. Dé thay tap hop cac 6 vudng duoc danh dau x trong bang sau cé tinh chat

nhu thé:
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X X X X
X X
X X
X X
X X

X X

Tai trang thai xuat phat tich tat ca cac s6 trong cac 6 vuong duoc danh dau noéi trén 1a —1. Do tinh
nay la bat bién nén sau mot sd phép bién ddi ta khong thé dua bang vé trang thai khong c6 dau trie

dwoc (vi khi d6 tich tat ca cac & dwge danh dau la +1).

) .2 2 A A e 2 . M a+ b |a - b|
Bai 19. Gia st ba s0 trén bang 1a a, b, ¢, khi thay a,b bang x =

vay=1—.
IR

+b?.

Khi do ta cé X2+y2 :(

=)\ 2

2
a+b]2 +[|a—b|] _a’+2ab+b’+a’—2ab+b’ _

a+b |a b|

VLR

Nhu vay sau khi x04 2 s6 a,b thay boi hai s6 méi thi tong binh phuwong hai s6

méi khong d6i. Do d6 tong binh phuong ctia ba s6 trén bang khong ddi va bang 2 +4 +% = % .

Mit khéc tong binh phuwong ba sd

\/_ 1+\/—1a [—+2+3+2\/_j¢— Vay khong thé
2\5 8 2 e

dong thoi trén bang ba s6 —= \/> 1+ \/7

Bai 20. Trong qua trinh bién ddi, gia st trén bang c6 day s6 a,; a,; ...; a

Ta xét biéu thirc sau: P = |(a1 - 2)(a2 - 2)...(an - 2)| . Ta chting minh su méi [an xda thi gid tri biéu

thirc P giam di hai lan.
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Gia str ta x6a di hai s8 a va b khi d6 tich P mét di thira s& (a—2)(b—2) nhung khi thay

‘ (a-2)(b-2)

. 1 , 1 Ay o
bang a+b—5ab thi tich P ¢6 thém thtra s a+b—Eab—2 = giam di mot nira

nén P giam di mot nira. Khi xda di hai s6 va thay bang mot sd nén sau moi lan xda trén bang giam

di mot so.
Ma trén bang c6 2014 s6 nén sau 2013 [an x6a thi P giam di 2°°" Tan.

Khi d6 ta c6 gia tri P =|(1-2)(2-2)...(2014-2)[=0
Gia sir s6 con lai trén bang 1 x khi d¢6 ta c6 P=|x-2|=0=x =2

Vay s6 cudi cung trén bang la 2.

Bai 21. Trong day s trén c6 s6 403 _ l
2015 5

Néu xda hai s6 a va b bat ki va thay bang s6 méi la ¢ =a+b—5ab, nhw vay sau mbi lan xéa day

trén giam di mot s6. Nhu vay sau 2014 [an xda trén bang con lai mot so.

v A ’ \ , ~ ’ 1 \ A A \ N 1 1 1
Dén mot lac nao do ta sé xoa z v mot s6 b thi ta thay bang ¢ = g+b —S.Eb =3

A 7 ~ 1 \ . N~ - A ~ 1 A N A \ AY . Ay 1
Nhu vay ct xdéa s g thi lai xuat hién so g . Vay s0 cudi cung con lai la g
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