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Câu 1.   Cho tập { }0;1;2;4;6;7X = . Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên có 4 chữ số được lập X. Tính xác 

suất để số được chọn có một chữ số xuất hiện đúng hai lần và các chữ số còn lại xuất hiện không quá một 
lần. 

A. 5 .
9

 B. 1 .
2

 C. 1 .
3

 D. 5 .
11

 

Lời giải 
Chọn A  
Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên có bốn chữ số được lập từ { }0;1;2;4;6;7X = . Số phần tử không gian 

mẫu: 35.6 1080.Ω = =  
Gọi A là biến cố cần tìm xác suất. Ta có các trường hợp sau: 
Trường hợp 1: Chữ số 0 xuất hiện 2 lần. 
Có 2

3C cách chọn 2 vị trí cho chữ số 0. 
Có 2

5A cách xếp 2 chữ số trong 5 chữ số vào 2 vị trí còn lại. 
Suy ra trường hợp này có: 2 2

3 5. 60C A = số thỏa mãn. 
Trường hợp 2: Chữ số x  (khác 0) xuất hiện 2 lần và x  ở vị trí hàng nghìn. 
Có 5 cách chọn x từ tập X . 
Có 3 cách chọn thêm một vị trí nữa cho x . 
Có 2

5A cách xếp 2 chữ số trong 5 chữ số vào 2 vị trí còn lại. 
Suy ra trường hợp này có 2

55.3. 300A = số thỏa mãn. 
Trường hợp 3: Chữ số x  (khác 0) xuất hiện 2 lần và x không nằm ở vị trí hàng nghìn. 
Có 5 cách chọn x . 
Có 2

3C cách chọn vị trí cho chữ số x . 
Có 4 cách chọn một chữ số (khác 0 và khác x )vào vị trí hàng nghìn. 
Có 4 cách chọn một chữ số vào vị trí còn lại. 
Suy ra: trường hợp này có 2

35.4.4. 240C = số thỏa mãn. 
Do đó, theo quy tắc cộng có 60 300 240 600.AΩ = + + =  

Vậy xác suất của biến cố A : ( ) 600 5 .
1080 9

AP A
Ω

= = =
Ω

 

Câu 2.   Từ một hộp có 4 bút bi màu xanh, 5 bút bi màu đen và 6 bút bi màu đỏ, chọn ngẫu nhiên 5 bút. 
Xác suất để 5 bút được chọn chỉ có đúng hai màu là 

A. 
118
429

. B. 
460

1001
. C. 

119
429

. D. 
272

1001
. 

Lời giải 
Chọn A 
Gọi A  là biến cố: “ 5 bút được chọn có đúng hai màu”. 
Ta có ( ) 5

15n CΩ = . 

Vì 5 bút được chọn có đúng hai màu nên có 3 trường hợp: 
TH1: Có đúng hai màu xanh và đen: 
- Chọn 5 bút trong hai màu xanh, đen (có 9 bút), có 5

9C  cách chọn. 

- Trong 5
9C  cách chọn 5 bút trên, có 5

5C  cách chọn cả 5 bút đều màu đen và không có cách chọn nào 
để cả 5 bút đều màu xanh. 

Số cách chọn 5 bút có đúng hai màu xanh và đen bằng 5 5
9 5C C− . 

TH2: Có đúng hai màu đen và đỏ: 
- Chọn 5 bút trong hai màu đen, đỏ (có 11 bút), có 5

11C  cách chọn. 



- Trong 5
11C  cách chọn 5 bút trên, có 5

5C  cách chọn cả 5 bút đều màu đen và 5
6C  cách chọn cả 5 bút 

đều màu đỏ. 
Số cách chọn 5 bút có đúng hai màu đỏ và đen bằng 5 5 5

11 5 6C C C− − . 
TH3: Có đúng hai màu đỏ và xanh: 
- Chọn 5 bút trong hai màu đỏ, xanh (có 10 bút), có 5

10C  cách chọn. 

- Trong 5
10C  cách chọn 5 bút trên, có 5

6C  cách chọn cả 5 bút đều màu đỏ và không có cách chọn cả 5 
bút đều màu xanh. 

Số cách chọn 5 bút có đúng hai màu đỏ và xanh bằng 5 5
10 6C C− . 

Vậy ( ) ( ) ( ) ( )5 5 5 5 5 5 5
9 5 11 5 6 10 6

5
15

118
429

C C C C C C C
P A

C
− + − − + −

= = . 

Câu 3.   Một hộp đựng thẻ được đánh số từ 1, 2, 3,…, 8. Rút ngẫu nhiên hai lần, mỗi lần một thẻ và nhân 
số ghi trên hai thẻ với nhau, xác suất để tích nhận được là số chẵn là 

A. 3
14

. B. 25
36

. C. 1 .
2

 D. 11
14

. 

Lời giải 
Chọn D 
Số phần tử không gian mẫu: ( ) 8 7 56n Ω = × = . 

Gọi A  là biến cố: “tích nhận được là số lẻ”. 

( ) 4 3 12n A = × = . 

( ) 56 12 44n A⇒ = − = . 

⇒xác suất biến cố A : ( ) 44 11( ) .
( ) 56 14

n AP A
n

= = =
Ω

 

 

Câu 4.   Đội thanh niên tình nguyện của một trường THPT gồm 15 HS, trong đó có 4 HS khối 12, 5 HS 
khối 11 và 6 HS khối 10. Chọn ngẫu nhiên 6 HS đi thực hiện nhiệm vụ. Tính xác suất để 6 HS được chọn 
có đủ 3 khối. 

A. 4248 .
5005

 B. 757 .
5005

 C. 151 .
1001

 D. 850 .
1001

 

Lời giải 

Chọn D 

Số phần tử của không gian mẫu ( ) 6
15 5005n CΩ = = . 

Gọi A là biến cố: “6 HS được chọn có đủ 3 khối”.  
Xét các trường hợp của biến cố A  
+ Số cách chọn được 6 HS bao gồm cả khối 10 và 11: 6 6

11 6C C−  

+ Số cách chọn được 6 HS bao gồm cả khối 10 và 12: 6 6
10 6C C−  

+ Số cách chọn được 6 HS bao gồm cả khối 11 và 12: 6
9C  

+ Số cách chọn được 6 HS khối 10: 6
6C  

Vậy ( ) ( )6 6 6 6
11 10 9 6 755 5005 755 4250n A C C C C n A= + + − = ⇒ = − =  

Vậy xác suất cần tìm là: ( ) 4250 850 .
5005 1001

P A = =  



Câu 5.   Từ một hộp chứa 12 quả cầu, trong đó có 8 quả màu đỏ, 3 quả màu xanh và 1 quả màu vàng, lấy 
ngẫu nhiên 3 quả. Xác suất để lấy được 3 quả cầu có đúng hai màu bằng: 

A. 23
44

. B. 21
44

. C. 139
220

. D. 81
220

 

Lời giải 
Chọn C 

Số phần tử của không gian mẫu là: ( ) 3
12 220n CΩ = =  

Gọi A là biến cố: “Lấy được 3 quả cầu có đúng hai màu”. 
- Trường hợp 1: Lấy 1 quả màu vàng và 2 quả màu đỏ có: 2

8 28C =  cách 

- Trường hợp 2: Lấy 1 quả màu vàng và 2 quả màu xanh có: 2
3 3C =  cách 

- Trường hợp 3: Lấy 1 quả màu đỏ và 2 quả màu xanh có: 1 2
8 3. 24C C =  cách 

- Trường hợp 4: Lấy 1 quả màu xanh và 2 quả màu đỏ có: 1 2
3 8. 84C C =  cách 

Số kết quả thuận lợi của biến cố A là: ( ) 28 3 24 84 139n A = + + + =  cách 

Xác suất cần tìm là: ( ) ( )
( )

139
220

n A
P A

n
= =

Ω
 

Cách 2: Lấy 3 quả bất kì trừ đi trường hợp 3 quả khác màu (1 Đ, 1X, 1 V), và 3 quả chung 1 màu ( 
cùng đỏ hoặc cùng xanh). ĐS: (220-81)/220. Chọn C 

Câu 6.   Chọn ngẫu nhiên hai số tự nhiên có  chữ số khác nhau. Tính xác suất chọn được ít nhất một số 
chẵn. ( lấy kết quả ở hàng phần nghìn). 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn C 

Gọi  là biến cố: “chọn được ít nhất một số chẵn.” 

- Số số tự nhiên có  chữ số khác nhau là: . 

 Không gian mẫu: . 

- Số số tự nhiên lẻ có  chữ số khác nhau là: . 

. 

. 

. 

Câu 7.   Chọn ngẫu nhiên hai số tự nhiên có  chữ số khác nhau. Tính xác suất chọn được ít nhất một số 
chẵn. ( lấy kết quả ở hàng phần nghìn). 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn C 

Gọi  là biến cố: “chọn được ít nhất một số chẵn.” 

- Số số tự nhiên có  chữ số khác nhau là: . 

 Không gian mẫu: . 

4

0,652 0,256 0,756 0,922

A

4 9.9.8.7 4536=

⇒ 2
4536CΩ =

4 5.8.8.7 2240=

⇒ ( ) 2
2240n A C=

⇒ ( ) ( ) 2
2240
2
4536

n A CP A
C

= =
Ω

⇒ ( ) ( )
2
2240
2
4536

1 1 0,756CP A P A
C

= − = − ≈

4

0,652 0,256 0,756 0,922

A

4 9.9.8.7 4536=

⇒ 2
4536CΩ =



- Số số tự nhiên lẻ có  chữ số khác nhau là: . 

. 

. 

. 

Câu 8.   Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên có hai chữ số. Tính xác suất để số được chọn có hai chữ số 
giống nhau. 

A. 0,1 B. 0,3 C. 0,7 D. 0,9 
Lời giải:  

Chọn A 
Số phần tử trong không gian mẫu là ( ) 90Ω =n .  
Gọi A là biến cố ‘‘ số được chọn có 2 chữ số giống nhau ’’ A= { }11;22;33;44;55;66;77;88;99  ; 

(A) 9=n  

Do đó xác suất để số được chọn có hai chữ số giống nhau là 
(A) 9(A) 0,1
( ) 90

= = =
Ω

nP
n

.  

Câu 9.   Một hộp đựng thẻ được đánh số từ 1, 2, 3,…, 9. Rút ngẫu nhiên hai lần, mỗi lần một thẻ và nhân 
số ghi trên hai thẻ với nhau, xác suất để tích nhận được là số chẵn là: 

A. 
5
9

. B. 
25
36

. C. 
1 .
2

 D. 
13
18

. 

Lời giải 
Chọn D 
Số phần tử không gian mẫu: ( ) 9 8 72n Ω = × = . 

Gọi A  là biến cố: “tích nhận được là số lẻ”. 

( ) 5 4 20n A = × = . 

( ) 72 20 52n A⇒ = − = . 

⇒  xác suất biến cố A : ( ) 52 13( ) .
( ) 72 18

n AP A
n

= = =
Ω

 

Câu 10.   Một hộp kín có 5 bút bi màu xanh khác nhau và 10 bút bi màu đỏ khác nhau. Lấy ngẫu nhiên 3 
bút bi. Xác suất để lấy được 1 bút bi xanh và 2 bút bi đỏ là 

A. 200
273

. B. 2
3

. C. 3
4

. D. 45
91

. 

Lời giải 
Chọn D  
Số phần tử của không gian mẫu ( ) 3

15n CΩ = . 

Gọi A là biến cố lấy được 1 bút bi xanh và 2 bút bi đỏ ( ) 1 2
5 10.n A C C⇒ = . 

Xác suất của biến cố A là ( )
1 2
5 10

3
15

. 45
91

C CP A
C

= =  

Câu 11.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có năm chữ số khác nhau đôi một. Xác suất để số 
được chọn có ba chữ số chẵn và hai chữ số lẻ còn lại đứng kề nhau? 

A. 2
75

. B. 
8

147
 C. 

85
567

. D. 
58

567
. 

Lời giải 

4 5.8.8.7 2240=

⇒ ( ) 2
2240n A C=

⇒ ( ) ( ) 2
2240
2
4536

n A CP A
C

= =
Ω

⇒ ( ) ( )
2
2240
2
4536

1 1 0,756CP A P A
C

= − = − ≈



Chọn C 
Số phần tử của không gian mẫu là ( ) 4

99.n AΩ = . 

Gọi A là biến cố: “Số được chọn có ba chữ số chẵn và hai chữ số lẻ còn lại đứng kề nhau”. 
Có 3

5C cách chọn 3 chữ số chẵn, có 2
5A  cách chọn 2 chữ số lẻ và xếp chúng kề nhau, có 4! Cách xếp 

sao cho 2 chữ số lẻ đứng kề nhau. Suy ra có 3 2
5 5. .4!C A  cách xếp thoả mãn (kể cả chữ số 0 đứng đầu).  

Ta tính số các số thoả mãn đề mà có số chữ số 0 đứng đầu, ta xét 4 chữ số cuối: Có 2
4C  cách chọn 2 

chữ số trong 4 chữ số chẵn, có 2
5C  cách chọn 2 chữ số lẻ, coi 2 chữ số lẻ là một nhóm ta có số các số là 

2 2
4 5. .2!.3!C C . 

Suy ra số các số thoả mãn đề bài là: ( ) 3 2 2 2
5 5 4 5. .4! . .2!.3! 4080n A C A C C= − = . 

( ) ( )
( ) 4

9

4080 85
9. 567

n A
P A

n A
= = =

Ω
. 

Câu 12.   Một hộp đựng thẻ được đánh số từ 1, 2, 3,…, 9. Rút ngẫu nhiên hai lần, mỗi lần một thẻ và nhân 
số ghi trên hai thẻ với nhau, xác suất để tích nhận được là số chẵn là: 

A. 
5
9

. B. 
25
36

. C. 
1 .
2

 D. 
13
18

. 

Lời giải 
Chọn D 
Số phần tử không gian mẫu: ( ) 9 8 72n Ω = × = . 

Gọi A  là biến cố: “tích nhận được là số lẻ”. 
( ) 5 4 20n A = × = . 

( ) 72 20 52n A⇒ = − = . 

⇒  xác suất biến cố A : ( ) 52 13( ) .
( ) 72 18

n AP A
n

= = =
Ω

 

Câu 13.   Từ một hộp có 4 bút bi màu xanh, 5 bút bi màu đen và 6 bút bi màu đỏ, chọn ngẫu nhiên 5 bút. 
Xác suất để 5 bút được chọn chỉ có đúng hai màu là 

A. 
118
429

. B. 
460

1001
. C. 

119
429

. D. 
272

1001
. 

Lời giải 
Chọn A 
Gọi A  là biến cố: “ 5 bút được chọn có đúng hai màu”. 
Ta có ( ) 5

15n CΩ = . 

Vì 5 bút được chọn có đúng hai màu nên có 3 trường hợp: 
TH1: Có đúng hai màu xanh và đen: 
- Chọn 5 bút trong hai màu xanh, đen (có 9 bút), có 5

9C  cách chọn. 

- Trong 5
9C  cách chọn 5 bút trên, có 5

5C  cách chọn cả 5 bút đều màu đen và không có cách chọn nào 
để cả 5 bút đều màu xanh. 

Số cách chọn 5 bút có đúng hai màu xanh và đen bằng 5 5
9 5C C− . 

TH2: Có đúng hai màu đen và đỏ: 
- Chọn 5 bút trong hai màu đen, đỏ (có 11 bút), có 5

11C  cách chọn. 

- Trong 5
11C  cách chọn 5 bút trên, có 5

5C  cách chọn cả 5 bút đều màu đen và 5
6C  cách chọn cả 5 bút 

đều màu đỏ. 
Số cách chọn 5 bút có đúng hai màu đỏ và đen bằng 5 5 5

11 5 6C C C− − . 



TH3: Có đúng hai màu đỏ và xanh: 
- Chọn 5 bút trong hai màu đỏ, xanh (có 10 bút), có 5

10C  cách chọn. 

- Trong 5
10C  cách chọn 5 bút trên, có 5

6C  cách chọn cả 5 bút đều màu đỏ và không có cách chọn cả 5 
bút đều màu xanh. 

Số cách chọn 5 bút có đúng hai màu đỏ và xanh bằng 5 5
10 6C C− . 

Vậy ( ) ( ) ( ) ( )5 5 5 5 5 5 5
9 5 11 5 6 10 6

5
15

118
429

C C C C C C C
P A

C
− + − − + −

= = . 

Câu 14.   Chọn ngẫu nhiên hai số khác nhau từ 27 số nguyên dương đầu tiên. Xác suất để chọn được hai 
số có tổng là một số chẵn bằng 

A. 13
27

 B. 14
27

 C. 1
2

 D. 365
729

 

Lời giải 

Chọn A 

Gọi A là tập tất cả các số nguyên dương đầu tiên, { }1; 2; 3;......; 26; 27=A  

Chọn hai số khác nhau từ A có: ( ) 2
27 351= =n CΩ . Tổng hai số là số chẵn khi cả hai số đó đều chẵn 

hoặc đều lẻ. Do đó: 

Chọn hai số chẵn khác nhau từ tập A có: 2
13 78=C  

Chọn hai số lẻ khác nhau từ tập A có: 2
14 91=C  

Số cách chọn là: 78 91 169+ =  

Xác suất cần tìm là: 169 13
351 27

= =P  

Câu 15.   Cho tập hợp { }1;2;...;100A = . Chọn ngẫu nhiên 3 phần tử của A . Xác suất để 3 phần tử được 

chọn lập thành một cấp số cộng bằng 

A. 1
132

. B. 1
66

. C. 1
33

. D. 1
11

. 

Lời giải 
ChọnB. 
Chọn ngẫu nhiên 3 phần tử từ tập A⇒  Không gian mẫu là 3

100CΩ = . 
Gọi biến cố A:“Ba phần tử được chọn lập thành một cấp số cộng”. 
Cách 1. Giả sử 3 phần tử đó là ; ; 2x x d x d+ +  với ,x d ∗∈ . 

Với 1x =  thì ta có { }992 100 1;2;...;49
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 49 bộ ba số thỏa mãn. 

Với 2x =  thì ta có { }982 100 1;2;...;49
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 49 bộ ba số thỏa mãn. 

Với 3x =  thì ta có { }972 100 1;2;...;48
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 48 bộ ba số thỏa mãn. 

… Với 97x =  thì ta có { }32 100 1
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 1 bộ ba số thỏa mãn. 



Với 98x =  thì ta có { }2 100 1 1x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 1 bộ ba số thỏa mãn. 

Với 99x =  thì ta có 12 100
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈∅⇒  không có bộ ba số thỏa mãn. 

Do đó ta thấy có tất cả ( ) ( )49 49 1
2 49 48 47 ... 2 1 2. 2450

2
+

+ + + + + = =  bộ ba số thỏa mãn. 

Cách 2. Giả sử 3 phần tử đó là ; ;a b c  với , ,a b c A∈ . 
Trong tập A  có 50 số lẻ, 50 số chẵn. 
Do , ,a b c  lập thành một CSC nên 2a c b+ =  là một số chẵn. 
Do đó hai số ,a c  cùng chẵn hoặc cùng lẻ. 
Đồng thời ứng với 1 cách chọn hai số ,a c  thì xác định được duy nhất 1 số b . 
Tổng số bộ ba số , ,a b c  là 2 2

50 50 2450C C+ =  (bộ ba). 

Vậy xác suất của biến cố A là 3
100

2450 1
66

P
C

= = . 

Câu 16.   Cho tập { }1;2;3;4;5;6A = . Tính xác suất biến cố chọn được số tự nhiên có 3  chữ số khác nhau 

lập từ tập A, sao cho tổng 3  chữ số bằng 9 . 

A. 1
20

. B. 7
20

. C. 9
20 . D. 

3
20

. 

Lời giải 
Chọn D 

Gọi A  là biến cố: “ số tự nhiên 3 chữ số khác nhau, có tổng 3  chữ số bằng 9 .“ 

- Số số tự nhiên có 3  chữ số khác nhau có thể lập được là: 3
6 120A = . 

⇒  Không gian mẫu: 120Ω = . 

- Ta có 1 2 6 9;1 3 5 9;2 3 4 9+ + = + + = + + = . 

⇒  Số số tự nhiên có 3  chữ số khác nhau có tổng bằng 9  là: 3! 3! 3! 18.+ + =  

⇒  ( ) 18.n A =  

⇒ ( ) ( ) 18 3
120 20

n A
P A = = =

Ω
. 

Câu 17.   Có 60  tấm thẻ đánh số từ 1 đến 50 . Rút ngẫu nhiên 3  thẻ. Tính xác suất để tổng các số ghi trên 
thẻ chia hết cho 3 . 

A. 11
171

. B. 1
12

.  C. 9
89

. D. 409
1225

. 

Lời giải 
Chọn D  
Số phần tử không gian mẫu: 3

50 19600CΩ = = . 
Gọi A  là tập các thẻ đánh số a  sao cho 1 50a≤ ≤  và a  chia hết cho 3 . { }3;6;...;48 16A A= ⇒ = . 
Gọi B  là tập các thẻ đánh số b  sao cho 1 50b≤ ≤  và b  chia 3  dư 1. { }1;4;...;49 17B B= ⇒ = . 
Gọi C  là tập các thẻ đánh số c  sao cho 1 50c≤ ≤  và c  chia 3  dư 2 . { }2;5;...;59 17C C= ⇒ = . 
Với D  là biến cố: “Rút ngẫu nhiên 3  thẻ được đánh số từ 1 đến 50  sao cho tổng các số ghi trên thẻ 

chia hết cho 3 ”. Ta có 4  trường hợp xảy ra: 
Trường hợp 1: Rút 3  thẻ từ A : Có 3

16C  (cách). 



Trường hợp 2: Rút 3  thẻ từ B : Có 3
17C  (cách). 

Trường hợp 3: Rút 3  thẻ từ C : Có 3
17C  (cách). 

Trường hợp 4: Rút mỗi tập 1 thẻ: Có 16.17.17 4624=  (cách). 

Suy ra 3 3
17 162. 4624 6544D C C= + + = . 

Vậy xác suất cần tìm 
6544 409

19600 1225
D

P = = =
Ω

. 

Câu 18.   Gọi A là tập hợp các số tự nhiên chẵn có 3 chữ số đôi một khác nhau. Chọn ngẫu nhiên một số 
trong tập hợp .A  Tính xác suất để số đó chia hết cho 5. 

A. 9
41

 B. 1
5

 C. 10
41

 D. 9
50

 

Lời giải 
Chọn A 
Gọi số tự nhiên có 3 chữ số có dạng abc  
Vì abc  là số tự nhiên chẵn nên { }0,2,4,6,8∈c  
TH1: 0=c . Ta có 2

9 72=A  số tự nhiên chẵn 

TH2: 2, 4,6,8=c . Ta có ( )2 1
9 84 256− =A A  số tự nhiên chẵn. 

Vậy, số phần tử trong tập hợp A là: 328 số tự nhiên chẵn, suy ra 328Ω =  
Gọi X là biến cố số lấy ngẫu nhiên ra từ A chia hết cho 5, suy ra 72Ω =A  

Vậy, xác suất xảy ra biến cố A là 72 9
328 41

=
Ω

=
Ω

=A
AP  

Câu 19.   Một người đang đứng tại gốc O  của trục tọa độ Oxy . Do say rượu nên người này bước ngẫu 
nhiên sang trái hoặc sang phải trên trục tọa độ với độ dài mỗi bước bằng 1 đơn vị. Xác suất để sau 10  
bước người này quay lại đúng gốc tọa độ O  bằng 

A. 
15
128

. B. 
63

100
. C. 

63
256

. D. 
3
20

. 

Lời giải 
Chọn C  
Mỗi bước người này có 2  lựa chọn sang trái hoặc phải nên số phần tử không gian mẫu là 102 . 
Để sau đúng 10  bước người này quay lại đúng gốc tọa độ O  thì người này phải sang trái 5  lần và sang 

phải 5  lần, do đó số cách bước trong 10  bước này là 5
10C . 

Xác suất cần tính bằng 
5
10
10

63
2 256
C

= . 

Câu 20.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có tổng các chữ số là lẻ bằng: 

A. 
41
81

. B. 
40
81

. C. 
16 .
81

 D. 
1
2

. 

Lời giải 
Chọn B 
Số phần tử không gian mẫu: ( ) 9 9 8 648.n Ω = × × =   
Gọi A là biến cố: “tổng các chữ số là số lẻ ”. 
Gọi số cần tìm là: ( ), , .abc a b c∈   

Th1: ba chữ số , ,a b c  đều lẻ có 5 4 3 60× × =  số. 



Th 2: hai chữ số chẵn một chữ số lẻ có: 
•  a  chẵn,b chẵn, c lẻ có 4 4 5 80× × =  số. 
•  a  chẵn,b lẻ, c chẵn có 4 5 4 80× × =  số. 
•  a  lẻ,b chẵn, c chẵn có 5 5 4 100× × =  số. 

( ) 60 80 80 100 320n A⇒ = + + + = . 

⇒  xác suất biến cố A : ( ) 320 40( ) .
( ) 648 81

n AP A
n

= = =
Ω

 

Câu 21.   Cho tập hợp { }1;2;3;4;.....;17S =  gồm 17 số. Chọn ngẫu nhiên một tập con có ba phần tử của 

tập S . Tính xác suất để tập hợp được chọn có tổng các phần tử chia hết cho 3. 

A.
27
34

. B. 23
68

. C. 9
34

. D. 9
12

. 

Lời giải 
Chọn B 
Tập hợp các số từ tập S chia hết cho 3 là { }3;6;9;12;15 . 

Tập hợp các số từ tập S chia cho 3  dư 1 là { }1;4;7;10;13;16 . 

Tập hợp các số từ tập S chia cho 3  dư 2 là { }2;5;8;11;14;17 . 

*) TH1: Ba số lấy từ tập S đều chia hết cho 3 : Có 3
5C  cách chọn. 

*) TH2: Ba số lấy từ tập S đều chia 3  dư 1: Có 3
6C  cách chọn. 

*) TH3: Ba số lấy từ tập S đều chia 3 dư 2: Có 3
6C  cách chọn. 

*) TH4: Một số chia hết cho 3, một số chia 3 dư 1, một số chia 3 dư 2: Có 1 1 1
5 6 6. .C C C cách chọn. 

Vậy số phần tử của biến cố A : “ Chọn được ba số có tổng chia hết cho 3” là: 
( ) 3 3 3 1 1 1

5 6 6 5 6 6. . 230n A C C C C C C= + + + = . 

Số phần tử không gian mẫu là ( ) 3
17n CΩ = . 

Xác suất của biến cố A là ( ) 3
17

230 23
68

P A
C

= = . 

Câu 22.   Gọi M là tập tất cả các số tự nhiên có sáu chữ số đôi một khác nhau và có dạng 1 2 3 4 5 6a a a a a a . 
Chọn ngẫu nhiên một số từ tập M. Tính xác suất để số được chọn là một số chẵn, đồng thời thỏa mãn 

1 2 3 4 5 6.a a a a a a> > > > >  

A. 35
34020

 B. 37
34020

. C. 37
3402

. D. 74
34020

. 

Lời giải 
Chọn B 
Gọi A là biến cố “chọn ra được một số tự nhiên chẵn từ tập M đồng thời thỏa mãn 

1 2 3 4 5 6a a a a a a> > > > > ”. Khi đó: ( ) 5
99.n M A=  (số có sáu chữ số đôi một khác nhau thì 1a  có chín 

cách chọn, 2 3 4 5 6a a a a a  là chỉnh hợp chập 5 của 9 phần tử nên có 5
9A ). 

TH1: 6 0a = thì 1 2 3 4 5a a a a a  có 5
9C  cách chọn. 

TH2: 6 2a = thì 1 2 3 4 5a a a a a  có 5
7C  cách chọn. 

TH3: 6 4a = thì 1 2 3 4 5a a a a a  có 5
5C  cách chọn. 

( ) 5 5 5
9 7 5 148n A C C C= + + =  

Do đó ( ) ( )
( ) 5

9

148 37
9. 34020

n A
P A

n A
= = =

Ω
. 



Câu 23.   Cho tập hợp A ={1; 2; 3; 4; 5}. Gọi S là tập hợp tất cả các số tự nhiên có ít nhất 3 chữ số đôi một 
khác nhau được lập thành từ các chữ số thuộc tập#A. Chọn ngẫu nhiên một số từ S, tính xác xuất để số 
được chọn có tổng các chữ số bằng 10. 

A. 
1
30

. B. 
3
25

. C. 
22
25

. D. 
2
25

. 

Lời giải 
Đáp án B  
Số phần tử của tập ( ) 3 4

5 5 5 300n S A A P= + + =  

Các bộ số có tổng 10: ( ) ( ){ }2,3,5 ; 1,4,5 ;(1,2,3,4)  

( ) ( ) ( )
( )3 4

36 32 36
300 25

n B
n B P P P B

n S
= + = ⇒ = = =  

Câu 24.   Có 60  tấm thẻ đánh số từ 1 đến 50 . Rút ngẫu nhiên 3  thẻ. Tính xác suất để tổng các số ghi trên 
thẻ chia hết cho 3 . 

A. 11
171

. B. 1
12

. C. 
9

89
. D. 409

1225
. 

Lời giải 
Chọn D 
Số phần tử không gian mẫu: 3

50 19600CΩ = = . 
Gọi A  là tập các thẻ đánh số a  sao cho 1 50a≤ ≤  và a  chia hết cho 3 .  

{ }3;6;...;48 16A A= ⇒ = . 
Gọi B  là tập các thẻ đánh số b  sao cho 1 50b≤ ≤  và b  chia 3  dư 1. { }1;4;...;49 17B B= ⇒ = . 
Gọi C  là tập các thẻ đánh số c  sao cho 1 50c≤ ≤  và c  chia 3  dư 2 . { }2;5;...;59 17C C= ⇒ = . 
Với D  là biến cố: “Rút ngẫu nhiên 3  thẻ được đánh số từ 1 đến 50  sao cho tổng các số ghi trên thẻ 

chia hết cho 3 ”. Ta có 4  trường hợp xảy ra: 
Trường hợp 1: Rút 3  thẻ từ A : Có 3

16C  (cách). 
Trường hợp 2: Rút 3  thẻ từ B : Có 3

17C  (cách). 
Trường hợp 3: Rút 3  thẻ từ C : Có 3

17C  (cách). 
Trường hợp 4: Rút mỗi tập 1 thẻ: Có 16.17.17 4624=  (cách). 
Suy ra 3 3

17 162. 4624 6544D C C= + + = . 

Vậy xác suất cần tìm 
6544 409

19600 1225
D

P = = =
Ω

. 

Câu 25.   Trên mặt phẳng ,Oxy  ta xét một hình chữ nhật ABCD  với các điểm  2;0 ,A    2;2 ,B    4;2 ,C  
 4;0D  (hình vẽ). Một con châu chấu nhảy trong hình chữ nhật đó tính cả trên cạnh hình chữ nhật sao cho 

chân nó luôn đáp xuống mặt phẳng tại các điểm có tọa độ nguyên (tức là điểm có cả hoành độ và tung độ 
đều nguyên). Tính xác suất để nó đáp xuống các điểm  ;M x y  mà 2.x y   

 
A. 1.

3
 B. 3.

7
 C. 4.

7
 D. 8 .

21
 

Lời giải 



Chọn B 
Số các điểm có tọa độ nguyên thuộc hình chữ nhật là 7.3 21  điểm vì  

 
 

2; 1;0;1;2;3;4
.

0;1;2
x

y

    
 

Để con châu chấu đáp xuống các điểm  ,M x y  có 2x y   thì con châu chấu sẽ nhảy trong  

khu vực hình thang .BEIA  Để  ,M x y có tọa độ nguyên thì 
 
 

2; 1;0;1;2
.

0;1;2
x

y

    
  

 Nếu  2; 1x    thì  0;1;2y   có 2.3 6  điểm. 
 Nếu 0x   thì  0;1y    có 2 điểm. 
 Nếu 1 0x y    có 1 điểm. 
  có tất cả 6 2 1 9    điểm thỏa mãn. 
Vậy xác suất cần tính 9 3.

21 7
P    Chọn B 

Câu 26.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có tích các chữ số là chẵn bằng 

A. 41
81

. B. 49
54

. C. 4 .
9

 D. 98
135

. 

Lời giải 
Chọn B 
Số phần tử không gian mẫu: ( ) 9 9 8 648n Ω = × × = . 

Gọi A  là biến cố: “Số được chọn có tích các chữ số là lẻ” 

( ) 5 4 3 60n A = × × = . 

( ) 648 60 588n A⇒ = − = . 

⇒  xác suất biến cố A : ( ) ( ) 588 49
( ) 648 54

n AP A
n

= = =
Ω

. 

Câu 27.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có tổng các chữ số là số lẻ bằng 

A. 
41
81

. B. 40
81

. C. 41
648

. D. 16
81

. 

Lời giải 

Chọn B 

Số phần tử của không gian mẫu ( ) 9.9.8 648n Ω = =  

A: “Số được chọn có tổng các chữ số là số lẻ” 

Trường hợp 1: Số được chọn có 3 chữ số lẻ  

Số cách chọn ra và sắp xếp ba chữ số lẻ là 3
5A .  

Trường hợp 2: Số được chọn gồm có 2 chữ số chẵn và 1 chữ số lẻ.  

Số cách chọn ra và sắp xếp 2 chữ số là số chẵn và 1 chữ số là số lẻ là 2 1
5 5. .3!C C  

Số cách chọn ra và sắp xếp 2 chữ số là số chẵn và 1 chữ số lẻ có số 0 đứng đầu là 1 1
4 5. .2!C C   

Vậy nên số số thỏa biến cố A là: 2 1 1 1
5 5 4 5. .3! . .2! 260C C C C− = .  

Số kết quả thuận lợi cho biến cố A là ( ) 60 260 320n A = + =  



Vậy ( ) 320 40( )
( ) 648 81

n AP A
n

= = =
Ω

. 

Câu 28.   Gọi S  là tập hợp các số tự nhiên có ba chữ số (không nhất thiết khác nhau) được lập từ các chữ 
số 0;1;2;3;4;5;6;7;8;9 . Chọn ngẫu nhiên một số abc  từ S . Tính xác suất để số được chọn thỏa mãn 
a b c≤ ≤ . 

A. 1
6

. B. 11
60

. C. 13
60

. D. 9
11

. 

Lời giải 
Chọn B 
Số phần tử của không gian mẫu ( ) 29.10 900n Ω = = . 
Gọi biến cố A :“Chọn được một số thỏa mãn a b c≤ ≤ ”. 
Vì a b c≤ ≤  mà 0a ≠  nên trong các chữ số sẽ không có số 0 . 
Trường hợp 1: Số được chọn có 3  chữ số giống nhau có 9  số. 
Trường hợp 2: Số được chọn tạo bởi hai chữ số khác nhau. 
Số cách chọn ra 2  chữ số khác nhau từ 9  chữ số trên là: 2

9C . 
Mỗi bộ 2  chữ số được chọn tạo ra 2  số thỏa mãn yêu cầu. 
Vậy có 2

92.C  số thỏa mãn. 
Trường hợp 3: Số được chọn tạo bởi ba chữ số khác nhau. 
Số cách chọn ra 3  chữ số khác nhau từ 9  chữ số trên là: 3

9C . 
Mỗi bộ 3  chữ số được chọn chỉ tạo ra một số thỏa mãn yêu cầu. 
Vậy có 3

9C  số thỏa mãn. 
Vậy ( ) 2 3

9 99 2. 165n A C C= + + =  

Xác suất của biến cố A là: ( ) ( )
( )

165 11
900 60

n A
P A

n
= = =

Ω
. 

Câu 29.   Gọi X là tập hợp tất cả các số tự nhiên có 8 chữ số được lập từ các chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
Lấy ngẫu nhiên một số trong tập hợp X. Gọi A là biến cố lấy được số có đúng hai chữ số 1, có đúng hai 
chữ số 2, bốn chữ số còn lại đôi một khác nhau, đồng thời các chữ số giống nhau không đứng liền kề 
nhau. Xác suất của biến cố A bằng 

A. 8

176400 .
9

 B. 8

151200 .
9

 C. 
5 .
9

 D. 8

201600 .
9

 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có: 8( ) 9 .n Ω =  
TH1: Xếp bất kỳ 
Xếp hai chữ số 1, hai chữ số 2 bất kỳ và 4 chữ số còn lại: Có 2 2 4

8 6 7. .A 352.800C C =  (cách). 
TH2: Số các cách xếp sao cho không thỏa mãn yêu cầu bài toán 
Xếp hai chữ số 1 đứng liền nhau: 2 4

6 77. .AC  cách. 
Xếp hai chữ số 2 đứng liền nhau: 2 4

6 77. .AC  cách. 
Số các cách xếp thuộc cả hai trường hợp trên: 
+ Coi hai chữ số 1 đứng liền nhau là nhóm X, hai chữ số 2 đứng liền nhau là nhóm Y 
+ Xếp X, Y và 4 số còn lại có: 

4
7 .6!C  (cách)  Vậy số cách xếp không thỏa mãn yêu cầu là: 2 4 4

6 7 72.7. .A .6! 151200C C− = (cách)
 

Vậy 8

201600( ) 352.800 151.200 201.600 ( )
9

n A p A= − = ⇒ = , chọn D. 



Câu 30.   Có 3  quyển sách Văn học khác nhau, 4  quyển sách Toán học khác nhau và 7  quyển sách 
Tiếng Anh khác nhau được xếp lên một kệ ngang. Tính xác suất để hai cuốn sách cùng môn không ở cạnh 
nhau 

A. 19
12012

. B. 19
1012

. C. 19
1202

. D. 5
8008

. 

Lời giải 

Chọn A  

 

 T.A  T.A  T.A  T.A  T.A  T.A  T.A  

1  2  3  4  5  6  7  8 

Gọi Ω  là biến cố “xếp 14  quyển sách lên kệ sách một cách tùy ý” ( ) 14!n⇒ Ω = .  

A  là biến cố “xếp 14  cuốn sách lên kệ sách sao cho hai cuốn sách cùng môn không ở cạnh nhau”. 

- Xếp 7  quyển sách Tiếng Anh vào kệ có 7! cách. 

- 7  quyển sách Tiếng Anh tạo ra 8  chỗ trống (gồm 6  chỗ trống ở giữa và 2  chỗ trống trước sau). 

Đánh số từ 1 đến 8 , từ trái sang phải cho các chỗ trống. Khi đó ta xét các trường hợp: 

TH1: Xếp sách Văn hoặc Toán vào vị trí từ 1 đến 7  có 7! cách. 

TH2: Xếp sách Văn hoặc Toán vào vị trí từ 2  đến 8  có 7! cách. 

TH3: Xếp 1 cặp sách Văn – Toán chung vào ngăn 2 , các ngăn 3,  4,  5,  6,  7  xếp tùy ý số sách còn lại. 
Ta có: 

+ Số cách chọn 1 cặp sách Văn – Toán: 3.4  cách. 

+ Vị trí 2  cuốn sách trong cặp sách: 2! cách. 

+ Xếp các sách còn lại vào các ngăn 3,  4,  5,  6,  7  có 5! cách. 

Vậy ta có số cách xếp 1 cặp sách Văn – Toán chung vào ngăn 2 , các ngăn 3,  4,  5,  6,  7  xếp tùy ý số 
sách còn lại là 3.4.2!.5! cách. 

Tương tự cho xếp cặp sách Văn – Toán lần lượt vào các ngăn 3,  4,  5,  6,  7 . 

Số trường hợp thuận lợi của biến cố là ( ) ( )7! 2.7! 3.4.2.6.5!n A = +   

Vậy ( ) ( )
( )

19
12012

n A
P A

n
= =

Ω
.  

Câu 31.   Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy , chọn ngẫu nhiên một điểm mà toạ độ là số nguyên có giá 
trị tuyệt đối nhỏ hơn hay bằng 4 . Nếu các điểm đều có cùng xác suất được chọn như nhau, vậy thì xác 
suất để chọn được một điểm mà khoảng cách đến gốc toạ độ nhỏ hơn hoặc bằng 2  là 

A. 13
81

. B. 15
81

. C. 13
32

. D. 11
16

. 

Lời giải 
Chọn A 
* Tính số phần tử không giam mẫu ( )n Ω   



+ Gọi toạ độ điểm ( );M x y  thoả ,x y Z∈  và 
4
4

x
y

 ≤


≤
 nên 

( )
( )

4; 3; 2; 1; 0; 1; 2; 3; 4

4; 3; 2; 1; 0; 1; 2; 3

9

9; 4

sô

sô

x

y

 = − − − −


= − − − −
. Suy 

ra số điểm ( );M x y  là ( ) 9.9 81n Ω = =  
* Tính số phần tử biến cố A : Trong những điểm trên, chọn được một điểm mà khoảng cách đến gốc 

toạ độ nhỏ hơn hoặc bằng 2  
+ Gọi điểm ( );M x y′  thoả ,x y Z∈  và 2OM ≤  ⇔  ,x y Z∈  và 2 2 2x y+ ≤  ( )2 2OM x y= +  ⇔  

,x y Z∈  và 2 2 4x y+ ≤ , vậy 
2 2

,
0; 1; 2
4

x Z
x
y x

∈
⇔ = ± ±
 ≤ −

 

+ Nếu chọn 0x =  (1 cách) ⇒ chọn 0; 1; 2y = ± ±  (5 cách). Do đó có 5 cách chọn 
+ Nếu chọn 1x = ±  (2 cách) ⇒ chọn y  thoả 2 24 1 3y y≤ − ⇔ ≤  có 0; 1y = ±  (3 cách). Do đó có 6 

cách chọn 
+ Nếu chọn 2x = ±  (2 cách) ⇒ chọn y  thoả 2 24 4 0y y≤ − ⇔ ≤  có 0y =  (1 cách). Do đó có 2 cách 

chọn 
Vậy có tất cả 5 6 2 13+ + =  cách chọn, tức là số phần tử của biến cố ( ) 13n A =   

* Xác suất ( ) 13
81

P A =   

Câu 32.   Xếp ngẫu nhiên bốn bạn nam và năm bạn nữ ngồi vào chín ghế kê theo hàng ngang. Xác suất để 
có được năm bạn nữ ngồi cạnh nhau bằng:  

A. 5
21

. B. 1
2520

. C. 5
126

. D. 5
18

 

Lời giải 

Chọn C 
Ta có: ( ) 9! 362880n Ω = =  

Gọi biến cố :A  “Xếp năm bạn nữ ngồi cạnh nhau” ( ) 1
5 5! 4! 14400n A C⇒ = × × =  

Khi đó: ( ) ( )
( )

14400 5
362880 126

n A
P A

n
= = = ⇒

Ω
Đáp án C. 

Câu 33.   Xếp ngẫu nhiên bốn bạn nam và năm bạn nữ ngồi vào chín ghế kê theo hàng ngang. Xác suất để 
có được năm bạn nữ ngồi cạnh nhau bằng:  

A. 5
21

. B. 1
2520

. C. 5
126

. D. 5
18

 

Lời giải 

Chọn C 
Ta có: ( ) 9! 362880n Ω = =  

Gọi biến cố :A  “Xếp năm bạn nữ ngồi cạnh nhau” ( ) 1
5 5! 4! 14400n A C⇒ = × × =  

Khi đó: ( ) ( )
( )

14400 5
362880 126

n A
P A

n
= = = ⇒

Ω
Đáp án C. 

Câu 34.   Cho tập hợp { }0;  1;  2;  3;  4;  5A = . Gọi S  là tập hợp các số có 3 chữ số khác nhau được lập 

thành từ các chữ số của tập A . Chọn ngẫu nhiên một số từ S , tính xác suất để số được chọn có chữ số 
cuối gấp đôi chữ số đầu. 



A. 

1 .
5   B. 

23.
25  C. 

2 .
25  D. 

4 .
5  

Lời giải 

Chọn C 

Gọi số cần tìm của tập S  có dạng abc . Trong đó 
, ,

0
; ;

a b c A
a
a b b c c a

∈
 ≠
 ≠ ≠ ≠

. 

Khi đó  
● Số cách chọn chữ số a  có 5  cách chọn vì 0a ≠ . 
● Số cách chọn chữ số b  có 5  cách chọn vì b a≠ . 
● Số cách chọn chữ số c  có 4  cách chọn vì c a≠  và c b≠ . 
Do đó tập S  có 5.5.4 100=  phần tử. 
Không gian mẫu là chọn ngẫu nhiên 1 số từ tập S . 
Suy ra số phần tử của không gian mẫu là 1

100 100CΩ = = . 

Gọi X  là biến cố ''Số được chọn có chữ số cuối gấp đôi chữ số đầu '' . Khi đó ta có các bộ số là 1 2b  
hoặc 2 4b  thỏa mãn biến cố X  và cứ mỗi bộ thì b  có 4  cách chọn nên có tất cả 8 số thỏa yêu cầu. 

Suy ra số phần tử của biến cố X  là 8XΩ = . 

Vậy xác suất cần tính ( ) 8 2 .
100 25

XP X
Ω

= = =
Ω

 

Câu 35.   Cho tập { }0;1;2;3;4;5;6;7A = , gọi S  là tập hợp các số có 8  chữ số đôi một khác nhau lập từ 

tập A . Chọn ngẫu nhiên một số từ tập S , xác suất để số được chọn có tổng 4  chữa số đầu bằng tổng 4  
chữ số cuối bằng 

A. 
3

35
. B. 

4
35

. C. 
12
245

. D. 
1

10
. 

Lời giải 
Chọn B 

Tổng các chữ số của tập S  là 
7.8 28
2

T = =  

Ta chia tập S  thành hai tập B,C  mỗi tập 4  phần tử sao cho tổng các phần tử của B,C  đều bằng 14  
và B C∩ =∅  

Suy ra:  
B  C  
{ }0;1;6;7   { }2;3;4;5   

{ }0;2;5;7   { }1;3;4;6   

{ }0;3;4;7  { }1;2;5;6  

{ }0;3;5;6  { }1;2;4;7   
Số các số có 8  chữ số lập từ tập S  là 7.7!  
Gọi 1 2 8....a a a  là số có 8  chữ số thỏa mãn đề bài. 

TH1 1 2 3 4a a a a  lấy từ các chữ số từ tập C  khi đó có: 4.4!.4! số thỏa mãn. 

TH2 1 2 3 4a a a a  lấy từ các chữ số từ tập B  khi đó có: 4.3.3!.4! số thỏa mãn. 
Vậy có ( )4.4!.4! 4.3!.4! 4.4! 3! 4!+ = +  số 
Xác suất để số được chọn có tổng 4  chữ số đầu bằng tổng 4  chữ số cuối là 

( )4.4! 3.3! 4! 4
7.7! 35

P
+

= =  



Câu 36.   Một túi đựng 10  tấm thẻ được đánh số từ 1 đến 10 . Rút ngẫu nhiên ba tấm thẻ từ túi đó. Xác 
suất để tổng số ghi trên ba thẻ rút được là một số chia hết cho 3  bằng  

A. 
1
3

. B. 
3 3 1 1 1
3 4 3 3 4

3
10

2C C C C C
C

+ + . 

C. 
3 3
3 4

3
10

2C C
C
+ . D. 

1 1 1
3 3 4

3
10

2C C C
C

. 

Lời giải 
Chọn B 
Số cách rút ngẫu nhiên ba tấm thẻ từ túi có 10  thẻ là: 3

10C  cách. 
Trong các số từ 1 đến 10  có ba số chia hết cho 3 , bốn số chia cho 3  dư 1, ba số chia cho 3  dư 2 .  
Để tổng các số ghi trên ba thẻ rút được là một số chia hết cho 3  thì ba thẻ đó phải có số được ghi thỏa 

mãn: 
- Ba số đều chia hết cho 3 . 
- Ba số đều chia cho 3  dư 1. 
- Ba số đều chia cho 3  dư 2 . 
- Một số chia hết cho 3 , một số chia cho 3  dư 1, một số chia cho 3  dư 2 .  
Do đó số cách rút để tổng số ghi trên ba thẻ rút được là một số chia hết cho 3  là 

3 3 3 1 1 1
3 4 3 3 4 3C C C C C C+ + +  cách. 

Vậy xác suất cần tìm là: 
3 3 1 1 1
3 4 3 3 4

3
10

2C C C C C
C

+ + . 

Câu 37.   Có 60  tấm thẻ đánh số từ 1 đến 50 . Rút ngẫu nhiên 3  thẻ. Tính xác suất để tổng các số ghi trên 
thẻ chia hết cho 3 . 

A. 11
171

. B. 1
12

. C. 9
89

. D. 409
1225

. 

Lời giải 
Chọn D  
Số phần tử không gian mẫu: 3

50 19600CΩ = = . 
Gọi A  là tập các thẻ đánh số a  sao cho 1 50a≤ ≤  và a  chia hết cho 3 . { }3;6;...;48 16A A= ⇒ = . 
Gọi B  là tập các thẻ đánh số b  sao cho 1 50b≤ ≤  và b  chia 3  dư 1. { }1;4;...;49 17B B= ⇒ = . 
Gọi C  là tập các thẻ đánh số c  sao cho 1 50c≤ ≤  và c  chia 3  dư 2 . { }2;5;...;59 17C C= ⇒ = . 
Với D  là biến cố: “Rút ngẫu nhiên 3  thẻ được đánh số từ 1 đến 50  sao cho tổng các số ghi trên thẻ 

chia hết cho 3 ”. Ta có 4  trường hợp xảy ra: 
Trường hợp 1: Rút 3  thẻ từ A : Có 3

16C  (cách). 
Trường hợp 2: Rút 3  thẻ từ B : Có 3

17C  (cách). 
Trường hợp 3: Rút 3  thẻ từ C : Có 3

17C  (cách). 
Trường hợp 4: Rút mỗi tập 1 thẻ: Có 16.17.17 4624=  (cách). 
Suy ra 3 3

17 162. 4624 6544D C C= + + = . 

Vậy xác suất cần tìm 6544 409
19600 1225

D
P = = =

Ω
. 

Câu 38.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có tổng các chữ số là lẻ bằng 

A. 21
81

. B. 20
81

. C. 41
81

. D. 40
81

. 

Lời giải 
Chọn D 



Gọi số số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau có dạng : abc   
Ta có ( ) 9.9.8 648n Ω = =   

Gọi A  là biến cố: “ Số được chọn có tổng các chữ số là lẻ ”. 
Vì số được chọn có tổng các chữ số là lẻ nên có 2 trường hợp: 
TH1 : Cả 3  số đều là số lẻ  
a  có 5  cách chọn số lẻ 
b  có 4  cách chọn trong 4  số lẻ còn lại 
c  có 3  cách chọn trong 3  số lẻ còn lại 
⇒  Có 5.4.3 60=  cách chọn 
TH2: Có 1 số lẻ và 2  số chẵn  
Theo thứ tự lẻ-chẵn-chẵn 
a  có 5  cách chọn số lẻ 
b  có 5  cách chọn số chẵn 
c  có 4  cách chọn trong 4 số chẵn còn lại. 
⇒  Có 5.5.4 100=  cách chọn 
Theo thứ tự chẵn-lẻ-chẵn 
a  có 4  cách chọn số chẵn ( trừ số 0 ) 

b  có 5  cách chọn trong 5  số lẻ  

c  có 4  cách chọn trong 4 số chẵn còn lại 

⇒  Có 4.5.4 80=  cách chọn 
Theo thứ tự chẵn -chẵn-lẻ 
a  có 4  cách chọn số chẵn ( trừ số 0 ) 

b  có 4  cách chọn trong 4 số chẵn còn lại 

c  có 5  cách chọn trong 5  số lẻ  

⇒  Có 4.4.5 80=  cách chọn 
( ) 60 100 80 80 320n A⇒ = + + + =   

Vậy ( ) 320 40
648 81

P A = = . 

Câu 39.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có tổng các chữ số là lẻ bằng 

A. 21
81

. B. 20
81

. C. 41
81

. D. 40
81

. 

Lời giải 
Chọn D 
Gọi số số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau có dạng : abc   

Ta có ( ) 9.9.8 648n Ω = =   

Gọi A  là biến cố: “ Số được chọn có tổng các chữ số là lẻ ”. 
Vì số được chọn có tổng các chữ số là lẻ nên có 2 trường hợp: 
TH1 : Cả 3  số đều là số lẻ  
a  có 5  cách chọn số lẻ 
b  có 4  cách chọn trong 4  số lẻ còn lại 
c  có 3  cách chọn trong 3  số lẻ còn lại 
⇒  Có 5.4.3 60=  cách chọn 



TH2: Có 1 số lẻ và 2  số chẵn  
Theo thứ tự lẻ-chẵn-chẵn 
a  có 5  cách chọn số lẻ 
b  có 5  cách chọn số chẵn 
c  có 4  cách chọn trong 4 số chẵn còn lại. 
⇒  Có 5.5.4 100=  cách chọn 
Theo thứ tự chẵn-lẻ-chẵn 
a  có 4  cách chọn số chẵn ( trừ số 0 ) 

b  có 5  cách chọn trong 5  số lẻ  

c  có 4  cách chọn trong 4 số chẵn còn lại 

⇒  Có 4.5.4 80=  cách chọn 
Theo thứ tự chẵn -chẵn-lẻ 
a  có 4  cách chọn số chẵn ( trừ số 0 ) 

b  có 4  cách chọn trong 4 số chẵn còn lại 

c  có 5  cách chọn trong 5  số lẻ  

⇒  Có 4.4.5 80=  cách chọn 

( ) 60 100 80 80 320n A⇒ = + + + =   

Vậy ( ) 320 40
648 81

P A = = . 

Câu 40.   Có 60  tấm thẻ đánh số từ 1 đến 50 . Rút ngẫu nhiên 3  thẻ. Tính xác suất để tổng các số ghi trên 
thẻ chia hết cho 3 . 

A. 11
171

. B. 1
12

.  C. 9
89

. D. 409
1225

. 

Lời giải 
Chọn D  
Số phần tử không gian mẫu: 3

50 19600CΩ = = . 

Gọi A  là tập các thẻ đánh số a  sao cho 1 50a≤ ≤  và a  chia hết cho 3 . { }3;6;...;48 16A A= ⇒ = . 

Gọi B  là tập các thẻ đánh số b  sao cho 1 50b≤ ≤  và b  chia 3  dư 1. { }1;4;...;49 17B B= ⇒ = . 

Gọi C  là tập các thẻ đánh số c  sao cho 1 50c≤ ≤  và c  chia 3  dư 2 . { }2;5;...;59 17C C= ⇒ = . 
Với D  là biến cố: “Rút ngẫu nhiên 3  thẻ được đánh số từ 1 đến 50  sao cho tổng các số ghi trên thẻ 

chia hết cho 3”. Ta có 4  trường hợp xảy ra: 
Trường hợp 1: Rút 3  thẻ từ A : Có 3

16C  (cách). 

Trường hợp 2: Rút 3  thẻ từ B : Có 3
17C  (cách). 

Trường hợp 3: Rút 3  thẻ từ C : Có 3
17C  (cách). 

Trường hợp 4: Rút mỗi tập 1 thẻ: Có 16.17.17 4624=  (cách). 
Suy ra 3 3

17 162. 4624 6544D C C= + + = . 

Vậy xác suất cần tìm 6544 409
19600 1225

D
P = = =

Ω
. 

Câu 41.   Gọi S là tập hợp các số tự nhiên có bốn chữ số khác nhau.Chọn ngẫu nhiên hai số từ tập S.Xác 
suất để chọn được ít nhất một số chia hết cho 2  gần nhất với kết quả nào dưới đây? 



A. 74,4% . B. 75,6% . C. 24,4% . D. 25,6% . 
Lời giải 

Chọn B 

Số phần tử của tập S là số các số có 4 chữ số khác nhau 3
99. 4536A =  

Số các số có 4 chữ số khác nhau không chia hết cho 2 bằng 2
85.8. 2240A =  

Số các số có 4 chữ số khác nhau chia hết cho 2  bằng 4536 2240 2296− =  

Chọn hai số từ tập S =>Số phần tử của không gian mẫu 
2
4536( )n CΩ =  

Gọi A là biến cố “Chọn được ít nhất một số chia hết cho 2 ” 

Xác suất 
2
2240
2
4536

( ) 1 75,6%
C

P A
C

= − ≈  

Câu 42.   Gieo đồng thời ba con súc sắc. Bạn là người thắng cuộc nếu xuất hiện ít nhất hai mặt 6 chấm. 
Xác suất để trong 6 lần chơi thắng ít nhất bốn lần gần nhất với giá trị nào dưới đây. 

A. 51,24.10− . B. 43,87.10− . C. 44.10− . D. 71,65.10− . 
Lời giải 

Chọn C  

Xác suất để một con súc sắc xuất hiện mặt sáu chấm là 1
6

. Vậy xác suất thắng trong một lần chơi là 

2 3
2
3

1 5 1 2
6 6 6 27

C    + =   
   

. Xác xuất trong 6 lần chơi thắng ít nhất 4 lần 
4 2 5 6

4 5 4
6 6

2 25 2 25 2 3.997.10
27 27 27 27 27

C C −       + + ≈       
       

  

Câu 43.   Một người đang đứng tại gốc O  của trục tọa độ Oxy . Do say rượu nên người này bước ngẫu 
nhiên sang trái hoặc sang phải trên trục tọa độ với độ dài mỗi bước bằng 1 đơn vị. Xác suất để sau 10  
bước người này quay lại đúng gốc tọa độ O  bằng 

A. 15
128

. B. 63
100

. C. 63
256

. D. 3
20

. 

Lời giải 
Chọn C  
Mỗi bước người này có 2  lựa chọn sang trái hoặc phải nên số phần tử không gian mẫu là 102 . 
Để sau đúng 10  bước người này quay lại đúng gốc tọa độ O  thì người này phải sang trái 5  lần và sang 

phải 5  lần, do đó số cách bước trong 10  bước này là 5
10C . 

Xác suất cần tính bằng 
5
10
10

63
2 256
C

= . 

Câu 44.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có sáu chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có mặt chữ số 0 và 1 

A. 41
81

. B. 25
81

. C. 10
27

. D. 25
1944

. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có không gian mẫu ( ) 5

99 136080n AΩ = = . 
Gọi biến cố A : “Số được chọn có mặt chữ số 0 và 1”. 
Số cần tìm có dạng là: abcdef  ( )0a ≠ . 
Trường hợp 1: 1a = . 
Khi đó số 0 có 5 cách chọn vị trí. 
Các chữ số còn lại có 4

8A  cách chọn. 
Vậy có 4

85. 8400A =  số. 



Trường hợp 2: 1a ≠ .  
Khi đó số 1 có 5 cách chọn vị trí. 
Số 0 có 4 cách chọn vị trí. 
Các chữ số còn lại có 4

8A  cách chọn. 
Vậy có 4

85.4. 33600A = . 
Do đó ( ) 8400 33600 42000n A = + = . 

Xác suất để số được chọn có mặt chữ số 0 và 1 là ( ) ( )
( )

42000 25
136080 81

n A
P A

n
= = =

Ω
. 

Câu 45.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập hợp các số tự nhiên gồm bốn chữ số phân biệt được lấy từ các 
chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 8, 9. Tính xác suất để chọn được số lớn hơn số 2019 và bé hơn số 9102. 

A. 
83

120
. B. 

119
180

. C. 
31
45

. D. 
119
200

. 

Lời giải 
Chọn C 
Giả sử số tự nhiên có bốn chữ số khác nhau là abcd . 
Ta có ( ) 6.6.5.4 720n Ω = = . 

Gọi A là biến cố: “Số được chọn số lớn hơn số 2019 và bé hơn số 9102”. 
Tính ( )n A : 

TH1: 2a = , 0b = , 3c ≥ , d  tuỳ ý khác , ,a b c  suy ra có 1.1.4.4 16=  số. 
TH2: 2, 0a b= >  có 1.5.5.4 100=  số. 

TH3: { }3;4;8a∈ , ; ;b c d  khác nhau và khác a , có 3.6.5.4 360=  số. 

TH4: 9; 0a b= = , ;c d  khác nhau và khác ;a b  có 1.1.5.4 20=  số. 

Suy ra ( ) 16 360 100 20 496n A = + + + = . 

Vậy ( ) ( )
( )

31
45

n A
P A

n
= =

Ω
. 

Câu 46.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập hợp các số tự nhiên gồm bốn chữ số phân biệt được lấy từ các 
chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 8, 9. Tính xác suất để chọn được số lớn hơn số 2019 và bé hơn số 9102. 

A. 
83

120
. B. 

119
180

. C. 
31
45

. D. 
119
200

. 

Lời giải 
Chọn C 
Giả sử số tự nhiên có bốn chữ số khác nhau là abcd . 
Ta có ( ) 6.6.5.4 720n Ω = = . 

Gọi A là biến cố: “Số được chọn số lớn hơn số 2019 và bé hơn số 9102”. 
Tính ( )n A : 

TH1: 2a = , 0b = , 3c ≥ , d  tuỳ ý khác , ,a b c  suy ra có 1.1.4.4 16=  số. 
TH2: 2, 0a b= >  có 1.5.5.4 100=  số. 

TH3: { }3;4;8a∈ , ; ;b c d  khác nhau và khác a , có 3.6.5.4 360=  số. 

TH4: 9; 0a b= = , ;c d  khác nhau và khác ;a b  có 1.1.5.4 20=  số. 

Suy ra ( ) 16 360 100 20 496n A = + + + = . 

Vậy ( ) ( )
( )

31
45

n A
P A

n
= =

Ω
. 



Câu 47.   Gọi A  là tập các số tự nhiên có 6  chữ số đôi một khác nhau được tạo ra từ các chữ số 0 , 1, 2 , 
3 , 4 , 5 . Từ A  chọn ngẫu nhiên một số. Tính xác suất để số được chọn có chữ số 3  và 4  đứng cạnh 
nhau. 

A. 4
25

. B. 4
15

. C. 8
25

. D. 2
15

. 

Lời giải 
Chọn C 
Số phần tử của không gian mẫu: ( ) 5.5! 600n Ω = = . 

Gọi số tự nhiên có 6 chữ số đôi một khác nhau và có chữ số 3  và 4  đứng cạnh nhau là abcde . 
 Ta coi cặp ( )3,4  là phần tử kép, khi đó chỉ có 5 phần tử 0 , 1, 2 , ( )3,4 , 5 . 
 Số các số tự nhiên có 6 chữ số đôi một khác nhau và có chữ số 3  và 4  đứng cạnh nhau (kể cả số 

0 đứng đầu) là: 2.5! 240=  số. 
 Số các số tự nhiên có 6 chữ số đôi một khác nhau và có chữ số 3  và 4  đứng cạnh nhau (có số 

0 đứng đầu) là: 2.4! 48=  số. 
Gọi B  là biến cố cần tính xác suất, suy ra ( ) 240 48 192n B = − = . 

Vậy ( ) 192 8
600 25

P B = = . 

Câu 48.   Cho tập { }0;1;2;4;6;7X = . Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên có 4 chữ số được lập X. Tính xác 

suất để số được chọn có một chữ số xuất hiện đúng hai lần và các chữ số còn lại xuất hiện không quá một 
lần. 

A. 5 .
9

 B. 1 .
2

 C. 1 .
3

 D. 5 .
11

 

Lời giải 
Chọn A  
Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên có bốn chữ số được lập từ { }0;1;2;4;6;7X = . Số phần tử không gian 

mẫu: 35.6 1080.Ω = =  
Gọi A là biến cố cần tìm xác suất. Ta có các trường hợp sau: 
Trường hợp 1: Chữ số 0 xuất hiện 2 lần. 
Có 2

3C cách chọn 2 vị trí cho chữ số 0. 
Có 2

5A cách xếp 2 chữ số trong 5 chữ số vào 2 vị trí còn lại. 
Suy ra trường hợp này có: 2 2

3 5. 60C A = số thỏa mãn. 
Trường hợp 2: Chữ số x  (khác 0) xuất hiện 2 lần và x  ở vị trí hàng nghìn. 
Có 5 cách chọn x từ tập X . 
Có 3 cách chọn thêm một vị trí nữa cho x . 
Có 2

5A cách xếp 2 chữ số trong 5 chữ số vào 2 vị trí còn lại. 
Suy ra trường hợp này có 2

55.3. 300A = số thỏa mãn. 
Trường hợp 3: Chữ số x  (khác 0) xuất hiện 2 lần và x không nằm ở vị trí hàng nghìn. 
Có 5 cách chọn x . 
Có 2

3C cách chọn vị trí cho chữ số x . 
Có 4 cách chọn một chữ số (khác 0 và khác x )vào vị trí hàng nghìn. 
Có 4 cách chọn một chữ số vào vị trí còn lại. 
Suy ra: trường hợp này có 2

35.4.4. 240C = số thỏa mãn. 
Do đó, theo quy tắc cộng có 60 300 240 600.AΩ = + + =  

Vậy xác suất của biến cố A : ( ) 600 5 .
1080 9

AP A
Ω

= = =
Ω

 



Câu 49.   Một chiếc hộp đựng 9 viên bi được đánh số từ 1 đến 9, chọn ngẫu nhiên đồng thời hai viên bi rồi 
nhân hai số trên hai bi với nhau. Tính xác suất để kết quả nhận được là số chẳn. 

A. 5
9

. B. 1
6

. C. 13
36

. D. 13
18

. 

Lời giải 
Chọn D 
Số phần tử của không gian mẫu: ( ) 2

9n CΩ =   

Gọi A là biến cố “ Chọn được hai viên bi có ghi số chẳn”: ( ) 2
4n A C=  

Gọi B là biến cố “ Chọn được một viên bi có ghi số chẳn và một viên bi có ghi số lẻ”: ( ) 1 1
4 5.n B C C=  

Gọi C là biến cố “ Chọn 2 viên bi sao cho tích các số ghi trên đó là số chẳn”:  

Khi đó:
2 1 1
4 4 5

2
9

. 13( ) ( ) ( ) ( )
18

C C CP C P A B P A P B
C
+

= + = = = =  

Câu 50.   Một tập thể có 14  người trong đó có hai bạn tên A  và B . Người ta cần chọn một tổ công tác 
gồm 6  người. Tính số cách chọn sao cho trong tổ phải có 1 tổ trưởng và 5  tổ viên hơn nữa A  hoặc B  
phải có mặt nhưng không đồng thời có mặt cả hai người trong tổ. 

A. 11088 . B. 9504 . C. 15048 . D. 3003  
Lời giải 

Chọn B 
Chọn nhóm 6  bạn bất kỳ ta có 6

14C  cách. 
Chọn nhóm 6  bạn trong đó có cả A  và B , có 4

12C  cách. 
Chọn nhóm 6  bạn trong đó không có hai bạn A  và B , có 6

12C  cách. 
Suy ra số cách chọn 6  bạn có mặt A  hoặc B . nhưng không đồng thời có mặt cả hai người trong tổ là: 

6 4 6
14 12 12 1584C C C− − =  cách. 
Chọn 1 tổ trưởng từ nhóm 6  bạn này, có 6  cách. 
Vậy có 1584.6 9504=  cách chọn thỏa yêu cầu đề. 

Câu 51.   Gieo một con súc sắc cân đối và đồng chất ba lần liên tiếp. Gọi P là tích của ba số ở ba lần tung 
(mỗi số là số chấm trên mặt xuất hiện ở mỗi lần tung), tính xác suất sao cho P không chia hết cho 6. 

A. 82
216

. B. 60
216

. C. 90
216

. D. 83
216

. 

Lời giải 
Chọn D 
Gieo một con súc sắc cân đối và đồng chất nên không gian mẫu có số phần tử   36 216n    . 
Gọi A  là biến cố tích 3 số chấm ở 3 lần gieo liên tiếp không chia hết cho 6. 
Gọi , ,x y z  là số chấm trên từng lần gieo theo thứ tự. 
Để thoả điều kiện không chia hết cho 6 thì xảy ra 2 trường hợp sau: 
Trường hợp 1: Cả 3 lần gieo đều không xuất hiện mặt 3 và 6: 34 64  khả năng. 
Trường hợp 2: Cả 3 lần gieo xuất hiện mặt 3 ít nhất một lần, và những lần gieo còn lại không xuất 

hiện mặt chẵn. 
Cả 3 lần đều ra mặt 3 chấm: 3x y z    có 1 cách chọn. 
Chỉ 2 lần ra mặt 3 chấm, lần còn lại nhận các giá trị: 1 và 5 có: 2.3 6  cách. 
Chỉ một lần ra mặt 3 chấm: 23.2 12  cách. 
Trường hợp 2 có 12 6 1 19   . 

Do đó   64 19 83n A    . Suy ra  
 
 

83
216

n A
P A

n
 


. 

Câu 52.   Gọi S  là tập hợp các số tự nhiên có 4  chữ số khác nhau. Chọn ngẫu nhiên một số từ tập S . 
Tìm xác suất để số được chọn có các chữ số sắp xếp theo thứ tự tăng dần và không chứa hai chữ số 
nguyên nào liên tiếp nhau. 



A. 1
36

. B. 2
3

. C. 5
63

. D. 5
1512

. 

Lời giải 
Chọn D 
Xét phép thử: “ Chọn ngẫu nhiên một số từ tập S ”. 
Số phần tử của không gian mẫu là: ( ) 3

99. 4536n AΩ = = . 

Gọi A  là biến cố: “ Số được chọn có các chữ số sắp xếp theo thứ tự tăng dần và không chứa hai chữ số 
nguyên nào liên tiếp nhau”. 

Gọi số được chọn là abcd . 
+) Vì chữ số sắp xếp theo thứ tự tăng dần nên: 1 9a b c d≤ < < < ≤ . 
+) Trong số được chọn không chứa hai chữ số nguyên nào liên tiếp nhau nên: 

1 1 2 3 6a b c d≤ < − < − < − ≤ . 
Đặt: 1a a= ; 1 1b b= − ; 1 2c c= − ; 1 3d d= − .  

Khi đó: 1 1 1 11 6a b c d≤ < < < ≤ . 

Số cách chọn bộ bốn số ( )1 1 1 1; ; ;a b c d  là: 4
6C  ( cách)⇒  có 4

6C  cách chọn a ; b ; c ; d . 

Mỗi cách chọn ( ); ; ;a b c d  chỉ có một cách sắp xếp thỏa mãn yêu cầu bài toán nên tạo ra một số. Suy 

ra: ( ) 4
6 15n A C= = . 

Xác suất cần tìm là: ( ) ( )
( )

5
1512

n A
P A

n
= =

Ω
. 

Câu 53.   Tạo một số tự nhiên có 9 chữ số từ tập hợp E = {1; 2; 3; 4; 5}. Trong đó: Chữ số 1 xuất hiện 
đúng 5 lần; các chữ số còn lại xuất hiện đúng một lần. Tính xác suất để số tự nhiên thu được có năm chữ 
số 1 được xếp liền kề nhau. 

A. 5
261

. B. 5
216

. C. 5
126

. D. 5
162

. 

Lời giải 

Chọn C 
Phép thử: “Tạo một số tự nhiên có 9 chữ số từ tập hợp E = {1; 2; 3; 4; 5}. Trong đó: Chữ số 1 xuất 

hiện đúng 5 lần; các chữ số còn lại xuất hiện đúng một lần”. 
Cách 1: Xét 9 phần tử (hình thức) trong {1a, 1b, 1c, 1d, 1e, 2, 3, 4, 5} để tạo số tự nhiên có 9 chữ số thì 

ban đầu ta có 9! = 362880 cách, trong đó có 5! = 120 lần trùng lặp của bộ (1a, 1b, 1c, 1d, 1e) nên ta có 
9! 36288
5! 120
=  = 3024 số được tạo thành. 

Cách 2: Trong 9 vị trí của 1 2 3 4 4 6 7 8 9a a a a a a a a a , chọn 5 vị trí cho chữ số 1 có 5
9C . Xếp 4 chữ số {2, 3, 4, 

5} vào 4 vị trí còn lại có 4
4A  cách. Theo quy tắc nhân, có C .4! = 3024 số được 

tạo. 
Cách 3: Xếp 4 chữ số {2, 3, 4, 5} vào 4 trong 9 vị trí ta có 4

9A  cách, 5 vị trí còn lại cho các chữ số 1 có 
5
5C  cách. Theo quy tắc nhân có#A .1 = 3024 số được tạo. 

Vậy 3024Ω = . 

Biến cố A: “số tự nhiên thu được có năm chữ số 1 được xếp liền kề nhau”.  
Năm chữ số 1 được xếp kề nhau. Khi đó bộ (1, 1, 1, 1, 1) được coi là một phần tử bình đẳng với các 

phần tử trong tập hợp {(1, 1, 1, 1, 1), 2, 3, 4, 5}. Sắp xếp 5 phần tử như vậy, ta thu được  
5! = 120 số. ⇒ A 120Ω =  

Không thể hiển thị ảnh.

Không thể hiển thị ảnh.



Kết quả: ( ) 120 5P A
3024 126

= = . Đáp án C. 

Câu 54.   Trong một trò chơi điện tử, xác suất để An thắng trong một trận là 0, 4  (không có hòa). Hỏi An 
phải chơi tối thiểu bao nhiêu trận để xác suất An thắng ít nhất một trận trong loạt chơi đó lớn hơn 0,95 . 

A. 6 . B. 7 . C. 5 . D. 4 . 
Lời giải 

Đáp án: A 
Gọi n là số trận An chơi. Gọi A là biến cố “ An thắng ít nhất 1 trận trong loạt chơi n trận”  

A  là biến cố “ An thua cả n trận” ( ) ( ) ( )1 1 0.6 nP A P A= − = −  

Ta tìm số nguyên dương n thỏa ( ) ( )0.95 0.05 0.6 nP A ≥ ⇔ ≥  

Vậy n nhỏ nhất bằng 6. An chơi tối thiểu 6 trận. 
Câu 55.   Gọi S  là tập hợp các số tự nhiên có ba chữ số (không nhất thiết khác nhau) được lập từ các chữ 
số 0;1;2;3;4;5;6;7;8;9 . Chọn ngẫu nhiên một số abc  từ S . Tính xác suất để số được chọn thỏa mãn 
a b c≤ ≤ . 

A. 1
6

. B. 11
60

. C. 13
60

. D. 9
11

. 

Lời giải 
Chọn B 

Số phần tử của không gian mẫu ( ) 29.10 900n Ω = = . 

Gọi biến cố A :“Chọn được một số thỏa mãn a b c≤ ≤ ”. 

Vì a b c≤ ≤  mà 0a ≠  nên trong các chữ số sẽ không có số 0 . 

Trường hợp 1: Số được chọn có 3  chữ số giống nhau có 9  số. 

Trường hợp 2: Số được chọn tạo bởi hai chữ số khác nhau. 

Số cách chọn ra 2  chữ số khác nhau từ 9  chữ số trên là: 2
9C . 

Mỗi bộ 2  chữ số được chọn tạo ra 2  số thỏa mãn yêu cầu. 

Vậy có 2
92.C  số thỏa mãn. 

Trường hợp 3: Số được chọn tạo bởi ba chữ số khác nhau. 

Số cách chọn ra 3  chữ số khác nhau từ 9  chữ số trên là: 3
9C . 

Mỗi bộ 3  chữ số được chọn chỉ tạo ra một số thỏa mãn yêu cầu. 

Vậy có 3
9C  số thỏa mãn. 

Vậy ( ) 2 3
9 99 2. 165n A C C= + + =  

Xác suất của biến cố A là: ( ) ( )
( )

165 11
900 60

n A
P A

n
= = =

Ω
. 

Câu 56.   Tập S  gồm các số tự nhiên có 6  chữ số khác nhau được thành lập từ các chữ số 
0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 . Chọn ngẫu nhiên một số từ tập S . Xác suất để số được chọn không có hai chữ số 
chẵn đứng cạnh nhau là 



A. 11
70

. B. 29
140

 C. 97
560

. D. 13
80

. 

Lời giải 
Chọn C 

Số phần tử của S  là 5
88. 53760A = . Do đó, chọn ngẫu nhiên một số từ tập S  có 53760  (cách). 

Vì số được chọn có 6 chữ số nên ít nhất phải có hai chữ số chẵn, và vì không có hai chữ số chẵn đứng 
cạnh nhau nên số được chọn có tối đa 3 chữ số chẵn. 

TH1: Số được chọn có đúng 2 chữ số chẵn, khi đó gọi số cần tìm là abcdef  
Xếp 4 số lẻ trước ta có 4! cách. 

 
Xếp 2 số chẵn vào 5 khe trống của các số lẻ có 2 2 1

5 5 4. 4.C A C−  cách. 

Trong trường hợp này có ( )2 2 1
5 5 44! . 4. 4416C A C− =  (số). 

TH2: Số được chọn có đúng 3 chữ số chẵn, khi đó gọi số cần tìm là abcdef  

Xếp 3 chữ số lẻ trước ta có 3
4A  cách. 

 
Xếp 3 chữ số chẵn vào 4 khe trống của các số lẻ có 3 3 2 2

4 5 3 4. .C A C A−  cách. 

Trong trường hợp này có ( )3 3 3 2 2
4 4 5 3 4. . . 4896A C A C A− =  (số). 

Vậy có tất cả 9312  số có 6 chữ số sao cho không có hai chữ số chẵn đứng cạnh nhau. 

Xác suất cần tìm là 9312 97
53760 560

= . 

Câu 57.   Gọi S  là tập hợp các số tự nhiên có 3 chữ số đôi một khác nhau. Lấy ngẫu nhiên 3 số  
trong tập S , tính xác suất để trong 3  số được lấy ra có đúng 1 số có chữ số 5 ( làm tròn kết quả đến 

hàng  
phần nghìn). 
A.0,544 . B.0,434 . C.0,333 . D.0,444 . 

Lời giải 
Chọn D 
Gọi số số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau là x =  abc   
Ta có số các số x  là 9.9.8 648= , suy ra số phần tử của không gian mẫu là 3

648CΩ =   

Gọi A  là biến cố: “ Ba số được chọn có đúng 1 số có chữ số 5”. 
+ Số thuộc tập S không có chữ số 5 có dạng =y abc , ( , , 5a b c ≠ ). Số các số y  là 8.8.7 448=   

+ Số thuộc tập S có chữ số 5 có 3 dạng 5ab , a5b , 5ab . 
-Số các số dạng 5ab  là 9.8 72=   

-Số các số dạng a5b , 5ab  là 8.8 64=   
Suy ra số các số thuộc S và có chữ số 5 là 72 2.64 200+ =   
Số các kết quả thuận lợi cho biến cố A là số cách chọn 3 số trong đó có 1 số có chữ số 5 và 2 số không 

có  
chữ số 5. Suy ra 2

448200.A CΩ =   

Vậy xác suất của biến cố A  là 
2
448

3
648

200.
( ) 0,444

C
P A

C
=    

 lẻ  lẻ  lẻ  
 

 lẻ  lẻ  lẻ  lẻ  
 



Câu 58.   Gọi S  là tập hợp các số tự nhiên có ba chữ số (không nhất thiết khác nhau) được lập từ các chữ 
số 0;1;2;3;4;5;6;7;8;9 . Chọn ngẫu nhiên một số abc  từ S . Tính xác suất để số được chọn thỏa mãn 
a b c≤ ≤ . 

A. 1
6

. B. 11
60

. C. 13
60

. D. 9
11

. 

Lời giải 
Chọn B 
Số phần tử của không gian mẫu ( ) 29.10 900n Ω = = . 
Gọi biến cố A :“Chọn được một số thỏa mãn a b c≤ ≤ ”. 
Vì a b c≤ ≤  mà 0a ≠  nên trong các chữ số sẽ không có số 0 . 
Trường hợp 1: Số được chọn có 3  chữ số giống nhau có 9  số. 
Trường hợp 2: Số được chọn tạo bởi hai chữ số khác nhau. 
Số cách chọn ra 2  chữ số khác nhau từ 9  chữ số trên là: 2

9C . 
Mỗi bộ 2  chữ số được chọn tạo ra 2  số thỏa mãn yêu cầu. 
Vậy có 2

92.C  số thỏa mãn. 
Trường hợp 3: Số được chọn tạo bởi ba chữ số khác nhau. 
Số cách chọn ra 3  chữ số khác nhau từ 9  chữ số trên là: 3

9C . 
Mỗi bộ 3  chữ số được chọn chỉ tạo ra một số thỏa mãn yêu cầu. 
Vậy có 3

9C  số thỏa mãn. 
Vậy ( ) 2 3

9 99 2. 165n A C C= + + =  

Xác suất của biến cố A là: ( ) ( )
( )

165 11
900 60

n A
P A

n
= = =

Ω
. 

Câu 59.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có tổng các chữ số là lẻ bằng 

A.
 
40 .
81

 B. 5
9

. C. 35
81

. D. 5
54

 

Lời giải 
Chọn A 
Tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau có 648 phần tử. 
Không gian mẫu là ( ) 1

648 648.Ω = =n C  
Gọi A là biến cố: “Số được chọn có tổng các chữ số là lẻ”. 
 Trường hợp 1: 1 chữ số lẻ và 2 chữ số chẵn: Số cách chọn là 1 2 1 1

5 5 5 43!. . 2 . 260− =C C C C  
Trường hợp 2: 3 chữ số lẻ. Số cách chọn là 3

5 60.=A  

Vậy ( ) ( ) 320 40260 60 320 .
648 81

= + = ⇒ = =n A P A  

Câu 60.   Một tổ có 9  học sinh nam và 3  học sinh nữ. Chia tổ thành 3  nhóm mỗi nhóm 4  người để làm 
3  nhiệm vụ khác nhau. Tính xác suất để khi chia ngẫu nhiên nhóm nào cũng có nữ. 

A. 
16 .
55

 B. 
8 .
55

 C. 
292 .

1080
 D. 

292 .
34650

 

Lời giải 
Chọn A 
Không gian mẫu 4 4

12 8C .C .1 34650= . 

Chỉ có 3  nữ và chia mỗi nhóm có đúng 1 nữ và 3  nam.Nhóm 1 có 1 3
3 9C .C 252= cách. 

Lúc đó còn lại 2  nữ, 6  nam, nhóm thứ 2  có 1 3
2 6C .C 40= cách chọn. 

Cuối cùng còn 4  người là một nhóm: có 1 cách. 



Theo quy tắc nhân thì có: 252.40.1 10080  cách. Vậy xác suất cần tìm là 
10080 16 
34650 55

P   . 

Câu 61.   Gọi S là tập các số có 7 chữ số đôi một khác nhau. Chọn ngẫu nhiên một số từ S, tính xác suất 
để số chọn được có các chữ số 3,4,5 đứng liền nhau và các chữ số 6,9 đứng liền nhau. 

A. 1
135

. B. 3
700

. C. 1
210

. D. 1
630

. 

Lời giải 
Không gian mẫu là số số tự nhiên có 7 chữ số đôi một khác nhau 9.9.8.7.6.5.4.Ω =  
Gọi A là biến cố số chọn được thỏa mãn yêu cầu đề bài 
Số thỏa mãn yêu cầu đề bài bắt buộc phải có 5 chữ số 3,4,5,6,9 nên cần chọn thêm 2 chữ số từ 5 số còn 

lại (0,1,2,7,8)  
Số cách chọn ra 2 trong 5 chữ số 2

5C (1) 
Theo đề ta “buộc” 3 chữ số 3,4,5 lại và xem như 1 phần tử có 3! cách, tương tự cũng buộc 2 chữ số 6 

và 9 lại và xem như một phần tử có 2! cách (2) 
Sau đó hoán vị 4 phần tử gồm 2 phần tử đã chọn ở (1) và 2 phần tử đã chọn ở (2) có 4! Cách 
Tổng cộng có 2

5 .3!.2!.4!C số 

Nhưng trong cách tính trên vẫn còn số có dạng Oabcdef tức là có số 0 đứng đầu  
Ta tính số phần tử của trường hợp này tương tự như cách làm trên đối với số có 6 chữ số và chắc chắc 

số 0 đứng đầu, ta có 1
4.3!.2!.3!C  

Vậy 2 1
5 4.3!.2!.4! .3!.2!.3!A C CΩ = −  

Xác xuất của biến cố A là: 
2 1
5 4.3!.2!.4! .3!.2!.3! 1( )

9.9.8.7.6.5.4 210
A C CP A −Ω

= = =
Ω

 

Chọn C 

Câu 62.   Gọi S  là tập hợp tất cả các số tự nhiên có 6  chữ số phân biệt được lấy từ các số 
1,2,3,4,5,6,7,8,9.  Chọn ngẫu nhiên một số từ S . Xác suất chọn được số chỉ chứa 3  số lẻ là 

A. 8 .
21

 B. 16 .
21

 C. 10 .
21

 D. 23 .
42

 

Lời giải 
Chọn C 
Số phần tử không gian mẫu: . 
Gọi : “số được chọn chỉ chứa  số lẻ”. Ta có: . 

(Lấy ra 3 số lẻ từ 5 số lẻ đã cho- chọn ra 3 vị trí từ 6 vị trí của số  xếp thứ tự 3 số vừa chọn – 
Lấy ra 3 số chẵn từ 4 số chẵn đã cho xếp thứ tự vào 3 vị trí còn lại của số ) 

Khi đó: . 

Câu 63.   Một hộp chứa 12  viên bi kích thước như nhau, trong đó có 5  viên bi màu xanh được đánh  
số từ 1 đến 5 ; có 4  viên bi màu đỏ được đánh số từ 1 đến 4  và 3 viên bi màu vàng được  

đánh số từ 1 đến 3 . Lấy ngẫu nhiên 2  viên bi từ hộp, tính xác suất để 2  viên bi được lấy vừa 

khác màu vừa khác số 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn D 
Không gian mẫu là số cách lấy tùy ý 2  viên từ hộp chứa 12  viên bi. 
Suy ra số phần tử của không gian mẫu là 2

12 66CΩ = = . 

( ) 6
9 60480n AΩ = =

A 3 ( ) 3 3 3
5 6 4. . 28800n A C A A= =

abcdef
abcdef

( ) ( )
( )

28800 10
60480 21

n A
P A

n
= = =

Ω

8 .
33

14 .
33

29 .
66

37 .
66



Gọi  là biến cố 2  viên bi được lấy vừa khác màu vừa khác số . 
● Số cách lấy 2  viên bi gồm: 1 bi xanh và 1 bi đỏ là 4.4 16=  cách (do số bi đỏ ít hơn nên ta lấy 

trước, có 4  cách lấy bi đỏ. Tiếp tục lấy bi xanh nhưng không lấy viên trùng với số của bi đỏ nên có 4  
cách lấy bi xanh). 

● Số cách lấy 2  viên bi gồm: 1 bi xanh và 1 bi vàng là 3.4 12=  cách. 
● Số cách lấy 2  viên bi gồm: 1 bi đỏ và 1 bi vàng là 3.3 9=  cách. 
Suy ra số phần tử của biến cố  là 16 12 9 37AΩ = + + = . 

Vậy xác suất cần tính 37( )
66

AP A
Ω

= =
Ω

.  

Câu 64.   Có bao nhiêu các sắp xếp 7 người gồm 3 đàn ông, 2 đàn bà, 2 em bé vào một bàn tròn sao cho 
một em bé ngồi giữa 2 người đàn ông, em bé còn lại ngồi giữa 2 người đàn bà? 

A. 24. B. 36. C. 21. D. 48. 
Lời giải 

Chọn D 
Vì xếp trên một bàn tròn nên không mất tính tổng quát ta cố định ghế số 1 là ghế em bé và đánh số các 

ghế lần lượt theo ngược chiều kim đồng hồ (như hình vẽ). 

 
Vì một em bé ngồi giữa 2 người đàn ông, em bé còn lại ngồi giữa 2 người đàn bà nên ghế 1 và 4 là của 

em bé (vì bàn tròn nên trường hợp ghế 5 là em bé trùng với trường hợp đã nói). Do vậy ta có 2 phương án 
sắp xếp sau: 

PA1: 2-1-7 là bà-bé-bà, 3-4-5 là ông-bé-ông. 
Sắp xếp 2 bé vào ghế 1 và 4 có 2 cách. 
Sắp xếp 2 bà vào ghế 2 và 7 có 2 cách. 
Sắp xếp 3 ông vào 3 ghế 3, 5 và 6 có 3! cách. 
Suy ra phương án này có 2.2.3! 24=  cách sắp xếp. 
PA2: 2-1-7 là ông-bé-ông, 3-4-5 là bà-bé bà. Tương tự trên ta có 24 cách sắp xếp. 
Vậy có tổng cộng 48 cách sắp xếp. 

Câu 65.   Cho tập hợp { }1,2,3,...,10A = . Chọn ngẫu nhiên ba số từ A . Tìm xác suất để trong ba số chọn 

ra không có hai số nào là hai số nguyên liên tiếp. 

A. 7
90

P = . B. 7
24

P = . C. 7
10

P = . D. 7
15

P = . 

Lời giải 

Chọn D  

Số phần tử không gian mẫu là ( ) 3
10n CΩ = 120= . 

Gọi B  là biến cố “Ba số chọn ra không có hai số nào là hai số nguyên liên tiếp”. 

A '' ''

A



⇒  B  là biến cố “Ba số được chọn có ít nhất hai số là các số tự nhiên liên tiếp”. 

+ Bộ ba số dạng ( )11, 2,a , với { }1 \ 1, 2a A∈ : có 8  bộ ba số. 

+ Bộ ba số có dạng ( )22,3,a , với { }2 \ 1, 2,3a A∈ : có 7  bộ ba số. 

+ Tương tự mỗi bộ ba số dạng ( )33, 4, a , ( )44,5,a , ( )55,6,a , ( )66,7 , a , ( )77,8, a , ( )88,9,a , 

( )99,10,a  đều có 7  bộ. 

( ) 8 8.7n B⇒ = + 64= . 

( ) ( )1P B P B⇒ = −
641

120
= −

7
15

= . 

Câu 66.   Cho tập hợp { }1;2;...;100A = . Chọn ngẫu nhiên 3 phần tử của A . Xác suất để 3 phần tử được 

chọn lập thành một cấp số cộng bằng 

A. 1
132

. B. 1
66

. C. 1
33

. D. 1
11

. 

Lời giải 
ChọnB. 

Chọn ngẫu nhiên 3 phần tử từ tập A⇒  Không gian mẫu là 3
100CΩ = . 

Gọi biến cố A:“Ba phần tử được chọn lập thành một cấp số cộng”. 
Cách 1. Giả sử 3 phần tử đó là ; ; 2x x d x d+ +  với ,x d ∗∈ . 

Với 1x =  thì ta có { }992 100 1;2;...;49
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 49 bộ ba số thỏa mãn. 

Với 2x =  thì ta có { }982 100 1;2;...;49
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 49 bộ ba số thỏa mãn. 

Với 3x =  thì ta có { }972 100 1;2;...;48
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 48 bộ ba số thỏa mãn. 

… Với 97x =  thì ta có { }32 100 1
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 1 bộ ba số thỏa mãn. 

Với 98x =  thì ta có { }2 100 1 1x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈ ⇒  có 1 bộ ba số thỏa mãn. 

Với 99x =  thì ta có 12 100
2

x d d d+ ≤ ⇔ ≤ ⇒ ∈∅⇒  không có bộ ba số thỏa mãn. 

Do đó ta thấy có tất cả ( ) ( )49 49 1
2 49 48 47 ... 2 1 2. 2450

2
+

+ + + + + = =  bộ ba số thỏa mãn. 

Cách 2. Giả sử 3 phần tử đó là ; ;a b c  với , ,a b c A∈ . 
Trong tập A  có 50 số lẻ, 50 số chẵn. 
Do , ,a b c  lập thành một CSC nên 2a c b+ =  là một số chẵn. 
Do đó hai số ,a c  cùng chẵn hoặc cùng lẻ. 
Đồng thời ứng với 1 cách chọn hai số ,a c  thì xác định được duy nhất 1 số b . 
Tổng số bộ ba số , ,a b c  là 2 2

50 50 2450C C+ =  (bộ ba). 

Vậy xác suất của biến cố A là 3
100

2450 1
66

P
C

= = . 

Câu 67.   Một nhóm gồm 3  học sinh lớp 10 , 3  học sinh lớp 11 và 3  học sinh lớp 12  được xếp ngồi vào 
một hàng có 9  ghế, mỗi em ngồi 1 ghế. Xác suất để 3  học sinh lớp 10  không ngồi 3  ghế liền nhau. 



 #A. 
11
12

.  B. 
1

12
.  C. 

7
12

. D. 
5

12
 

Lời giải 
Chọn A 
Số phần tử không gian mẫu là số hoán vị của 9 phần tử: ( ) 9!n Ω =   
Gọi A là biến cố “ 3 học sinh lớp 10 ngồi 3 ghế liền nhau” 

A⇒  là biến cố “ 3 học sinh lớp 10 ngồi 3 ghế không liền nhau” 
Xem 3 học sinh lớp 10 như một khối đoàn kết, xếp khối này với 6 học sinh còn lại ( lớp 11 và lớp 12) 

ta có 7! cách xếp, sau đó hoán đổi vị trí 3 học sinh lớp 10 cho nhau ta lại có 3!  cách xếp. Vậy số biến cố 
thuận lợi ( ) 7!.3!n A =   

Xác suất của biến cố A là ( ) ( )
( )

1 .
12

n A
P A

n
= =

Ω
  

Vậy xác suất cần tìm ( ) ( ) 111 .
12

P A P A= − =   

Câu 68.   Có hai dãy ghế đối diện nhau, mỗi dãy có ba ghế. Xếp ngẫu nhiên 6 học sinh, gồm 3 nam và 3 
nữ, ngồi vào hai dãy ghế đó sao cho mỗi ghế có đúng một học sinh ngồi. Xác suất để mỗi học sinh nam 
đều ngồi đối diện với một học sinh nữ bằng 

A. 2 .
5

  B. 1
20

. C. 3
5

 D. 1
10

. 

Lời giải 
Đáp án: A 
Không gian mẫu là số cách sắp xếp 6 học sinh vào 6 vị trí nên ( ) 6! 720n Ω = =

 
Gọi A là biến cố: “Nam, nữ ngồi đối diện nhau”, ta thực hiện 

-Xếp 3 học sinh nam vào 1 dãy 3 ghế ta có 3! 6=  

-Xếp 3 học sinh nữ vào dãy đối diện với học sinh nam ta có 3! 6=  

-Hoán vị chỗ ngồi của hai bạn đối diện cho nhau ta có 2!.2!.2! 8=
 

Vậy ( ) ( ) ( )
( )

288 26.6.8 288
6! 5

n A
n A P A

n
= = ⇒ = = =

Ω
 

Câu 69.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có tổng các chữ số là lẻ bằng 

A. 41
81

. B. 5
9

. C. 1
2

. D. 40
81

. 

Lời giải 

Chọn D 

Gọi A  là biến cố số được chọn có tổng là một số lẻ. 

Ta có ( ) 9.9.8 648n Ω = = . 

Vì số được chọn có tổng các chữ số là một số lẻ nên ta chia thành hai trường hợp. 

Trường hợp 1: Ba số được chọn đều lẻ. 

Số cách chọn và sắp xếp ba chữ số lẻ là: 3
5 60A =  cách chọn. 



Trường hợp 2: Ba số được chọn có hai chữ số chẵn và một chữ số lẻ. 

Số cách chọn và sắp xếp ba chữ số có hai chữ số chẵn và một chữ số lẻ: 2 1
5 5. .3!C C  cách chọn. 

Số cách chọn và sắp xếp ba chữ số có hai chữ số chẵn và một chữ số lẻ số 0  đứng đầu là: 1 1
5 4. .2!C C  

cách chọn. 

Vậy số các số thỏa mãn là: 2 1 1 1
5 5 5 4. .3! . .2! 260C C C C− = số. 

( ) 60 260 320n A⇒ = + = số. 

( ) ( ) 320 40
( ) 648 81

n AP A
n

⇒ = = =
Ω

. 

Câu 70.   Đề kiểm tra 15 phút có 10 câu trắc nghiệm, mỗi câu có bốn phương án trả lời, trong đó có một 
phương án đúng, mỗi câu trả lời đúng được 1,0 điểm. Một thí sinh làm cả 10 câu, mỗi câu chọn một 
phương án. Tính xác suất để thí sinh đó đạt từ 8,0 điểm trở lên. 

A. 
10

436
4

. B. 
10

463
4

. C. 
4

436
10

. D. 
4

463
10

.  

Lời giải 
Thí sinh làm cả 10 câu, mỗi câu có 4 cách chọn một phương án nên ta có 104  cách để hoàn thành bài 

kiểm tra ( ) 104n⇒ Ω = .  

Gọi A  là biến cố thí sinh đó đạt từ 8,0 điểm trở lên. 

Trường hợp 1: Thí sinh làm sai 2 câu, có 2 2
10.3C  cách. 

Trường hợp 2: Thí sinh làm sai 1 câu, có 1
10.3C  cách. 

Trường hợp 3: Thí sinh làm đúng cả 10 câu, có 1 cách. 
( ) 2 2 1

10 10.3 .3 1 436n A C C⇒ = + + =  

Vậy xác suất để thí sinh đạt từ 8,0 điểm trở lên là ( ) ( )
( ) 10

436
4

n A
P A

n
= =

Ω
.  

Câu 71.   Chọn ngẫu nhiên hai số khác nhau từ 23 số nguyên dương đầu tiên. Xác suất để chọn được hai 
số có tổng là một số chẵn bằng 

A.
11 .
23

 B. 
1 .
2

 C. 
265 .
529

 D. 
12 .
23

 

Lời giải: 
Chọn 2 trong 23 số, số cách chọn là: 2

23A  
Gọi { }, ; a b,1 , 23a b a b≠ ≤ ≤  là 2 số cần tìm. Vì a b+  là số chẵn, nên ta chia làm 2 trường hợp chọn 

,a b . 
Trường hợp 1: ,a b đều chẵn, số cách chọn là: 2

11A . 
Trường hợp 2: ,a b đều lẻ, số cách chọn là: 2

12A . 

Vây, xác suất để tổng 2 số được chọn là chẵn là: 
2 2

11 12
2
23

11
23

A AP
A
+

= =  

Chọn A 

Câu 72.   Cho đa giác đều 20 cạnh. Lấy ngẫu nhiên 3 đỉnh của đa giác đều. Xác suất để 3 đỉnh lấy được là 
3 đỉnh của một tam giác vuông không có cạnh nào là cạnh của đa giác đều bằng 

A. 
3

38
. B. 

7
114

. C. 
7

57
. D. 

5
114

. 



Lời giải 

Chọn C 

Đa giác đều nội tiếp một đường tròn tâm O. Lấy ngẫu nhiên 3  đỉnh có 3
20C  cách. 

Để 3  đỉnh là 3  đỉnh một tam giác vuông không có cạnh nào là cạnh của đa giác đều thực hiện theo các 

bước: 

Lấy một đường kính qua tâm đường tròn có 10 cách ta được 2  đỉnh. 

Chọn đỉnh còn lại trong 20 2 4 14 − − = đỉnh (loại đi 2 đỉnh thuộc đường kính và 4  đỉnh gần ngay 

đường kính đó) cách. 

Vậy có tất cả 10 14 140 × = tam giác thoả mãn.  

 

Xác suất cần tính bằng 3
20

140 7 .
57C

=   

Câu 73.   Cho tập hợp { }1;2;3;4;5;6 .S =  Gọi M là tập hợp các số tự nhiên có 6 chữ số đôi một khác 

nhau lấy từ S sao cho tổng chữ số các hàng đơn vị, hàng chục và hàng trăm lớn hơn tổng chữ số các hàng 
còn lại là 3. Tính tổng T của các phần tử của tập hợp M. 

A. T = 11003984 B. T = 36011952 C. T = 12003984 D. T = 18005967 
Lời giải 

Chọn B 
Gọi số tự nhiên thỏa mãn là abcdef  với { }, , , , , 1;2;3;4;5;6 .a b c d e f ∈  

Do yêu cầu bài toán nên 12, 9d e f a b c+ + = + + =  hay ( ) { }; ; (1;2;6) , (1;3;5) , (2;3;4)a b c ∈  và 

( ) { }; ; (3;4;5) , (2;4;6) , (1;5;6)d e f ∈  tương ứng. 

Xét hai bộ (1;2;6)  và (3;4;5)  thì ta lập được 3!.3!= 36 số, trong đó các chữ số 1,2,6 có mặt ở hàng 
trăm nghìn 36: 3 =12 lần, hàng chục nghìn 12 lần, hàng nghìn 12 lần và các chữ số 3,4,5 cũng có mặt ở 
hàng trăm, chục, đơn vị 12 lần. 

Tổng các số trong trường hợp này là: 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

5 4 3

2

12. 1 2 6 .10 12. 1 2 6 .10 12. 1 2 6 .10

12.(3 4 5).10 12. 3 4 5 .10 12. 3 4 5 .1 12003984

+ + + + + + + +

+ + + + + + + + + =
 

Tương tự ở hai cặp còn lại ta cũng có tổng các số bằng 12003984. 
Khi đó tổng các phần tử của M là 12003984.3 = 36011952 

Câu 74.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có tích các chữ số là chẵn bằng: 

A. 
41
81

. B. 
49
54

. C. 
4 .
9

 D. 
98

135
. 

Lời giải. 



Chọn B 
Số phần tử không gian mẫu: ( ) 9 9 8 648n Ω = × × = . 

Gọi A  là biến cố: “tích nhận được là số lẻ” 

( ) 5 4 3 60n A = × × = . 

( ) 648 60 588n A⇒ = − = . 

⇒  xác suất biến cố A : ( ) ( ) 588 49
( ) 648 54

n AP A
n

= = =
Ω

. 

Câu 75.   Chọn ngẫu nhiên một số từ 50 số nguyên đầu tiên. Tính xác suất để chọn được một số chia hết 
cho 6. 

A. 
4
25 . B. 

3
25 . C. 

9
50 . D. 

1
5 . 

Lời giải 
Chọn A 
Số phần tử của không gian ( ) 50n Ω = . 

Để một số nguyên dương chia hết cho 6 thì nó phải có dạng 6 0 6 50k k⇒ < ≤ . Vì k  nguyên 
0 8k⇒ < ≤ ⇒  Có tất cả 8 số chia hết cho 6 trong 50 số nguyên dương đầu tiên. 

Câu 76.   Tại SEA Games 2019, môn bóng chuyền nam có 8 đội bóng tham dự, trong đó có hai đôi Việt 
Nam và Thái Lan. Các đội bóng được chia ngẫu nhiên thành 2 bảng có số đội bóng bằng nhau. Xác suất 
để hai đội Việt Nam và Thái Lan nằm hai bảng khác nhau bằng  

A. 3
7

. B. 4
7

. C. 3
14

. D. 11
14

.  

Lời giải 
Chọn B  

Có 8 đội chia thành hai bảng số phần tử không gia mẫu là 4
8

( ) Cn   . 

Gọi A  là biến cố “hai đội Việt Nam và Thái Lan nằm hai bảng khác nhau”  

Số phần tử của biến cố A  là 3 4
6 4

(A) 2.C .Cn   

Vậy xác suất của biến cố A là 
3 4
6 4
4
8

2.C .C(A) 4
( )

( ) 7C

n
P A

n
  


  

Câu 77.   Có 100 tấm thẻ được đánh số từ 801 đến 900  (mỗi tấm thẻ được đánh một số khác nhau). Lấy 
ngẫu nhiên 3 tấm thẻ trong hộp. Tính xác suất để lấy được 3 tấm thẻ có tổng các số ghi trên thẻ là số chia 
hết cho 3. 

A. 817
2450

. B. 248
3675

. C. 2203
7350

. D. 2179
7350

. 

Lời giải 
Chọn A 

Số cách lấy ra 3 tấm thẻ trong 100 tấm thẻ là 3
100 161700C = ( ) 161700n⇒ Ω = . 

Trong 100 tấm thẻ từ 801 đến 900 , số các tấm thẻ chia hết cho 3, chia 3 dư 1, chia 3 dư 2 lần lượt là 
34 tấm, 33 tấm, 33 tấm. 

Gọi A là biến cố “Lấy được ba tấm thẻ có tổng các số ghi trên thẻ chia hết cho 3”. 



Trường hợp 1: Cả ba tấm thẻ lấy ra đều chia hết cho 3. 

Số cách lấy là: 3
34 5984C = (cách). 

Trường hợp 2: Cả ba tấm thẻ lấy ra đều chia 3 dư 1. 

Số cách lấy là: 3
33 5456C = (cách). 

Trường hợp 3: Cả ba tấm thẻ lấy ra đều chia 3 dư 2. 

Số cách lấy là: 3
33 5456C =  (cách). 

Trường hợp 4: Ba tấm thẻ lấy ra có 1 tấm chia hết cho 3; 1 tấm chia 3 dư 1 và 1 tấm chia 3 dư 2. 

Số cách lấy là: 34.33.33 37026=  (cách). 

Vậy số các trường hợp thuận lợi của biến cố A là: ( ) 5984 5456 5456 37026 53922n A = + + + =  (cách). 

Xác suất của biến cố A là: ( ) ( )
( )

53922 817
161700 2450

n A
P A

n
= = =

Ω
. 

Câu 78.   Có 100 tấm thẻ được đánh số từ 801 đến 900  (mỗi tấm thẻ được đánh một số khác nhau). Lấy 
ngẫu nhiên 3 tấm thẻ trong hộp. Tính xác suất để lấy được 3 tấm thẻ có tổng các số ghi trên thẻ là số chia 
hết cho 3. 

A. 817
2450

. B. 248
3675

. C. 2203
7350

. D. 2179
7350

. 

Lời giải 
Chọn A 

Số cách lấy ra 3 tấm thẻ trong 100 tấm thẻ là 3
100 161700C = ( ) 161700n⇒ Ω = . 

Trong 100 tấm thẻ từ 801 đến 900 , số các tấm thẻ chia hết cho 3, chia 3 dư 1, chia 3 dư 2 lần lượt là 
34 tấm, 33 tấm, 33 tấm. 

Gọi A là biến cố “Lấy được ba tấm thẻ có tổng các số ghi trên thẻ chia hết cho 3”. 
Trường hợp 1: Cả ba tấm thẻ lấy ra đều chia hết cho 3. 

Số cách lấy là: 3
34 5984C = (cách). 

Trường hợp 2: Cả ba tấm thẻ lấy ra đều chia 3 dư 1. 

Số cách lấy là: 3
33 5456C = (cách). 

Trường hợp 3: Cả ba tấm thẻ lấy ra đều chia 3 dư 2. 

Số cách lấy là: 3
33 5456C =  (cách). 

Trường hợp 4: Ba tấm thẻ lấy ra có 1 tấm chia hết cho 3; 1 tấm chia 3 dư 1 và 1 tấm chia 3 dư 2. 

Số cách lấy là: 34.33.33 37026=  (cách). 

Vậy số các trường hợp thuận lợi của biến cố A là: ( ) 5984 5456 5456 37026 53922n A = + + + =  (cách). 

Xác suất của biến cố A là: ( ) ( )
( )

53922 817
161700 2450

n A
P A

n
= = =

Ω
. 

Câu 79.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau. Xác suất để số 
được chọn có tổng các chữ số là lẻ bằng 

A.
 
40 .
81

 B. 5
9

. C. 35
81

. D. 5
54

. 

Lời giải 
Chọn A 



Tập các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau 3 2
10 9 648S A A= − = . 

Không gian mẫu là ( ) 1
648 648n CΩ = = . 

Để số được chọn có tổng các chữ số là lẻ thì  
Gọi A là biến cố “số được chọn có tổng các chữ số là lẻ”. 
Trường hợp 1: 1 chữ số lẻ và 2 chữ số chẵn là: 1 2 1 1

5 5 5 43!. . 1. . .2! 260C C C C− = . 

Trường hợp 2: 3 chữ số lẻ. Số cách chọn là 3
5 60A = . 

Vậy ( ) ( ) 320 40280 60 320
648 81

n A P A= + = ⇒ = = . 

Câu 80.   Chọn ngẫu nhiên một số có 3 chữ số từ tập hợp các số có 3 chữ số khác nhau. Xác suất số được 
chọn chia hết cho 3 là: 

A. 1 .
3

 B. 19 .
54

 C. 31.
90

 D. 8 .
27

 

Lời giải 
Chọn B 
Số phần tử không gian mẫu 9.9.8 648Ω = = . 

Gọi abc  (với a , b , { }0;1;2;...;9c A∈ =  và 0a ≠ ) là số được chọn. 

Vì 3abc   nên ( ) 3a b c+ +  . Suy ra 3 chữ số a , b , c  nằm trong các trường hợp sau: 

Trường hợp 1: cả 3 số đều chia hết cho 3 hay a , b , { }0;3;6;9c B∈ = . 

Số số lập được là 3.3.2 18=  số. 
Trường hợp 2: cả 3 số đều chia hết cho 3 dư 1 hoặc dư 2 hay { }, , 1;4;7a b c C∈ =  hoặc 

{ }, , 2;5;8a b c D∈ = . Số số lập được trong trường hợp này là 2.3! 12=  số. 

Trường hợp 3: trong 3 số , ,a b c  có 1 số chia hết cho 3, 1 số chia hết cho 3 dư 1, 1 số chia hết cho 3 dư 
2. Suy ra để lập như sau: 

•Lập các dãy 3 số như trên có 4.3.3.3! 216=  số. 
•Loại đi các trường hợp có số 0 ở đầu (có 3.3.2! 18=  số) còn lại 216 18 198− =  số. 

Vậy có tổng cộng 18 12 198 228+ + =  số thỏa yêu cầu nên xác suất chọn được là 
228 19
648 54

p = = . 

Câu 81.   Cho tập { }1,2,3,4,5,6,7E = . Viết ngẫu nhiên lên bảng hai số tự nhiên, mỗi số gồm 3 chữ số đôi 

một khác nhau thuộc tập E . Tính xác suất để trong hai số đó có đúng một số có chữ số 5 . 

A. 3
4

=P . B. =
24
49

P . C. 25
49

P = . D. 1
4

P = . 

Lời giải 
Chọn B 

Số các các số tự nhiên có 3  chữ số đôi một khác nhau thuộc tập E  là 3
7 210A = . Trong đó số các số 

không có mặt chữ số 5  là 3
6 120A = , và các số có mặt chữ số 5  là 90 . 

Gọi A là biến cố hai số được viết lên bảng đều có mặt chữ số 5  thì 
1 1
90 90

1 1
210 210

. 9( ) ( )

. 49
C CP A P A

C C
= ⇒ =  

Gọi B là biến cố hai số được viết lên bảng đều không có mặt chữ số 5  thì 
1 1
120 120
1 1
210 210

. 16( ) ( )

. 49
C CP B P B
C C

= ⇒ =  



Ta có A , B  xung khắc nên 25( ) ( ) ( ) ( )
49

P A B P A P B P A B∪ = + ⇒ ∪ =  

Suy ra xác suất cần tính là 241 ( )
49

P P A B P= − ∪ ⇒ = . 

Câu 82.   Từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 5 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên mà trong mỗi số này các chữ 
số không lặp lại? 

A. 1956.  B. 1631.  C. 873.  D. 720.  
Lời giải 

Chọn B 
Vì có 6 chữ số khác nhau nên trong các số cần tìm cũng chỉ có tối đa sáu chữ số. 
Dùng 1 2 3 4 5 6, , , , ,S S S S S S  để kí hiệu tập số dạng 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6, , , , ,a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a được 

lập từ { }0;1;...;5A = . 

Ta có: 

1

2 1
2 6 5

3 2
3 6 5

4 3
4 6 5

5 4
5 6 5

6 5
6 6 5

6.

25.

100.

300.

600.

600.

S

S A A

S A A

S A A

S A A

S A A

=

= − =

= − =

= − =

= − =

= − =

 

Vậy có 1631 số phải tìm. 

Câu 83.   Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên A  có bốn chữ số. Gọi N  là số thỏa mãn 3N A= . Xác suất để 
N  là số tự nhiên bằng: 

A. 1
4500

. B. 0. C. 1
2500

. D. 1
3000

. 

Lời giải 
Chọn A  
Ký hiệu B là biến cố lấy được số tự nhiên A  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
Ta có: 33 logN A N A= ⇔ = . 
Để N  là số tự nhiên thì 3 (m )mA = ∈ . 
Những số A  dạng có 4 chữ số gồm 73 2187=  và 83 6561=  
( ) ( )9000; 2n n BΩ = =   

Suy ra: ( ) 1
4500

P B = . 

Câu 84.   Chọn ngẫu nhiên một số từ tập hợp các số có 8 chữ số được lập từ 2 chữ số 0 và 1. Xác suất 
chọn được số không có hai chữ số 1 nào đứng kề nhau là: 

A. 25
128

. B. 43
128

. C. 21
128

. D. 17
64

. 

Lời giải 
Chọn C 

Số có 8 chữ số được lập từ 2 chữ số 0 và 1 có dạng là 1 71 ...a a  với { }1 7,..., 0;1a a ∈ . 

Số phần từ không gian mẫu là 72 128Ω = = . 

Gọi A  là biến cố “số được chọn không có 2 chữ số 1 nào đứng kề nhau”. 



Vì không có 2 chữ số 1 nào đứng kề nhau nên số được chọn có nhiều nhất 4 chữ số 1 và có dạng 

3 810 ...x a a=  và trong đó x  có k  chữ số 1, { }1;2;3;4k∈ . 

Trong 6 chữ số từ 3a  đến 8a  có 7 k−  chữ số 0, khi đó có 8 k−  chỗ trống giữa các chữ số 0 đó và chữ 

số 2 0a = . Trong các chỗ trống này ta chọn 1k −  chỗ trống để đặt các chữ số 1. 

Do vậy 
4

1 0 1 2 3
8 7 6 5 4

1
21k

k
k

A C C C C C−
−

=

= = + + + =∑ . 

Vậy xác suất cần tìm là ( ) 21
128

p A = . 

Câu 85.   Gọi S  là tập tất cả các số tự nhiên gồm hai chữ số khác nhau được lập từ 0,1,2,3,4,5,6 . Chọn 
ngẩu nhiên hai số từ tập S . Xác suất để tích hai số được chọn là một số chẵn. 

A. 1
3

. B. 5
6

. C. 1
2

. D. 3
5

. 

Lời giải:  
Chọn B 
Số phần tử của tập S  là: 6.6 36=  
Số các số chẵn có trong S  là: 1.6 3.5 21+ =  (TH 0b = , TH 0b ≠ ); số các số lẻ là: 15  
Số phần tử của không gian mẫu: ( ) 2

36n CΩ =  
Gọi A  là biến cố: “Chọn được 2 số có tích là một số chẵn” 
TH1: Chọn được 2 số chẵn, có: 2

21C  
TH2: Chọn được 1 số chẵn, 1 số lẻ, có: 1 1

21 15.C C   

ĐS: ( )
2 1 1
21 21 15

2
36

. 5
6

C C CP A
C
+

= = .  

Câu 86.   Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên có 4 chữ số. Tính xác suất để số được chọn có dạng abcd , 
trong đó 1 9a b c d≤ ≤ ≤ ≤ ≤ . 

A. 0,079 . B. 0,055 . C. 0,014 . D. 0,0495 . 
Lời giải 

Chọn B 
Chọn số tự nhiên có 4 chữ số bất kỳ có: ( ) 9.10.10.10 9000n Ω = = (cách). 

Gọi A  là biến cố: “Số được chọn có dạng abcd , trong đó 1 9a b c d≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ”. (*) 
Cách 1: Dùng tổ hợp 
Nhận xét rằng với 2 số tự nhiên bất kỳ ta có: 1m n m n≤ ⇔ < + . 

Do đó nếu đặt: 
1
2
3

x a
y b
z c
t d

=
 = +
 = +
 = +

 

Từ giả thuyết 1 9a b c d≤ ≤ ≤ ≤ ≤  ta suy ra: 1 12x y z t≤ < < < ≤  (**). 
Với mỗi tập con gồm 4 phần tử đôi một khác nhau được lấy ra từ { }1,2,...,12 ta đều có được duy nhất 

một bộ số thoả mãn (**) và do đó tương ứng ta có duy nhất một bộ số ( ), , ,a b c d  thoả mãn (*). Số cách 

chọn tập con thoả tính chất trên là tổ hợp chập 4 của 12 phần tử, do đó: ( ) 4
12 495n A C= = . 

Vậy: ( ) ( )
( )

495 0,055
9000

n A
P A

n
= = =

Ω
.  

Cách 2: Dùng tổ hợp lặp 
Chọn số tự nhiên có 4 chữ số bất kỳ có: ( ) 9.10.10.10 9000n Ω = = (cách). 



Mỗi tập con có 4 phần tử được lấy từ tập { }1,2,...,9 (trong đó mỗi phần tử có thể được chọn lặp lại 
nhiều lần) ta xác định được một thứ tự không giảm duy nhất và theo thứ tự đó ta có được một số tự nhiên 
có dạng abcd  (trong đó 1 9a b c d≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ). Số tập con thoả tính chất trên là số tổ hợp lặp chập 4 của 9 
phần tử. 

Do đó theo công thức tổ hợp lặp ta có: ( ) 4
9 4 1 495n A C + −= = . 

Vậy: ( ) ( )
( )

495 0,055
9000

n A
P A

n
= = =

Ω
.  

Câu 87.   Có ba chiếc hộp , ,A B C  mỗi chiếc hộp chứa ba chiếc thẻ được đánh số 1,2,3 . Từ mỗi hộp rút 
ngẫu nhiên một chiếc thẻ. Gọi P  là xác suất để tổng số ghi trên ba tấm thẻ là 6 . Khi đó P  bằng: 

A. 6
27

. B. 1
27

. C. 8
27

. D. 7
27

. 

Lời giải 
Chọn D 

( ) 3.3.3 27n Ω = = . Gọi A :”tổng số ghi trên ba tấm thẻ là 6 ”. 
Để tổng số ghi trên ba tấm thẻ là 6  thì có các tổng sau: 
1 2 3 6+ + = , khi đó hoán vị 3  phần tử 1,2,3  ta được 3! 6=  cách. 
2 2 2 6+ + = , khi đó ta có 1 cách. 

Do đó ( ) 6 1 7n A = + = . Vậy 7( )
27

P A = . 

Câu 88.   Cho tập hợp { }1;2;3;4;5A = . Gọi S là tập hợp tất cả các số tự nhiên có ít nhất 3 chữ số đôi một 

khác nhau được lập thành từ các chữ số thuộc tập A . Chọn ngẫu nhiên một số từ S , tính xác suất để số 
được chọn có tổng các chữ số bằng 10 . 

A. 1
30

. B. 3
25

. C. 22
25

. D. 2
25

. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta tính số phần tử thuộc tập S như sau 
+ Số các số thuộc tập S có 3 chữ số là 3

5A . 

+ Số các số thuộc tập S có 4 chữ số là 4
5A . 

+ Số các số thuộc tập S có 5 chữ số là 5
5A . 

Suy ra số phần tử của tập S  là 3 4 5
5 5 5 300A A A+ + = . 

Không gian mẫu là chọn ngẫu nhiên 1 số từ tập S . Suy ra số phần tử của không gian mẫu là 
1
300 300C = . 
Gọi X là biến cố “Số được chọn có tổng các chữ số bằng 10”. Các tập con của A có tổng số phần tử 

bằng 10 là { } { } { }1 2 31;2;3;4 , 2;3;5 , 1;4;5A A A= = = . 
+ Từ 1A lập được các số thuộc S là 4!. 
+ Từ 2A lập được các số thuộc S là 3!. 
+ Từ 3A lập được các số thuộc S là 3!. 
Suy ra số phần tử của biến cố X là 4! 3! 3! 36+ + = . 

Xác suất cần tính ( ) 36 3
300 25

P X = = .  

Câu 89.   Một đề thi trắc nghiệm gồm 50 câu, mỗi câu có 4 phương án trả lời trong đó chỉ có 1 phương án 
đúng, mỗi câu trả lời đúng được 0,2 điểm. Một thí sinh làm bài bằng cách chọn ngẫu nhiên 1 trong 4 
phương án ở mỗi câu. Tính xác suất để thí sinh đó được 6 điểm.  

A. 30 200,25 .0,75 .  B. 20 300,25 .0,75 .   C. 30 20 20
500,25 .0,75 . .C   D. 20 301 0,25 .0,75 .−  



Lời giải 
Chọn C  

Xác suất để chọn được câu trả lời đúng là 1
4

, xác suất để chọn được câu trả lời sai là 3
4

.  

Để được 6  điểm thì thí sinh đó phải trả lời đúng 30  câu và trả lời sai 20  câu. 

Xác suất để thí sinh đó được 6 điểm là 
20 30

20 30 20 20
50 50

3 1 0,25 .0,75 .
4 4

C C    =   
   

.  

Câu 90.   Cho tập hợp { }1;2;3;...;10 .A =  Chọn ngẫu nhiên ba số từ#A. Tính xác suất để trong ba số chọn 

ra không có hai số nào là hai số nguyên liên tiếp. 

A. 7
90

P =  B. 7
24

P =  C. 7
10

P =  D. 7
15

P =  

Lời giải 
Chọn D 
Chọn ra ba số bất kì từ A có 3

10 120C =  (cách) 120.⇒ Ω =  
Gọi A là biến cố: “trong ba số chọn ra không có hai số nào là hai số nguyên liên tiếp”. 
Khi đó ta có biến cố :A  “trong ba số chọn ra có hai hoặc ba số là số nguyên liên tiếp” 
Giả sử chọn được một tập ba số { }; ;a b c  từ tập#A. 
Không mất tính tổng quát ta giả sử .a b c< <  
TH1: a, b, c là 3 số tự nhiên liên tiếp ta có: ( ) { }; ; (1;2;3);(2;3;4);...; (8;9;10) :a b c ∈  có 8 cách chọn. 
TH2: Trong ba số chọn ra có hai số nguyên liên tiếp. 
Ta lại chỉ ra thành các trường hợp nhỏ như sau: 
TH2.1: a, b là số nguyên liên tiếp. 

1, 2 [4;10]a b c= = ⇒ ∈ ⇒  có 7 cách chọn#c. 
2, 3 [4;10]a b c= = ⇒ ∈ ⇒  có 6 cách chọn#c. 

{ }7; 8 10a b c= = ⇒ ∈ ⇒  có 1 cách chọn#c. 
Vậy có 7 + 6 + 5 + … + 1 = 28 cách. 
TH2.2: b, c là số nguyên liên tiếp. 

[ ]10, 9 1;7c b a= = ⇒ ∈ ⇒  có 7 cách chọn#a. 

[ ]9, 8 1;6c b a= = ⇒ ∈ ⇒  có 6 cách chọn#a. 
4; 3 {1}c b a= = ⇒ ∈ ⇒  có 1 cách chọn#a. 

Vậy có 7 + 6 + 5 + … + 1 = 28 cách. 
8 28 28 64 120 64 56A A⇒ = + + = ⇒ = − =  

Vậy xác suất của biến cố A là 56 7( )
120 15

A
P A = = =

Ω
. 

Câu 91.   Cho tập { }1;2;3;....;19;20S =  gồm 20 số tự nhiên từ 1 đến 20. Lấy ngẫu nhiên ba số thuộc S. 

Xác suất để ba số lấy được lập thành một cấp số cộng là 

A. 7 .
38

 B. 5 .
38

 C. 3 .
38

 D. 1 .
114

 

Lời giải 
Chọn C 
Lấy ngẫu nhiên ba số thuộc { }1;2;3;....;19;20S =  thì số phần tử của không gian mẫu là 

3
20( ) .n CΩ =  

Các dãy cấp số cộng gồm 3 số được thành lập từ 20 số tự nhiên từ 1 đến 20 là: 
d = 1: (1; 2; 3); …; (18; 19; 20) có 18 dãy. 
d = 2: (1; 3; 5); …; (16; 18; 20) có 16 dãy. 
d = 3: (1; 4; 7); …; (14; 17; 20) có 14 dãy. 
d = 4: (1; 5; 9); …; (12; 16; 20) có 12 dãy. 



d = 5: (1; 6; 11); …; (10; 15; 20) có 10 dãy. 
d = 6: (1; 7; 13); …; (8; 14; 20) có 8 dãy. 
d = 7: (1; 8; 15); …; (6; 13; 20) có 6 dãy. 
d = 8: (1; 9; 17); …; (4; 12; 20) có 4 dãy. 
d = 9: (1; 10; 19); …; (2; 11; 20) có 2 dãy. 
Do đó có 90 dãy cấp số cộng thỏa yêu cầu của đề. 

Vậy xác suất để ba số lấy được lập thành một cấp số cộng là 3
20

90
C

=  3 .
38

 

Câu 92.   Gọi S là tập hợp các số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau được lập từ các chữ số 
1, 2,3, 4,5,6,7,8,9 . Lấy ngẫu nhiên một số từ S. Xác suất để số được chọn có tổng các chữ số là lẻ bằng 

A. 10
21

. B. 5
9

. C. 20
81

. D. 1
2

. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có không gian mẫu ( ) 3

9 504n AΩ = =  số. 

Gọi biến cố A : “ Số được chọn có tổng các chữ số là lẻ”. 

Trường hợp 1: Số được chọn bao gồm 3 chữ số lẻ có 3
5 60A =  số. 

Trường hợp 2: Số được chọn bao gồm 1 chữ số lẻ và 2 chữ số chẵn có 1 2
5 4. .3! 180C C = . 

Vậy xác suất để số được chọn có tổng các chữ số là lẻ bằng ( ) ( )
( )

60 180 10
504 21

n A
P A

n
+

= = =
Ω

. 

Câu 93.   Xếp ngẫu nhiên 5 bạn nam và 3 bạn nữ vào một bàn tròn. Xác suất để không có ba bạn nữ nào 
ngồi cạnh nhau là 

A. 5
7

. B. 2
7

. C. 1
84

. D. 5
84

. 

Lời giải 
Chọn B 
Theo công thức hoán vị vòng quanh ta có: 7!Ω =   

Để xếp các bạn nữ không ngồi cạnh nhau, trước hết ta xếp các bạn nam vào bàn tròn: có 4! cách, giữa 
5  bạn nam đó ta sẽ có được 5  ngăn (do ở đây là bàn tròn). Xếp chỉnh hợp 3  bạn nữ vào 5  ngăn đó có 

3
5A  cách. 

Vậy xác suất xảy ra là:
3
54!. 2

7! 7
AP = = . 

Câu 94.   Gọi A là tập hợp tất cả các số tự nhiên có 5 chữ số. Chọn ngẫu nhiên một số từ tập A, tính xác 
suất để chọn được một số chia hết cho 7 và chữ số hàng đơn vị bằng 1 

A. 105
339

. B. 643
90000

. C. 643
45000

. D. 327
90000

. 

Lời giải 
Chọn C 

Số các số tự nhiên có 5 chữ số là 99999 10000 1 90000− + =  
Giả sử số tự nhiên có 5 chữ số chia hết cho 7 và chữ số hàng đơn vị bằng 1 là: 1abcd  



Ta có 1 10. 1 3. 7. 1abcd abcd abcd abcd= + = + +  chia hết cho 7 khi và chỉ khi 3. 1abcd +  chia hết cho 7. 

Đặt 13. 1 7 2
3

habcd h abcd h −
+ = ⇔ = +  là số nguyên khi và chỉ khi 3 1h t= +  

Khi đó ta được: 7 2 1000 7 2 9999abcd t t= + ⇒ ≤ + ≤  

{ }998 9997 143, 144,..., 1428
7 7

t t⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈  suy ra số cách chọn ra t sao cho số 1abcd  chia hết cho 7 

và chữ số hàng đơn vị bằng 1 là 1286. 

Vậy xác suất cần tìm là: 1286 643
90000 45000

= .  
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Câu 1.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thang vuông tại A  và B  có 2=AD a , 
= =AB BC a  và ( )⊥SA ABCD , 2=SA a . Khoảng cách giữa hai đường phẳng SB  và DC  bằng 

 

A. 
10

5
a

. B. 
7

3
a

. C. 
6

3
a

. D. 
11

5
a

. 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi M  là trung điểm của AD ⇒ = ⇒MD BC BCDM  là hình bình hành 

( )// //⇒ ⇒DC BM DC SBM  

Do đó ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,= = =d DC SB d DC SBM d D SBM d A SBM  (vì =DM AM ). 

Ta thấy ABCM  là hình vuông cạnh a .  

Gọi = ∩I AC BM  nên 
1 2
2 2

= =
aAI AC . 

Kẻ ⊥AH SI . 

Ta có ( )
⊥

⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

BM AI
BM SAI BM AH

BM SA
. 

Mà ( ) ( )( ),
⊥

⇒ ⊥ ⇒ = ⊥

AH BM
AH SBM d A SBM AH

AH SI
. 

Xét tam giác SAI  vuông tại A , ta có 
2 2 2

2
2 2

. 2 10
5 5

= = ⇒ =
+

SA AI a aAH AH
SA AI

. 

Vậy ( ) ( )( ) 10, ,
5

= = =
ad CD SB d A SBM AH . 



Câu 2.   Cho hình chóp  có đáy  là hình thoi cạnh , và  vuông góc với 

. Biết thể tích của khối chóp  bằng . Tính khoảng cách  từ  đến mặt phẳng 

. 

A.  B.  

C.  D.  

Lời giải 
Chọn B 

 

Diện tích đáy  

 

 

, Từ  và  

 

Kẻ . Xét  vuông tại . Ta có 

 
Câu 3.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông đỉnh A , cạnh huyền BC a= . Gọi I  là 

trung điểm của BC  và 3
2

aSA SB SC= = = . Góc tạo bởi SI  và mặt phẳng ( )SAC  bằng 030 . Tính cosin 

của góc tạo bởi SA  và mặt phẳng ( )SBC . 

A. 57
8

. B. 19
5

. C. 19
6

. D. 57
9

. 

Lời giải 
Chọn D 

.S ABCD ABCD a 

060=D SA

( )ABCD .S ABCD
3

2
a k A

( )SBC

3
5

=
ak 3

5
=k a

2
5

=
ak

2
3

=k a

2 3
2

=
ABCD

aS

3

2

3.1 1 2. . 3
3 3 3

2

= = ⇒ = =

a

V B h B SA SA a
a

( ) ( )   1
⊥ 

⇒ ⊥⊥ 

BC AM
BC SAM

BC SA

( ) ( )  2⊂BC SBC ( )1 ( ) ( ) ( )2 ⇒ ⊥SAM SBC

   SAM SBC SM

⊥AH SM ( )( ),⇒ =AH d A SBC ∆SAM A

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 4 5
3 3 3

= + = + =
AH SA AM a a a

2
2 3 3

5 5
⇒ = ⇒ = =

aAH AH k a



 
Do ( )SA SB SC SI ABC= = ⇒ ⊥  ( SI  là trục của tam giác ABC  hay ( ) ( )SBC ABC⊥ . 

Khi đó góc tạo bởi SA  và mặt phẳng ( )SBC  là góc tạo bởi cạnh bên và mặt đứng. 

Khi đó, kẻ ( ) ( )( ) ,AH BC H BC SA SBC ASH⊥ ∈ ⇒ =  

Góc tạo bởi SI  và mặt phẳng ( )SAC  là góc tạo bởi chiều cao và mặt bên. 

Khi đó, kẻ ( ) ( )( ) , 30IJ AC J AC SI SAC ISJ⊥ ∈ ⇒ = = °  

+ Ta có 
2 2

2 2 3 2
2 2 2

a a aSI SC CI
   = − = − =       

 

Xét SIJ∆  ta có: 2 3 6tan 30 .
2 3 6

a aIJ SI= ° = =  

+ IJ  là đường trung bình ABC∆  nên suy ra 62
3

aAB IJ= =  

2

2 2 2 6 3
3 3

a aAC BC AB a
 

⇒ = − = − =  
 

, khi đó 

6 3.. 23 3
3

a a
AB AC aAH

BC a
= = = . 

Suy ra 
2 2

2 2 3 2 19
4 9 6
a a aSH SA AH= − = − =  

+ Xét tam giác vuông SHA  ( vuông tại H ) ta có: 

19
576cos
93

2

a
SHASH
SA a

= = = . 

Câu 4.   Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, . Cạnh bên 
 và SA vuông góc với mặt phẳng đáy. Khoảng cách giữa SB và DC bằng: 

A. . B. . C. . D.  

Lời giải 
Chọn A 

I
H

B

A

J

C

S

3, 2AB a BC a= =
SA a=

2a 2
3
a 3a 3

2
a



 
Vì DC // AB nên khoảng cách giữa SB và DC bằng khoảng cách giữa mặt phẳng (SAB) và DC. 
Do đó: . 

Câu 5.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a . Gọi M  và N  lần lượt là trung 
điểm của các cạnh AB  và AD ; H  là giao điểm của CN  với DM . Biết SH  vuông góc với mặt phẳng 
( )ABCD  và 3SH a= .Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng DM  và SC  theo a . 

A. 2 3
19

a . B. 2 3
19

a . C. 3
19

a . D. 3 3
19

a .
 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi K  là hình chiếu của H  trên SC . 
Do ABCD  là hình vuông nên DM CN⊥ . 
Có ( )SH ABCD SH DM⊥ ⇒ ⊥ . 

Suy ra ( )DM SHC⊥  DM HK⇒ ⊥ . 

Vậy HK  là đoạn vuông góc chung của DM  và SC . 

Có DH  là đường cao của tam giác vuông CDN  nên 2.CH CN DC=  
2 2

5
DC aCH
CN

⇒ = = . 

Lại có HK  là đường cao trong tam giác vuông SHC  nên 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 5 19
3 4 12HK SH HC a a a

= + = + =  

2 3
19

aHK⇒ = . 

Vậy ( ) 3,
5

ad SC DM = . 

Câu 6.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a . Gọi M  và N  lần lượt là trung 
điểm của các cạnh AB  và AD ; H  là giao điểm của CN  với DM . Biết SH  vuông góc với mặt phẳng 
( )ABCD  và 3SH a= .Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng DM  và SC  theo a . 

( ) ( )( ) ( )( ), , , 2d DC SB d DC SAB d D SAB AD a= = = =



A. 2 3
19

a . B. 2 3
19

a . C. 3
19

a . D. 3 3
19

a .
 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi K  là hình chiếu của H  trên SC . 
Do ABCD  là hình vuông nên DM CN⊥ . 
Có ( )SH ABCD SH DM⊥ ⇒ ⊥ . 

Suy ra ( )DM SHC⊥  DM HK⇒ ⊥ . 

Vậy HK  là đoạn vuông góc chung của DM  và SC . 

Có DH  là đường cao của tam giác vuông CDN  nên 2.CH CN DC=  
2 2

5
DC aCH
CN

⇒ = = . 

Lại có HK  là đường cao trong tam giác vuông SHC  nên 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 5 19
3 4 12HK SH HC a a a

= + = + =  

2 3
19

aHK⇒ = . 

Vậy ( ) 3,
5

ad SC DM = . 

Câu 7.   Cho hình tứ diện OABC có đáy OBC là tam giác vuông tại O, , 3OB a OC a= = . Cạnh OA 

vuông góc với mặt phẳng (OBC), 3OA a= , gọi M là trung điểm của BC. Tính khoảng cách h giữa hai 
đường thẳng AB và OM. 

A. 5
5

ah = . B. 3
2

ah = . C. 15
5

ah = . D. 3
15

ah = . 

Lời giải. Chọn C 
Gọi N là điểm đối xứng của C qua O. Khi đó //OM BN  ( tính chất đường trung bình) 
do đó ( )//OM ABN . Suy ra ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d OM AB d OM ABN d O ABN= = . 

Dựng OK BN⊥ , ( )OA OBC BN OA BN AK⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ⊥  

Dựng OH AK⊥  khi đó ( )OH ABN⊥ . Từ đó ( ),d OM AB OH=  

Tam giác ONB vuông tại O, đường cao OK nên 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 4
3 3OK ON OB a a a

= + = + =  

Tam giác AOK vuông tại O, đường cao OH nên 
H

A

B

C

M

ON

K



K

M

C

B

A

S

2 2 2 2 2 2

1 1 1 4 1 5 15
3 3 3 5

aOH
OH OK OA a a a

= + = + = ⇒ =  

Vậy ( ) 15,
5

ad OM AB = . 

Câu 8.   Cho hình chóp .S ABC , có đáy là tam giác đều cạnh 2a , 2SA a= , SA  vuông góc với mặt 
phẳng đáy ( minh họa như hình vẽ). Gọi ,M N  lần lượt là trung điểm của ,AB AC . Khoảng cách giữa hai 
đường thẳng MN  và SC  bằng. 

A. 
21

7
a

. B. 
21

14
a

. C. 
2 57

19
a

. D. 
57

19
a

. 

Lời giải 
Chọn A 

 
Ta có: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1// // , , , ,
2

MN BC MN SBC d MN SC d MN SBC d N SBC d A SBC⇒ ⇒ = = =  

Gọi I  là trung điểm của BC . Ta có: 

( ) ( ) ( )
BC AI

BC SAI SBC SAI
BC SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

, ( ) ( ) ( )1SBC SAI SI∩ =  

Trong ( )SAI  kẻ AH SI⊥  ( 2). 

Từ (1) và (2) ta suy ra ( ) ( )( )
2 2

., SA AIAH SBC d A SBC AH
SA AI

⊥ ⇒ = =
+

 

Ta có: 
2 2

3 2 . 3 2 212 ; 2 . 3
2 74 3

a a aSA a AI a a AH
a a

= = = ⇒ = =
+

 

Vậy ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 21, , , ,
2 2 7

ad MN SC d MN SBC d N SBC d A SBC AH= = = = = . 

Câu 9.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a . Cạnh bên 3SA a=  và vuông góc 
với mặt đáy ( )ABC . Tính khoảng cách d  từ A  đến mặt phẳng ( )SBC  

A. 2 13
13

ad =  B. 13
39

ad =  C. 13
13

ad =  D. 3 13
13

ad =
 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có hình vẽ sau đây: 
 
 



Gọi M  là trung điểm BC , suy ra AM BC⊥  và 3
2

aAM = . 

Gọi K  là hình chiếu của A  trên SM , suy ra AK SM⊥ . ( )1  

Ta có ( ) .
AM BC

BC SAM BC AK
BC SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

 ( )2  

Từ ( )1  và ( )2 , suy ra ( )AK SBC⊥  nên ( ), .d A SBC AK=    

Trong SAM∆ , có 
2 2

. 3 13 .
13

SA AM aAK
SA AM

= =
+

 

Vậy ( ) 3 13, .
13

ad A SBC AK= =    

Câu 10.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thang vuông tại 

,A B 2 , ; ( ), 2AD a AB BC a SA ABCD SA a= = = ⊥ = . Khoảng cách giữa SB  và DC  bằng 

A. 10
5

a . B. 7a . C. 5a . D. 11
5

a . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi M  là trung điểm AD , ta có / / / /( )BM DC BM SDC⇒  

( ; ) ( ; ( )) ( ; ( )) ( ; ( ))d SB DC d DC SBM d D SBM d A SBM⇒ = = = . 

Gọi O  là giao điểm AC  và BM , vì ABCM  là hình vuông nên ( )
BM AC

BM SAC
BM SA

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. 

Ta có AH SO⊥ ( ) ( ; ( ))
AH SO

AH SBM AH d A SBM
AH BM

⊥
⇒ ⇒ ⊥ ⇒ = ⊥

. 

1 2
2 2

aAO AC= = , tam giác vuông SAO  có 2 2 2

1 1 1
AH SA AO

= + 10
5

aAH⇒ = . 

Câu 11.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thang vuông tại A  và B . Biết , 2AB BC a AD a= = =  

và SA  vuông góc với mặt phẳng ( )ABCD và 2SA a= . Gọi M  là trung điểm AD . Khoảng cách giữa 

hai đường thẳng BM  và SC  bằng 

A. 
2
a  B. a  C. 2

2
a  D. 2a  

Lời giải 
Chọn A 



H

A D

B C

S

M

Xét tứ giác BMDC  có: / /MD BC  và MD BC a= =  nên tứ giác BMDC là hình bình hành 
( )// //BM CD BM SCD⇒ ⇒  ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d BM SC d BM SCD d M SCD⇒ = =  

Mà ( )( ) ( )( )1, ,
2

d M SCD d A SCD=  

Nên ( ) ( )( )1, ,
2

d BM SC d A SCD=  

+) Tứ giác AMCB  là hình vuông nên cạnh AB a=  nên 
2,AC a CM a= =  

Do đó tam giác ACD  có 1
2

CM AD=  nên tam giác 

ACD vuông tại C  hay AC CD⊥  
+) Kẻ AH SC⊥  tại H  (1) 

Ta có ( ) ( ) ( )
CD AC

CD SAC SCD SAC
CD SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

(2) 

Từ (1), (2) ( ) ( )( ),AH SCD AH d A SCD⇒ ⊥ ⇒ =  

Do 2SA AC a= =  và SA AC⊥  nên tam giác SAC  vuông cân tại A  

H⇒  là trung điểm của SC  1 1 . 2.
2 2

AH SC SA a⇒ = = =  

Vậy ( ),
2
ad BM SC = . 

Câu 12.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thang vuông tại A  và B  có 2=AD a , 
= =AB BC a  và ( )⊥SA ABCD , 2=SA a . Khoảng cách giữa hai đường phẳng SB  và DC  bằng 

 

A. 
10

5
a

. B. 
7

3
a

. C. 
6

3
a

. D. 
11

5
a

. 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi M  là trung điểm của AD ⇒ = ⇒MD BC BCDM  là hình bình hành 

( )// //⇒ ⇒DC BM DC SBM  

Do đó ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,= = =d DC SB d DC SBM d D SBM d A SBM  (vì =DM AM ). 



Ta thấy ABCM  là hình vuông cạnh a . 

Gọi = ∩I AC BM  nên 
1 2
2 2

= =
aAI AC . 

Kẻ ⊥AH SI . 

Ta có ( )
⊥

⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

BM AI
BM SAI BM AH

BM SA
. 

Mà ( ) ( )( ),
⊥

⇒ ⊥ ⇒ = ⊥

AH BM
AH SBM d A SBM AH

AH SI
. 

Xét tam giác SAI  vuông tại A , ta có 
2 2 2

2
2 2

. 2 10
5 5

= = ⇒ =
+

SA AI a aAH AH
SA AI

. 

Vậy ( ) ( )( ) 10, ,
5

= = =
ad CD SB d A SBM AH . 

Câu 13.   Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, mặt bên SAB là tam giác đều và nằm trong 
mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng đáy. Khoảng cách từ A đến mặt phẳng ( )SBD  bằng 

A. 21 .
14

a  B. 21 .
7

a  C. 2 .
2

a  D. 21 .
28

a  

Lời giải 
Chọn B 
 

Ta xem ( )( ),d A SBD  bằng bao nhiêu lần ( )( ), ,d H SBD  từ hình 

( )( ) ( )( ), 2 , .d A SBD d H SBD=  Tính vẽ dưới đây ta thấy 

( )( ), .d H SBD  

Khi đó, ( ).SH ABCD⊥  Gọi O là giao Gọi H là trung điểm của AB. 

.AC BD⊥  Kẻ HK BD⊥  tại K (K là điểm của AC và BD suy ra 
trung điểm BO). Kẻ HI SK⊥  tại I. Khi đó: 

( )( ) ( )( ), 2 , 2 .d A SBD d H SBD HI= =  

Xét tam giác SHK, có: 
3 ,

2
aSH =  

1 2 .
2 4

aHK AO= =  

Khi đó: 2 2 2 2

1 1 1 28 21 .
3 14

aHI
HI SH HK a

= + = =⇒ =  Suy ra: ( )( ) 21, 2 .
7

ad A SBD HI= =  

Câu 14.   Cho khối chóp .S ABC  có ( ) ( )SAB ABC⊥ , ( ) ( )SAC ABC⊥ , SA a= , 

2AB AC a= = , 2 2BC a= . Gọi M  là trung điểm của BC . Khoảng cách giữa hai đường thẳng SM  và 
AC  bằng 



A. 
2
a

. B. 
2

a
. C. a . D. 2a . 

Lời giải 
Chọn B 

 

+) Ta có 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
SAB ABC

SAC ABC SA ABC

SAB SAC SA

⊥


⊥ ⇒ ⊥
 ∩ =

. 

+) 2 2 2 28AB AC a BC ABC+ = = ⇒ ∆  vuông cân tại A . 
+) Gọi N  là trung điểm AB . 
+) / /AC MN  ( )/ /AC SMN⇒ ⇒  ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d AC SM d AC SMN d A SMN= = . 

+ 
AN MN
SA MN

⊥
 ⊥  

( )SAN MN⇒ ⊥
 

( ) ( )SAN SMN⇒ ⊥ ; ( ) ( )SAN SMN SN∩ = . 

+) Trong ( )SAN , kẻ ,AH SN H SN⊥ ∈ . Ta có ( )AH SMN⊥ ( )( ),d A SMN AH⇒ = . 

+) Vì SA AN a= =  SAN⇒ ∆  vuông cân tại A . Do đó 1 1 . 2
2 2 2

aAH SN SA= = = . 

Vậy ( ),
2

ad AC SM = . 

Câu 15.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy là tam giác vuông cân tại ,B  .AB a=  Cạnh bên SA  vuông góc 
với mặt phẳng đáy, góc tạo bởi hai mặt phẳng ( )ABC  và ( )SBC  bằng 60° . Khoảng cách giữa hai đường 

thẳng AB  và SC  bằng 

A. a . B. 3
3

a . C. 2
2

a . D. 3
2

a . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có ( ) .
BC AB

BC SAB
BC SA

⊥
⇒ ⊥ ⊥

 

Góc giữa hai mặt phẳng ( )ABC  và ( )SBC  là góc  60 .SBA = °  Do đó . tan 60 3.SA a a= ° =  



 
Dựng D  sao cho ABCD  là hình vuông. Dựng AE SD⊥  tại E. 

Ta có: ( ) .
CD AD

CD SAD CD AE
CD SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

 

Mà AE SD⊥  suy ra ( ).AE SCD⊥  

Ta có ( ) ( )( ) ( )( ); ; ; .d AB SC d AB SCD d A SCD AE= = =  

Mà . 3. 3 .
2 2

AS AD a a aAE
SD a

= = =  Vậy ( ) 3; .
2

ad AB SC =  

Câu 16.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thang, 2 ,AB a AD DC CB a= = = = . SA  vuông góc với 
mặt phẳng đáy và 3SA a= . Gọi M  là trung điểm của AB . Khoảng cách giữa hai đường thẳng SB  và 
CM  bằng 

A. 3
4
a . B. 3

2
a . C. 3 13

13
a . D. 6 13

13
a . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi N  là trung điểm của SA  ta có ( )// //MN SB SB NCM⇒ . 

Khi đó: ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,d SB CM d SB NCM d B NCM d A NCM= = = . 

Theo giả thiết tam giác ADM  đều nên ME AD⊥  với E  là trung điểm của AD , 3
2

aME = . Suy ra 

ME CM⊥ . Kẻ đường thẳng qua A  song song với ME  cắt CM  tại K . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
CK AK

CK NAK NAK NCK
CK NA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

Kẻ AH NK⊥  tại H . Suy ra ( )AH NCM⊥ . 



2 22 2 2 2

1 1 1 1 1 16 3
9 3 9 4

4 4

aAH
a aAH NA AK a

= + = + = ⇒ = . (Vì 3
2

aAK ME= = ). 

Vậy ( ) 3,
4
ad SB CM = . 

Câu 17.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a . Gọi M  và N  lần lượt là trung 
điểm của các cạnh AB  và AD ; H  là giao điểm của CN  với DM . Biết SH  vuông góc với mặt phẳng 

( )ABCD  và 3=SH a .Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng DM  và SC  theo a . 

A. 2 3
19

a . B. 
2 3

19
a

. C. 
3

19
a

. D. 3 3
19

a .
 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi K  là hình chiếu của H  trên SC . 
Do ABCD  là hình vuông nên ⊥DM CN . 
Có ( )⊥ ⇒ ⊥SH ABCD SH DM . 

Suy ra ( )⊥DM SHC  ⇒ ⊥DM HK . 

Vậy HK  là đoạn vuông góc chung của DM  và SC . 

Có DH  là đường cao của tam giác vuông CDN  nên 2. =CH CN DC  
2 2

5
⇒ = =

DC aCH
CN

. 

Lại có HK  là đường cao trong tam giác vuông SHC  nên 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 5 19
3 4 12

= + = + =
HK SH HC a a a

 

2 3
19

⇒ =
aHK . 

Vậy ( ) 3,
5

=
ad SC DM . 

Câu 18.   Cho hình lăng trụ đứng . ' ' ' 'ABCD A B C D có đáy ABCD  là hình thoi. Biết 2,AC = ' 3AA = . 
Tính góc giữa hai mặt phẳng ( )' 'AB D  và ( )' 'CB D . 

A. 045 . B. 090 . C. 030 . D. 060 . 
Lời giải 



 
Chọn D 
Ta thấy : ( ) ( )' ' ' ' ' 'AB D CB D B D∩ =  

Gọi I  là giao điểm của ' 'A C  và ' 'B D . 
Khi đó ta suy ra: ( )' ' ,AI AB D⊂ ' 'AI B D⊥ , ( )' ' ,CI CB D⊂ ' 'CI B D⊥ . 

Suy ra : ( ) ( )( ) ( )' ' , ' ' , .AB D CB D AI CI=  

Xét tam giác AIC  có: 2,AC =  2 2' 3 1 2CI AI AA A I= = + = + = . 

Do đó tam giác AIC  đều ⇒   060AIC = . 

Suy ra: ( ) ( )( ) 0' ' , ' ' 60AB D CB D = . 

Câu 19.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thang, 2AB a= , AD DC BC a= = = . SA  
vuông góc với mặt phẳng ( )ABCD và 3SA a= . Gọi M  là trung điểm AB . Khoảng cách giữa hai đường 

thẳng SM  và BC  bằng: 

 

A. 3
13
a . B. 3

2
a . C. 6

13
a . D. 3

4
a . 

Lời giải 
Chọn A 

I

A

A'

B

D

D'

C

C'

B'



 
Từ giả thiết ta có tam giác AMD đều cạnh#a. 

Đặt I MD AC= ∩  thì I  là trung điểm AC  và MD . Nên 3
2

aAI = . 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( );SAI SDM SAI SDM SI⊥ ∩ = . 

Xét trong ( )SAI : kẻ ( )AK SI AK SDM⊥ ⇒ ⊥  

Vì ( )// //MD BC BC SDM⇒ nên 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2

. 3; ; ; ; .
13

SA AI ad SM BC d BC SMD d C SMD d A SMD AK
SA AI

= = = = = =
+

 

Câu 20.   Cho lăng trụ tam giác đều .ABC A B C′ ′ ′có AB a= , 2AA a′ = . Khoảng cách giữa AB′  và CC′  
bằng 

A. 2 5
5

a . B. a . C. 3a . D. 3
2

a . 

Lời giải 
Chọn D 

 
+ Ta có CC′  // BB′ ; ( )BB ABB A′ ′ ′⊂  suy ra CC′  // ( )ABB A′ ′  

Nên ( ) ( )( ) ( )( ) ( ); ; ; . 1d CC AB d CC ABB A d C ABB A′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= =  

+ Lăng trụ tam giác đều .ABC A B C′ ′ ′  có ( )BB ABC′ ⊥  và ( )BB ABB A′ ′ ′⊂  suy ra 

( ) ( )ABB A ABC′ ′ ⊥ . 

+ Kẻ CM AB⊥ suy ra ( )CM ABB A′ ′⊥  nên ( )( ) ( ); . 2d C ABB A CM′ ′ =  

+ Từ ( )1  và ( )2  ta có ( );d CC AB CM′ ′ = . 

+ Mặt khác tam giác ABC  đều cạnh a  có CM  là đường cao nên 3
2

aCM = . 

Vậy ( ) 3;
2

ad CC AB′ ′ = . 



Câu 21.   Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng a, cạnh bên tạo với mặt đáy một góc 600. 
Tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SBC). 

A. 𝑎𝑎√13
13

. B. 3𝑎𝑎
13

. C. 3𝑎𝑎. D. 3𝑎𝑎√13
13

. 
Lời giải 

 Đáp án D 

Theo giả thiết 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑎𝑎2√3
4

 
Gọi H là hình chiếu của S lên (ABC), Gọi M là trung diểm của BC, 

3 3 3; ;
2 3 6

a a aAM AH HM= = =  

suy ra 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆� = 600, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. tan 600 = 𝑎𝑎 

𝑉𝑉𝑆𝑆.𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =
1
3
𝑆𝑆𝑆𝑆. 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =

1
3
𝑎𝑎.
𝑎𝑎2√3

4
=
𝑎𝑎3√3

12
 

2

2 2 2 3 39
6 6

a aSM SH HM a
 

= + = + =  
 

 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴 =
1
2

. 𝑆𝑆𝑆𝑆.𝐵𝐵𝐵𝐵 =
1
2
𝑎𝑎.
√39

6
𝑎𝑎 =

𝑎𝑎2√39
12

 

𝑑𝑑�𝑆𝑆, (𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵)� =
3𝑉𝑉
𝑆𝑆𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴

=
3𝑎𝑎√13

13
 

Câu 22.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a , cạnh bên SA  vuông góc với đáy. 
Biết hình chóp .S ABC  có thể tích bằng 3a . Tính khoảng cách d  từ điểm A  đến mặt phẳng ( )SBC . 

A. 6a 195
65

d = . B. 4a 195
65

d = . C. 4a 195
195

d = . D. 8a 195
195

d = . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Ta có ,AI BC SA BC⊥ ⊥  suy ra ( )( ),BC AK AK d A SBC⊥ ⇒ = . 

Ta có: 
2

3 3, 4 3
4ABC

aV a S SA a∆= = ⇒ = . 

Mà 3
2

aAI = . 

Trong tam giác vuông SAI ta có 2 2 2

1 1 1
AK AS AI

= + . 

Vậy 
2 2

2 2

. 4 195
65

AS AI ad AK
AS AI

= = =
+

. 

A

B

C

S

I

K



Câu 23.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình vuông cạnh 2 .a  Biết các mặt bên của hình chóp cùng tạo 

với đáy các góc bằng nhau và thể tích của khối chóp bằng 
34 3 .

3
a  Khoảng cách giữa hai đường thẳng SA  

và CD  bằng 
A. 2 .a  B. 3 .a  C. 5.a  D. 3 2 .a  

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi O  là tâm hình vuông .ABCD  Do các mặt bên của khối chóp tạo với đáy các góc bằng nhau 

nên  .SO ABCD  Giả thiết 
3

.
4 3 1 . 3.

3 3S ABCD ABCD
a V S SO SO a     

Ta có        , , , 2 , .d SA CD d CD SAB d D SAB d O SAB              

Kẻ   ,OE AB E AB     .OK SE K SE   

Dễ dàng chứng minh  OK SAB  nên  , .d O SAB OK     

Tam giác vuông ,SOE  có 
2 2

. 3 .
2

SOOE aOK
SO OE

 


 Suy ra  , 3.d SA CD a  Chọn B. 

Câu 24.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thang vuông tại A  và B . Biết , 2AB BC a AD a= = =  

và SA  vuông góc với mặt phẳng ( )ABCD  và 2SA a= . Gọi M  là trung điểm AD . Khoảng cách giữa 

hai đường thẳng BM  và SC  bằng 

A. .
2
a  B. .a  C. 2 .

2
a  D. 2 .a  

Lời giải 
Chọn A 

 
Xét tứ giác BMDC  có: / /MD BC  và MD BC a= =  nên tứ giác BMDC là hình bình hành 

( )// //BM CD BM SCD⇒ ⇒  ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d BM SC d BM SCD d M SCD⇒ = =  

Mà ( )( ) ( )( )1, ,
2

d M SCD d A SCD=  

Nên ( ) ( )( )1, ,
2

d BM SC d A SCD=  

H

A D

B C

S

M

K 

E O 

D 

C B 

A 

S 



+) Tứ giác AMCB  là hình vuông nên cạnh AB a=  nên 2,AC a CM a= =  

Do đó tam giác ACD  có 1
2

CM AD=  nên tam giác ACD vuông tại C  hay AC CD⊥  

+) Kẻ AH SC⊥  tại H  (1) 

Ta có ( ) ( ) ( )
CD AC

CD SAC SCD SAC
CD SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

(2) 

Từ (1), (2) ( ) ( )( ),AH SCD AH d A SCD⇒ ⊥ ⇒ =  

Do 2SA AC a= =  và SA AC⊥  nên tam giác SAC  vuông cân tại A  

H⇒  là trung điểm của SC  1 1 . 2.
2 2

AH SC SA a⇒ = = =  

Vậy ( ),
2
ad BM SC = . 

Câu 25.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông tại , 3 , 4 .= =B AB a BC a  Cạnh bên  SA  
vuông góc với đáy. Góc tạo bởi giữa SC  và đáy bằng 60° . Gọi M  là trung điểm của AC (tham khảo 
hình vẽ bên dưới). Khoảng cách giữa hai đường thẳng AB  và SM  bằng 

 

A. 3a . B. 5 3a . C. 5
2
a . D. 10 3

79
a . 

Lời giải 

Chọn D 

 
5 , 5 3AC a SA a= = . 

Gọi N  là trung điểm BC  ( )//⇒ AB SMN ( ) ( )( ), , ⇒ =d AB SM d A SMN . 

Dựng ⊥AH MN  tại H  trong ( )ABC . 



Dựng ⊥AK SH  tại K  trong ( )SAH . ( )⇒ ⊥AK SMN  tại K  nên ( )( ), =d A SMN AK  

( ),d AB SM AK⇒ = ; 2= =AH NB a . 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 79

4 75 300
= + = + =

AK AH SA a a a
 10 3

79
⇒ =

aAK . 

Câu 26.   Cho hình chóp .S ABCD , đáy là hình thang vuông tại A  và B , biết AB BC a= = , 2AD a= , 
3SA a=  và ( )SA ABCD⊥ . Khoảng cách giữa hai đường thẳng AC  và SD  bằng 

A. 6
5

a . B. 30
5

a . C. 3
2

a . D. 15
5

a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Ta có 2AC a= , dễ thấy 2CD a=  nên 2 2 2AD AC CD= +  suy ra tam giác ACD  vuông cân tại C . 
Dựng hình vuông ACDE  khi đó ta có ( )// //AC DE AC SDE⇒ . 

( ) ( ) ( )
DE AE

DE SAE SAE SDE
DE SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

 Kẻ AH SE⊥  tại H . Khi đó ( )AH SDE⊥ . 

( ) ( )( ) ( )( ), , ,d AC SD d AC SDE d A SDE AH= = = . 

Xét tam giác vuông SAE  ta có: 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 5 30
3 2 6 5

aAH
AH SA AE a a a

= + = + = ⇒ = . 

Vậy ( ) 30,
5

ad AC SD = . 

Câu 27.   Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật 3 ,AB a AD a= = . SA vuông góc với 
mặt phẳng đáy, 2SA a= . Gọi M là điểm thuộc đoạn thẳng DC sao cho 3DC DM= ( minh họa như hình 
vẽ bên). Khoảng cách giữa hai đường BM và SD bằng 



 

A. 2
3
a . B. 6

6
a . C. 6

3
a . D. 

3
a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi N là điểm trên đoạn thẳng AB sao cho AB = 3BN. Khi đó có tứ giác DMBN là hình bình hành nên 

suy ra BM // DN. Suy ra ( )/ /BM SDN . 

Vậy ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d BM SD d BM SDN d B SDN= = ( )( )1 ,
2

d A SDN=  

Trong mp (ABCD) kẻ AE vuông góc DN tại E. Ta suy ra ( )DN SAE⊥ . Trong tam giác SAE, từ A kẻ 

đường thẳng AH vuông góc với SE tại H. 

Có: ( ) ( )( ),
AH DN

AH SDN d A SDN AH
AH SE

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ =⊥ 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
4 4 2AH SA AE SA AD AN a a a a

= + = + + = + + =  

6
3

aAH⇒ =  

Vậy ( ) 6,
6

ad BM SD = .
 

Câu 28.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thang vuông tại A  và B , ,AB BC a= =  

2AD a= , SA a=  và vuông góc với ( )ABCD . Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng SD  và AC . 

A. 3
3

a . B. 3
2

a . C. 6
2

a . D. 6
3

a . 

Lời giải 



Chọn D 

 
Trong mặt phẳng đáy, tạo hình bình hành ACDK . 
Khi đó, do //AC KD  nên ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d AC SD d AC SDK d A SDK= = . 

Gọi I  là trung điểm của AD  thì 
1
2

CI AD= , nên ACD∆  vuông tại C , hay là .CD AC⊥  

Ta có: ( ) (1)
//

CD AC
AK AC AK DK DK SAK

CD AK
⊥

⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ⊥


 

Trong ( )SAK , kẻ AH SK⊥  tại H . Từ (1) suy ra DK AH⊥ . 

Ta có: ( ) ( )( ),
AH SK

AH SDK d A SDK AH
AH DK

⊥
⇒ ⊥ ⇒ = ⊥

 

Do ACD∆  vuông tại C  nên 2 2DC a AK DC a= ⇒ = =  
Do ( )SA ABCD SA AK SAK⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ∆  vuông tại A . 

Khi đó: ( )2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 3 6 6,
2 2 3 3

a aAH d AC SD
AH SA AK a a a

= + = + = ⇒ = ⇒ =  

Câu 29.   Cho lăng trụ đều . ' ' 'ABC A B C  có 1,AB =  ( )' 0 .AA m m= >  Hỏi m  bằng bao nhiêu để góc 

giữa 
'AB  và 'BC  bằng 600? 

A. 2.m =  B. 1m = . C. 3.m =  D. 5.m =  
Lời giải 

Chọn A 
Lấy , ,M N P  là trung điểm ', ' ',BB B C AB   khi đó 
// ', // '.MP AB MN BC  

Suy ra góc cần tìm là góc giữa , .MP MN  
2 1
2

mMP MN +
= = . Lấy Q  là trung điểm ' '.A B  

2 2 2 1
4

PN PQ QN m⇒ = + = + . 

Suy ra 

2 2 2 1
2. . 2

PM MN PNcosPMN
PM MN

+ −
= = ± , từ đó tính được 2.m =  

A C

B

P

Q

'A 'C
M

N



Câu 30.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD là hình vuông, 3AB a= , vuông góc với mặt phẳng đáy 
và 4SA a= . Gọi M, N lần lượt là trung điểm của CD và AB. Khoảng cách giữa hai đường thẳng SC và 
AM bằng: 

A. 12 89
89
a

 
B. 6 2

7
a . C. 12 89

49
a . D. 6 2

14
a . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Dễ dàng chứng minh được: NC//AM ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d AM SC d AM SNC d A SNC⇒ = =  

Sau đó: kẻ AK NC⊥  tại K và AH SK⊥  tại H  

Khi đó: ( )( ),d A SNC AH=  và 
2 2

2 2

.SA AKAH
SA AK

=
+

 (*) 

Ta có: 
2 21 9 1 9.

4 4 2 4ANC ABCD
a aS S CN AK∆ = = ⇔ = , với 2 2 3 5

2
aCN CD DN= + =  

Suy ra: 

29
3 52

53 5
2

a
aAK

a
= = , mà 4SA a= thay vào (*):

2 2

2 2

. 12 89
89

SA AK aAH
SA AK

= =
+

 

Câu 31.   Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B , ,BA a BC a 3 4  mặt phẳng 

 SBC vuông góc với mặt phẳng  ABC .Biết SB a2 3  và SBC = 300. Khoảng cách từ điểm 

B đến mặt phẳng  SAC bằng 

A. 

6 7
21
a

. B. 

3 7
56
a

. C. 

3 7
14
a

. D. 

6 7
7

a
. 

Lời giải 
Chọn D 



 
Gọi H là hình chiếu vuông góc của S trên BC. Do ( ) ( )SBC ABC⊥  vuông góc với nhau theo giao tuyến 

BC nên ( )SH mp ABC⊥ . 

Trong SBH∆ vuông tại H có 0 0SH SB.sin 30 a 3,  BH SB.cos 30 3a= = = = . 

Trong mp(ABC) dựng HG AC⊥ tại G. Ta có ( )AC HG
AC SHG

AC SH
 ⊥

⇒ ⊥ ⊥
 mà 

AC (SAC)⊂ ( ) ( )SAC SHG⇒ ⊥  hai mặt phẳng này vuông góc với nhau theo giao tuyến SG, trong mp(SHG) 

dựng HK SG⊥ tại K ( )HK SAC⇒ ⊥ . 

Vậy ( )( )d H, SAC HK= . 

Ta có ( ) GH CH a 3aCGH CBA g.g GH .3a
BA CA 5a 5

∆ ∆ ⇒ = ⇒ = = . 

Trong SHG∆ vuông tại H:
2 2 2 2 2 2

1 1 1 25 1 28 3a 7HK
14HK HG HS 9a 3a 9a

= + = + = ⇒ = . 

Hai điểm H và B nằm trên đường thẳng có giao điểm với mp(SAC) tại C, nên có: 
( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

d B, SAC BC 6a 74  d B, SAC 4d H, SAC
HC 7d H, SAC

= = ⇒ = = . 

Câu 32.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh bằng 3 . Hai mặt phẳng ( )SAB  và 

( )SAC  cùng vuông góc với mặt phẳng đáy. Góc giữa SB  và mặt phẳng đáy bằng 60° . Gọi M , N  là các 

điểm lần lượt thuộc cạnh đáy BC  và CD  sao cho 2BM MC=  và 2CN ND= . Tính khoảng cách giữa 
hai đường thẳng chéo nhau DM  và .SN  

A. 3 3
730

. B. 3 3
370

. C. 3
370

. D. 3
730

. 

Lời giải 
Chọn B 

 
- Vì hai mặt phẳng ( )SAB  và ( )SAC  cùng vuông góc với mặt phẳng đáy nên ( )SA ABCD⊥  

2a 3

4a
3a

300

A

B

C

S

H

G

K

S

A

J

I

J

I

B C

D

D

B C

M

N

E
M

N

E

A

H



 60SBA⇒ = °  là góc giữa SB  và mặt phẳng đáy . tan 60 3 3SA AB⇒ = ° = . 
- Trong mặt phẳng ( )ABCD  dựng //NE DM cắt BC  tại E , cắt AC  tại J . 

Gọi I  là giao điểm của DM  và AC . 
Ta có: ( )// //DM NE DM SNE⇒  ( ) ( )( ) ( )( ); ; ;d DM SN d DM SNE d I SNE⇒ = = . 

Do 2//
3

CJ CE CNNE DM
CI CM CD

⇒ = = =
1
3

IJ IC⇒ = . 

Lại có: 1 1//
3 3

IC CMBC AD IC IA
IA AD

⇒ = = ⇒ =
1 1
9 10

IJ IA IJ AJ⇒ = ⇒ =  

Mặt khác: 
( )( )
( )( )

; 1
10;

d I SNE IJ
AJd A SNE

= = ( )( ) ( )( )1; ;
10

d I SNE d A SNE⇒ = . 

- Xét tam giác DAN  và tam giác CDM  có: DA CD= , DN CM= ,   90ADN DCM= = °  

DAN CDM⇒ ∆ = ∆  (c.g.c)  DAN CDM⇒ =     90DAN ADM CDM ADM⇒ + = + = °  
AN DM AN NE⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ( ) ( ) ( )NE SAN SNE SAN⇒ ⊥ ⇒ ⊥  (có giao tuyến là SN ). 

- Dựng AH SN⊥  tại H ( ) ( )( );AH SNE AH d A SNE⇒ ⊥ ⇒ = . 

- Ta có: 3 3SA = , 2 2 10AN AD DN= + = . 

2 2 2

1 1 1 1 1 37 3 30
27 10 270 37

AH
AH SA AN

= + = + = ⇒ =  

( ) 1 3 3;
10 370

d DM SN AH⇒ = = . 

Câu 33.   Cho hình thoi ABCD  tâm O  cạnh a  và AC a= . Từ trung điểm H  của AB , dựng 
( )SH ABCD⊥  với SH a= . Khoảng cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBC  bằng 

A. 8 3
15
a . B. 2 57

19
a . C. 2 66

23
a . D. 10 5

27
a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Dựng ( )HM BC M BC⊥ ∈ ; ( ) ( )SH BC SHM SBC⊥ ⇒ ⊥ ; ( ) ( )SHM SBC SM∩ = . 

Trong mặt phẳng ( )SHM , dựng ( ) ( ) ( )( ),HK SM K SM HK SBC HK d H SBC⊥ ∈ ⇒ ⊥ ⇒ = . 

Ta có: ( )( ) ( )( ), 2 ,d A SBC d H SBC= . 

3sin 60
4

aHM BH= ° = ; 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 16 19 57
3 3 19

aHK
HK SH HM a a a

= + = + = ⇒ = . 

Vậy khoảng cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBC  bằng 572
19

a aHK = . 

H

A

B

D

C

S

M

K



Câu 34.   Cho hình chóp tứ giác đều .S ABCD  có cạnh đáy bằng a . Gọi M , N  lần lượt là trung điểm của 
SA  và BC . Biết góc giữa MN  và mặt phẳng ( )ABC  bằng 60° . Khoảng cách giữa hai đường thẳng BC  

và DM  bằng 

A. 15
62

a . B. 30
31

a . C. 15
68

a . D. 15
17

a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi I  là trung điểm OA . 
Vì ( )//IM SO IM ABCD⇒ ⊥  nên hình chiếu của MN  lên ( )ABCD là IN . 

Suy ra  60MNI = ° . 
Áp dụng định lí cô sin trong CIN∆ , ta có: 

2 2
2 2 3 2 3 2 2 52 . .cos45 2 . .

4 2 4 2 2 2 2
a a a a aIN CI CN CI CN

   = + − ° = + − =       
. 

Trong tam giác vuông MIN  ta có: 

15 30 30tan 60 . 3
4 22 2

MI a a aMI IN SO
IN

° = ⇒ = = = ⇒ = . 

Ta có ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , 2 , 2 ,d BC DM d BC SAD d N SAD d O SAD d O SBC= = = = . 

Kẻ ( )OE SN OE SBC⊥ ⇒ ⊥ . 

Ta có ( )( ),d O SBC OE=  mà 2 2 2 2 2 2

1 1 1 4 4 62 15
30 15 62

aOE
OE OS ON a a a

= + = + = ⇒ = . 

Vậy ( ) 2 15 30, 2
3162

ad BC DM OE a= = = . 

Câu 35.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông tại B , 3AC a= , 3BC a= , SA  vuông 

góc với mặt phẳng đáy và 3 2SA a= . Điểm G  là trọng tâm tam giác SAC ( minh họa như hình bên). 
Khoảng cách giữa hai đường thẳng SC  và BG  bằng 

 

 

  

  

 
 

 

 

 

S

A B

CD

O
I

N

E

M



 

A. 42
7

a . B. 6a . C. 4 6
3

a . D. 6
3

a . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi AM là đường trung tuyến của SAC∆ . Kẻ đường thẳng qua G song song với SC, cắt AC, SA tại E 

và F. Khi đó ( )SC BEF nên ( ) ( )( ), ,d SC BG d SC BEF= . 

2 2
3

AE AG AE EC
AC AM

= = ⇒ = . Vậy ( )( ) ( )( ) ( )( )1, , ,
2

d SC BEF d C BEF d A BEF= = . 

Mặt khác: 1
3

EC BC
BC AC

= = , suy ra hai tam giác ECB∆  và BCA∆  đồng dạng (c.g.c). 

 

090BEC ABC⇒ = =  hay EB AC⊥  ( )EB SAC⇒ ⊥ . Gọi H là chân đường cao tại đỉnh A của AEF∆ , 

AH EF⊥  và AH EB⊥  ( )AH BEF⇒ ⊥  hay ( )( ),d A BEF AH= . 

Xét AEF∆ vuông tại A có AH là đường cao, 2 2 2
3

AF SA a= = , 2AE a= . Ta có 

2 2 2 2

1 1 1 3
8AH AF AE a

= + =  2 6
3

aAH⇒ = . Vậy ( ) 6,
3

ad SC BG = . 

Câu 36.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông tại B , 3AC a= , 3BC a= , SA  vuông 
góc với mặt phẳng đáy và 3 2SA a= . Điểm G  là trọng tâm tam giác SAC ( minh họa như hình bên). 
Khoảng cách giữa hai đường thẳng SC  và BG  bằng 



 

A. 
42

7
a

. B. 6a . C. 
4 6

3
a

. D. 
6

3
a

. 

Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi AM là đường trung tuyến của SAC∆ . Kẻ đường thẳng qua G song song với SC, cắt AC, SA tại E 

và F. Khi đó ( )SC BEF nên ( ) ( )( ), ,d SC BG d SC BEF= . 
2 2
3

AE AG AE EC
AC AM

= = ⇒ = . Vậy ( )( ) ( )( ) ( )( )1, , ,
2

d SC BEF d C BEF d A BEF= = . 

Mặt khác: 
1
3

EC BC
BC AC

= = , suy ra hai tam giác ECB∆  và BCA∆  đồng dạng (c.g.c). 

 

090BEC ABC⇒ = =  hay EB AC⊥  ( )EB SAC⇒ ⊥ . Gọi H là chân đường cao tại đỉnh A của 

AEF∆ , AH EF⊥  và AH EB⊥  ( )AH BEF⇒ ⊥  hay ( )( ),d A BEF AH= . 

Xét AEF∆ vuông tại A có AH là đường cao, 2 2 2
3

AF SA a= = , 2AE a= . Ta có 

2 2 2 2

1 1 1 3
8AH AF AE a

= + =  
2 6

3
aAH⇒ = . Vậy ( ) 6,

3
ad SC BG = . 

Câu 37.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thang, 2 ,AB a AD DC CB a= = = = . SA  vuông góc với 
mặt phẳng đáy và 3SA a= . Gọi M  là trung điểm của AB . Khoảng cách giữa hai đường thẳng SB  và 
CM  bằng 

A. 3
4
a . B. 3

2
a . C. 

3 13
13

a
. D. 

6 13
13

a
. 

Lời giải 
Chọn A 



 
Gọi N  là trung điểm của SA  ta có ( )// //MN SB SB NCM⇒ . 

Khi đó: ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,d SB CM d SB NCM d B NCM d A NCM= = = . 

Theo giả thiết tam giác ADM  đều nên ME AD⊥  với E  là trung điểm của AD , 
3

2
aME = . Suy ra 

ME CM⊥ . Kẻ đường thẳng qua A  song song với ME  cắt CM  tại K . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
CK AK

CK NAK NAK NCK
CK NA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

Kẻ AH NK⊥  tại H . Suy ra ( )AH NCM⊥ . 

2 22 2 2 2

1 1 1 1 1 16 3
9 3 9 4
4 4

aAH
a aAH NA AK a

= + = + = ⇒ = . (Vì 
3

2
aAK ME= = ). 

Vậy ( ) 3,
4
ad SB CM = . 

Câu 38.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình bình hành 2 , , 120oAB a AD a BAD= = = , SA  vuông góc 
với mặt phẳng đáy và 3SA a . Gọi M là trung điểm của AB . Khoảng cách giữa 2 đường DM  và SB  
bằng 

A. 
3 10

10
a

. B. 
3 10

20
a

. C. 10a . D. 3 10a . 

Lời giải 
Chọn B 
Gọi N là trung điểm của CD .Ta có 

1/ / / /( ) ( , ) d( , ( )) ( , ( ) ( , ( ))
2

DM BN DM SBN d DM SB DM SBN d M SBN d A SBN⇒ ⇒ = = =  

Lại có AN BN⊥ , kẻ AH SN⊥ tại H ( )( );AH d A SBN⇒ = . 



2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 10
9 9AH AN SA a a a

= + = + =
3 10 1 3 10( , )

10 2 20
a aAH d DM SB AH⇒ = ⇒ = =

( )( ) 21;
7

ad C SBD = . 

Câu 39.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình chữ nhật với AB a= , 2AD a= . Hình chiếu 
vuông góc của S trên mặt phẳng đáy là trung điểm H của AD , góc giữa SB  và mặt phẳng đáy ( )ABCD  
là 045 . Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng SD  và BH  theo a 

A. 
2

3
a

 B. 
3

a
. C. 2

3
a  D. 2

5
a . 

Lời giải 
Chọn D 

Do ( )SH ABCD⊥  nên góc giữa SB và mặt phẳng đáy (ABCD) là góc  045SBH = . Ta có 

SBH∆ vuôngcân tại H nên 2SH BH a= =  Gọi K là trung điểm của BC, ta có 
( )/ / DK BH/ /BH SDK⇒ . Suy ra: 

( ) ( )( ) ( )( ); ; ;d BH SD d BH SDK d H SDK= = Tứ diện SHDK vuông tại H 

nên
( )( ) 2 2 2 22

1 1 1 1 5
2; HS HK HD ad H SDK

= + + = .Vậy ( ) ( )( ) 2; ;
5

d BH SD d H SDK a= = . 

Câu 40.   Cho hình lăng trụ đứng . ' ' ' 'ABCD A B C D có đáy ABCD  là hình thoi. Biết 2,AC = ' 3AA = . 
Tính góc giữa hai mặt phẳng ( )' 'AB D  và ( )' 'CB D . 

A. 045 . B. 090 . C. 030 . D. 060 . 
Lời giải 

 
Chọn D 
Ta thấy : ( ) ( )' ' ' ' ' 'AB D CB D B D∩ =  

Gọi I  là giao điểm của ' 'A C  và ' 'B D . 
Khi đó ta suy ra: ( )' ' ,AI AB D⊂ ' 'AI B D⊥ , ( )' ' ,CI CB D⊂ ' 'CI B D⊥ . 

Suy ra : ( ) ( )( ) ( )' ' , ' ' , .AB D CB D AI CI=  

Xét tam giác AIC  có: 2,AC =  2 2' 3 1 2CI AI AA A I= = + = + = . 

Do đó tam giác AIC  đều ⇒   060AIC = . 

I

A

A'

B

D

D'

C

C'

B'



Suy ra: ( ) ( )( ) 0' ' , ' ' 60AB D CB D = . 

Câu 41.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình chữ nhật có 2AB a= , 4AD a= , 

( )SA ABCD⊥ , cạnh SC  tạo với đáy góc 60° . Gọi M  là trung điểm của BC , N  là điểm trên cạnh AD  

sao cho DN a= . Khoảng cách giữa MN  và SB  là 

A. 2 285
19

a . B. 285
19

a . C. 2 95
19

a . D. 8
19
a . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Lấy K  trên AD  sao cho AK a=  thì ( )//MN SBK , 2 5AC a= . 

( ),d MN SB⇒ ( )( ),d MN SBK= ( )( ),d N SBK= ( )( )2 ,d A SBK= . 

Vẽ AE BK⊥  tại E , AH SE⊥  tại H . 
Ta có ( ) ( )SAE SBK⊥ , ( ) ( )SAE SBK SE∩ = , AH SE⊥  

( )AH SBK⇒ ⊥ ( )( ),d A SBK AH⇒ = . . 3SA AC= 2 15a= . 

2 2 2

1 1 1
AH SA AE

= + 2 2 2

1 1 1
SA AK AB

= + + .
( )2 2 2

1 1 1
42 15 a aa

= + + .
( )2 2 2

1 1 1
42 15 a aa

= + + . 

285
19

aAH⇒ = ( ),d MN SB⇒
2 285

19
a

= . 

Câu 42.   Cho tứ diện ABCD  có ( ) ( )ACD BCD⊥ , AC AD BC BD a= = = = , 2CD x= . Giá trị của x  để 

hai mặt phẳng ( )ABC  và ( )ABD  vuông góc với nhau là: 

A. 2

3

a . B. 3

3

a . C. 3

2

a . D. 5

3

a . 

Lời giải 
Chọn B 



 
+ Gọi ;I J  lần lượt là trung điểm của ,CD AB . 

ABC∆ cân tại C , J  là trung điểm AB  CJ AB⇒ ⊥ . 
ADB∆ cân tại D , J  là trung điểm AB  DJ AB⇒ ⊥ . 

( ) ( )( ) ( ), ,ABD ABD DJ CJ⇒ = . 

( )ABC ⊥ ( )ABD  ( ), 90  hayDJ CJ DJ CJ⇔ = ° ⊥ . 

+ ACD∆  cân tại A , I  là trung điểm CD  AI CD⇒ ⊥  mà ( ) ( )ACD BCD⊥ ( )AI BCD⇒ ⊥ . 

+ AIC∆  vuông tại I  2 2 2 2 2AI AC IC a x⇒ = − = − . 
2 2 2 2BI AI a x⇒ = = − ( )ADC BDC AI BI∆ = ∆ ⇒ = . 

+ ABI∆  vuông tại I  ( )2 2 2 2 22AB AI BI a x⇒ = + = − . 

+ BCJ∆  vuông tại J  
2 2

2 2 2

2 2

a x
CJ BC JB⇒ = − = + . 

2 2
2 2

2 2

a x
DJ CJ⇒ = = +  ( )ABD ABC DJ CJ∆ = ∆ ⇒ = . 

+ DJC∆  vuông tại J  2 2 2DJ CJ CD⇔ + =  2 2 24a x x⇔ + =  3

3

a
x⇔ = . 

Câu 43.   Cho tứ diện ABCD  có ( ) ( )ACD BCD⊥ , AC AD BC BD a= = = = , 2CD x= . Giá trị của x  để 

hai mặt phẳng ( )ABC  và ( )ABD  vuông góc với nhau là: 

A. 2

3

a . B. 3

3

a . C. 3

2

a . D. 5

3

a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
+ Gọi ;I J  lần lượt là trung điểm của ,CD AB . 

ABC∆ cân tại C , J  là trung điểm AB  CJ AB⇒ ⊥ . 
ADB∆ cân tại D , J  là trung điểm AB  DJ AB⇒ ⊥ . 

( ) ( )( ) ( ), ,ABD ABD DJ CJ⇒ = . 



( )ABC ⊥ ( )ABD  ( ), 90  hayDJ CJ DJ CJ⇔ = ° ⊥ . 

+ ACD∆  cân tại A , I  là trung điểm CD  AI CD⇒ ⊥  mà ( ) ( )ACD BCD⊥ ( )AI BCD⇒ ⊥ . 

+ AIC∆  vuông tại I  2 2 2 2 2AI AC IC a x⇒ = − = − . 
2 2 2 2BI AI a x⇒ = = − ( )ADC BDC AI BI∆ = ∆ ⇒ = . 

+ ABI∆  vuông tại I  ( )2 2 2 2 22AB AI BI a x⇒ = + = − . 

+ BCJ∆  vuông tại J  
2 2

2 2 2

2 2

a x
CJ BC JB⇒ = − = + . 

2 2
2 2

2 2

a x
DJ CJ⇒ = = +  ( )ABD ABC DJ CJ∆ = ∆ ⇒ = . 

+ DJC∆  vuông tại J  2 2 2DJ CJ CD⇔ + =  2 2 24a x x⇔ + =  3

3

a
x⇔ = . 

Câu 44.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a , ( )SA ABC⊥ , góc giữa đường 

thẳng SB  và mặt phẳng ( )ABC  bằng 60° . Khoảng cách giữa hai đường thẳng AC  và SB  bằng 

A. 2
2

a . B. 15
5

a . C. 2a . D. 7
7

a . 

Lời giải 
Chọn B 

Vì ( )SA ABC⊥  nên ( )( ) ( )

; ;SB ABC SB AB SBA= =  60SBA⇒ = ° . 

. tanSA AB SBA= . tan 60 3a a= ° = . 
Dựng hình bình hành ACBD , ta có ( )//AC SBD  nên: 

( ) ( )( ); ;d AC SB d AC SBD= ( )( );d A SBD=  

Gọi M  là trung điểm BD , suy ra BD AM⊥ . Từ ( )SA ABC⊥  ta có BD SA⊥ , do đó ( )BD SAM⊥ . 

Kẻ AH SM⊥  ( H SM∈ ) thì BD AH⊥ . 
Từ BD AH⊥  và AH SM⊥ suy ra ( )AH SBD⊥ . Nên ( )( );d A SBD AH= . 

Tam giác ABD  đều cạnh a  nên 3
2

aAM = . 

Trong tam giác SAM  vuông tại A , ta có 

2 2 2

1 1 1
AH AM SA

= +
( )2 2 2

1 1 5
33 3

2

aa a
= + =

 
 
 

15
5

aAH⇒ = . 

Vậy ( ) ( )( ); ;d AC SB d A SBD=
15

5
aAH= = . 



 
Câu 45.   Cho hình chóp .S ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh ,a SA a=  và SA vuông góc với đáy. 
Gọi M  là trung điểm ,SB N thuộc cạnh SD  sao cho 2SN ND= . Tính thể tích V  của khối tứ diện 
ACMN ? 

A. 31 .
12

V a=  B. 31 .
6

V a=  C. 31 .
8

V a=  D. 31 .
36

V a=  

Lời giải 
Chọn A 

Cách 1. Ta có 
3

.
1 .
3 3S ABCD ABCD

aV SA S= =  

3
21 1 1 1. . .

3 3 3 2 18NDAC DAC
aV NH S a a∆

 = = = 
 

 

3
21 1 1. . .

3 3 2 2 12MABC ABC
a aV MK S a∆

 = = = 
 

 

( )( )
31 , .

3 18SMN
ad A SMN S∆ =  

Suy ra 
31 1 2 1. . .

3 3 3 2 2 18NSAM SAM
a aV NL S a a∆

 = = = 
 

 

Mặt khác ( )( ) ( )( )
3

.
1 1, . , .
3 3 18C SMN SMN SMN

aV d C SMN S d A SMN S∆ ∆= = =  

Vậy 
3 3 3 3 3

3
.

1
3 18 18 12 18 12ACMN S ABCD NSAM NADC MABC SCMN
a a a a aV V V V V V a= − − − − = − − − − =  

 
Cách 2. Gọi O là giao điểm của AC và BD 

M
B

S

A

C

D

H



Ta có 
3

.
1 . .
3 3S ABCD ABCD

aV SA S= =  Vì OM//SD nên ( )/ /SD AMC  

Do đó ( )( ) ( )( ) ( )( ); ; ;d N AMC d D AMC d B AMC= =  
3

. . . . .
1
4 12ACMN N MAC D MAC B MAC M BAC S ABCD

aV V V V V V⇒ = = = = = =  

(do ( )( ) ( )( )1; ;
2

d M ABC d S ABC=  và 1
2ABC ABCDS S∆ = ) 

Câu 46.   Cho hình chóp S.ABCD có ABCD là nửa lục giác đều cạnh a, hai mặt phẳng (ABCD) và (SAD) 
vuông góc nhau,∆SAD cân tại S. Góc tạo bởi SB và mặt phẳng (ABCD) bằng 600. Tính theo a khoảng 
cách từ AD đến (SBC). 

 
 

A. 3 15
5

a . 

B. 15
5

a . 

C. 15
5

. 

D. 3
2

a . 

Lời giải 
Chọn B 
Gọi H là hình chiếu của S trên AD( H là trung điểm AD, do ∆SAD cân tại S). Ta có : 
( )
( )

( )

( ) ( )

ABCD SAD

ABCD SAD AD SH ABCD
SH AD

⊥ 


∩ = ⇒ ⊥
⊥ 

, 

Do AD//BC nên ( )( ) ( )( ); ;d AD SBC d H SBC=  

Ta có ∆BCH đều cạnh#a. 0tan 60 . 3SH BH a= =  

0 2
cos 60

aSB a= = . Gọi SI là đường cao trong tam giác SBC, 
2

2 2 2 154
4 2
a aSI SB BI a= − = − =  

Khi đó ( )

2 3 . 33 154;
51 15. .

2 2

SHBC

SBC

a aV ad H SBC
S a a∆

= = =    

( ) ( )
2

1 2 1 2 1 1
1 4

a a b a a b i
a

− + + + − − + +  =
+

. 

( )
1

1
z i

z z i
− +

+ +
 là số thực suy ra ( )

2
2 12 1 1 0 2 2 1 4. 2.

2 2 2 2
b a aa a b b a a  − − + + = ⇔ = − − ⇔ = − − 

 
. 

Số phức 
2
z

 có điểm biểu diễn ;
2 2
a bM  

 
 

 ⇒  quỹ tích M  là parabol có phương trình 2 14 2
2

y x x= − −  

Tập hợp các điểm biểu diễn của số phức 
2
z

 là parabol có toạ độ đỉnh 1 3;
4 4

I  − 
 

. 

 

 

H 

I 



Câu 47.   Cho hình chóp tứ giác đều có cạnh đáy bằng 2a , cạnh bên bằng 3a . Gọi α là góc giữa mặt bên 
và mặt đáy, mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 2cos
4

α = . B. 10cos
10

α = . C. 2cos
2

α = . D. 14cos
2

α = . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Giả sử hình chóp đều .S ABCD thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
Gọi M  là trung điểm của CD ; ( )O AC BD SO ABCD= ∩ ⇒ ⊥ ( do hình chóp đều .S ABCD ) 

Ta có: / /OM BC OM CD⇒ ⊥  (vì BC CD⊥ ) 
Lại có: SO CD⊥  (vì ( )SO ABCD⊥ ) 

Do đó ( )CD SOM⊥ (1) 

Ta có: 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )2

SCD ABCD CD

SCD SOM SM

ABCD SOM OM

∩ =


∩ =
 ∩ =

 

Từ (1) và (2) suy ra ( ) ,SM OM SMOα = =  

Ta có SCD∆  cân tại S  có SM là đường trung tuyến suy ra SM  cũng là đường cao của tam giác. 

SMC∆  vuông tại M  có: 2 2 2 2SM SC CM a= − =  

SMO∆  vuông tại O  có: 

1 2cos cos
42 2 2 2

OM aSMO
SM a

α = = = = =  

Câu 48.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thang cân, đáy lớn AB . Biết rằng 
AD DC CB a= = = , 2AB a= , cạnh bên SA  vuông góc với đáy và mặt phẳng ( )SBD  tạo với đáy góc 45° . 

Gọi I  là trung điểm của cạnh AB . Tính khoảng cách d  từ I đến mặt phẳng ( )SBD . 

A. 
4
ad = . B. 

2
ad = . C. 2

4
ad = . D. 2

2
ad = . 

Lời giải 
Chọn C 

 

O

A D

CB

S

M

H

I
A

D C

B

S



Kí hiệu ( )( ),d M P  là khoảng cách từ M  đến mặt phẳng ( )P . 

Do ABCD  là hình thang cân, đáy lớn AB và AD DC CB a= = = , 2 2AB a IB= =  nên tứ giác DIBC là 
hình thoi. Suy ra DI AI IB= =  ⇒  ( )1AD DB⊥ . 

Mặt khác SA  vuông góc với đáy nên ( )2SA BD⊥ . 

Từ ( )1  và ( )2  suy ra ( )BD SAD⊥ . 

Ta có 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

SBD ABCD BD

BD SAD

SAD ABCD AD

SAD SBD SD

∩ =


⊥


∩ =
 ∩ =

 

nên góc giữa mặt phẳng ( )SBD  với đáy là góc giữa hai đường thẳng SD  và AD  bằng SDA . Tức là 
 45SDA= ° . Gọi H  là hình chiếu của A  lên SD . 

Khi đó ta có ,BD AH SD AH⊥ ⊥ ⇒  ( )AH SBD⊥ , ( )H SBD∈ . 

Do đó, khoảng cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBD  bằng AH . 

Tam giác SAD vuông cân tại A  ⇒  2 2
2 2

AD aAH = = . 

Vì I  là trung điểm của cạnh AB nên ta có: ( )( ) ( )( )1 1 2, ,
2 2 4

ad d I SBD d A SBD AH= = = = . 

Câu 49.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC là tam giác vuông tại B , 2BC a= , SA  vuông góc với mặt 
phẳng đáy và 2 3SA a= . Gọi M  là trung điểm AC . Khoảng cách giữa hai đường thẳng AB  và SM  
bằng: 

A. 39
13

a  B. 2
13
a  C. 2 3

13
a  D. 

2 39
13

a
 

Lời giải 

Chọn D 

 

Gọi N  là trung điểm cạnh BC  suy ra ( )//AB SMN . 

Khi đó, ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d AB SM d AB SMN d A SMN= = . 

I

N

MA C

B

S

H



Trong mặt phẳng ( )ABC , kẻ AI MN⊥  suy ra ( ) ( )SAI SMN SI⊥ = . 

Trong mặt phẳng ( )SAI , kẻ AH SI⊥  suy ra ( )AH SMN⊥ . 

Suy ra ( ),d AB SM AH= . 

Ta có AI BN a= = . 

Lại có 2 2 2 2
1 1 1 13

12 12AH a a a
= + = . 

Vậy ( ) 2 39,
13

ad AB SM AH= = . 

Câu 50.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thoi tâm O , cạnh a , góc 
060BAD = . Đường 

thẳng SO  tạo với mặt phẳng ( )ABCD  một góc 
060 . Hình chiếu vuông góc của S  trên mặt 

phẳng ( )ABCD  là điểm H  thuộc đoạn BD  sao cho 4=BD BH . Tính khoảng cách từ điểm B  tới mặt 

phẳng ( )SCD . Tính BE  theo a . 

A. 3 39
52

a . B. 2 39
13

a . C. 3 39
13

a . D. 39
13

a . 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 

 
* Kẻ . Kẻ . 

Ta có . 

Ta có . 

* 4 4( )
3 3

BE
H

BDBH SCD D BE HI
HI D

∩ = ⇒ = = ⇒ =  

Góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng ( )ABCD  là . 

* Từ giả thiết ta có  đều cạnh  nên ta có ; ; . 

+) . 

+) . 

,HK CD K CD⊥ ∈ ,HI SK I SK⊥ ∈

( )
⊥

⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

CD SH
CD SHK CD HI

CD HK

( )
HI SK

HI SCD
HI CD

⊥
⇒ ⊥ ⊥

SO 

060=SOH

∆ABD a BD a=
4

=
aHO 3

4
=

aHD



0 3tan tan 60
4 4

= ⋅ = ⋅ =
a aSH HO SOH



03 3 3.sin sin 60
4 8

= = ⋅ =
a aHK HD HDK



+)  . 

Vậy 4 39
3 13

aBE HI= = . 

Câu 51.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thang vuông tại A  và D , 
3 , .AB a AD DC a= = =  Gọi I  là trung điểm của AD , biết hai mặt phẳng ( )SBI  và ( )SCI  cùng vuông 

góc với đáy và mặt phẳng ( )SBC  tạo với đáy một góc 060 . Gọi M  điểm trên AB  sao cho 2AM a= , 

tính khoảng cách giữa MD  và SC . 

A. 17
5

a . B. 15
10

a . C. 6
19

a . D. 3
15

a . 

Lời giải 

 
Chọn B 

+) Theo giả thiết ta có 
( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

SBI

SCI

SBI

C

C

SCI

AB D

ABCD SI AB D

SI

 ⊥


⊥ ⇒ ⊥
 = ∩

 

+) Vẽ ( ) IK BC BC SIK SKI⊥ ⇒ ⊥ ⇒  là góc giữa mặt phẳng ( )SBC  với mặt đáy nên  60SKI = ° . 

+) Vì 
2 21 3. ,

2 4 4IDC IAB
a aS DI DC S∆ ∆= = = . Suy ra ( ) 2-BIC ABCD ICD IABS S S S a∆ ∆ ∆= + = . 

+) Mặt khác ( )2 2 5BC AB CD AD a= − + =  và 1 . .
2IBCS IK BC∆ =  Suy ra 2 5

5
aIK =  

+) Trong tam giác vuông SIK  ta có 2a 15.tan 60
5

SI IK= ° = .
 

+) Vì 2AM a  nên //BM a MD BC  , do đó        , , ,d MD SC d MD SBC d D SBC  . 

+) Gọi E  là giao điểm của AD  với BC , ta có 1 1
3 2

ED DC ED AD ID
EA AB

     . 

Do đó      1, ,
2

d D SBC d I SBC . 

+) Gọi H  là hình chiếu của I  lên SK  ta có   ,d I SBC IH . 

Trong tam giác vuông SIK , ta có: 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 5 5 5 15 .
12 4 3 5

aIH
IH SI IK a a a

        

2 2 2 2 2 2
1 1 1 16 64 208

3 27 27
= + = + =

HI SH HK a a a
3 39

52
⇒ =

aHI

a2a

E

I

MA
B

D C

S

K

H



Vậy   15,
10

ad MD SC  . 

Câu 52.   Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại B ; ABC  và ( )SA ABC⊥ ; 

AB BC a= = . Tính góc giữa hai mặt phẳng ( )SAC  và ( )SBC . 

A. 3
13
a . B. 13

3
a . C. 13

3
a . D. 3

13
a . 

Lời giải 

 
Chọn A 
Gọi K  là hình chiếu vuông góc của B  trên SC : BK SC⊥  (1) 
Gọi I  là trung điểm AC  thì ( )BI SAC⊥  (2) 

Từ (1) và (2), suy ra ( )SC BKI⊥ . Vậy góc giữa ( )SAC  và ( )SBC  là BKI  

Ta có: AC 2= a  ⇒ ( )22 2 2SC = AC SA 2 3a a a+ = + =  và 2IC
2

=
a  

Vì IKC SAC∆ ∆  nên IK SA
IC SC

=  ⇒ SAIK IC.
SC

=  = 

2 .
2
3 6

=

a a a
a

 

Trong tam giác BIK  vuông tại I  thì: 

IB 2tanBKI : 3
IK 2 6

= = =
a a

 

⇒ BKI  = 600. Đáp án#A. 

Câu 53.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông tâm O  cạnh a , SO  vuông góc với mặt 
phẳng ( )ABCD  và SO a= . Khoảng cách giữa SC  và AB  bằng. 

A. 5
5

a . B. 2 5
5

a . C. 3
15

a . D. 2 3
15
a . 

Lời giải 
Đáp án: B 

I

a

B

A

C

a

K

S

a



 
+ Ta có ( )/ /AB SCD  nên ( ) ( ) ( )( ), , (SCD ,d AB SC d AB d A SCD= = . 

Do O  là trung điểm của AC  nên ( )( ) ( )( ), 2 ,d A SCD d O SCD= . 

+ Gọi M  là trung điểm của CD . 

Ta có: ( ) ( ) ( )
CD SO

CD SOM SCD SOM
CD OM

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

Kẻ OH SM⊥ . Do ( ) ( )SCD SOM SM=  nên ( )OH SCD⊥  hay ( )( ),OH d O SCD=  

+ Tam giác SOM  vuông tại O có OH  là đường cao nên 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 4 5
OH SO OM a a a

= + = + = . Suy ra 
2

2

5
aOH =  hay 5

5
aOH = . 

Vậy ( ) 2 5, 2
5

ad AB SC OH= = . 

Câu 54.   Cho hình chóp .S ABCD , đáy là hình thang vuông tại A  và B , biết AB BC a= = , 2AD a= , 

3SA a=  và ( )SA ABCD⊥ . Khoảng cách giữa hai đường thẳng AC  và SD  bằng 

A. 
6

5
a

. B. 
30

5
a

. C. 
3

2
a

. D. 
15

5
a

. 

Lời giải 
Chọn B 

 
Ta có 2AC a= , dễ thấy 2CD a=  nên 2 2 2AD AC CD= +  suy ra tam giác ACD  vuông cân tại 

C . 



Dựng hình vuông ACDE  khi đó ta có ( )// //AC DE AC SDE⇒ . 

( ) ( ) ( )
DE AE

DE SAE SAE SDE
DE SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

 Kẻ AH SE⊥  tại H . Khi đó ( )AH SDE⊥ . 

( ) ( )( ) ( )( ), , ,d AC SD d AC SDE d A SDE AH= = = . 

Xét tam giác vuông SAE  ta có: 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 5 30
3 2 6 5

aAH
AH SA AE a a a

= + = + = ⇒ = . 

Vậy ( ) 30,
5

ad AC SD = . 

Câu 55.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình vuông ABCD  tâm cạnh AB a= , đường cao SO  vuông 
góc với mặt đáy và SO a= . Khoảng cách giữa SC  và AB  là 

A. 2 5
7

a . B. 5
7

a  C. 2 5
5

a . D. 5
5

a . 

Lời giải 
Chọn C 

 
Gọi E  là trung điểm CD  OE CD⇒ ⊥ ( )CD SOE⇒ ⊥ ( ) ( )SCD SOE⇒ ⊥ . 

Vẽ OH SE⊥  tại H ⇒ ( )OH SCD⊥ ( )( ),d O SCD OH⇒ = . 

Ta có 
2 2

.SO OEOH
SO OE

=
+ 2

2

.
2

4

aa

aa
=

+

5
5

a
= . 

Vậy ( ),d SC AB ( )( ),d AB SCD= ( )( ),d A SCD= ( )( )2 ,d O SCD= 2OH= 2 5
5

a
=  

Câu 56.   Cho hình chóp .S ABCD đáy là hình thoi cạnh a  tâm O ,  30°=ADC , =SA a , ( )⊥SA ABCD . 

Tính khoảng cách từ O đến ( )mp SCD theo a . 

A. 5
2

a . B. 
5
a

. C. 5
5

a . D. 5
10

a . 

Lời giải 
Chọn D. 
+ Gọi H, K lần lượt là hình chiếu của A trên CD và SH 

Ta có  ( )
CD SA

CD SAH
CD AH

⊥
⇒ ⊥ ⊥

 

 

 A  D

  

 S

 

 K



Mà ( )AK SAH⊂  nên AK ⊥ CD 
Theo cách vẽ AK ⊥  SH 
Do đó AK ⊥ (SCD), suy ra AK là khoảng cách từ A đến (SCD) 

Ta có AO cắt (SCD) tại C và 
1
2

OC AC= . Do đó 
1(O;( )) ( ; ( ))
2

d SCD d A SCD=  

+ Tam giác AHD vuông tại H, suy ra AH = AD.sinD =#a/2 

Tam giác SAH vuông tại A có AK là đường cao nên 22 2 2 2 2
1 1 1 1 1 5

2

= + = + =
 
 
 

AK SA AH a aa  

5
5

⇒ =
aAK . Vậy d(O;(SCD)) = 1 5

2 10
=

aAK . 

Câu 57.   Cho hình chóp .S ABCD , đáy là hình thang vuông tại A  và B , biết AB BC a= = , 2AD a= , 
3SA a=  và ( )SA ABCD⊥ . Khoảng cách giữa hai đường thẳng AC  và SD  bằng 

A. 6
5

a . B. 30
5

a . C. 3
2

a . D. 15
5

a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Ta có 2AC a= , dễ thấy 2CD a=  nên 2 2 2AD AC CD= +  suy ra tam giác ACD  vuông cân tại C . 
Dựng hình vuông ACDE  khi đó ta có ( )// //AC DE AC SDE⇒ . 

( ) ( ) ( )
DE AE

DE SAE SAE SDE
DE SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

 Kẻ AH SE⊥  tại H . Khi đó ( )AH SDE⊥ . 

( ) ( )( ) ( )( ), , ,d AC SD d AC SDE d A SDE AH= = = . 

Xét tam giác vuông SAE  ta có: 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 5 30
3 2 6 5

aAH
AH SA AE a a a

= + = + = ⇒ = . 

Vậy ( ) 30,
5

ad AC SD = . 

Câu 58.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thang vuông tại A  và D , =AD DC , 
2=AB AD , mặt bên ( )SBC  là tam giác đều cạnh 2a  và thuộc mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng 

( )ABCD . Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng BC  và SA  theo a . 

A. 6
7

⋅
a  B. 2

7
⋅

a  C. 2 7
21

⋅
a  D. 2 21

7
⋅

a  



Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi M  là trung điểm AB , H  là trung điểm của BC . 
Ta có ( )⊥ ⇒ ⊥SB BC SH ABCD , 3=SH a . 

Tứ giác AMCD là hình vuông nên = =CM AM MB . Suy ra ∆CMB  vuông cân. 
Do đó 2=CM a , 2 2=AB a , 2= ⋅CD a  
Kẻ đường thẳng ∆  đi qua A , //∆ BC . Hạ ( ),⊥ ∆ ∈ ∆HI I . 

Suy ra ( )//BC SAI . Do đó ( ) ( )( ) ( )( ), , ,= = ⋅d BC SA d BC SAI d H SAI  

Hạ ( )⊥ ∈HK SI K SI . Suy ra ( )⊥HK SAI . Do đó ( )( ), = ⋅d H SAI HK  

Ta có = =CM AM MB  nên tam giác ABC  vuông tại C . Suy ra 2= =HI AC a . 

Do đó ( )
2 2

. 2 21,
7

= = = ⋅
+

HI SHd BC SA HK a
HI SH

 

Câu 59.   Cho hình lập phương .ABCD A B C D′ ′ ′ ′  có cạnh bằng a . Gọi K  là trung điểm của DD′ . Khoảng 
cách giữa hai đường thẳng CK  và A D′  bằng 

A. 3
3

a  B. 3
2

a  C. 2 3
3

a  D. 
3
a  

Lời giải 
Chọn D 

 
Từ D  kẻ //DH CK ( )H CC′∈ . 

Khi đó ( ) ( )( ), ,d CK A D d CK A DH′ ′=  ( )( ),d C A DH′=
3 CAHD

ADH

V
S

= . 

Ta có 1 .
3A CDH DHCV A D S′ ′ ′=

3

12
a

= . 

H

K

CD

A B

B'A'

D' C'



Mà A D a′ = , 5
2

aDH = , 17
2

aA H′ = . 

Xét tam giác A DH′  có 
2 2 2 5cos
2 . 34

A D A H DHDA H
A D A H

′ ′+ −′ = =
′ ′

3sin
34

DA H′⇒ =  

21 3.
2 4A DH

aS A D A H′∆ ′ ′⇒ = = . 

Vậy ( )( )

3

2

3
12,
3 3
4

a
ad C A DH

a
′ = = . 

Câu 60.   Cho khối chop S.ABCD có thể tích bằng 8. Gọi M,N lần lượt là trung điểm của SB,SC và 
ABCD là hình bình hành (như hình vẽ). Biết diện tích của tứ giác AMND bằng 2. Tính khoảng cách h từ 
đỉnh S đến mặt phẳng (AMND) 

A. 3
2

h =  B. 8
3

h = . C. 9
2

h = . D. 3h = . 

 
Lời giải 

Ta có 1 4
2SDAC SBAC SABCDV V V= = =  

1 2
2SDAN SDAC SDAC

SNV V V
SC

= = = , 1. 1
4SAMN SBAC SBAC

SN SMV V V
SC SB

= = =  

2 1 3SDAMN SADN SAMNV V V= + = + =  

( ,( ) ( ,( )
1 3.3 9. . 3.
3 2 2

SDAMN
SDAMN S ADMN ADMN S ADMN

ADMN

VV d S d
S

= ⇒ = = =  

Chọn C 

Câu 61.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thoi cạnh a , tam giác ABC  đểu, hình chiếu 
vuông góc H  của đỉnh S trên mặt phẳng ( )ABCD  trùng với trọng tâm của tam giác ABC . Đường thẳng 

SD hợp với mặt phẳng ( )ABCD  góc o30 . Tính khoảng cách d từ B đến mặt phẳng ( )SCD  theo a . 

A. 3d a= . B. 2 21
21

ad = . C. 21
7

ad = . D. 2 5
3

ad = . 

Lời giải 
Chọn C 



 

Ta có 2 32
3

aHD BH= = , o 2 3 1 2tan30 .
3 33

a aSH HD= = = . 

Kẻ ( ),HK SC K SC⊥ ∈  (1). 

Do CH AB⊥  và / /AB CD  nên CH CD⊥ . Hơn nữa, SH CD⊥  nên ( )CD SHC⊥ . Từ đó ta có 

CD HK⊥ (2) 

Từ (1) và (2) ta có ( ) ( ,( ))HK SCD d H SCD HK⊥ ⇒ = . 

Trong tam giác vuông SHK  có 2 22 2 2 2

1 1 1 1 1 21 2
4 2123

33

aHK
HK HC HS aaa

= + = + = ⇒ =
   

     

. 

Lại có 3( ) ,
2

BH SCD D BD HD∩ = =  nên 

3 3 3 2 21( ,( )) ( ,( )) .
2 2 2 721

a ad B SCD d H SCD HK= = = = . 

Câu 62.   Cho hình chóp .S ABCD , đáy là hình thang vuông tại A  và B , biết AB BC a= = , 2AD a= , 
3SA a=  và ( )SA ABCD⊥ . Gọi M  và N  lần lượt là trung điểm của SB , SA . Tính khoảng cách từ M  

đến ( )NCD  theo a . 

A. 66
22

a . B. 2 66a . C. 66
11

a . D. 66
44

a . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi I  là giao điểm của AB  và CD , vì 2AD BC=  nên B  là trung điểm của AI . Gọi G  là giao điểm 

của SB  và IN , dễ thấy G  là trọng tâm tam giác SAI . Do đó, 

30o

B C

A D

S

H

K

G

S

A D

I

B C

N

KM



2 2 4 1.2.
3 3 3 4

SG SB SM SM MG SG= = = ⇒ = , mà ( )G NCD∈  nên 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1; ; ;
4 4

d M NCD d S NCD d A NCD= = . 

Lại có, ( );CD AC CD SA CD SAC⊥ ⊥ ⇒ ⊥ . Gọi K  là hình chiếu của A  lên NC  thì 

( )( ) ( )
2 2

.; *AN ACd A NCD AK
AN AC

= =
+

, với 3 ; 2
2

aAN AC a= =  thay vào ( )*  ta được 66
11

aAK = . 

Vậy ( )( ) 1 66;
4 44

ad M NCD AK= =  

Câu 63.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình vuông cạnh 3a , SA  vuông góc với mặt phẳng đáy và 

SA a . Gọi M  là điểm thào mãn 2 0MB MC 
  

. Khoảng cách giữa hai đường thẳng SC  

và DM  bằng: 

A. 154
77

a . B. 3 154
154

a . C. 6 154
77

a . D. 2 154
77

a . 

Lời giải 
Chọn B 

 

Gọi N  là đỉnh thứ tư của hình bình hành DMCN  ; Lấy ,E H  lần lượt là hình chiếu của A  
lên ,CN SE . Gọi O là giao điểm của AC và DM . 

Ta có ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1/ / , , , ,
4 4

DM SCN d DM SC d DM SNB d O SCN d A SCN AH⇒ = = = =  

 



Tam giác ANC  có diện tích: 
2 2

21 9 3 2 6 106
2 2 2 5

ANC
ACN ABCD DNC

a a S aS S S a AE
CN

= + = + = ⇒ = =  

Tam giác vuông SAE  có 2 2 2 2 2
2

1 1 1 1 1 77 6 154
72 72 77
5

AH a
AH AE SA a aa

= + = + = ⇒ = . 

6 154 3 154
4

( ,
54

)
.77 1

ad SC DM a= =⇒ . 

Câu 64.   Cho hình lập phương .ABCD A B C D′ ′ ′ ′ cạnh a . Tính khoảng cách từ B  tới đường thẳng DB′ . 

A. 3
6

a . B. 6
3

a . C. 3
3

a . D. 6
6

a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Theo giả thuyết ta có: 2BD a=  
Gọi H  là hình chiếu của B  lên DB′  ta có: ( ),BH d B DB′= . 

Xét tam giác BB D′  vuông tại B  ta có: 

2 2 2

1 1 1
BH B B BD

= +
′ ( )22 2

1 1 3
22a aa

= + =  6
3

aBH⇒ =  

Câu 65.   Cho khối chóp .S ABC  có ( ) ( )SAB ABC⊥ , ( ) ( )SAC ABC⊥ , SA a= , 

2AB AC a= = , 2 2BC a= . Gọi M  là trung điểm của BC . Khoảng cách giữa hai đường thẳng SM  và 
AC  bằng 

A. 
2
a

. B. 
2

a
. C. a . D. 2a . 

Lời giải 
Chọn B 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A

BC

D

A′

B′

D′

C′

H



+) Ta có 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
SAB ABC

SAC ABC SA ABC

SAB SAC SA

⊥


⊥ ⇒ ⊥
 ∩ =

. 

+) 2 2 2 28AB AC a BC ABC+ = = ⇒ ∆  vuông cân tại A . 
+) Gọi N  là trung điểm AB . 
+) / /AC MN  ( )/ /AC SMN⇒ ⇒  ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d AC SM d AC SMN d A SMN= = . 

+ 
AN MN
SA MN

⊥
 ⊥  

( )SAN MN⇒ ⊥
 

( ) ( )SAN SMN⇒ ⊥ ; ( ) ( )SAN SMN SN∩ = . 

+) Trong ( )SAN , kẻ ,AH SN H SN⊥ ∈ . Ta có ( )AH SMN⊥ ( )( ),d A SMN AH⇒ = . 

+) Vì SA AN a= =  SAN⇒ ∆  vuông cân tại A . Do đó 1 1 . 2
2 2 2

aAH SN SA= = = . 

Vậy ( ),
2

ad AC SM = . 

Câu 66.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thoi cạnh 2a , góc  060BAD = , SAB là tam giác đều nằm 
trên mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng đáy. Khoảng cách từ B  đến mặt phẳng ( )SCD  là? 

A. 3
2

a . B. 
3
2
a

. C. 6
2

a . D. 6a . 

Lời giải 
Chọn C 

 
Gọi O  là trung điểm của AB ( )SO ABCD⇒ ⊥ . 

2 . 3 3
2

aSO a= = do SO  là đường cao của tam giác đều cạnh 2a  

Từ giả thiết suy ra tam giác BCD  và tam giác ABD  là tam giác đều CD OD⇒ ⊥  

Ta có: ( )
CD OD

CD SOD
CD SO

⊥
⇒ ⊥ ⊥

 

Trong tam giác SOD  kẻ OH SD⊥  tại H , ta có: ( )
OH SD

OH SCD
OH CD

⊥
⇒ ⊥ ⊥

 

Do ( )AB SCD suy ra ( )( ) ( )( ), ,d B SCD d O SCD OH= =  

Nhận thấy tam giác SOD  là tam giác vuông cân tại O  với 3OD a=  

2 21 1 63 3
2 2 2

aOH SD a a= = + = . 



Câu 67.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thoi cạnh 

0, 60 ,a BAD SA a= =  và SA  vuông góc với 
mặt phẳng đáy. Khoảng cách từ B  đến mặt phẳng ( )SCD bằng 

A. 21 .
7

a  B. 15
7

a . C. 21 .
3

a  D. 15
3

a . 

Lời giải 
Đáp án: A 

 
Vì / /AB CD nên / /( )AB SCD . Do đó ( ; ( )) ( ; ( ))d B SCD d A SCD=  

Ta có ABCD  là hình thoi mà  060BAD = nên tam giác ABD là tam giác đều cạnh a  
Gọi F  là trung điểm của AB thì ; / /DF AB AB CD DF CD⊥ ⇒ ⊥  
Kẻ / / , ( )AE FD AE CD E CD⇒ ⊥ ∈  mà ( )SA ABCD SA CD⊥ ⇒ ⊥  
Do vậy ( ) ( ) ( )CD SAE SCD SAE⊥ ⇒ ⊥ , ( ) ( )SCD SAE SE∩ =  

Kẻ ( ) ( ); ( )AK SE AK SCD AK d A SCD⊥ ⇒ ⊥ ⇒ =  

Ta có 3
2

aAE FD= = . Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông SAE  

Ta có 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 4 7
3 3AK SA AE a a a

= + = + = . Do đó ( ) ( ) 21;( ) ; ( ) .
7

ad B SCD d A SCD= =  

Câu 68.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a , ( )SA ABC⊥ , góc giữa đường 

thẳng SB  và mặt phẳng ( )ABC  bằng 60° . Khoảng cách giữa hai đường thẳng AC  và SB  bằng 

A. 
2

2
a

. B. 
15

5
a

. C. 2a . D. 
7

7
a

. 

Lời giải 
Chọn B 

 



Vì ( )SA ABC⊥  nên ( )( ) ( )

; ;SB ABC SB AB SBA= =  60SBA⇒ = ° . 
. tanSA AB SBA= . tan 60 3a a= ° = . 

Dựng hình bình hành ACBD , ta có ( )// ,AC BD BD SBD⊂ ⇒  ( )//AC SBD  

Suy ra ( ) ( )( ); ;d AC SB d AC SBD= ( )( );d A SBD=  

Gọi M  là trung điểm BD , suy ra BD AM⊥ . Từ ( )SA ABC⊥  ta có BD SA⊥ , do đó ( )BD SAM⊥ . 

Kẻ AH SM⊥  ( H SM∈ ) thì BD AH⊥ . 

Từ BD AH⊥  và AH SM⊥ suy ra ( )AH SBD⊥ . Nên ( )( );d A SBD AH= . 

Tam giác ABD  đều cạnh a  nên 
3

2
aAM = . 

Trong tam giác SAM  vuông tại A , ta có 

2 2 2

1 1 1
AH AM SA

= +
( )2 2 2

1 1 5
33 3

2

aa a
= + =

 
 
 

15
5

aAH⇒ = . 

Vậy ( ) ( )( )d ; d ;AC SB A SBD=
15

5
aAH= = . 

Câu 69.   Cho hình chóp .S ABC , có SA SB SC= = , đáy là tam giác đều cạnh a . Biết thể tích khối chóp 

.S ABC  bằng 
3 3
3

a
. Khoảng cách giữa hai đường thẳng SA  và BC  bằng: 

A. 4
7
a  B. 

3 13
13

a
 C. 6

7
a  D. 

3
4

a
 

Lời giải 
Chọn C 

 
Do hình chóp .S ABC  đều nên SG  là đường cao của hình chóp ( G  là trọng tâm tam giác đều ABC ). 

Gọi M  là trung điểm BC . Kẻ MH SA⊥ tại H thì MH  là đoạn vuông góc chung của SA  và BC . 
Vậy khoảng cách giữa hai đường thẳng SA  và BC  bằng MH . 

A

S

C

B

MG

H



Ta có 
2 3

.
1 3 3 4
3 4 3S ABC

a aV SG SG a= = ⇒ = ,
3

3
aAG = , 

2
2 2 23 7 316

9 3
a aSA AG SG a= + = + = . Ta có 

. 3.4 . 3 6. .
72.7 3

SG AM a a aSA MH SG AM MH
SA a

= ⇒ = = =  

Câu 70.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình vuông cạnh .a  Đường thẳng SA  vuông góc với mặt 
phẳng đáy,   .SA a=  Khoảng cách giữa hai đường thẳng SB  và CD  nhận giá trị nào trong các giá trị 
sau? 

A. .a  B. 2.a  C. 3.a  D. 2 .a  
Lời giải: 

Ta có: ( )/ /CD SAB  

( ) ( )( ), ,d CD SB d CD SAB⇒ =  

Lại có: ( ) ( )( ),DA SAB d CD SAB DA a⊥ ⇒ = = . 

Chọn#A. 
Câu 71.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thang vuông tại A  và B . Biết 

( )SA ABCD⊥ và 2 ;AD a AB BC SA a= = = = . Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng SB  và CD . 

A. 3
3

a . B. 3
2

a . C. 3
4

a . D. 3 3
4

a . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi I  là trung điểm của AD ,O  là giao điểm của AC  và BI . Ta có ( )/ /CD SBI

 
nên 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ); ; ; ;d CD SB d CD SBI d C SBI d A SBI= = =
 Gọi H  là hình chiếu vuông góc của A  trên SO  ( )( );d A SBI AH⇒ =  

Tứ diện .S ABI  có ; ;AB AS AI đôi một vuông góc nên ta có 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 3
AH AB AI AS AH a

= + + ⇒ =  

Vậy ( ) 3;
3

ad CD SB AH⇒ = = . 

Câu 72.   Cho lăng trụ tam giác đều .ABC A B C    có tất cả các cạnh đều bằng a . Khoảng cách giữa hai 
đường thẳng BC  và AB  bằng 

A. 21
7

a  B. 3
2

a  C. 7
4

a  D. 2
2

a  

a

H

O

I

S

D

CB

A



Lời giải 
Chọn A 

 
Ta có //BC B C    //BC AB C   

suy ra  ,d BC AB   ,d BC AB C    ,d B AB C    ,d A AB C   . 

Gọi I  và H  lần lượt là hình chiếu vuông góc của A  trên B C   và AI . 
Ta có B C A I   và B C A A    nên  B C A AI   B C A H    mà AI A H . Do đó  AB C A H    

Khi đó   ,d A AB C    A H
2 2

.A A A I

A A A I

 


  2
2

3.
2

3
2

aa

aa


     

21
7

a
 . 

Vậy khoảng cách cần tìm là 21
7

a . 

Câu 73.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thang vuông tại A  và B . Biết , 2AB BC a AD a= = =  

và SA  vuông góc với mặt phẳng ( )ABCD và 2SA a= . Gọi M  là trung điểm AD . Khoảng cách giữa 

hai đường thẳng BM  và SC  bằng 

A. 
2
a  B. a  C. 2

2
a  D. 2a  

Lời giải 
Chọn A 

 
Xét tứ giác BMDC  có: / /MD BC  và MD BC a= =  nên tứ giác BMDC là hình bình hành 

( )// //BM CD BM SCD⇒ ⇒  ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d BM SC d BM SCD d M SCD⇒ = =  

Mà ( )( ) ( )( )1, ,
2

d M SCD d A SCD=  

Nên ( ) ( )( )1, ,
2

d BM SC d A SCD=  

I

A C

B

C'

B'

A'

H

H

A D

B C

S

M



+) Tứ giác AMCB  là hình vuông nên cạnh AB a=  nên 2,AC a CM a= =  

Do đó tam giác ACD  có 1
2

CM AD=  nên tam giác ACD vuông tại C  hay AC CD⊥  

+) Kẻ AH SC⊥  tại H  (1) 

Ta có ( ) ( ) ( )
CD AC

CD SAC SCD SAC
CD SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

(2) 

Từ (1), (2) ( ) ( )( ),AH SCD AH d A SCD⇒ ⊥ ⇒ =  

Do 2SA AC a= =  và SA AC⊥  nên tam giác SAC  vuông cân tại A  

H⇒  là trung điểm của SC  1 1 . 2.
2 2

AH SC SA a⇒ = = =  

Vậy ( ),
2
ad BM SC = . 

Câu 74.   Cho tứ diện ABCD  có ( ) ( )2 ,AC AD BC BD a ACD BCD= = = = ⊥ . Biết góc giữa hai mặt 

phẳng ( )ABC  và ( )ABD  là 
060 . Độ dài cạnh CD  bằng 

A. 
7

7
CD a=

. B. 
2 7

7
CD a=

. C. 
3 7

7
CD a=

. D. 
4 7

7
CD a=

. 
Lời giải 

Chọn D 

 
Gọi M  là trung điểm CD  thì AM BM=  do ( ) ( )ACD BCD⊥  ta được AM BM⊥ . 

Gọi N  là trung điểm của AB  thì CN AB⊥ , DN AB⊥  suy ra góc ( ) 060CND = . 

Ta có NA NB MN= =  và do tam giác CDN  cân nên MN CD⊥ , suy ra 

( ) ( )
3, 2

tan cos
MD MDMN MD ND ND
MND NDM

= = = =  

Lại có 2 2 2 2 2 2 2 24 4 74 3 4
7 7

AD NA ND a MD MD MD a CD a= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = . 

Câu 75.   Cho khối chóp .S ABC  có ( ) ( ) ,SAB ABC⊥ ( ) ( ) , , 2 ,SAC ABC SA a AB AC a⊥ = = = 2 2.BC a=  
Gọi M  là trung điểm của BC . Khoảng cách giữa hai đường thẳng SM  và AC  bằng 

A. 
2
a

. B. 
2

a
. C. a . D. 2a . 

Lời giải 
Chọn B 



 
Gọi N  là trung điểm AB  ta có / /MN AC ( ) ( )( ), ,d AC SM d A SMN⇒ =  

Do ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),SAB ABC SAC ABC SA ABC⊥ ⊥ ⇒ ⊥  

Ta có 2 2 2BC AB AC ABC= + ⇒ ∆  vuông tại A MN AB⇒ ⊥  
Dựng ( ) ( )( ),AH SN AH SNM d A SMN AH⊥ ⇒ ⊥ ⇒ =  

Có 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2
2

aAH
AH AN AS a a a

= + = + = ⇒ =  

Câu 76.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình chữ nhật, , 3AB a AD a= = . Mặt bên SAB  là 
tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Cosin của góc giữa đường thẳng SD  và 
mặt phẳng ( )SBC  bằng 

A. 13
4

 B. 3
4

 C. 2 5
5

 D. 1
4

 

Lời giải 

 
Gọi ,H M  lần lượt là trung điểm của ,AB SB ; O  là tâm của hình chữ nhật ABCD . 

Ta có / /MO SD . 

Dễ thấy ( )BC SAB BC AM⊥ ⇒ ⊥ , mà SB AM⊥  nên ( )AM SBC⊥ . 

Xét tam giác AMO , có: 

3
2

aAM = ; 

2 21 1 3
2 2

AO AC a a a= = + = ; 

N

M

S

B C

A

H

O

M

H

A
D

CB

S



2 2
2 2 2 2 2 21 1 1 1 3 3

2 2 2 2 2 2
a aMO SD SH HD SH HA AD a a

   = = + = + + = + + =       
. 

AMO⇒ ∆  cân tại O  



( )
22

22 3
; 13164sin

4

aAM aMOd O AM
AMO

OM OM a

−−
⇒ = = = = . 

( )( ) 

13cos ; sin
4

SD SBC AMO⇒ = =
 

Câu 77.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình chữ nhật, , 3AB a AD a= = . Mặt bên SAB  là 
tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Cosin của góc giữa đường thẳng SD  và 
mặt phẳng ( )SBC  bằng 

A. 13
4

 B. 3
4

 C. 2 5
5

 D. 1
4

 

Lời giải 

 
Gọi ,H M  lần lượt là trung điểm của ,AB SB ; O  là tâm của hình chữ nhật ABCD . 

Ta có / /MO SD . 

Dễ thấy ( )BC SAB BC AM⊥ ⇒ ⊥ , mà SB AM⊥  nên ( )AM SBC⊥ . 

Xét tam giác AMO , có: 

3
2

aAM = ; 

2 21 1 3
2 2

AO AC a a a= = + = ; 

2 2
2 2 2 2 2 21 1 1 1 3 3

2 2 2 2 2 2
a aMO SD SH HD SH HA AD a a

   = = + = + + = + + =       
. 

AMO⇒ ∆  cân tại O  



( )
22

22 3
; 13164sin

4

aAM aMOd O AM
AMO

OM OM a

−−
⇒ = = = = . 

( )( ) 

13cos ; sin
4

SD SBC AMO⇒ = =
 

O

M

H

A
D

CB

S



Câu 78.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a , ( )SA ABC⊥ , góc giữa đường 

thẳng SB  và mặt phẳng ( )ABC  bằng 60° . Khoảng cách giữa hai đường thẳng AC  và SB  bằng 

A. 
2

2
a

. B. 
15

5
a

. C. 
3

7
a

. D. 
7

7
a

. 

Lời giải 
Chọn B 

 

Vì ( )SA ABC⊥  nên ( )( ) ( )

, ,SB ABC SB AB SBA= =  60SBA⇒ = ° . 

. tanSA AB SBA= . tan 60 3a a= ° = . 

Dựng hình bình hành ACBD , ta có ( )//AC SBD  nên: 

( ) ( )( ) ( )( ), , ,d AC SB d AC SBD d A SBD= = . 

Gọi M  là trung điểm BD , suy ra BD AM⊥ . Từ ( )SA ABC⊥  ta có BD SA⊥ , do đó ( )BD SAM⊥ . 

Kẻ AH SM⊥  ( H SM∈ ) thì BD AH⊥ . 

Từ BD AH⊥  và AH SM⊥ suy ra ( )AH SBD⊥ . Nên ( )( ),d A SBD AH= . 

Tam giác ABD  đều cạnh a  nên 
3

2
aAM = . 

Trong tam giác SAM  vuông tại A , ta có 

2 2 2

1 1 1
AH AM SA

= +
( )2 2 2

1 1 5
33 3

2

aa a
= + =

 
 
 

15
5

aAH⇒ = . 

Vậy ( ) ( )( ), ,d AC SB d A SBD=
15

5
aAH= = . 

Câu 79.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thang vuông tại A  và B . Biết , 2AB BC a AD a= = =  

và SA  vuông góc với mặt phẳng ( )ABCD và 2SA a= . Gọi M  là trung điểm AD . Khoảng cách giữa 

hai đường thẳng BM  và SC  bằng 

A. 
2
a  B. a  C. 2

2
a  D. 2a  

Lời giải 
Chọn A 

M
B

S

A

C

D

H



 
Xét tứ giác BMDC  có: / /MD BC  và MD BC a= =  nên tứ giác BMDC là hình bình hành 

( )// //BM CD BM SCD⇒ ⇒  ( ) ( )( ) ( )( ), , ,d BM SC d BM SCD d M SCD⇒ = =  

Mà ( )( ) ( )( )1, ,
2

d M SCD d A SCD=  

Nên ( ) ( )( )1, ,
2

d BM SC d A SCD=  

+) Tứ giác AMCB  là hình vuông nên cạnh AB a=  nên 2,AC a CM a= =  

Do đó tam giác ACD  có 1
2

CM AD=  nên tam giác ACD vuông tại C  hay AC CD⊥  

+) Kẻ AH SC⊥  tại H  (1) 

Ta có ( ) ( ) ( )
CD AC

CD SAC SCD SAC
CD SA

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

(2) 

Từ (1), (2) ( ) ( )( ),AH SCD AH d A SCD⇒ ⊥ ⇒ =  

Do 2SA AC a= =  và SA AC⊥  nên tam giác SAC  vuông cân tại A  

H⇒  là trung điểm của SC  1 1 . 2.
2 2

AH SC SA a⇒ = = =  

Vậy ( ),
2
ad BM SC = . 

Câu 80.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a , ( )SA ABCD⊥  và 3SA a= . 

Gọi I  là hình chiếu của A  lên SC . Từ I lần lượt vẽ các đường thẳng song song với SB,SC  cắt BC , 

CD  tại P,Q . Gọi E,F  lần lượt là giao điểm của PQ  với ,AB AD . Tính khoảng cách từ E  đến ( )SBD . 

A. 3 21
11

a  B. 21
9

a  C. 3 21
7

a  D. 21
7

a  

Lời giải 
Chọn C 

H

A D

B C

S

M



 
Gọi O là tâm hình vuông ABCD. 
Qua A dựng AH ⊥ SO. Dễ dàng chứng minh được AH ⊥  BD. 
Khi đó AH = d(A;(SBD)). Trong tam giác vuông SAC, ta có: 

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2.
( ) 2 3 5

IC AC AC AB BC aCI SC AC
SC SC SA AC SA AB BC a a

+
= ⇒ = = = = =

+ + + +
 

∆CBS có IP//SB ⇒ 2
5

IP CP CI CP
SB CB CS CB

= = ⇒ =  

Áp dụng định lý Talet: 
3 3
2 2

PE BP BE BC CP
CQ PC CQ PC

−
= = ⇒ = =  

Mà AB = CD = CQ + QP = CQ + BE = 5
3

 BE. 

Do tam giác AEF vuông tại A nên: 

( )
2

22 21 1 1 32 32.
2 2 2 25 25AEF

aS AE AF AE AB BE AB= = = + = =  (đvdt) 

( )( ) ( )( )5 3, ,
3 5

DA d E SBD d A SBD
DE

= ⇒ =  

Tam giác SAO  vuông tại A , khi đó 
2

2
2 2 2

1 1 1 3
7
aAH

AH SA AO
= + ⇒ =  

Vậy ( )( ) 3 21,
7

ad E SBD = . 

Câu 81.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình vuông cạnh 2a , SA  vuông góc với mặt phẳng đáy và 
SA a= . Gọi M  là trung điểm .AB  Khoảng cách giữa hai đường thẳng SB  và DM  bằng: 

 

A. 2 21
21

a  B. 21
8

a  C. 4 21
21

a  D. a  

Lời giải 
Chọn A 

O

F

E

Q

P

D

B
C

A

S

I

H



 
Gọi N  là trung điểm của CD ; Lấy ,I H  lần lượt là hình chiếu của A  lên ,BN SI . 

Ta có ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1/ / , , ,
2 2

DM SNB d DM SB d DM SNB d A SNB AH⇒ = = = . 

Tam giác ANB có diện tích: 2 2 42. 2
5

ANB
ANB ABCD ADN

S aS S S a AI
BN

= − = ⇒ = = . 

Tam giác vuông SAI có 2 2 2 2 2
2

1 1 1 1 1 21 4 21
16 16 21
5

AH a
AH AI SA a aa

= + = + = ⇒ = . 

( ) 2 21,
21

d DM SB a= . 

Câu 82.   Cho hình chóp đều .S ABC  có thể tích bằng 
3 3
24

a , mặt bên tạo với đáy một góc 60° . 

Khi đó khoảng cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBC  bằng 

A. 3
2

a . B. 2
2

a . C. 3a . D. 3
4
a . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi H  là trọng tâm tam giác ABC , ta có ( )SH ABC⊥ . 

Gọi M  là trung điểm của BC , ta có ( )BC SAM⊥ . 

Do đó, ta có góc giữa mặt phẳng ( )SBC  và mặt đáy bằng  60SMH = ° . 

Đặt 3
6

xAB x HM= ⇒ =  ; tan 60
2
xSH HM= ° = . Vậy thể tích khối chóp .S ABC  bằng 

2 3 3 31 3 3 3 3
3 4 2 24 24 24

x x x x aV x a= ⋅ = ⇒ = ⇒ = . 

H
M

A

B

C

S

I



Kẻ AI SM⊥  ( ) ( ) ( )( ),I SM AI SBC AI d A SBC∈ ⇒ ⊥ ⇒ = ; 
2 2 3

12 4 3
a a aSM = + = . 

. 3
4

SH AH aAI
SM

= = . 

Câu 83.   Cho hình chóp  có đáy là hình thang vuông tại  và . Biết 
2 ,AB a= ,AD DC a= = cạnh bên  vuông góc với mặt phẳng  và . Gọi  là trung 

điểm  Khoảng cách giữa hai đường thẳng  và  bằng 

 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn A 

 
Xét tứ giác BMDC  có: / /MB DC  và MB DC a= =  nên tứ giác BMDC là hình bình hành 

/ /DM BC⇒  ( ) ( ) ( )/ /( ) , , ( ) , ( ) .DM SBC d DM SB d DM SBC d M SBC⇒ ⇒ = =  

Mà  Nên . 

Kẻ . Vì  là trung điểm của . 

Ta có tứ diện  là tứ diện vuông tại  có:  

. Do đó: 

. 

Vậy . 

Câu 84.   Cho hình chóp đều .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a , cạnh bên bằng 2a . Tính 
theo a  khoảng cách giữa hai đường thẳng AD  và SB . 

A. 42
7

a . B. 21
7

a . C. 42
14

a . D. 21
14

a . 

.S ABCD A D
SA ( )ABCD 3SA a= M

.AB DM SB

3 22
22

a 3 22
11

a 6 22
11

a 22
22

a

( )( ) ( )( )1, ,
2

d M SBC d A SBC= ( ) ( )( )1 1, ,
2 2

d DM SB d A SBC h= =

BC AD I∩ = // , 2AB DC AB DC= ⇒ D AI

.A SIB A 3 ; 2 ; 2 2AS a AB a AI AD a= = = =

( )( ) ( )( ), ,d A SBC d A SBI=

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 3 22
9 4 4 11

ah
h AS AB AI h a a a

= + + ⇔ = + + ⇔ =

( ) 3 22,
22

ad DM SB =



Lời giải: 
Chọn A 

 
* Gọi O AC BD= ∩ , ,H K  lần lượt là hình chiếu của O  trên ,BC SH . Ta có: 

+ ( )
( )

AD BC
AD ABC

CB SBC


⇒ ⊂



  ( , ) ( , ( ))d AD SB d D SBC⇒ =  

+ 2 ( , ( )) 2 ( , ( ))DB OB d D SBC d O SBC= ⇒ =  ( , ) 2 ( , ( ))d AD SB d O SBC⇒ =  

* .S ABCD  là hình chóp đều ( )SO ABCD⇒ ⊥ ; , ( )BC HO BC SO BC SHO⊥ ⊥ ⇒ ⊥  BC OK⇒ ⊥ , 
OK SH⊥  ( )OK SBC⇒ ⊥  ( , ( ))d O SBC OK⇒ =  

* SOH∆  vuông tại H  có 
2

2 2 2 32
2 2
a aSO SC OC a= − = − = , 1

2 2
aHO CD= = , 

OK SH⊥  2 2 2 2

1 1 1 14
OS 3OK OH a

⇒ = + =  3
14

aOK⇒ =  42( , ) 2
7

ad AD SB OK⇒ = = . 

Câu 85.   Cho hình chóp  có đáy là hình chữ nhật cạnh . Tam giác  đều và 
nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy . Tính khoảng cách từ  đến mặt phẳng . 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi  là trung điểm của . 

Ta có: . 

Xét  đều có cạnh bằng  

Kẻ  tại . Ta xét  có: . 

H
O

D

B C

A

S

K

.S ABCD 2 2AB AD a= = SAB
( )ABCD A ( )SBD

2
a 3

2
a 3

4
a

a

I AB SI AB⇒ ⊥

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
SI AB
SAB ABCD gt SI ABCD

SAB ABCD AB

 ⊥


⊥ ⇒ ⊥
 ∩ =

SAB∆ 2a 3SI a⇒ =

AK BD⊥ K BAD∆ 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 5 2 5
4 4 5

aAK
AK AB AD a a a

= + = + = ⇒ =



Kẻ  tại . Ta có: . 

Kẻ  tại  tại . 

Xét  có: . 

Do  là trung điểm của  nên: 

. 

Câu 86.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy tam giác đều ABC  cạnh là a , cạnh bên SA a= , ( )SA ABC⊥ , I  

là trung điểm của BC . Khoảng cách giữa hai đường thẳng SI  và AB  là 

A. 57
19

a . B. 23
7

a . C. 17
7

a . D. 17
4

a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Kẻ ( ) ( )( ) ( )( )// , , ,IJ AB d SI AB d AB SIJ d A SIJ⇒ = =  

Kẻ ( )( ),AH SD AH d A SIJ⊥ ⇒ =  

Ta có 1 3
2 4

aAD MC= =  

Ta có 2 2 2 2

1 1 1 19 57
3 19

aAH
AH AS AD a

= + = ⇒ =  

( ) 57,
19

ad SI AB⇒ =  

Câu 87.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD là hình thoi cạnh a . Tam giác ABC đều, hình chiếu 
vuông góc H của đỉnh S lên mặt phẳng ABCD  trùng với trọng tâm của tam giác ABC . Đường 

thẳng SD hợp với mặt phẳng ( )ABCD góc 030 . Tính khoảng cách từ B đến mặt phẳng ( )SCD  theo a . 

A. 2 21
21

a . B. 21
7

a . C. a . D. 3a . 

Lời giải 
Chọn B. 
Gọi O AC BD=   

JI BD⊥ 1 5/ /
2 5

aJ JI AK JI AK⇒ ⇒ = = ( )BD SI BD SJI⊥ ⇒ ⊥

HI SJ⊥ ( )H IH SBD⇒ ⊥ ( )( );H d I SBD IH⇒ =

SJI∆ 2 2 2 2 2 2

1 1 1 5 1 16 3
3 3 4

aHI
HI JI SI a a a

= + = + = ⇒ =

I AB

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ); 32 ; 2 ;

2;
d A SBD AB ad A SBD d I SBD

AId I SBD
= = ⇒ = =



( )



0, 30SD ABCD SDH= =    

32 2. 3
2

aBD BO a= = =  

1
3

1 1 1 2 2 3.
3 2 2 3 3

HD OH OD OB OD

aBD BD BD

= + = +

= + = =
 



2.tan
3
aSH HD SDH= = , 2 3 3.

3 2 3
a aHC = =  

Ta có 
HC AB

CH CD
AB CD

⊥
⇒ ⊥

 

, mà SH CD⊥ nên ( )CD SHC⊥ , ta suy ra ( ) ( )SCD SHC⊥  

( ) ( )
( ) ( )

SCD SHC
SC SCD SHC

⊥
 = ∩

, trong SHC∆ , kẻ HK SC⊥ , khi đó ( )HK SCD⊥  

( )
2 2

. 2 21,
21

SH HC ad H SCD HK
SH HC

⇒ = = =  
+

 

Mà 
( )
( ) ( ) ( )
, 2 3 21, ,

3 2 7,
d H SCD HD ad B SCD d H SCD

BDd B SCD
   = = ⇒ = =        

 

Câu 88.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a , cạnh bên SA  vuông góc với mặt 
phẳng đáy. Gọi M  là trung điểm của CD . Biết khoảng cách giữa hai đường thẳng BC  và SM  bằng 

3
4

a . Tính thể tích của khối chóp đã cho theo a . 

A. 
3 3
4

a . B. 
3 3
2

a . C. 
3 3
6

a . D. 
3 3
12

a . 

Lời giải 
Chọn C. 

 
Gọi N  là trung điểm của AB ( )//BC SMN⇒ . 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,d BC SM d BC SMN d B SMN d A SMN⇒ = = = . 

Dựng AH  vuông góc với SN  tại H  ( )AH SMN⇒ ⊥ . 

S

O
N

M

A

B C

D

H



Vậy ( )( ) 3,
4

ad A SMN AH= = . 

Lại có, trong tam giác vuông SAN : 2 2 2

1 1 1 3
2

aSA
AH AN AS

= + ⇒ = . 

Vậy 
3

2
.

1 3 3. .
3 2 6S ABCD

a aV a= = . 

Câu 89.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy là tam giác vuông đỉnh B , AB a= , SA  vuông góc với mặt 
phẳng đáy và 2SA a= . Khoảng cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBC  bằng: 

A. 2 5
5

a  B. 5
3

a  C. 2 2
3

a  D. 5
5

a  

Lời giải 
Chọn A 

 

Ta có ( )
BC AB

BC SAB
BC SA

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. 

Kẻ AH SB⊥ . Khi đó AH BC⊥  ( )AH SBC⇒ ⊥  

⇒ AH  là khoảng cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBC . 

Ta có 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 5
4 4AH SA AB a a a

= + = + =  
2

2 4 2 5
5 5
a aAH AH⇒ = ⇒ = . 

Câu 90.   Cho tứ diện OABC  có OA ,OB ,OC đôi một vuông góc với nhau và OA OB a= = , 2OC a= . 
Gọi M  là trung điểm của AB . Khoảng cách giữa hai đường thẳng OM  và AC  bằng 

A. 2
3

a  B. 2 5
5

a  C. 2
2

a  D. 2
3
a  

Lời giải 
Chọn D 

a

2a

A C

B

S

H



 
Gọi N  là trung điểm của BC  suy ra //ACMN  ( )AC// OMN⇒  

( );d OM AC⇒  ( )( );d C OMN=  ( )( );d B OMN= . 

3
.

1 1 1. . .2
3 2 3A OBCV a a a a= = . 

( )( )
( )( )

.

.

;
.

;
M OBC OBN

A OBC OBC

d M ABCV S
V Sd A ABC

=  1 1 1.
2 2 4

= =  3
.

1
12M OBCV a⇒ = . 

Xét tam giác vuông cân AOB : 1 2
2 2

OM AB a= = . 

Xét tam giác vuông BOC : ( )2 21 1 52
2 2 2

ON BC a a a= = + = . 

Xét tam giác BAC : ( )221 1 52
2 2 2

MN AC a a a= = + = . 

Trong tam giác cân OMN , gọi H  là trung điểm của OM  ta có 2 2 3 2NH
4

NM HM a= − = . 

Suy ra 21 3.
2 8OMNS OM NH a= = . 

Vậy ( ) .3 2;
3

M OBN

OMN

Vd B OMN a
S

= = . 

Câu 91.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a , ( )SA ABC⊥ , góc giữa đường 

thẳng SB  và mặt phẳng ( )ABC  bằng 60° . Khoảng cách giữa hai đường thẳng AC  và SB  bằng 

A. 
2

2
a

. B. 
15

5
a

. C. 2a . D. 
7

7
a

. 

Lời giải 
Chọn B 

H

N

M

O

A

C

B



 

Vì ( )SA ABC⊥  nên ( )( ) ( )

, ,SB ABC SB AB SBA= =  60SBA⇒ = ° . 

. tanSA AB SBA= . tan 60 3a a= ° = . 
Dựng hình bình hành ACBD . 

Ta có ( )//AC SBD  nên: ( ) ( )( ), ,d AC SB d AC SBD= ( )( ),d A SBD= . 

Gọi M  là trung điểm BD , suy ra BD AM⊥ . 
Từ ( )SA ABC⊥  ta có BD SA⊥ , do đó ( )BD SAM⊥ . 

Kẻ AH SM⊥  ( H SM∈ ) thì BD AH⊥ . 

Từ BD AH⊥  và AH SM⊥ suy ra ( )AH SBD⊥ . Nên ( )( ),d A SBD AH= . 

Tam giác ABD  đều cạnh a  nên 
3

2
aAM = . 

Trong tam giác SAM  vuông tại A , ta có 

2 2 2

1 1 1
AH AM SA

= +
( )2 2 2

1 1 5
33 3

2

aa a
= + =

 
 
 

15
5

aAH⇒ = . 

Vậy ( ) ( )( ), ;d AC SB d A SBD=
15

5
aAH= = . 

Câu 92.   Cho hình lập phương .ABCD A B C D′ ′ ′ ′  có cạnh là 6 . Khi đó, khoảng cách giữa hai đường thẳng 
chéo nhau AB′  và BC′  là 

A. 3 3.  B. 2 3.  C. 3 2.  D. 2 6.  
Lời giải 

Chọn B 

 
Ta có  / / / /AB DC AB BDC     

          , , , ,d AB BC d AB BDC d A BDC d C BDC          

M
B

S

A

C

D

H



Gọi O AC BD  . Kẻ CH C O  tại H . 

Ta có  
BD AC

BD ACC BD CH
BD CC

      
 

Mà  CH C O CH BDC     

   . 6.3 2, 2 3
3 6

CC COd C BDC CH
C O


    


. 

Vậy  , 2 3d AB BC   . 
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Câu 1.   Cho hàm số ( )f x  có 2(0)
3

f   và '( )
1 1

xf x
x


 

 với mọi 1x . Khi đó 
3

0

( )f x dx  bằng 

A. 113
30

 . B. 5
3

. C. 5
3
 . D. 113

30
. 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có ( 1 1)( ) '( ) ( 1 1)dx
1 11 1

x x xf x f x dx dx dx x
xx

 
     

       

32 ( 1)
3

x x C     

Do 2(0) 0
3

f C   . Vậy suy ra 32( ) ( 1)
3

f x x x   . 

Khi đó 
3 3

3

0 0

2 113( ) ( 1)
3 30

f x dx x x dx
         

Câu 2.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( )4f x f x− = . Biết ( )
3

1

d 5xf x x =∫ , 

tính ( )
3

1

df x x∫ . 

A. 5
2

. B. 7
2

. C. 9
2

. D. 11
2

. 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có ( ) ( )
3 3

1 1

5 d 4 dxf x x xf x x= = −∫ ∫  

Đặt 
4

4
d d
x t

t x
x t
= −

= − ⇒  = −
. 

Đổi cận ta có 
1 3
3 1

x t
x t
= ⇒ =

 = ⇒ =
. 

Do đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 3 3 3

1 3 1 1 1

. 4 d 4 . d 4 . d 4. d . dx f x x t f t t t f t t f t t t f t t− = − − = − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Suy ra ( ) ( ) ( )
3 3 3

1 1 1

55 4. d 5 4 d 10 d
2

f t t f t t f t t= − ⇒ = ⇒ =∫ ∫ ∫  hay ( )
3

1

5d
2

f x x =∫ . 

Câu 3.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và ( ) 12 3f x f x
x

 + = 
 

. Tính 
( )2

1
2

f x
I dx

x
= ∫ . 

A. 3 .
2

I =  B. 1.I =  C. 1 .
2

I =  D. 1.I = −  

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 1 1t x
x t

= ⇒ = . 

Ta có: ( ) ( ) ( )1 3 1 3 1 62 2 4 2 (1)f f t f x f f x f
t t x x x x

     + = ⇒ + = ⇔ + =     
     

 



Theo đề: ( ) 12 3f x f x
x

 + = 
 

 (2). Từ (1) và (2) suy ra 

( ) ( )
2

6 23 3 1
f x

f x x
x x x

= − ⇒ = −  

( ) 22 2

2
1 1

12 2
2

2 2 31 .
2

f x
I dx dx x

x x x
   ⇒ = = − = − − =   
   ∫ ∫  

Câu 4.   Biết 
( )

2

1

d
2 2

x a b c
x x x x

= + −
+ + +∫ , với a , b , c  là các số nguyên dương. Giá trị của 

a b c+ +  bằng 
A. 2 . B. 8 . C. 46 . D. 22 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 
( )

2

1

d
2 2

x
x x x x+ + +∫ ( )

2

1

d
2 2

x
x x x x

=
+ + +∫  

( )2

1

2
d

2 2

x x
x

x x

+ −
=

+∫
2

1

1 1 d
2 2 2

x
x x

 = − + ∫ ( ) 2

1
2x x= − + 2 3 3= + − . 

Vậy 2a = ; 3b = ; 3c =  nên 8P a b c= + + = . 

Câu 5.   Cho hàm số ( )f x  xác định trên { }\ 2;1−  thỏa mãn ( ) 2

1
2

f x
x x

′ =
+ −

; ( ) 10
3

f =  và 

( ) ( )3 3 0f f− − = . Tính giá trị biểu thức ( ) ( ) ( )4 1 4T f f f= − + − − . 

A. 1 1ln 2
3 3

+  B. ln80 1+  C. 1 4ln ln 2 1
3 5

  + + 
 

 D. 1 8ln 1
3 5

  + 
 

 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có 

( ) ( )( )
1 1 1 1

1 2 3 1 2
f x

x x x x
 ′ = = − − + − + 

. 

( ) ( ) ( )
3

4

3 4I f f f x x
−

−

′= − − − = ∫ d  
3

4

1 1 1 8ln ln
3 2 3 5

x
x

−

−

−
= =

+
. 

( ) ( ) ( )
0

1

0 1J f f f x x
−

′= − − = ∫ d
0

1

1 1 2ln ln 2
3 2 3

x
x −

−
= = −

+
. 

( ) ( ) ( )
4

3

4 3 dK f f f x x′= − = ∫
4

3

1 1 1 5ln ln
3 2 3 4

x
x
−

= =
+

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 1 0 3 4I J K f f f f f f− − − = − − − + − − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1 4 0 3 3f f f f f f= − + − − − − − −       . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1 4 0 3 3f f f I J K f f f− + − − = − − − + + − −   . 



( ) ( ) ( ) 1 8 2 1 5 1 1 14 1 4 ln ln 2 ln ln 2
3 5 3 3 4 3 3 3

T f f f= − + − − = − + − + = +  

Câu 6.   Cho hàm số ( )f x  xác định trên { }\ 2;1−  thỏa mãn ( ) 2

1
2

f x
x x

′ =
+ −

; ( ) 10
3

f =  và 

( ) ( )3 3 0f f− − = . Tính giá trị biểu thức ( ) ( ) ( )4 1 4T f f f= − + − − . 

A. 1 1ln 2
3 3

+  B. ln80 1+  C. 1 4ln ln 2 1
3 5

  + + 
 

 D. 1 8ln 1
3 5

  + 
 

 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có 

( ) ( )( )
1 1 1 1

1 2 3 1 2
f x

x x x x
 ′ = = − − + − + 

. 

( ) ( ) ( )
3

4

3 4I f f f x x
−

−

′= − − − = ∫ d  
3

4

1 1 1 8ln ln
3 2 3 5

x
x

−

−

−
= =

+
. 

( ) ( ) ( )
0

1

0 1J f f f x x
−

′= − − = ∫ d
0

1

1 1 2ln ln 2
3 2 3

x
x −

−
= = −

+
. 

( ) ( ) ( )
4

3

4 3 dK f f f x x′= − = ∫
4

3

1 1 1 5ln ln
3 2 3 4

x
x
−

= =
+

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 1 0 3 4I J K f f f f f f− − − = − − − + − − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1 4 0 3 3f f f f f f= − + − − − − − −       . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1 4 0 3 3f f f I J K f f f− + − − = − − − + + − −   . 

( ) ( ) ( ) 1 8 2 1 5 1 1 14 1 4 ln ln 2 ln ln 2
3 5 3 3 4 3 3 3

T f f f= − + − − = − + − + = +  

 

Câu 7.   Cho hàm số ( )f x có 11(1)
15

f −
=  và ( ) 1, [1; )f x x x x′ = + ∀ ∈ +∞ . Khi đó 

8

3

( )f x dx∫  bằng? 

A. 115
2

. B. 
115008

525
. 

C. 
115007

525
. D. 

115
4

 

Lời giải 
Chọn C 

( ) 1= +∫f x x x dx  

Đặt 21 1 2t x t x tdt dx= + ⇒ = + ⇒ =  

Ta có: ( ) ( ) ( )
5 3 3

2 4 2 22 2 21 .2 2 2 3 5
5 3 15
t t tI t t tdt t t dt C t= − = − = − + = −∫ ∫  

( )( )2 1 3 2 1
.

15
x x x

C
+ + +

= +  



 Thay 1x =  vào ( )f x ⇔
11 4 11f (1) C C 1

15 15 15
− −

= ⇔ + = ⇔ = −  

( )( )2 1 3 2 1
( ) 1.

15
x x x

f x
+ + +

→ == −  


( )( )8 3

3 8

2 1 3 2 1 115007( ) ( 1)
15 525

x x x
f x dx dx

+ + +
= − =∫ ∫  

Câu 8.   Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( )
1

0

1 d 10x f x x′+ =∫  và ( ) ( )2 1 0 2f f− = . Tính ( )
1

0
dI f x x= ∫ . 

A. 1I = . B. 8I = . C. 12I = − . D. 8I = − . 
Lời giải 

Chọn D 
Gọi ( )f x ax b= + , ( )0a ≠  ( )f x a′⇒ = . 

Theo giả thiết ta có: 

+) ( ) ( )
1

0

1 d 10x f x x′+ =∫ ( )
1

0

1 d 10a x x⇔ + =∫  ( )
1

0

101 dx x
a

⇔ + =∫  3 10 20
2 3

a
a

⇔ = ⇒ = . 

+) ( ) ( )2 1 0 2f f− =
202. 2
3

b b ⇔ + − = 
 

 34
3

b⇔ = − . 

Do đó, ( ) 20 34
3 3

f x x= − . 

Vậy ( )
1

0
dI f x x= ∫

1

0

20 34 d 8
3 3

x x = − = − 
 ∫ . 

Câu 9.   Nếu (1) 12, ( )f f x′= liên tục và 
4

1

( ) 17f x dx′ =∫ , giá trị của (4)f  bằng 

A. 19 . B. 29 . C. 5 . D. 9  
Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( )
4

4

1
1

( ) 4 1 17f x dx f x f f′ = = − =∫
 

( )4 17 12 29f⇒ = + = .
 

Câu 10.   Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( )
1

0

1 d 10x f x x′+ =∫  và ( ) ( )2 1 0 2f f− = . Tính ( )
1

0

df x x∫ . 

A. 12I = −  B. 8I =  C. 1I =  D. 8I = −  
Lời giải 

Chọn D 

Đặt 
( ) ( )
1 d d

d d
u x u x

v f x x v f x
= + =  ⇒ ′= =  

. Khi đó ( ) ( ) ( )
1

1

0
0

1 dI x f x f x x= + − ∫  

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

10 2 1 0 d d 10 2 8f f f x x f x x= − − ⇒ = − + = −∫ ∫  

Vậy ( )
1

0

d 8f x x = −∫ . 



Câu 11.  : Cho hàm số ( )f x có 11(1)
12

f =  và 1( ) , ;
44 1

xf x x
x

 ′ = ∀ ∈ +∞ +  
. Khi đó 

2

1

( )f x dx∫  bằng? 

A. 9
20

. B. 29
20

. C. 20
9

. D. 20
29

 

Lời giải 
Chọn B 

 Đặt ( )
2

2 22

12 4 . 14 24 1 4 1 (x) 1
84 1

4

t tdttdt dx
xdxt x t x f t dtt t txx

−=
= + ⇔ = + → → = = = − −

+=
∫ ∫ ∫  

( )33 4 11 1 4 1 .
8 3 8 3

xt t C x C
 +   = − + = − + +      

 

 Thay 1x =  vào ( )f x ⇔
11 1 11f (1) C C 1
12 12 12

= ⇔ − = ⇔ =  

( )34 11( ) 4 1 1.
8 3

x
f x x

 + → = − + +
 
 

 


( )32 2

1 1

4 11 29( ) ( 4 1 1)
8 3 20

x
f x dx x dx

 + = − + + =
 
 

∫ ∫  

Câu 12.   Cho hàm số ( )f x  có 2(0)
3

f   và '( )
1 1

xf x
x


 

 với mọi 1x . Khi đó 
3

0

( )f x dx  bằng 

A. 113
30

 . B. 5
3

. C. 5
3
 . D. 113

30
. 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có ( 1 1)( ) '( ) ( 1 1)dx
1 11 1

x x xf x f x dx dx dx x
xx

 
     

       

32 ( 1)
3

x x C     

Do 2(0) 0
3

f C   . Vậy suy ra 32( ) ( 1)
3

f x x x   . 

Khi đó 
3 3

3

0 0

2 113( ) ( 1)
3 30

f x dx x x dx
         

Câu 13.   Cho  
4

0

2018f x dx  . Tính tích phân  
2

0

(2 ) (4 2 )I f x f x dx   . 

A. 0I  . B. 2018I  . C. 4036I  . D. 1009I  . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
2 2 2

1 2
0 0 0

(2 ) (4 2 ) (2 ) (4 2 )I f x f x dx f x dx f x dx I I          . 

+Tính 
2

1
0

(2 )I f x dx  . 



Đặt 
12 2
2

t x dt dx dt dx     . 

Khi 0 0; 2 4x t x t      . 

Ta được 
2 4 4

1
0 0 0

1 1 1(2 ) ( ) ( ) .2018 1009
2 2 2

I f x dx f t dt f x dx       . 

+ Tính 
2

2
0

(4 2 )I f x dx  . 

Đặt 
14 2 2
2

t x dt dx dt dx      . 

Khi 0 4; 2 0x t x t      . 

Ta được 
2 0 4 4

2
0 4 0 0

1 1 1 1(4 2 ) ( ) ( ) ( ) .2018 1009
2 2 2 2

I f x dx f t dt f t dt f x dx          . 

+Vậy 1 2 1009 1009 2018I I I     . 

Câu 14.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục với mọi 0x ≠ thỏa mãn ( ) 12 3 , 0f x f x x
x

 + = ≠ 
 

. Tính 

( )2

1
2

f x
I dx

x
= ∫ . 

A. 
3
2

I = . B. 
9
2

I = . C. 
1
2

I = . D. 
4
3

I = . 

Lời giải 
Chọn A 

( ) ( )12 3 , 0 1f x f x x
x

 + = ≠ 
 

. 

Nên ( ) ( )1 32 , 0 2f f x x
x x

  + = ≠ 
 

. 

( ) ( ) ( ) 1 31 , 2 3 3f x f x
x x

  ⇒ + = +    
 

( ) ( )1 1 3f x f x
x x

 ⇒ + = + 
 

. 

( ) ( ) ( ) 22 , 3 f x x
x

⇒ = − + . 

( )2 2

2
1 1
2 2

2
2 2 31 1 2

2

f x
I dx dx x

x xx
   ⇒ = = − + = − − =     

∫ ∫  

Câu 15.   Cho tích phân 
4

0

d 2ln
33 2 1

xI a b
x

= = +
+ +∫

 
với ,a b∈ . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. 3a b− = . B. 5a b− = . C. 5a b+ = . D. 3a b+ = . 
Lời giải 

Chọn C 

Đặt 2 1t x= + 2 2 1t x⇒ = + d dx t t⇒ = . 
Đổi cận: 0 1x t= ⇒ =

 



4 3x t= ⇒ =  

Khi đó 
4

0

d
3 2 1

xI
x

=
+ +∫

3

1

d
3
t t

t
=

+∫
3

1

31 d
3

t
t

 = − + ∫  

( ) 3

1

23ln 3 2 3ln
3

t t= − + = +  

Do đó 5a b+ = . 

Câu 16.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( )ln 3 3f =  và ( )
2e ,

e 1 e 1

x

x x
f x x′ = ∀ ∈

+ − +
 . Khi đó 

ln3

0

e ( )dx f x x∫  bằng 

Câu 17.  #A. 10 8 2
3

− − . B. 20 8 2
3
− . C. 20 8 2

3
+ . D. 10 8 2

3
−

8 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có ( ) ( )
( )

( ) ( )

2
2

2

e e 1 1ed d d
e 1 e 1 1 1

x x x
x

x x x x

e
f x f x x x x

e e

+ + +
′= = =

+ − + + − +
∫ ∫ ∫  

( )
( )

2
x

x

e e 1 1 ed e d e 2 e 1
e 1 e +1

x x x

x x x
x x

e
x x C

e

+ + +  
= = + = + + + 

+  
∫ ∫ . 

Do ( ) ( )ln 3 3 4 e 2 e 1 4x xf C f x= ⇒ = − ⇒ = + + − . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
ln3ln3 ln3 3

2 2 2

0 0 0

1 4 20 8 2e d e 2 e 1 4e d e e 1 4e
2 3 3

x x x x x x x xf x x e x
  −

= + + − = + + − = 
 

∫ ∫ . 

Câu 18.   Cho hàm số ( )f x liên tục trên   và ( ) ( ) 23 2 tan− − =f x f x x . Tính ( )
π
4

π
4

d
−

∫ f x x  

A. π1
2

− . B. π 1
2
− . C. π1

4
+ . D. π2

2
− . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có 

π
4

2

π
4

tan d
−

∫ x x  
4

2

4

1 1 d
cos

−

 = − 
 ∫ x

x

π

π

 ( )
π
4

π
4

tan
−

= −x x
π π1 1
4 4

 = − − − + 
 

π2
2

= −  

( ) ( )
π
4

π
4

π2 3 2 d
2

−

⇒ − = − −  ∫ f x f x x . 

Đặt d d= − ⇒ = −t x t x , đổi cận π π
4 4

= − ⇒ =x t , π π
4 4

= ⇒ = −x t . 

( ) ( )
π
4

π
4

3 2 d
−

− −  ∫ f x f x x ( ) ( )
π
4

π
4

3 2 d
−

= − −  ∫ f t f t t ( ) ( )
π
4

π
4

3 2 d
−

= − −  ∫ f x f x x  



Suy ra, ( ) ( )
π π
4 4

π π
4 4

d d
− −

= −∫ ∫f x x f x x ( ) ( )
π
4

π
4

π2 3 2 d
2

−

⇒ − = −  ∫ f x f x x ( )
π
4

π
4

π2 d
2

−

⇔ − = ∫ f x x  

Vậy ( )
π
4

π
4

πd 2
2

−

= −∫ f x x . 

Câu 19.   Cho hàm số  f x  xác định và liên tục trên  . Gọi  g x  là một nguyên hàm của hàm số 

 2

xy
x f x




. Biết rằng  
2

1

d 1g x x   và    2 2 1 2g g  . Tích phân 
 

2 2

2
1

dx x
x f x  bằng 

A. 1,5 . B. 1. C. 3 . D. 2  
Lời giải 

Chọn B 

Vì  g x  là một nguyên hàm của hàm số 
 2

xy
x f x




 nên  
 2

xg x
x f x

 


. 

Đặt 
 

2 2

2
1

dxI x
x f x


  

2

1

dI xg x x   . 

Đặt 
 

u x
dv g x dx

     
d du x
v g x

  
. 

Khi đó    
2

1

2
d

1
I xg x g x x     2 2 1 1 1g g    . 2P a b c= − + . 

Câu 20.   Cho hàm số ( )f x có 11(1)
12

f =  và 1( ) , ;
44 1

xf x x
x

 ′ = ∀ ∈ +∞ +  
. Khi đó 

2

1

( )f x dx∫  bằng? 

A. 9
20

. B. 29
20

. C. 20
9

. D. 20
29

 

Lời giải 
Chọn B 

 Đặt ( )
2

2 22

12 4 . 14 24 1 4 1 (x) 1
84 1

4

t tdttdt dx
xdxt x t x f t dtt t txx

−=
= + ⇔ = + → → = = = − −

+=
∫ ∫ ∫  

( )33 4 11 1 4 1 .
8 3 8 3

xt t C x C
 +   = − + = − + +      

 

 Thay 1x =  vào ( )f x ⇔
11 1 11f (1) C C 1
12 12 12

= ⇔ − = ⇔ =  

( )34 11( ) 4 1 1.
8 3

x
f x x

 + → = − + +
 
 

 


( )32 2

1 1

4 11 29( ) ( 4 1 1)
8 3 20

x
f x dx x dx

 + = − + + =
 
 

∫ ∫  



Câu 21.   Biết rằng 
1

0

d ln 2 ln 3 ln 5
3 5 3 1 7

x a b c
x x

= + +
+ + +∫ , với , ,a b c  là các số hữu tỉ. 

Giá trị của a b c+ +  bằng 

A. 10
3

− . B. 5
3

− . C. 10
3

. D. 5
3

. 

Lời giải 
Chon A 
Đặt 23 1 3 1 2 d 3dt x t x t t x= + ⇒ = + ⇒ =  
Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = ; 1 2x t= ⇒ = . 

Ta có: 
2 2

2
1 1

d 2 d
3 5 63 1 5 3 1 6

x t t
t tx x

=
+ ++ + + +∫ ∫

2

1

2 3 2 d
3 3 2

t
t t

 = − + + ∫
2

1

2 3ln 3 2ln 2
3

t t=  + − +    

( ) ( )2 20 43ln5 2ln 4 3ln 4 2ln 3 ln 2 ln3 2ln5
3 3 3

= − − − = − + +    

Suy ra: 20
3

a = − , 4
3

b = , 2c = . 

Vậy 10
3

a b c+ + = − . 

Câu 22.   Cho hàm số ( )y f x= liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( )f 4 x f x− = . Biết ( )
3

1

x.f x dx 5.=∫  Tính 

tích 

phân ( )
3

1

I f x dx= ∫ . 

A. 
11I
2

= . B. 
7I
2

= . C. 
9I
2

= . D. 
5I
2

=  

Lời giải 
Chọn D 
Vì ( ) ( )f 4 x f x− = không phụ thuộc x nên chọn ( )f x con st=  

Chọn ( )f x k= mà ( )
33 3 2

1 1 1

kx 5xf x dx kxdx 4k 5 k
2 4

= = = = ⇒ =∫ ∫  

Do đó ( ) ( )
3 3

1 1

5 5 5f x I f x dx dx
4 4 2

= → = = =∫ ∫  

Câu 23.   Một vật đang chuyển động với vận tốc 10 /m s  thì tăng tốc với gia tốc ( ) 22a t t t= + ( )2/m s . 

Hỏi quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian 10  giây kể từ lúc bắt đầu tăng tốc bằng bao nhiêu? 

A. 
7900

3
( )m . B. 

1600
3

( )m . C. 
1300

3
( )m . D. 

3800
3

( )m  

Lời giải 
Đáp án D 

Vận tốc của chuyển động có phương trình ( ) ( ) ( )2 2 312
3

v t a t dt t t dt t t C= = + = + +∫ ∫  

Tại thời điểm vận tốc 10m/s ( ) 2 3110 10
3

C v t t t= ⇒ = + +  

Quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian 10  giây kể từ lúc bắt đầu tăng tốc 



( )
10

2 3

0

1 380010
3 3

S t t m = + + = 
 ∫  

Câu 24.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( ) exf x x′ = và ( )0 2f = . Tính ( )
2

0

df x x∫ . 

A. 2e 5+ . B. 8− . C. 2e 1+ . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có ( )( ) d .e dxf x f x x x x′= =∫ ∫ . 

Đặt u x=  và d e dxv x= , ta có d du x=  và exv = . 
Do đó ( )( ) d .e e d .e ex x x xf x f x x x x x C′= = − = − +∫ ∫ . 

Theo đề: ( )0 2 2 1 3f C C= ⇔ = − + ⇔ = . 

( ) .e e 3x xf x x⇒ = − + . 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

0 0
0 0 0 0

d .e e 3 d .e d e 3 d .e e e +3 8x x x x x x xf x x x x x x x x x= − + = + − + = − + − =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Câu 25.   Biết 
 

2

1

d
1 1

x a b c
x x x x

  
    với ,  ,  .a b c   Tính P a b c   . 

A. 12P  . B. 18P  . C. 24P  . D. 46P   
Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
     

2 2

2
1 1

d 1 d .
1 1 1 1

x x xI x
x x x x x x x x

 
 

     
   

Đặt 1u x x   , suy ra 
 

1 1 1d d 2d d .
2 1 2 1

x xu x u x
x x x x

           
 

Đổi cận 2 3 2
.

1 2 1

x u

x u

        
 Khi đó 

3 23 2

2
2 12 1

d 2 1 12 2
3 2 2 1

uI
uu





           

32
3 2 2 12 32 12 2 12 46.
3 2 2 1

2

a
b P
c

                    

 Chọn D. 

Câu 26.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( ) ( ) ( )' 1 e ,  0 0xf x x f= + = . Khi đó 
ln3

ln 2

( )d ln 3 ln 2 cf x x a b= + +∫ . Tính a b c+ +  

A. 2.a b c+ + =  B. 3.a b c+ + =  C. 1.a b c+ + =  D. 0.a b c+ + =  
Lời giải 

Chọn D 
Theo đề: ( ) ( )' 1 exf x x= + . Nguyên hàm 2 vế ta được 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' d 1 e d 1 e e

1 e e e

x x x

x x x

f x x x x f x x dx

f x x C x C

= + ⇔ = + −

⇒ = + − + = +
∫ ∫ ∫  

Mà ( ) ( )0 0 0 0.e 0 0 exf C C f x x= ⇒ + = ⇔ = ⇒ = . 
ln3 ln3 ln3

ln3 ln3

ln 2 ln 2
ln 2 ln 2 ln 2

( )d e d e d 3ln 3 2ln 2 3ln 3 2ln 2 1x x x xf x x x x x e x e⇒ = = − = − − = − −∫ ∫ ∫ . 



Suy ra 3; 2; 1 0a b c a b c= = − = − ⇒ + + = . 

Câu 27.   Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( )
1

0

1 d 10x f x x′+ =∫  và ( ) ( )2 1 0 2f f− = . Tính ( )
1

0
dI f x x= ∫  

bằng 
A. 1I = . B. 8I = . C. 12I = − . D. 8I = −  

Lời giải 

Chọn D 

Từ ( ) ( )
1

0

1 d 10x f x x′+ =∫ . Đặt 
( ) ( )
1 d d

d d
u x u x

v f x x v f x
= + =  ⇒ ′= =  

 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

0
0 0

10 1 d 1 d 2 1 0x f x x x f x f x x f f I′= + = + − = − −∫ ∫  

2 10 8I = − = −  

Câu 28.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( ) exf x x′ = và ( )0 2f = . Tính ( )
2

0

df x x∫ . 

A. 2e 5+ . B. 8− . C. 2e 1+ . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có ( )( ) d .e dxf x f x x x x′= =∫ ∫ . 

Đặt u x=  và d e dxv x= , ta có d du x=  và exv = . 

Do đó ( )( ) d .e e d .e ex x x xf x f x x x x x C′= = − = − +∫ ∫ . 

Theo đề: ( )0 2 2 1 3f C C= ⇔ = − + ⇔ = . 

( ) .e e 3x xf x x⇒ = − + . 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

0 0
0 0 0 0

d .e e 3 d .e d e 3 d .e e e +3 8x x x x x x xf x x x x x x x x x= − + = + − + = − + − =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Câu 29.   Cho hàm số ( )f x có ( )3 0f =  và ( ) ( )2

2 , 2;
4 4
xf x x

x x
′ = ∀ ∈ +∞

− +
. Khi đó 

( )
2

3

e
f x dx ae b

+
= +∫  ( ),a b∈ . Tích .a b bằng 

A. 2.−  B. 24.  C. 8.  D. 24.−  
Lời giải 

Chọn D 

Cách 1. Ta có: ( )
( )22

2 2
4 4 2
x xf x dx dx I

x x x
= = =

− + −∫ ∫  

Đặt 2t x dt dx= − ⇒ =  

2

2( 2) 42lntI dt t C
t t
+

= = − +∫ . 

Với 3 1x t= ⇒ = nên có ( )1 0 4f C= ⇒ =  

Đổi cận: 3 1x t= ⇒ =  
2x e t e= + ⇒ =  

Vậy ( )
2

3 1

42ln 4 4 6.
e e

f x dx t dt e
t

+  = − + = − 
 ∫ ∫  Suy ra 4; 6.a b= = −  



Cách 2. ( ) ( )
( ) ( )2 22

2 2 42 2 14
4 4 22 2

xxf x dx dx dx dx
x x xx x

− +
= = = +

− + −− −∫ ∫ ∫ ∫  

42ln 2
2

x C
x

= − − +
−

 

( )3 0 4f C= ⇒ = . Vậy ( ) 42ln 2 4
2

f x x
x

= − − +
−

 

( )
2 2

3 3

42ln 2 4 4 6
2

e e
f x dx x dx e

x
+ +  = − − + = − − ∫ ∫ . Suy ra 4; 6.a b= = −  

Câu 30.   Cho hàm số ( )f x  có ( )1 1f =  và ( ) 2

ln , 0xf x x
x

′ = − ∀ > . Khi đó ( )
1

e

f x dx∫  bằng: 

A. 
3
2

. B. 
2 1
e
− . C. 

3
2

− . D. 
21
e

− . 

Lời giải 
Chọn A 

Xét ( ) 2

ln xI f x dx dx
x

′= = −∫ ∫  

Đặt: 
2

1ln
1 1

u x du dx
x

dv dx vx x

 = =  ⇒ 
=  = −

 

. Khi đó: 2 2

ln ln 1 ln 1x x xI dx dx C
x x x x x

= − = − = + +∫ ∫  

Suy ra: ( ) ln 1xf x C
x x

= + +  

Do ( ) ( ) ln 1 ln 11 1 1 1 0 x xf C C f x
x x x

+
= ⇒ = + ⇒ = ⇒ = + =  

Khi đó: ( ) ( ) ( ) 2

1 1 1 1

ln 1 1 3ln 1 ln ln ln
2 2

ee e exJ f x dx dx x d x x x
x
+  = = = + = + = 

 ∫ ∫ ∫
 

Câu 31.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và có ( ) ( )
1 3

0 0

d 2; d 6f x x f x x= =∫ ∫ . Tính ( )
1

1

2 1 dI f x x
−

= −∫ . 

A. 2
3

I = . B. 4I = . C. 3
2

I = . D. 6I = . 

Lời giải 
Chọn B. 

Có ( ) ( ) ( )
1

1 12

1 2
11 1
2

2 1 d 1 2 d 2 1 dI f x x f x x f x x I I
− −

= − = − + − = +∫ ∫ ∫  

Tính ( )
1
2

1
1

1 2 dI f x x
−

= −∫ .Đặt 1 2 du=-2dxu x= − ⇒ 1 2 d 2du x u x= − ⇒ = − .Đổi cận: 
1 3

1 0
2

x u

x u

= − ⇒ =



= ⇒ =

. 

( ) ( )
0 3

1
3 0

1 1du du 3
2 2

I f u f u−
⇒ = = =∫ ∫  

Tính ( )
1

2
1
2

2 1 dI f x x= −∫ . Đặt 2 1 d 2du x u x= − ⇒ = . Đổi cận: 
1 1
1 0
2

x u

x u

= ⇒ =



= ⇒ =

. 



( ) ( )
1 1

2
0 0

1 1du du 1
2 2

I f u f u⇒ = = =∫ ∫  

Vậy 1 2 4I I I= + = . 

Câu 32.   Cho hàm số ( )f x  có ( )1 2f =  và ( )
( )2

9 , 2
2

f x x
x

′ = ∀ > −
+

. Khi đó ( )
2

1

f x dx
−
∫  bằng: 

A. 5 18ln 2− . B. 9 18ln 2− . C. 3 18ln 2− . D. 15 18ln 2− . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có: ( ) ( )
( )

( )2
9 9

22
f x f x dx dx f x C

xx
−′= = ⇒ = +
++∫ ∫  

Mà: ( ) 91 2 2 5
1 2

f C C−
= ⇒ + = ⇔ =

+
. Nên: ( ) ( )

2 2

1 1

9 95 5
2 2

f x f x dx dx
x x− −

− − = + ⇒ = + + + ∫ ∫  

( )
2 2

2 2

11
1 1

9 5 9ln 2 5 15 18ln 2
2

f x dx dx x x
x −−

− −

− ⇒ = + = − + + = − + ∫ ∫  

Câu 33.   Cho hàm số ( )f x  có ( )1 2f =  và ( )
( )2

9 , 2
2

f x x
x

′ = ∀ > −
+

. Khi đó ( )
2

1

f x dx
−
∫  bằng: 

A. 5 18ln 2− . B. 9 18ln 2− . C. 3 18ln 2− . D. 15 18ln 2− . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có: ( ) ( )
( )

( )2
9 9

22
f x f x dx dx f x C

xx
−′= = ⇒ = +
++∫ ∫  

Mà: ( ) 91 2 2 5
1 2

f C C−
= ⇒ + = ⇔ =

+
. Nên: ( ) ( )

2 2

1 1

9 95 5
2 2

f x f x dx dx
x x− −

− − = + ⇒ = + + + ∫ ∫  

( )
2 2

2 2

11
1 1

9 5 9ln 2 5 15 18ln 2
2

f x dx dx x x
x −−

− −

− ⇒ = + = − + + = − + ∫ ∫  

Câu 34.   Cho hàm số ( )f x  có ( )0 1f = và ( )
( )

' 1
1 1

f x
x x x x

=
+ + +

với 0x ≥ . Khi đó ( )
1

0

f x dx∫  

bằng 

A. 32 12 1− − . B. 
17 8 2
3 3
− . C. 32 12 1+ − . D. 

17 8 2
3 3
+ . 

Lời giải 
Chọn B 

 f x x x C   2 2 1  
 

 
   
x x x x

dx dx
x x x x x x x x

  


       2 2

1 11

1 1 1 1
 

 
 

x x x x
dx dx x x C

x x x x

               
1 1 1 1

2 2 1
1 1

 

Suy ra  f x x x C   2 2 1  

Mà  f C  0 1 3  



Bấm máy tính  x x C dx    
1

0

17 8
2 2 1 2

3 3
 

Câu 35.   Cho hàm số ( )f x có đạo hàm trên   thỏa mãn ( ) ( ) ( )
2 2 1

2 21 e
x x

f x f x x
+ −

′ − = + , x∀ ∈  và 

( )1 ef = . Giá trị của ( )5f  bằng 

A. 123e 1− . B. 175e . C. 175e 1− . D. 123e . 
Lời giải 

Chọn B 
Ta có: 

( ) ( ) ( )
2 2 1

2 21 e
x x

f x f x x
+ −

′ − = + ( ) ( ) ( )
2 1

2 2e e 1 e
x

x xf x f x x
−

− −′⇔ − = + ( )( ) ( )
2 1

' 2 2e 1 e
x

x f x x
−

−⇔ = + . 

( )( ) ( )
25 5 1

2 2

1 1

e d = 1 e d
x

x f x x x x
−

− ′⇒ +∫ ∫ ( )
2 25 51 1

5 2 2 2
1

1 1

e e d e d
x x

x f x x x x
− −

−⇔ = +∫ ∫ ( ) ( )5
1 2e 5 1 *f I I−⇔ − = +  

Xét: 
25 1
2

2
1

e d
x

I x
−

= ∫ . 

Đặt: 
2 21 1
2 2e d e d

d d

x x

u u x x
v x v x

− −  = =⇒ 
 = = 

. 

2 25
51 1

2 122 2
2 1

11

e e d 5e 1
x x

I x x x I
− −

= − = − −∫ 12
1 2 5e 1I I⇔ + = − ( ) ( ) ( )5 12 17* e 5 1 5e 1 5 5ef f−⇔ − = − ⇔ = . 

Câu 36.   Cho ( )F x  là nguyên hàm của hàm số ( ) 1
3xf x

e
=

+
 và ( ) 10 ln 4

3
F = − . Tập nghiệm S  của 

phương trình ( ) ( )33 ln 3 2F x x+ + =  là 

A. { }2S = . B. { }2;2S = − . C. { }1;2S = . D. { }2;1S = − . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( )( )d 1 11 d ln 3
3 3 3 3

x
x

x x

x eF x x x e C
e e

 
= = − = − + + + + 
∫ ∫ . 

Do ( ) 10 ln 4
3

F = − nên 0C = . Vậy ( ) ( )( )1 ln 3
3

xF x x e= − + . 

Do đó: ( ) ( )3 ln 3 2 2xF x e x+ + = ⇔ = . 

Câu 37.   Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( ) ( )2(2 1) , 0, 0f x x f x x f x′ = + ∀ > ≠  và ( ) 11
2

f = − . Khi đó 

2020

1

( )df x x∫  bằng 

A. 2021ln
4040

. B. 4040ln
2021

. C. 2021ln
2020

. D. 2020ln
2021

. 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
22 1 2 1

f x
f x x f x x

f x
′

′ = + ⇔ = +
( )
( ) ( )2 d 2 1 d

f x
x x x

f x
′

⇒ = +∫ ∫ . 



( )
21 x x C

f x
⇒ − = + + . 

Mà ( ) 11
2

f = −  nên ( ) 2

1 1 10
1

C f x
x x x x

= ⇒ = − = −
+ +

. 

Khi đó ( )
20202020 2020

1 1 1

1 1 1 2021d d ln ln
1 4040

xf x x x
x x x

 +  = − = =   +   
∫ ∫ . 

Câu 38.   Một hình nón có chiều cao bằng 𝑎𝑎√3 và bán kính đáy bằng 𝑎𝑎. Diện tích xung quanh của hình 
nón bằng 

A. 2𝜋𝜋𝑎𝑎2. B. √3𝜋𝜋𝑎𝑎2. C. 𝜋𝜋𝑎𝑎2. D. 3𝜋𝜋𝑎𝑎2. 
Lời giải 

Chọn A 

 

Hình nón có đường sinh 𝑙𝑙 = √ℎ2 + 𝑟𝑟2 = ��𝑎𝑎√3�
2

+ 𝑎𝑎2 = 2𝑎𝑎. 

Diện tích xung quanh của hình nón là 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜋𝜋𝑟𝑟𝑙𝑙 = 2𝜋𝜋𝑎𝑎2. 

Câu 39.   Cho hàm số ( )f x có đạo hàm ( )
1

xf x
x x

′ =
+

trên [ )0;+∞ . Biết 
[ )

( )
;

2min
3o

f x
+∞

= − , khi đó 

phương trình ( ) 0f x =  có các nghiệm thuộc khoảng nào? 

A. ( )0;1 . B. ( )1;2 . C. ( )2;3 . D. ( )3;4 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: ( )
( )12 4 1

3 31 1

d x xxf x dx x x C
x x x x

+
= = = + +

+ +
∫ ∫ . 

( vì ( ) 1 31 .
22

x x x x x
x

′+ = + = ). 

Mà 
( )

( )
[ )

( ) ( )
;

4 , 0
23 min 0 2

4 30
3

o

f x C x
f x f C

f C
+∞

 ≥ + ∀ ≥ ⇒ = = − ⇒ = −
 = +


. 

Vậy ( ) ( )3
3 250 1 1;2
2 16

f x x x x= ⇔ + = ⇔ = ∈ . 

Câu 40.   Cho hàm số ( )f x có đạo hàm ( )
1

xf x
x x

′ =
+

trên [ )0;+∞ . Biết 
[ )

( )
;

2min
3o

f x
+∞

= − , khi đó 

phương trình ( ) 0f x =  có các nghiệm thuộc khoảng nào? 

A. ( )0;1 . B. ( )1;2 . C. ( )2;3 . D. ( )3;4 . 

Lời giải 



Chọn B 

Ta có: ( )
( )12 4 1

3 31 1

d x xxf x dx x x C
x x x x

+
= = = + +

+ +
∫ ∫ . 

( vì ( ) 1 31 .
22

x x x x x
x

′+ = + = ). 

Mà 
( )

( )
[ )

( ) ( )
;

4 , 0
23 min 0 2

4 30
3

o

f x C x
f x f C

f C
+∞

 ≥ + ∀ ≥ ⇒ = = − ⇒ = −
 = +


. 

Vậy ( ) ( )3
3 250 1 1;2
2 16

f x x x x= ⇔ + = ⇔ = ∈ . 

Câu 41.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( )ln 3 3f =  và ( )
2e ,

e 1 e 1

x

x x
f x x′ = ∀ ∈

+ − +
 . Khi đó 

ln3

0

e ( )dx f x x∫  bằng 

A. 
10 8 2

3
− −

. B. 
20 8 2

3
−

. C. 
20 8 2

3
+

. D. 
10 8 2

3
−

8 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có ( ) ( )
( )

( ) ( )

2
2

2

e e 1 1ed d d
e 1 e 1 1 1

x x x
x

x x x x

e
f x f x x x x

e e

+ + +
′= = =

+ − + + − +
∫ ∫ ∫  

( )
( )

2
x

x

e e 1 1 ed e d e 2 e 1
e 1 e +1

x x x

x x x
x x

e
x x C

e

+ + +  
= = + = + + + 

+  
∫ ∫ . 

Do ( ) ( )ln 3 3 4 e 2 e 1 4x xf C f x= ⇒ = − ⇒ = + + − . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
ln3ln3 ln3 3

2 2 2

0 0 0

1 4 20 8 2e d e 2 e 1 4e d e e 1 4e
2 3 3

x x x x x x x xf x x e x
  −

= + + − = + + − = 
 

∫ ∫ . 

Câu 42.   Biết 
( )

2

2
1

1 1 ln
1 2

adx
x x b

= +
+∫  với ,a b  là các số nguyên dương và a

b
 là phân số tối giản. 

Tính a b+ . 
A. 7a b+ = . B. 5a b+ = . C. 9a b+ = . D. 4a b+ = . 

Lời giải 
Chọn A 

( ) ( )

22 2 22 2

2 2 2
1 1 1 1

2

1

1 1 1 1 1 1ln 1 ln
1 1 1

1 1 1 3ln ln
2 4

x xdx dx dx x x
x x x x x x x x

x
x x

+ −    = = + − = + − −   + + +   

 + 
= − = + 
 

∫ ∫ ∫

 
Suy ra 4; 3a b= = . Vậy 7a b+ = . 



Câu 43.   Cho hàm số ( )f x  có 25
(3)

3
f    và ( ) , 0.

1 1

x
f x x

x
   

 
 Khi đó d

8

3

( )f x x  bằng 

A. 10 . B. 68
5

. C. 25
3

. D. 13
30

. 

Lời giải 
Chọn D 

   
 

    
 

    

 

( ) , 0
1 1

( ) ( 1 1)
1 1

2
( 1) 1

3

x
f x x

x
x

f x dx x dx
x

x x x C

 

Do     
25 50

(3)
3 3

f C
 

  d
8

3

13
( )

30
f x x

 

Câu 44.   Cho hàm số  f x  xác định và liên tục trên  . Gọi  g x  là một nguyên hàm của hàm số 

 2

xy
x f x




. Biết rằng  
2

1

d 1g x x   và    2 2 1 2g g  . Tích phân 
 

2 2

2
1

dx x
x f x  bằng 

A. 1,5 . B. 1. C. 3 . D. 2  
Lời giải 

Chọn B 

Vì  g x  là một nguyên hàm của hàm số 
 2

xy
x f x




 nên  
 2

xg x
x f x

 


. 

Đặt 
 

2 2

2
1

dxI x
x f x


  

2

1

dI xg x x   . 

Đặt 
 

u x
dv g x dx

     
d du x
v g x

  
. 

Khi đó    
2

1

2
d

1
I xg x g x x     2 2 1 1 1g g    . 2P a b c= − + . 

Câu 45.   Cho hàm số ( )f x  có ( ) 2f π− = −  và ( ) sin 2
sin 1 sin 1

xf x
x x

′ =
+ − +

, 0x∀ > . Khi đó ( )
2

0

df x x

π

∫  

bằng 

A. 
2
π . B. 2π . C. 10π + . D. 6π + . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: ( ) ( )
sin 2 sin 2 sin 2

sin 1 1sin 1 sin 1 sin 1 sin 1 1 sin 1.
sin 1 1

x x xf x xx x x x x
x

′ = = =
+ −+ − + + + − +
+ +

 



( )2cos sin 1 1 2cos2cos
sin 1 sin 1

x x xx
x x

+ +
= = +

+ +
. 

( ) 2cos2cos d 2sin 4 sin 1
sin 1

xf x x x x x C
x

 ⇒ = + = + + + + ∫ . 

( ) 0 4 2 2f C Cπ− = ⇒ + = − ⇒ = ( ) 2sin 4 sin 1 2f x x x⇒ = + + + . 

( )
2

0

2 2

0 0

2

d 2sin 4 sin cos 2 d 2 sin 2 sin cos 1 d
2 2 2 2
x x x xf x x x x x x

π π π
     = + + + = + + +        

∫ ∫ ∫  

0

2
2 cos 4 cos si 5 10

2
n 2

2 2
x xx x

π

π π    = − + − + + = =      
+


+

 
. 

Câu 46.   Biết rằng tích phân 
1

0

d ln 2 ln 3 ln 5
3 5 3 1 7

x a b c
x x

= + +
+ + +∫  với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Giá trị 

của a b c+ +  bằng 

A. 
10
3

− . B. 
5
3

− . C. 
10
3

. D. 
5
3

. 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 
2

2 1 23 1 3 1 d
3 3

tt x t x x t t dx−
= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =  

Đổi cận: 0 1; 1 2x t x t= ⇒ = = ⇒ = . 

( )
21 2 2

2
10 1 1

d 2 2 2 3 2d d 2ln 2 3ln 3
3 5 6 3 2 3 33 5 3 1 7

x t t t t t
t t t tx x

− ⇒ = = + = − + + + + + + ++ + +  ∫ ∫ ∫  

20 4ln 2 ln 3 2ln 5 ln 2 ln 3 ln 5
3 3

a b c= − + + = + + . 

20 4 10; ; 2
3 3 3

a b c a b c⇒ = − = = ⇒ + + = − . 

Câu 47.   Biết rằng tích phân 
1

0

d ln 2 ln 3 ln 5
3 5 3 1 7

x a b c
x x

= + +
+ + +∫  với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Giá trị 

của a b c+ +  bằng 

A. 
10
3

− . B. 
5
3

− . C. 
10
3

. D. 
5
3

. 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 
2

2 1 23 1 3 1 d
3 3

tt x t x x t t dx−
= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =  

Đổi cận: 0 1; 1 2x t x t= ⇒ = = ⇒ = . 

( )
21 2 2

2
10 1 1

d 2 2 2 3 2d d 2ln 2 3ln 3
3 5 6 3 2 3 33 5 3 1 7

x t t t t t
t t t tx x

− ⇒ = = + = − + + + + + + ++ + +  ∫ ∫ ∫  

20 4ln 2 ln 3 2ln 5 ln 2 ln 3 ln 5
3 3

a b c= − + + = + + . 

20 4 10; ; 2
3 3 3

a b c a b c⇒ = − = = ⇒ + + = − . 



Câu 48.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa điều kiện ( ) ( ) 2 osf x f x c x+ − = . Tính ( )
2

2

I f x xd

π

π
−

= ∫ . 

A. 1− . B. 4 . C. 1. D. 2 . 
Lời giải 

Chọn B 

Đặt t x= −  d dt x⇒ = − , đổi cận 
2 2

x tπ π
= − ⇒ = , 

2 2
x tπ π
= ⇒ = − . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2

I f t t f t t f x xd d d

π π π

π π π

−

− −

= − − = − = −∫ ∫ ∫ . 

Suy ra ( ) ( )
2

2

2 dI f x f x x

π

π
−

= + −  ∫
2

2

2 4osdc x

π

π
−

= =∫ 4I⇒ = . 

Câu 49.   Cho hàm ( )f x  có (0) ln 2f =  và 
1'( ) , 0

2 1 4 1
f x x

x x
= ∀ ≥

+ + +
. Khi đó 

2

0

( )f x dx∫  

gần bằng giá trị nào nhất trong các giá trị sau? 
A. 2. B. 1.  C. 4. D. 3.  

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: 
1'( ) ( )

2 1 4 1 2 1 4 1
dxf x f x

x x x x
= ⇒ =

+ + + + + +∫  

Đặt 2 14 1 4 1
2

t x t x dx tdt= + ⇒ = + ⇒ =  

( )

2 2

1 1( )
( 1) 1 ( 1)2 1 4 1

1 1ln 1 ln 4 1 1
1 4 1 1

dx tdtf x dt
t t tx x

t C x C
t x

 
⇒ = = = − + + ++ + +  

= + + + = + + + +
+ + +

∫ ∫ ∫
 

Mà: 
1(0) ln 2
2

f C= ⇒ =  ( ) 1 1( ) ln 4 1 1
24 1 1

f x x
x

⇒ = + + + +
+ +

 

Suy ra: 
2

0

( ) 4f x dx ≈∫ . 

Câu 50.   Cho hàm ( )f x  có (0) ln 2f =  và 
1'( ) , 0

2 1 4 1
f x x

x x
= ∀ ≥

+ + +
. Khi đó 

2

0

( )f x dx∫  

gần bằng giá trị nào nhất trong các giá trị sau? 
A. 2. B. 1.  C. 4. D. 3.  

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: 
1'( ) ( )

2 1 4 1 2 1 4 1
dxf x f x

x x x x
= ⇒ =

+ + + + + +∫  



Đặt 2 14 1 4 1
2

t x t x dx tdt= + ⇒ = + ⇒ =  

( )

2 2

1 1( )
( 1) 1 ( 1)2 1 4 1

1 1ln 1 ln 4 1 1
1 4 1 1

dx tdtf x dt
t t tx x

t C x C
t x

 
⇒ = = = − + + ++ + +  

= + + + = + + + +
+ + +

∫ ∫ ∫
 

Mà: 
1(0) ln 2
2

f C= ⇒ =  ( ) 1 1( ) ln 4 1 1
24 1 1

f x x
x

⇒ = + + + +
+ +

 

Suy ra: 
2

0

( ) 4f x dx ≈∫ . 

Câu 51.   Cho , với a,b,c là các số thực dương, a
b

 tối giản. Tính giá trị biểu thức 

 
A. 1A = . B. 3A = . C. 1A = − . D. 13A =  

Lời giải 
Chọn A 

Ta có 
2

2 2
3
2

3 3

2

x -2x+3 2 31 2ln 1 | ln 4
11 2 2

xdx x dx x x
xx

  = − + = − + − = +   −   −∫ ∫ . 

Vậy a=3, b=2,c=4. 3 2 4 1P a b c= + − = + − = . 

Câu 52.   Cho ( )2

2
( ) 2 1 5

1
xf x x

x
= + +

+
, biết ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x  thỏa 

( )0 6F = . Tính 3
4

F  
 
 

. 

A. 123
16

. B. 125
16

. C. 126
16

. D. 127
16

. 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt 2 1t x tdt xdx= + ⇒ = . 

( ) ( )2

2
( ) 2 1 5

1
xF x f x dx x dx

x
= = + +

+
∫ ∫ ( ) 22 5 5t dt t t C= + = + +∫ ( )2 21 5 1x x C= + + + + . 

(0) 6 0F C= ⇒ = . 

Do đó ( ) ( )2 21 5 1F x x x= + + +  

Vậy 3 125
4 16

F   = 
 

. 

Câu 53.   Hàm số F(x) nào sau đây là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2
3

4 3
xf x

x x
+

=
+ +

? 

A. ( ) 2 ln | 3 | ln | 1|F x x x C= + − + +  B. ( ) ln(2 | 1|).F x x= +  

C. 1( ) ln 2
3

xF x
x
+

= +
+

 D. ( ) ln[( 1)( 3)]F x x x= + +  

Lời giải 
Chọn B 

3 2

2

2 3 ln
1

x x adx c
x b
− +

= +
−∫

A a b c= + −



Ta có ( ) ( )( )2
3 3 1

4 3 3 1 1
x xf x

x x x x x
+ +

= = =
+ + + + +

 

Suy ra ( ) 1|
1

ln |1f x dx dx x C
x +

= = + +∫ ∫  

Suy ra một nguyên hàm là ( ) ln(| 1|) ln(2) ln(2 | 1|)F x x x= + + = +  

Câu 54.   Cho hàm số ( )f x  có 2
2

f π  = 
 

 và ( ) sinf x x x′ = . 

Giả sử rằng ( )
22

0

cos . d ax f x x
b c

π

π
= −∫ (với , ,a b c  là các số nguyên dương, a

b
 tối giản). Khi đó a b c+ +  

bằng 
A. 23. B. 5 . C. 20 . D. 27 . 

Lời giải 
Chọn D 
Do ( ) sinf x x x′ =  nên ( ) ( )df x f x x′= ∫ sin d d cosx x x x x= = − =∫ ∫ cos cos dx x x x− + ∫  

cos sinx x x C= − + + . 

Theo giả thiết 2 1 2 1
2

f C Cπ  = ⇔ + = ⇒ = 
 

. 

Suy ra ( ) sin cos 1f x x x x= − + . 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2

0 0 0

cos . d cos sin cos 1 d sin cos cos cos dx f x x x x x x x x x x x x x

π π π

= − + = − +∫ ∫ ∫  

( )
2 2 2

0 0 0

1 1sin 2 d 1 cos 2 d cos d
2 2

x x x x x x x

π π π

= − + +∫ ∫ ∫  

2 2

0 0

1 1 1cos 2 sin d d sin 22 2
4 2 40 0

x x x x x x

π ππ π
= − + − −∫ ∫  

2 2 22

0

1 1 1 3 1 71 sin 2 sin 2 d cos 22 2 2
2 4 4 4 2 16 8 4 160 0 0

x x x x x x

ππ π π
π π

= + − − + = − − = −∫ . 

Vậy 7, 4, 16a b c= = = . Suy ra 27a b c+ + = . 

Câu 55.   Tính tích phân: I =     
30

0

1 2 ... 30x x x x dx    

A. I = 0. B. I = 6. C. I = 10. D. I = 30. 
Lời giải 

Chọn A 
Ta có ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )11 2 ... 14 16 ... 28 195 30− − − − − −− −x x x x x x x xx  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )30 1 29 2 28 ... 14 1 16 5= − − − − − − −              −x x x x x x xx x  

( )( )( ) ( )( )2 2 2 230 30 29 30 56 ... 224 1530= − − + − + − −+x x x x x x xx x  

Đặt 2 30= −u x x  ⇒ ( )d d52 1−= xu x  

Đổi cận: 0 0= ⇒ =x u ; 30 0= ⇒ =x u . Từ đó thu được I = 0. Đáp án#A. 



Tổng quát: f(x) = x(x – 1)(x – 2).(x – 2n) là hàm số đa thức bậc lẻ nên có thể đặt u = x2 – 2nx và thu 
được kết quả như trên. 

Lưu ý: Trong phiên bản gốc, ứng với n = 15 thì không thể bấm trực tiếp được trên máy tính cầm tay. 

Câu 56.   Biết ( )F x  là một họ nguyên hàm của 3( )
( 1)

xF x
x

=
+

 và 1(0)
2

F = . Khi đó (1) (2)F F+  bằng 

bao nhiêu? 

A. 13
8

. B. 9
4

. C. 1. D. 3
2

. 

Lời giải 
Đáp án: B 

Ta có: 3 3 2 3
1 1 1 1( ) d d d

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
x xF x x x x

x x x x
 + −

= = = − + + + + 
∫ ∫ ∫ 2

1 1
1 2( 1)

= − + +
+ +

C
x x

. 

1 1 1(0) 1
2 2 2

F C C= ⇔ − + = ⇔ = . 

Suy ra: 2
1 1 5 13 9( ) 1 (1) (2)

1 2( 1) 8 8 4
F x F F

x x
= − + + ⇒ + = + =

+ +
. 

Câu 57.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( ) exf x x′ = và ( )0 2f = . Tính ( )
2

0

df x x∫ . 

A. 2e 5+ . B. 8− . C. 2e 1+ . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( )( ) d .e dxf x f x x x x′= =∫ ∫ . 

Đặt u x=  và d e dxv x= , ta có d du x=  và exv = . 

Do đó ( )( ) d .e e d .e ex x x xf x f x x x x x C′= = − = − +∫ ∫ . 

Theo đề: ( )0 2 2 1 3f C C= ⇔ = − + ⇔ = . 

( ) .e e 3x xf x x⇒ = − + . 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

0 0
0 0 0 0

d .e e 3 d .e d e 3 d .e e e +3 8x x x x x x xf x x x x x x x x x= − + = + − + = − + − =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Câu 58.   Cho hàm số  thỏa mãn  và . Tính . 

A. . B.  C. . D. . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt . Khi đó . 

Suy ra  

Vậy . 

( )f x ( ) ( )
1

0

1 d 10x f x x′+ =∫ ( ) ( )2 1 0 2f f− = ( )
1

0

df x x∫
1I = 8I = − 12I = − 8I =

( ) ( )
1 d d

d d
u x u x

v f x x v f x
= + =  ⇒ ′= =  

( ) ( ) ( )
1

1

0
0

1 dI x f x f x x= + − ∫

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

10 2 1 0 d d 10 2 8f f f x x f x x= − − ⇒ = − + = −∫ ∫

( )
1

0

d 8f x x = −∫



Câu 59.   Cho hàm số ( )f x  biết ( ) 10
3

=f  và ( )
2

2

2'
1 1

=
+ − +

xf x
x x

. Khi đó ( )
1

0

d∫ f x x thuộc khoảng 

nào trong các khoảng sau? 
A. ( )1;0− . B. ( )0;1 . C. ( )2;3 . D. ( )2; 1− − . 

Lời giải 
Chọn B. 
Ta có 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2 2

2 22

2 1 12 1 1 1
1 11 1

+ + +
= = = + + + = + + +

+ − ++ − +
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

x x xxf x dx dx x x x dx x x dx x x dx
x xx x

 

= ( )
2 3 321

1
2 3 3

x x
x C+ + + +  

Do ( ) 10
3

=f  nên 
1 1

0
3 3

C C+ = ⇔ = . Suy ra ( )
2 3 321

( ) 1
2 3 3

x x
f x x= + + +  

Khi đó ( )
1

0

d 0,77∫ f x x . 

Câu 60.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( ) exf x x′ = và ( )0 2f = . Tính ( )
2

0

df x x∫ . 

A. 2e 5+ . B. 8− . C. 2e 1+ . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có ( )( ) d .e dxf x f x x x x′= =∫ ∫ . 

Đặt u x=  và d e dxv x= , ta có d du x=  và exv = . 
Do đó ( )( ) d .e e d .e ex x x xf x f x x x x x C′= = − = − +∫ ∫ . 

Theo đề: ( )0 2 2 1 3f C C= ⇔ = − + ⇔ = . 

( ) .e e 3x xf x x⇒ = − + . 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

0 0
0 0 0 0

d .e e 3 d .e d e 3 d .e e e +3 8x x x x x x xf x x x x x x x x x= − + = + − + = − + − =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Câu 61.   Cho hàm số ( )f x  có ( ) 24 sin 2sin cos−′ =f x x x x x  và ( )0 1=f . Biết 

( ) 2

2

ln 1
π
π π= + +∫

f x adx c
x b

, với , ,a b c  là các số nguyên dương và a
b

 là phân số tối giản. 

Tính . .=P a b c  
A. 48=P . B. 24=P . C. 12=P . D. 8=P . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( )24 sin 2sin cos= ∫ = ∫ −′f x f x dx x x x x dx  

24 sin sin 2= ∫ − ∫x xdx xdx  

( ) 12 1 cos 2 cos 2
2

= ∫ − + +x x dx x C  

12 2 cos 2 cos 2
2

= ∫ − ∫ + +xdx x xdx x C  



Đặt 
2cos 2 sin 2
= = 

⇒ = = 

u x du dx
dv xdx v x

 

Suy ra 1
12 cos 2 sin 2 sin 2 sin 2 cos 2
2

∫ = − ∫ = + +x xdx x x xdx x x x C . 

Do đó ( ) 2 2
1 2

1 1sin 2 cos 2 cos 2 sin 2
2 2

= − − + + + = − +f x x x x x x C C x x x C . 

Vì ( ) 20 1 1= ⇒ =C  ( ) 2 sin 2 1⇒ = − +f x x x x . 

Khi đó, ta có 

( ) 2

2 2
2

1 1sin 2 cos 2 ln
2 2

π
π π
π π

π

  = − + = + +  
   

∫ ∫
f x xdx x x dx x x

x x
 

2 2
21 1 3ln ln ln 2 1

2 2 8 2 2 8
π π ππ π
   

= + + − − + = + +   
   

. 

Suy ra 3, 8, 2= = =a b c . Vậy . . 48= =P a b c . 

Câu 62.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm ( )f x′  liên tục trên   và đồ thị của ( )f x′  trên đoạn [ ]2;6−  như 

hình bên dưới. Khẳng định nào dưới đây đúng? 

 
A. ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 6f f f f− < − < < . B. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 6f f f f< − < − < . 

C. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 6f f f f− < < − < . D. ( ) ( ) ( ) ( )6 2 2 1f f f f< < − < − . 

Lời giải 
Chọn B 
Dựa vào đồ thị của hàm ( )f x′  trên đoạn [ ]2;6−  ta suy ra bảng biến thiên của hàm số ( )f x  trên đoạn 

[ ]2;6−  như sau: 

 

Dựa vào bảng biến thiên ta có 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 1

2 1

2 6

f f

f f

f f

− < −


< −
 <

 nên A, D sai. 



 
Chỉ cần so sánh ( )2f −  và ( )2f  nữa là xong. 

Gọi 1S , 2S  là diện tích hình phẳng được tô đậm như trên hình vẽ. 
Ta có: 

( )
1

1
2

dS f x x
−

−

′= ∫ ( )
1

2

f x dx
−

−

′= ∫ ( ) ( )1 2f f= − − − . 

( )
2

2
1

dS f x x
−

′= ∫ ( )
2

1

df x x
−

′= −∫ ( ) ( )1 2f f= − − . 

Dựa vào đồ thị ta thấy 1 2S S<  nên ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f f f f− − − < − − ( ) ( )2 2f f⇔ − > . 

Câu 63.   Tìm hai số thực ,A B sao cho ( ) sinπ= +f x A x B , biết rằng '(1) 2f =  và
2

0

( ) 4f x dx =∫ . 

A. 
2
2

A

B
π

= −



= −

. B. 
2

2
A

B
π

=



= −

. C. 
2

2
A

B
π

= −



=

. D. 
2

2

A

B
π

 = −

 =

. 

Lời giải 
( ) sin '( ) cos

2'(1) 2 cos 2

π π

π π
π

= + ⇒ =

= ⇒ = ⇒ = −

f x A x B f x A x

f A A
 

2 2

0 0

( ) 4 ( sin ) 4 cos 2 2 cos 0 4 2A Af x dx A x B dx B Bπ π
π π

= ⇒ + = ⇒ − + + = ⇒ =∫ ∫  

Chọn D 

Câu 64.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên  , thỏa mãn ( ) 2020 ( ) xf x f x e− + = . Tính 
1

1

( ) xI f x d
−

= ∫ . 

A. 
2 1

2021e
eI −

= . B. 
2 1

2020e
eI −

= . C. 0I = . D. 
2 1
e

eI −
= . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt xt x d dt= − ⇒ = − . Khi đó 
1 1

1 1

( ) ( )I f t dt f x dx
− −

= − = −∫ ∫  

Suy ra 
1 1 2

1 1

12020 ( ( ) 2020 ( )) x x .x eI I f x f x d e d
e− −

−
+ = − + = =∫ ∫  

Do đó 
2 21 12021

2021
e eI I

e e
− −

= ⇒ = . 

y

x
S2

S1

(C): y = f(x)3

1

6212 O



Câu 65.   Cho hàm số ( )f x  có ( ) 230
4

f =  và ( )
4

3

2( 2) 2
( 2)
xf x
x
+ +′ =
+

. Khi đó ( )
2

1

f x dx∫  bằng. 

A. 57
4

. B. 23
6

. C. 49
4

. D. 55
4

 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( )
4

3

2( 2) 2
( 2)
xf x
x
+ +′ =
+

 

( )
4

3 3

2( 2) 2 2( ) (2( 2) )
( 2) ( 2)
xI f x f x dx dx x dx
x x
+ +′⇒ = = = = + +
+ +∫ ∫ ∫  

Đặt 2t x dt dx= + ⇒ =  
2

3 2

2 1(2 )I t dx t C
t t

⇒ = + = − +∫  

2
2

1( ) ( 2)
( 2)

f x x C
x

⇒ = + − +
+

 

Mà ( ) 2
2

23 1 230 (0 2) 2
4 (0 2) 4

f C C= ⇒ + − + = ⇒ =
+

 

2
2

1( ) ( 2) 2
( 2)

f x x
x

⇒ = + − +
+

 

( )
22 2 3

2
2

1 1 1

1 ( 2) 1 57( 2) 2 2
( 2) 3 2 4

xf x dx x dx x
x x

  +
⇒ = + − + = + + = + + 
∫ ∫  

Câu 66.   Biết ( )F x  nguyên hàm của hàm số sin 2 cos( )
1 sin

x xf x
x

+
=

+
 và (0) 2F = . Tính 

2
F π 
 
 

 

A. 2 2 8
2 3

F π −  = 
 

. B. 2 2 8
2 3

F π +  = 
 

. C. 4 2 8
2 3

F π −  = 
 

. D. 4 2 8
2 3

F π +  = 
 

 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có: 

( )
2 2

0 0

sin 2 cos( ) 0
21 sin

x xf x dx dx F F
x

π π

π+  = = − +  ∫ ∫  

Đặt 1 sin 2 cost x tdt xdx= + ⇒ =  

2 2 2

0 0 0

sin 2 cos 2sin 1( ) cos
1 sin 1 sin

x x xf x dx dx xdx
x x

π π π

+ +
= =

+ +∫ ∫ ∫  

( )
22 22 3

2

1 1 1

2( 1) 1 2 2 2 22 2 2 -1 2
3 3

t ttdt t dt t
t

 − + +
= = = − = 

 
∫ ∫  

( )2 2 2 2 2 2 8 2 20 2
2 3 3 3

F Fπ + + +  = + = + = 
 

. 

Câu 67.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )2 16f = , ( )
2

0

d 4f x x =∫ . Tính tích phân 

( )
1

0

. 2 dI x f x x′= ∫ . 



A. 13I = . B. 12I = . C. 20I = . D. 7I = . 
Lời giải 

Chọn D 

Đặt 
( ) ( )

d d
1d 2 d 2
2

u xu x
v f x x v f x

== ⇒ ′= = 

. 

Khi đó, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1 1. 2 2 d 2 2 d 8 2 d
2 2 2 2 2

I x f x f x x f f x x f x x= − = − = −∫ ∫ ∫ . 

Đặt 2 d 2dt x t x= ⇒ = . 
Với 0 0x t= ⇒ = ; 1 2x t= ⇒ = . 

Suy ra ( )
2

0

18 d 8 1 7
4

I f t t= − = − =∫ . 

Câu 68.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục với mọi 0x ≠ thỏa mãn ( ) 12 3 , 0f x f x x
x

 + = ≠ 
 

. Tính 

( )2

1
2

f x
I dx

x
= ∫ . 

A. 
3
2

I = . B. 
9
2

I = . C. 
1
2

I = . D. 
4
3

I = . 

Lời giải 
Chọn A 

( ) ( )12 3 , 0 1f x f x x
x

 + = ≠ 
 

. 

Nên ( ) ( )1 32 , 0 2f f x x
x x

  + = ≠ 
 

. 

( ) ( ) ( ) 1 31 , 2 3 3f x f x
x x

  ⇒ + = +    
 

( ) ( )1 1 3f x f x
x x

 ⇒ + = + 
 

. 

( ) ( ) ( ) 22 , 3 f x x
x

⇒ = − + . 

( )2 2

2
1 1
2 2

2
2 2 31 1 2

2

f x
I dx dx x

x xx
   ⇒ = = − + = − − =     

∫ ∫  

Câu 69.   Cho hàm số ( )f x , biết ( )1 1f = , ( ) 2' , 0
3 1 3 1

xf x x
x x

= >
+ − +

. Khi đó ( )
5

1

df x x∫  bằng? 

A. 
184

9
. B. 

916
81

. C. 
440
27

. D. 
128

9
. 

Lời giải 
Chọn B 
Biến đổi 



( ) ( )
( )2 3 1 12 2 3 1 1 2 1 2 2 1' . 1 .

3 3 3 33 1(3 1 1) 3 1 3 1 3 13 1 3 1 1

2 2 2( ) 3 1
3 3 3

x xx xf x
x x x x xx x

f x x x C

+ + + +  = = = = + = + + + − + + ++ + −  

⇒ = + + +

 

( ) 51 1
9

f C= ⇒ = − . 

Khi đó ( )
5

1

916
81

f x dx =∫ . 

Câu 70.   Tính tích phân ( )
5

1

f x dx∫ , biết ( ) 1 1 1' ,
22 3 1 3 2 1

f x x
x x

= − >
+ −

 và ( )1 1f = . 

A. 262 .
27

 B. 106
81

. C. 118 .
27

 D. 106
27

. 

Lời giải 
Đáp án: D 
Ta có 

1 1 1 1 1 1( ) d d d 3 1 2 1
3 32 3 1 3 2 1 2 3 1 3 2 1

f x x x x x x C
x x x x

 = − = − = + − − + + − + − ∫ ∫ ∫
 

Mà 2 1 2(1) 1 1
3 3 3

f C C= ⇒ − + = ⇒ = . Do vậy 1 1 2( ) 3 1 2 1
3 3 3

f x x x= + − − +  

Vậy ( )
5 5

1 1

1 1 2 106d 3 1 2 1 d
3 3 3 27

f x x x x x = + − − + = 
 ∫ ∫ . 

Câu 71.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục và nhận giá trị dương trên ( )0;+∞ với 
1 ;
3

x  ∈ − +∞ 
 

 thỏa mãn 

( )1 1f = , ( ) ( ) 3 1f x f x x′= + . Tính ( )5

8
3

d
3 1
f x

x
x +∫  

A. ( )
1

4 23I e e e= − . B. 
2 2
3 3 1I e e
 

= − 
 

. 

C. 
2 1

2 3 3I e e e
 

= − 
 

. D. ( )
2

23I e e e= − . 

Lời giải 
Chọn B. 
Ta biến đổi: ( ) ( ) 3 1f x f x x′= + . 

( )
( )

1
3 1

f x
f x x
′

⇒ =
+

. Ta lấy nguyên hàm hai vế: ( )
( )

1d d
3 1

f x
x x

f x x
′

=
+∫ ∫ . 

( )
( )

d 1 d
3 1

f x
x

f x x
  ⇒ =

+∫ ∫  ( ) 2ln 3 1
3

f x x C⇔ = + +  

( )
2 3 1
3

x C
f x e

+ +
⇒ = , ta lại có ( )1 1f =  

4
3 41

3
C

e C
+

⇔ = ⇒ = − . 

( )
2 43 1
3 3

x
f x e

+ −
⇒ = . 



Từ đó tính ( )
2 43 15 5 3 3

8 8
3 3

d d
3 1 3 1

x
f x eI x x

x x

+ −

= =
+ +∫ ∫ . 

Đặt 
2 4 13 1 d d
3 3 3 1

t x t x
x

= + − ⇒ =
+

, 

 
4

4 2 2 23
3 3 3 3

2
3

4
3d 1
2
3

t tI e t e e e e e
 

⇒ = = = − = − 
 

∫ . 

Câu 72.   Cho hàm số ( )y f x=  xác định và liên tục trên  , thỏa ( )5 4 3 2 1f x x x+ + = +  với mọi x∈ . 

Tích phân ( )
8

2

df x x
−
∫  bằng 

A. 10 . B. 2 . C. 32
3

. D. 72 . 

Lời giải 

Đặt 5 4 3x t t= + +  ( )4d 5 4 dx t t⇒ = + . 

Với 2 1x t= − ⇒ = − ; 8 1x t= ⇒ = . 

Vậy ( ) ( )( )
8 1

5 4

2 1

d 4 3 5 4 df x x f t t t t
− −

= + + +∫ ∫ ( )( ) ( )
1 1

4 5 4

1 1

2 1 5 4 d 10 5 8 4 dt t t t t t t
− −

= + + = + + +∫ ∫  

6
5 2 15 32 24 4 10

13 3 3
t t t t

 
= + + + = − =  − 

. 

Câu 73.   Cho hàm số ( )f x . Biết ( )0 4f = và ( ) 22sin 3,f x x′ = + ∀∈ , khi đó ( )
4

0

f x dx

π

∫  bằng 

A. 
2 2 .
8

π −  B. 
2 8 8 .

8
π π+ −  C. 

2 8 2 .
8

π π+ −  D. 
2 4 2 .

8
π π+ −  

Lời giải: 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )2 1' 2sin 3 4 2 4 sin 2
2

f x f x dx x dx cos x dx x x C= = + = − = − +∫ ∫ ∫ . 

Mặt khác, ta có: ( ) 10 4 4.0 sin 0 4 4
2

f C C= ⇔ − + = ⇔ =  

( )

( )
24 4

0 0

14 sin 2 4.
2

1 8 24 sin 2 4 .
2 8

f x x x

f x dx x x dx

π π

π π

⇒ = − +

+ − ⇒ = − + = 
 ∫ ∫

 

Chọn C. 



Câu 74.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết ( )
ln 2

0

e d 4xf x =∫  và ( ) ( )2

1

2
d 10

x f x
x

x
−

=∫ . Tính 

( )
2

1

dI f x x= ∫ . 

A. 2I = . B. 18I = . C. 14I = . D. 6I = . 
Lời giải 

Chọn B 

Đặt 
1e d e d dx xt t x x dt
t

= ⇒ = ⇒ = . 

Đổi cận 0 1; ln 2 2x t x t= ⇒ = = ⇒ = . 

Do đó ( ) ( ) ( )ln 2 2 2

0 1 1

e d 4 4 4x f t f x
f x dt dx

t x
= ⇔ = ⇒ =∫ ∫ ∫ . 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1

2
d 2 d

x f x f x
x f x x

x x
−  

= − 
 

∫ ∫ ( ) ( )
2 2

1 1

10 d 2.4 d 18f x x f x x⇔ = − ⇒ =∫ ∫ . 

Câu 75.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )3 21f = , ( )
3

0

d 9f x x =∫ . Tính tích 

phân ( )
1

0

. 3 dI x f x x′= ∫ . 

A. 15I = . B. 12I = . C. 9I = . D. 6I = . 
Lời giải 

Chọn D 

Đặt 
d d

1d (3 )d (3 )
3

u xu x
v f x x v f x

== ⇒ ′= = 

. 

Suy ra 
1 3

0 0

11 1 1 1. (3 ) (3 )d (3) ( )d 6
03 3 3 9

I x f x f x x f f x x= − = − =∫ ∫ . 

Vậy 6I = . 

Câu 76.   Cho hàm số  xác định trên  thỏa mãn , ( )1 2ln 2f − = , ( )3 3ln 2f = . 

Tính (0). (5)
5

f fS = . 

A. 5ln 2S = . B. 25ln 2S S= = . C. . D. ln 2S = . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có . 

Lại có ( )1 2ln 2f − = ( ) 2ln 1 ( 1) 2 ln 2C⇒ − − + = 2 ln 2C⇒ = . 

( )3 3ln 3f = ( ) 1ln 3 1 3ln 2C⇔ − + = 1 2ln 2C⇒ = . 

Do đó (0). (5) ln 2
5

f fS = = . 

( )f x { }\ 1 ( ) 1
1

f x
x

′ =
−

2ln 2S =

( ) 1 d
1

f x x
x

=
−∫ ln 1x C= − +

( )
( )

1

2

ln 1   khi  1

ln 1   khi  1

x C x

x C x

 − + >= 
− + <



Câu 77.   Cho 
( ) ( )

2 2

1 0

3, 5 2 3f x dx f x dx= + =∫ ∫
. Khi đó ( )

12

1

f x dx∫  bằng 

A. 18. B. 12. C. 6. D. 10. 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 5 2 5t x dt dx= + ⇒ =  ( Với 0 2; 2 12x t x t= ⇒ = = ⇒ = ). 

( ) ( ) ( )
2 12 12

0 2 2

15 2 15
5

f x dx f t dt f t dt⇒ + = ⇒ =∫ ∫ ∫ . 

Vậy ta có ( ) ( ) ( )
12 2 12

1 1 2

3 15 18f x dx f x dx f x dx= + = + =∫ ∫ ∫ . 

Câu 78.   Cho ( )F x  là nguyên hàm của hàm số ( ) 1 2 , 1
1

f x x x
x

= + ∀ > −
+

, biết ( )0 0F = . Giá trị ( )1F  

bằng 
A. 3 ln 2+ . B. ln 2 . C. 2 ln 2+ . D. 1 ln 2+ . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có: ( ) 21 2 ln 1
1

F x x dx x x C
x

 = + = + + + + ∫  

Do 1x∀ > −  nên ( ) ( ) 2ln 1F x x x C= + + +  

Ta lại có: ( ) ( ) 20 ln 0 1 0 0 0F C C= + + + = ⇔ =  

Vậy ( ) ( ) ( ) ( )2 2ln 1 1 ln 1 1 1 ln 2 1F x x x F= + + ⇒ = + + = + . 

Câu 79.   Biết ( )
3

2

0

ln 16 d ln 5 ln 2
2
cx x x a b+ = + +∫  trong đó , ,a b c  là các số nguyên. Tính giá trị của biểu 

thức T a b c= + +  
A. T 2= − . B. T 16= . C. T 2= . D. T 16= − . 

Lời giải 
Chọn D 

( ) ( )
33 3 32 3

2 2
2 2

0 0 00

9 16ln 16 d .ln 16 d ln 25 d
2 16 2 16
x x xx x x x x x x

x x
 + = + − = − − + + ∫ ∫ ∫  

( )
32

2

0

9 99.ln 5 8ln 16 9.ln 5 8.ln 25 8.ln16 25.ln 5 32.ln 2
2 2 2
x x

 
= − − + = − + − = − − 

 
. 

Suy ra 25,  32,  9.a b c= = − = −  
Vậy T 16a b c= + + = − . 

Câu 80.   Biết ( )F x  nguyên hàm của hàm số 
sin 2 cos( )

1 sin
x xf x

x
+

=
+

 và (0) 2F = . Tính 
2

F π 
 
 

 

A. 2 2 8
2 3

F π −  = 
 

 B. 2 2 8
2 3

F π +  = 
 

 C. 4 2 8
2 3

F π −  = 
 

 D. 4 2 8
2 3

F π +  = 
 

 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 



( )
2 2

0 0

sin 2 cos( ) 0
21 sin

x xf x dx dx F F
x

π π

π+  = = − +  ∫ ∫  

Đặt 1 sin 2 cost x tdt xdx= + ⇒ =  

2 2 2

0 0 0

sin 2 cos 2sin 1( ) cos
1 sin 1 sin

x x xf x dx dx xdx
x x

π π π

+ +
= =

+ +∫ ∫ ∫  

( )
22 22 3

2

1 1 1

2( 1) 1 2 2 2 22 2 2 -1 2
3 3

t ttdt t dt t
t

 − + +
= = = − = 

 
∫ ∫  

( )2 2 2 2 2 2 8 2 20 2
2 3 3 3

F Fπ + + +  = + = + = 
 

. 

Câu 81.   Biết ( )F x  nguyên hàm của hàm số 
sin 2 cos( )

1 sin
x xf x

x
+

=
+

 và (0) 2F = . Tính 
2

F π 
 
 

 

A. 2 2 8
2 3

F π −  = 
 

 B. 2 2 8
2 3

F π +  = 
 

 C. 4 2 8
2 3

F π −  = 
 

 D. 4 2 8
2 3

F π +  = 
 

 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 

( )
2 2

0 0

sin 2 cos( ) 0
21 sin

x xf x dx dx F F
x

π π

π+  = = − +  ∫ ∫  

Đặt 1 sin 2 cost x tdt xdx= + ⇒ =  

2 2 2

0 0 0

sin 2 cos 2sin 1( ) cos
1 sin 1 sin

x x xf x dx dx xdx
x x

π π π

+ +
= =

+ +∫ ∫ ∫  

( )
22 22 3

2

1 1 1

2( 1) 1 2 2 2 22 2 2 -1 2
3 3

t ttdt t dt t
t

 − + +
= = = − = 

 
∫ ∫  

( )2 2 2 2 2 2 8 2 20 2
2 3 3 3

F Fπ + + +  = + = + = 
 

. 

Câu 82.   Cho hàm số ( )f x  có ( )
( )

, 0
1 1

1f x x
x x x x

′ = ∀ >
+ − +

 và ( )1 2 2f = . Khi đó ( )
2

1

df x x∫  

bằng 

A. 144 3
3

− . B. 104 3
3

+ . C. 104 3
3

− . D. 
4 2 104 3

3 3
+ − . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có ( ) ( )
( ) ( )

d dd
1 1 1. 1

x xf x f x x
x x x x x x x x

′= = =
+ − + + + −∫ ∫ ∫  

( )1 d d d
1. 1

x x x x x
x x x x

+ +
= = +

+ +∫ ∫ ∫ 2 1 2x x C= + + + . 

Mà ( )1 2 2f =  nên ( )2 2 1 2 2C f x x x= − ⇒ = + + − . 



Vậy ( ) ( )
22 2 3 3

2 2

1 1 1

4 4 10d 2 1 2 2 d ( 1) 2 4 3
3 3 3

f x x x x x x x x
 

= + + − = + + − = − 
 

∫ ∫ . 

Câu 83.   Cho hàm số ( )f x có 28(3)
3

f =  và ( )2( ) , 2;
2

xf x x
x

′ = ∀ ∈ +∞
−

. Khi đó 
6

3

( )f x dx∫  bằng? 

A. 809
15

. B. 808
15

. C. 807
15

. D. 808
17

 

Lời giải 
Chọn B 
Đặt 2t 2 2 2x t x tdt dx= − ⇒ = − ⇒ =  

Khi đó 
( ) ( ) ( )

2 3
2 2

2 2 4 4.2 4 8 8 6
3 3

t tI tdt t dt t C t t C
t

+
= = + = + + = + +∫ ∫  

( )4 2 4 .
3

x x C= − + +  

 Thay 3x =  vào ( )f x ⇔
28 28 28f (3) C C 0
3 3 3

= ⇔ + = ⇔ =  

( )4( ) 2 4 .
3

f x x x→ = − +  

 ( )
6 6

3 3

4 808( ) 2 4
3 15

 = − + = 
 ∫ ∫f x dx x x dx . 

Câu 84.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục và thỏa mãn ( ) 12 3f x f x
x

 + = 
 

 với 1 ;2
2

x  ∈   
. Tính 

( )2

1
2

d
f x

x
x∫ . 

A. 3
2

. B. 9
2

. C. 9
2

− . D. 3
2

− . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có ( ) ( )1 1 32 3 2f x f x f f x
x x x

   + = ⇒ + =   
   

 từ đó ta có hệ phương trình: 

( )

( )
( )

12 3 2
1 64 2

f x f x
x f x x

xf x f
x x

  + =    ⇒ = −   + =   

 ( )
2

2 1
f x

x x
⇒ = − . 

Do đó ( )2 2

2
1 1
2 2

2 3d 1 d
2

f x
I x x

x x
 = = − = 
 ∫ ∫  

Cách khác: 

Tính ( )2

1
2

d
f x

I x
x

= ∫ , đặt 1t
x

= 2

1 1d dx x t
t t

⇒ = ⇒ = − ; 12
2

x t= ⇒ = , 1 2
2

x t= ⇒ = . 

Suy ra 
2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1
1 1 d d d

f f
t xI f t t x

t t t x

   
        = = = 

 ∫ ∫ ∫ . 



Theo giả thiết ( ) ( )
12

12 3 3
ff x xf x f x

x x x

 
    + = ⇒ + = 

 
. 

Vậy ( ) ( )2 2

1 1
2 2

2 9 33 d 3d
2 2

f x f x
I x x I

x x
= + = = ⇒ =∫ ∫ . 

Câu 85.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( ) ( ) ( )' 1 e ,  0 0xf x x f= + = . 

Khi đó 
ln3

ln 2

( )d ln 3 ln 2 cf x x a b= + +∫ . Tính a b c+ +  

A. 2.a b c+ + =  B. 3.a b c+ + =  C. 1.a b c+ + =  D. 0.a b c+ + =  
Lời giải 

Chọn D 
Theo đề: ( ) ( )' 1 exf x x= + . Nguyên hàm 2 vế ta được 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' d 1 e d 1 e e

1 e e e

x x x

x x x

f x x x x f x x dx

f x x C x C

= + ⇔ = + −

⇒ = + − + = +
∫ ∫ ∫  

Mà ( ) ( )0 0 0 0.e 0 0 exf C C f x x= ⇒ + = ⇔ = ⇒ = . 
ln3 ln3 ln3

ln3 ln3

ln 2 ln 2
ln 2 ln 2 ln 2

( )d e d e d 3ln 3 2ln 2 3ln 3 2ln 2 1x x x xf x x x x x e x e⇒ = = − = − − = − −∫ ∫ ∫ . 

Suy ra 3; 2; 1 0a b c a b c= = − = − ⇒ + + = . 

Câu 86.   Cho ( )
5

1

d 4f x x
−

=∫ . Tính ( )
2

1

2 1 dI f x x
−

= +∫ . 

A. 2I = . B. 5
2

I = . C. 4I = . D. 3
2

I = . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 2 1t x= + 2ddt x⇒ = 1d d
2

x t⇒ = . 

Với 1 1x t= − ⇒ = − , với 2 5x t= ⇒ = . 

Khi đó ta có ( )
2

1

2 1 dI f x x
−

= +∫ ( )
5

1

1. d
2

I f t t
−

⇒ = ∫ ( )
5

1

1 d
2

f t t
−

= ∫ ( )
5

1

1 d
2

f x x
−

= ∫
1 .4 2
2

= = . 

Câu 87.   Cho hàm số ( )f x có 28(3)
3

f =  và ( )2( ) , 2;
2

xf x x
x

′ = ∀ ∈ +∞
−

. Khi đó 
6

3

( )f x dx∫  bằng? 

A. 808
15

. B. 809
15

. C. 807
15

. D. 808
17

 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 2t 2 2 2x t x tdt dx= − ⇒ = − ⇒ =  

Khi đó 
2

2 32( 2) 4 4( ) ( ) 2 (4 8) 8 ( 4) 2
3 3

tf x f x dx tdt t dt t t C x x C
t
+′= = ⋅ = + = + + = + − +∫ ∫ ∫  



Vì 28(3) 0
3

f C= ⇒ =  4( ) ( 4) 2
3

f x x x⇒ = + −  

Vậy ( )
6 3

3 8

4 808( ) ( 2 4 .)
3 15

f x dx x x dx= − + =∫ ∫  

Câu 88.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( ) ( )' 1 xf x x e= +  và ( ) ( ) xf x dx ax b e C= + +∫ , với , ,a b C  là 

các hằng số. Khi đó 
A. 2a b+ = . B. 3a b+ = . C. 0a b+ = . D. 1a b+ = . 

Lời giải: 
Chọn C 

Ta có: ( ) ( ) ( )' 1 .x xf x x e f x x e= + ⇒ = . Khi đó đặt I xe dx= ∫  

Đặt 
x x

u x du dx
dv e dx v e
= = 

⇒ 
= = 

 x x xI xe e dx xe e⇒ = − = −∫  ( )1 xx e C= − + . 

Do đó 1, 1a b= = −  0a b⇒ + = . 

Câu 89.   Cho các số thực a ,b  khác không. Xét hàm số ( )
( )3 e

1
xaf x bx

x
= +

+
 với mọi x  khác 1− . Biết 

( )0 22f ′ = −  và ( )
1

0

d 5f x x =∫ . Tính a b+ ? 

A. 19 . B. 7 . C. 8 . D. 10 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( )
( )4

3 e e
1

x xaf x b bx
x
−′ = + +
+

 nên ( )0 3 22f a b′ = − + = −  ( )1 . 

Xét ( )
1

0

5 df x x= ∫  
( )

1

3
0

e d
1

xa bx x
x

 
= + 

+  
∫  ( ) ( ) ( )

1 1
3

0 0

1 d 1 d exa x x b x−= + + +∫ ∫  

( )

1
11

02 0
0

| e e d
2 1

x xa b x x
x

 
= − + − 

+  
∫  

1

0

1 1 e e
2 4

xa b   = − − + −     
3
8
a b= +  ( )2 . 

Từ ( )1  và ( )2  ta có 
3 22

3 5
8

a b
a b

− + = −



+ =

 
8
2

a
b
=

⇔  =
 10a b⇒ + = . 

Câu 90.   Giả sử hàm số ( )f x liên tục, dương trên  ; thỏa mãn ( )0 1f =  và ( )
( ) 2 1

f x x
f x x

′
=

+
. Khi đó, 

hiệu ( ) ( )2 2 2 1T f f= −  thuộc khoảng 

A. ( )2;3 . B. ( )7;9 . C. ( )0;1 . D. ( )9;12 . 

Lời giải 
Chọn C. 

Ta có ( )
( )

( )( )
( )

( )2

2 2

11
21 1

d xd f xf x xdx dx
f x f xx x

+′
= ⇔ =

+ +∫ ∫ ∫ ∫  

Vậy ( )( ) ( )21ln ln 1
2

f x x C= + + , mà ( )0 1 0f C= ⇔ = . Do đó ( ) 2 1f x x= +  



Nên ( ) ( ) ( )2 2 3;2 1 2 2 3 2 2 0;1f f T= = ⇒ = − ∈  

Câu 91.   Cho ( )
2

1

d 2f x x =∫ . Tính 
( )4

1

d
f x

I x
x

= ∫  bằng 

A. 1I = . B. 2I = . C. 4I = . D. 1
2

I = . 

Lời giải 
Chọn C 

Đặt 1d d
2

t x t x
x

= ⇒ = ; đổi cận: 1 1x t= ⇒ = , 4 2x t= ⇒ =  

( )
( ) ( )

4 2 2

1 1 1

d 2d 2 d 2.2 4
f x

I x f t t f t t
x

= = = = =∫ ∫ ∫ . 

Câu 92.   Biết 
4

3

ln 2 ln 5
( 1)( 2)

dx a b c
x x

= + +
+ −∫ , với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Tính 3S a b c= − + . 

A. 3S =  B. 2S =  C. 2S = −  D. 0S =  
Lời giải 

Chọn B 

Áp dụng công thức giải nhanh: x 1 ln
( )( )

d ax bI
ax b cx d ad bc cx d

ββ

α α

+
= =

+ + − +∫ . 

Ta có: 
44

3 3

x 1 1 1 5 1ln ln (ln 5 3ln 2)
( 1)( 2) 3 2 3 8 3

d x
x x x

+
= = − = − −

+ − − −∫
 

1ln 2 ln 5 ln 2 ln 5
3

a b c= − = + + . 

Suy ra 11; ; 0 3 1 1 2
3

a b c a b c= = − = ⇒ − + = + = . 

Câu 93.   Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( )
1

0

1 d 10x f x x′+ =∫  và ( ) ( )2 1 0 2f f− = . Tính ( )
1

0

df x x∫ . 

A. 12I = −  B. 8I =  C. 1I =  D. 8I = −  
Lời giải 

Chọn D 

Đặt 
( ) ( )
1 d d

d d
u x u x

v f x x v f x
= + =  ⇒ ′= =  

. 

Khi đó ( ) ( ) ( )
1

1

0
0

1 dI x f x f x x= + − ∫  

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

10 2 1 0 d d 10 2 8f f f x x f x x= − − ⇒ = − + = −∫ ∫  

Vậy ( )
1

0

d 8f x x = −∫ . 

Câu 94.   Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( )ln 3 3f =  và ( )
2e ,

e 1 e 1

x

x x
f x x′ = ∀ ∈

+ − +
 . Khi đó 

ln3

0

e ( )dx f x x∫  bằng 



A. 
10 8 2

3
− −

. B. 
20 8 2

3
−

. C. 
20 8 2

3
+

. D. 
10 8 2

3
−

. 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có ( ) ( )
( )

( ) ( )

2
2

2

e e 1 1ed d d
e 1 e 1 1 1

x x x
x

x x x x

e
f x f x x x x

e e

+ + +
′= = =

+ − + + − +
∫ ∫ ∫  

( )
( )

2
x

x

e e 1 1 ed e d e 2 e 1
e 1 e +1

x x x

x x x
x x

e
x x C

e

+ + +  
= = + = + + + 

+  
∫ ∫ . 

Do ( ) ( )ln 3 3 4 e 2 e 1 4x xf C f x= ⇒ = − ⇒ = + + − . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
ln3ln3 ln3 3

2 2 2

0 0 0

1 4 20 8 2e d e 2 e 1 4e d e e 1 4e
2 3 3

x x x x x x x xf x x e x
  −

= + + − = + + − = 
 

∫ ∫ . 

Câu 95.   Cho hàm số ( )f x  có ( )0 3f =  và 
2 2

1( )
1 1

f x
x x x

′ =
+ − +

. Khi đó ( )
1

0

dxf x x∫  bằng: 

A. 2 4 2
3

− . B. 2 4 2
3

+ . C. 3 2 2
3

− . D. 3 2 2
3

+ . 

Lời giải 

Chọn D 

Xét 
( )

2

2 2 2 22 2

1 1 1( ) 1
1 1 1 11 1

x x xf x
x x x x xx x x

+ +
′ = = = = +

+ − + + ++ + −
. 

( )
2

2d d 11
1

x
x

f x x x x x C
 
+′ 

+
=


+


= + +∫ ∫ . 

Suy ra ( ) 2 1f x x x C= + + +  

Mà ( )0 3 3 1 2f C C= ⇒ = + ⇔ = . Do đó ( ) 2 1 2f x x x= + + + . 

( ) ( ) ( ) ( )
1 11 1 3 312 2 2 2

0
00 0 0

1 1 1 3 2 2d 2 1 d 1 1 2 2 1
3 3 3 3 3
xxf x x x x x x x x x +

= + + + = + + + = + + − =∫ ∫ . 
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Câu 1.   Giá trị của  để hàm số nghịch biến trên  là: 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn D 

Điều kiện để hàm số nghịch biến trên  là . 

. 

Câu 2.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số 
 1 2 2m x m

y
x m

  



 nghịch biến 

trên khoảng  1;  . 

A. 1m ≥ . B. 1 2m≤ < . 
C. 1 2m− < < . D. ( ) ( );1 2;−∞ ∪ +∞ . 

Lời giải 
Đáp án B 
Điều kiện  1 1 1x m m m       

 
 

2
2

2

2
' 0 2 0 1 2 2

m m
y m m m

x m

 
         


 

(1),(2) 1 2m⇒ ≤ <  

Câu 3.   Số các giá trị tham số m  để hàm số 
2 1x my

x m
− −

=
−

 có giá trị lớn nhất trên [ ]0;4  bằng 6−  là 

A. 2 . B. 1 . C. 3 . D. 0 . 
Lời giải. 

Chọn B 
Tập xác định { }\D m=  .  

Có 
( )

2

2
1 0m my

x m
− +′ = >
−

, x D∀ ∈  (do 
2

2 1 31 0
2 4

m m m − + = − + > 
 

, m∀ ∈ ). 

Do đó hàm số đồng biến trên các khoảng ( );m−∞  và ( );m + ∞ . 

Suy ra 
[ ]

( ) ( )
0;4

4max f x f=  

Để hàm số đã cho có giá trị lớn nhất trên [ ]0;4  bằng 6−  thì 

[ ]
( )

0;4

4 6

m

f

∉


= −
 

[ ]
2

0;4

3 6
4

m

m
m

∉
⇔  −

= − −

 
[ ]

2

0;4

6 27 0

m

m m

∉⇔ 
+ − =

 
[ ]0;4

3
9

m

m
m

∉
⇔ =
 = −

 9m⇔ = − . 

Vậy có một giá trị của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 4.   Cho hàm số   3 4mx mf x
x m

  



 ( m  là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên m  để 

hàm số nghịch biến trên khoảng  2; ? 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 
Lời giải 

m 4mx
y

x m
+

=
+

( ; 1)−∞

2 2m− ≤ ≤ 2 2m− < < 2 1m− ≤ ≤ 2 1m− < ≤ −

( ),1−∞ 0, ( ;1)y x′ < ∀ ∈ −∞

22

2

2 24 04 0, 1 2 1
1( ) 1
mmm x m

mx m m
− < < − < −

< ∀ < ⇔ ⇔ ⇒ − < ≤ −  ≤ −+ − ≥ 



Chọn C 
Tập xác định:  \D m  . 

Ta có:  
 

2

2
3 4m mf x

x m
  


. 

Hàm số   3 4mx mf x
x m

  



 nghịch biến trên  2;  khi và chỉ khi: 

 
 

20 1 43 4 0
1 2.

222;

f x mm m
m

mmm

                       
 

Do m  nhận giá trị nguyên nên  0;1;2 .m  

Vậy có 3  giá trị nguyên của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 5.   Gọi S  là tập các giá trị nguyên dương của m  để hàm số 2 1 14
1
xy

m x
− −

=
− −

 đồng biến trên 

khoảng ( )15; 3− − . Số phần tử của tập S  là 

A. 4 . B. 3 . C. 6 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn D 

Đặt 1t x= − , ( ) ( )15; 3 2;4x t∈ − − ⇒ ∈  và 2 14
t

ty
m t
−

=
−

. 

Ta có
( )2
2 14 1.

2 1x t x
my y t

xm t
− − ′ ′ ′= =  −−  

. 

Hàm số đồng biến trên khoảng ( )15; 3− −  

⇔
( )2
2 14 1 0,

2 1x
my

xm t
− − ′ = > −−  

( ) ( )15; 3 , 2;4x t∀ ∈ − − ∀ ∈  

( )
( )2

2 14 0, 2;4m t
m t
−

⇔ < ∀ ∈
−

( )
2 14 0

, 2;4
0

m
t

m t
− <

⇔ ∀ ∈ − ≠ ( )
7 4 7
2;4 2

m m
m m
< ≤ <⇔ ⇔ ∉ ≤ 

. 

{ }
*

4 7
2 1;2;4;5;6
m

m m

m

 ≤ <
 ≤ ⇒ =
 ∈ 

. 

Vậy có 5  giá trị nguyên dương của m  thỏa mãn. 

Câu 6.   Cho hàm số (4 ) 6 3
6
m xy

x m
− − +

=
− +

. Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  trong khoảng ( 10;10)−  

sao cho hàm số đồng biến trên khoảng ( 8;5)− ? 
A. 14 . B. 13 . C. 12 . D. 15 . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3
6 .

m t
t x f t f x f t t x

t m
− +

′ ′ ′= − ⇒ = ⇒ =
+

. 



Với ( 8;5)x∈ − , ta có ( ) 1 0, ( 8;5)
2 6

t x x
x

−′ = < ∀ ∈ −
−

 và ( 8;5)x∈ − (1; 14)t⇒ ∈ . Từ đó ta suy ra 

hàm số (4 ) 6 3
6
m xy

x m
− − +

=
− +

đồng biến trên khoảng ( 8;5)−  khi hàm số ( ) ( )4 3m t
f t

t m
− +

=
+

 nghịch biến 

trên khoảng (1; 14) . 

( )f t nghịch biến trên khoảng (1; 14) ⇔

2

2

4 3 0
1 [ 1;1) (3; )

4 3 0 14

14

m m
m m

m m m

m

− + − <

− ≤ ∈ − ∪ +∞

⇔ − + − < ≤ −  − ≥

 

Do ( 10;10)m∈ −  nên { 9; 8; 7; 6; 5; 4; 1;0;4;5;6;7;8;9}m∈ − − − − − − − . 

Như vậy có 14  số m nguyên trong khoảng ( 10;10)−  sao cho hàm số đồng biến trên khoảng ( 8;5)− . 

Câu 7.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để hàm số 1mxy
x m

+
=

+
 đồng biến trên khoảng (2; )+∞  

A. 2 1m− ≤ < −  hoặc 1m > . B. 1m ≤ −  hoặc 1m > . 
C. 1 1m− < < . D. 1m < −  hoặc 1m ≥ . 

Lời giải 
Chọn A 
TXĐ: \{ }D m= −  

2

2
1

( )
my
x m

′ −
=

+
 

Hàm số 1mxy
x m

+
=

+
 đồng biến trên khoảng (2; )+∞

( )

2 1 0
2;

m
m

 − >

− ∉ +∞

 

( )+∞∈∀>⇔ ;2,0' xy
2 ( ; 1) (1; ) ( ; 1) (1; )1 0

2 22
m mm

m mm
∈ −∞ − ∪ +∞ ∈ −∞ − ∪ +∞ − >  

⇔ ⇔ ⇔  − ≤ ≥ −− ≤  
[ 2; 1) (1; )m⇔ ∈ − − ∪ +∞ . 

Câu 8.   Tồn tại bao nhiêu số nguyên m  để hàm số 2xy
x m
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ − . 

A. 3 . B. 4 . C. 2 . D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 2xy
x m
−

=
− ( )2

2my
x m
− +′⇒ =
−

. 

Để hàm số đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ −
2 0
1

m
m
− + >

⇔  > −

2
1

m
m
<

⇔  > −
. 

Vậy có 2 giá trị nguyên của m  để hàm số 2xy
x m
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ − . 

Câu 9.   Tồn tại bao nhiêu số nguyên m  để hàm số 2xy
x m
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ − . 

A. 3 . B. 4 . C. 2 . D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn C 



Ta có: 2xy
x m
−

=
− ( )2

2my
x m
− +′⇒ =
−

. 

Để hàm số đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ −
2 0
1

m
m
− + >

⇔  > −

2
1

m
m
<

⇔  > −
. 

Vậy có 2 giá trị nguyên của m  để hàm số 2xy
x m
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ − . 

Câu 10.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số  sao cho hàm số  

nghịch biến trên một đoạn có độ dài là 3? 
A. . B. . C. . D. . 

Lời giải: 
Chọn A 
+) Tập xác định:  
+) 2' 2y x mx m= − +  
+) Ta không xét trường hợp  vì 1 0a = >  
+) Hàm số nghịch biến trên một đoạn có độ dài là 3 ' 0y⇔ =  có 2 nghiệm 1 2,x x  thỏa 

( )

2

1 2 2 22
1 2

0 8 0 8 0
3 1 9

8 99 4 9

m m m hay m
x x m hay m

m mx x S P

∆ > ⇔ − > > < − = ⇔ ⇔ ⇔ = − = 
− =− = ⇔ − = 

 

Câu 11.   Có bao nhiêu giá trị nguyên âm của tham số m  để hàm số ( )4 23 9 2 15 3
4 2

y x x m x m−
= + − + − +  

nghịch biến trên khoảng ( )0;+∞ ? 

A. 2.  B. 3.  C. 4.  D. 5.  
Lời giải 

Chọn C 
Yêu cầu bài toán ( )33 9 2 15 0 0;y x x m x′⇔ = − + − − ≤ ∀ ∈ +∞  và dấu bằng xảy ra tại hữu hạn điểm 

thuộc ( )0;+∞ ( )33 9 15 2 0;x x m x⇔ − + ≥ − ∀ ∈ +∞ . 

Xét hàm số: 3( ) 3 9 15g x x x= − +  trên ( )0;+∞ . 

Ta có: 2( ) 9 9g x x′ = −  

( ) 0g x′ =  1
1 ( )

x
x l

=
⇒  = −

. 

Bảng biến thiên: 

 

Từ BBT ta có: 92 9
2

m m− ≤ ⇔ ≥ −  

Vậy { 4; 3; 2; 1}m∈ − − − − . 



Câu 12.   Cho hàm số 3
1

xy
x
+

=
+

 có đồ thị ( )C  và đường thẳng : 2d y x m= +  ( m  là tham số). Biết rằng 

với mọi giá trị của m  đường thẳng d  luôn cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt M  và N . Tìm các giá trị thực 

của tham số m  để độ dài MN  nhỏ nhất. 
A. không tồn tại m  để độ dài MN  nhỏ nhất. B. 3m = − . 
C. 2m = . D. 3m = . 

Lời giải 
Chọn D 
Hoành độ giao điểm của đồ thị ( )C  và đường thẳng d  thỏa mãn: 

( ) ( )
( )

22 1 3 0 13 2
1 1 *

x m x mx x m
x m

 + + + − =+ = + ⇔ + ≠ −
 

Theo giả thiết với mọi giá trị của m  đường thẳng d  luôn cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt M  và N . 

Gọi ( ) ( )1 1 2 2; , ;M x y N x y  lần lượt là tọa độ của hai điểm M  và N . Khi đó 1 2,x x  là nghiệm của phương 

trình ( )1 . 

Theo Vi-et ta có: 
1 2

1 2

1
2

3
2

mx x

mx x

+ + = −
 − =


 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 1 2 1 25 5 4MN MN x x y y x x x x x x = = − + − = − = + − 



 

( ) ( )
2 21 35 2 3 5 6

4 4 2
m m mMN m

 +  
= − − = − +   

    
 

2 3min 6 min
4 2

m mMN
 

⇔ − + 
 

 khi 

3
2 312.

4

m

 − − 
 = = . 

Câu 13.   Hỏi có bao nhiêu số nguyên m  để hàm số ( ) ( )2 3 21 1 4y m x m x x= − + − − +  nghịch biến trên 

khoảng ( );−∞ +∞ . 

A. 2  B. 1 C. 0  D. 3  
Lời giải 

Chọn A 
TH1: 1m = . Ta có: 4y x= − +  là phương trình của một đường thẳng có hệ số góc âm nên hàm số luôn 

nghịch biến trên  . Do đó nhận 1m = . 
TH2: 1m = − . Ta có: 22 4y x x= − − +  là phương trình của một đường Parabol nên hàm số không thể 

nghịch biến trên  . Do đó loại 1m = − . 
TH3: 1m ≠ ± . Khi đó hàm số nghịch biến trên khoảng ( );−∞ +∞ 0y x′⇔ ≤ ∀ ∈ , dấu “=” chỉ xảy ra 

ở hữu hạn điểm trên  . 
( ) ( )2 23 1 2 1 1 0m x m x⇔ − + − − ≤ , x∀ ∈  

( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2

1 11 0 1 00 1 110 211 4 2 01 3 1 0
2

mm ma
m

mm mm m

− < < − <  − <<   ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ − ≤ <   ′∆ ≤ − ≤ ≤− + ≤− + − ≤   

. Vì 

m∈  nên 0m = . 



Vậy có 2  giá trị m  nguyên cần tìm là 0m   hoặc 1m  . 

Câu 14.   Cho hàm số 2
2

mx
y

x m





 (m  là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để hàm số 

đã cho đồng biến trên khoảng (1; )?  
A. 0 . B. 1 . C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn B 
Tập xác định { }\ 2D m=  . 

( )

2

2
2 2

2
my

x m
− +

=
−

 

Hàm số đồng biến trên ( )1;+∞  khi và chỉ khi 

( )
0,

2 1;
y x D
m
′ > ∀ ∈

 ∉ +∞

22 2 0
2 1

m
m

− + >
⇔ 

≤

1 1
111 2

2

m
m

m

− < <
⇔ ⇔ − < ≤

≤

 

Mà m∈  nên { }0m∈ . 

Câu 15.   Cho hàm số   3 4mx mf x
x m

  



 ( m  là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên m  để 

hàm số nghịch biến trên khoảng  2; ? 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn C 
Tập xác định:  \D m  . 

Ta có:  
 

2

2
3 4m mf x

x m
  


. 

Hàm số   3 4mx mf x
x m

  



 nghịch biến trên  2;  khi và chỉ khi: 

 
 

20 1 43 4 0
1 2.

222;

f x mm m
m

mmm

                       
 

Do m  nhận giá trị nguyên nên  0;1;2 .m  

Vậy có 3  giá trị nguyên của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 16.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 6
5

xy
x m
+

=
+

 nghịch biến trên khoảng 

( )10;+∞ ? 
A. 3. B. Vô số. C. 4. D. 5. 

Lời giải 
Chọn C 
TXĐ { }\ 5D m= − . 

Ta có 
( )2

5 6
5

my
x m

−′ =
+

. Để hàm số nghịch biến trên khoảng ( )10;+∞  thì 
( )

0
5 10;

y
m
′ <

− ∉ +∞
 

65 6 0
5

5 10 2

m m
m m

− < < ⇔ ⇔ − ≤  ≥ −

. Do m∈ { }2; 1;  0;  1m⇒ ∈ − − . 



Câu 17.   Gọi S  là tập hợp các giá trị nguyên dương của m  để hàm số 
( ) ( )3 23 2 1 12 5 2y x m x m x= − + + + +  đồng biến trên khoảng ( )2;+∞ . Số phần tử của S  bằng 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 0 . 
Lời giải 

Chọn D 
Tập xác định D =  . 

( )23 6 2 1 12 5y x m x m′ = − + + + . 

Hàm số đồng biến trong khoảng ( )2;+∞  khi 0y′ ≥ , ( )2;x∀ ∈ +∞  ( )23 6 2 1 12 5 0x m x m⇔ − + + + ≥ , 

( )2;x∀ ∈ +∞ . 

( )23 6 2 1 12 5 0x m x m− + + + ≥  
( )

23 6 5 , (2; )
12 1
x xm x

x
− +

⇔ ≤ ∀ ∈ +∞
−

 

Xét hàm số ( ) ( )
23 6 5

12 1
x xg x

x
− +

=
−

với ( )2;x∈ +∞ . 

( )
( )

2

2
3 6 1 0
12 1
x xg x

x
− +′ = >
−

 với ( )2;x∀ ∈ +∞  ⇒  hàm số ( )g x  đồng biến trên khoảng ( )2;+∞ . 

Do đó ( )m g x≤ , ( )2;x∀ ∈ +∞  ( )2m g⇒ ≤  5
12

m⇔ ≤ . 

Câu 18.   Cho hàm số ( )y f x= . Biết hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. Hàm số 

( )23y f x= −  đồng biến trên khoảng 

 
A. ( )2;3 . B. ( )2; 1− − . C. ( )1;0− . D. ( )0;1 . 

Lời giải 
Chọn C 
Cách 1: Hàm số ( )23y f x= −  đồng biến khi 0y′ > ( )22 3 0xf x′⇔ − − > ( )22 3 0xf x′⇔ − < . 

TH1: ( )2

0

3 0

x

f x

<
 ′ − >

2

2

0

3 2
6 3 1

x

x
x

<
⇔ − >
 − < − < −

2

2

0
1

0
4 9

x
x

x
x

<


<⇔  <
 < <

1 0
3 2

x
x

− < <
⇔ − < < −

 

TH2: ( )2

0

3 0

x

f x

>
 ′ − <

2

2

0

3 6
1 3 2

x

x
x

>
⇔ − < −
 − < − <

2

2

0
9

0
1 4

x
x

x
x

>


>⇔  >
 < <

3
1 2
x

x
>

⇔  < <
. 

So sánh với đáp án Chọn C. 



Câu 19.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số ( )1 2 12m x m
y

x m
+ + +

=
+

 nghịch biến trên 

khoảng ( )1;+∞ ? 

A. 6 . B. 5 . C. 8 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn B 

Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;+∞  
( )

2

2
12 0m my

x m
− −′⇔ = <
+

 với ( )1;x∀ ∈ +∞  

( )
2 12 0

, 1;
0

m m
x

x m
 − − <

⇔ ∀ ∈ +∞
+ ≠

 ( )
3 4

, 1;
m

x
m x
− < <

⇔ ∀ ∈ +∞ ≠ −
 ( )

3 4
; 1

m
m
− < <⇔  ∉ −∞ −

 1 4m⇔ − ≤ < . 

{ }
1 4

1;0;1;2;3
m

m
m
− ≤ <

⇒ = − ∈ 

. 

Câu 20.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm trên   là ( ) ( )( )1 3f x x x′ = − + . Có bao nhiêu giá trị nguyên của 

tham số m  thuộc đoạn [ ]10;20−  để hàm số ( )2 3y f x x m= + −  đồng biến trên khoảng ( )0;2 ? 

A. 18 . B. 17 . C. 16 . D. 20 . 
Lời giải 

Chọn A 

Bảng biến thiên 

 

Ta có: ( ) ( )22 3 3y x f x x m′ ′= + + − . 

Vì ( )2 3 0, x 0;2x + > ∀ ∈ . Do đó, để hàm số ( )2 3y f x x m= + −  đồng biến trên khoảng ( )0;2  

thì ( ) ( )2 3 0, 0;2f x x m x′ + − ≥ ∀ ∈  (*). 

Đặt 2 3t x x m= + − . Vì ( ) ( )0;2 ;10x t m m∈ ⇒ ∈ − − . 

(*) trở thành: ( ) ( )0, ;10f t t m m′ ≥ ∀ ∈ − − . 

Dựa vào bảng xét dấu của ( )f x′  ta có: 
13 20

10 3 13
10 1

1 1

m
m m

m
m m

m

 ≤ ≤
− ≤ − ≥  ⇔ ⇒ − ≤ ≤ − ≤ − ≤ −   ∈ 

 

{ 10; 9;..; 1;3;4;..;20}m⇒ ∈ − − − . 

Câu 21.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số 3 22 2y x mx x= − +  đồng biến trên khoảng 

( )2;0− . 

A. 2 3m ≥ − . B. 
13
2

m ≥ . C. 2 3m ≤ − . D. 
13
2

m ≥ − . 

Lời giải 
Chọn A 



Ta có 2' 6 2 2y x mx= − + . Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng ( )2;0− ( )' 0, 2;0y x⇔ ≥ ∀ ∈ −  

( )
( )

( )2

2;0

13 1, 2;0 3 x f(x), 2;0mx x x m x m ma x
x −

⇔ ≤ + ∀ − ⇔ ≥ + ⇔ ≥ ∀ ∈ − . 

Xét ( ) ( )13 , 2;0f x x x
x

= + ∀ ∈ − . Ta có: ( ) 2

1 ( )
1 3' 3 0

1
3

x L
f x

x x

 =
= − = ⇔
 = −

. 

Lại có 
0

lim ( )
x

f x
−→

= −∞ ;
2

13lim ( )
2x

f x
+→−

−
=  và 1 2 3

3
f  − = − 
 

. 

Bảng biến thiên: 

 
Dựa vào bảng biên thiên suy ra: 

( )2;0
x f(x) 2 3ma

−
= − 2 3m⇒ ≥ − . 

Câu 22.   Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm số 2
3

xy
x m
+

=
+

đồng biến trên ( ; 6)−∞ − . 

A. 1. B. 0 . C. 3 . D. 2 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
( )2

3 2'
3

my
x m

−
=

+
. 

Hàm số đồng biến trên ( ; 6)−∞ −
23 2 0 2 23

3 6 32

m m
m

m m

− > > ⇔ ⇔ ⇔ < ≤ − ≥ −  ≤

. 

Vậy có 2 giá trị nguyên của m thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 23.   Cho hình chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh đều bằng a . Gọi E  là trung điểm cạnh SC . Tính 
cosin 

của góc giữa hai mặt phẳng ( )SBD  và ( )EBD . 

A. 
1
3

. B. 1
2

. C. 5
3

− . D. 1
2

. 

Lời giải 
Chọn B 
Gọi O  là trung điểm cạnh BD . Theo tính chất hình chóp 

đều SO BD⊥ . 
Mặt bên là các tam giác đều cạnh a  nên 

3
2

aDE BE= = , 22 2BD AB a= = . 

Nên tam giác EBD  cân tại E , EO BD⊥ . 

S

BA

E



Vậy góc giữa hai mặt phẳng ( )SBD  và ( )EBD  là góc SOE  

2 2 2
2

aSO SB OB= − = , 2 2

2
aOE BE BO= − = . 



2 2 2 2 1cos
2 . 2 2

SO OE SESOE
SO OE
+ −

= = =  

Câu 24.   Cho hàm số ( ) ( )3 2 , , ,f x ax bx cx d a b c d= + + + ∈  có đồ thị như hình vẽ bên. 

 

Đồ thị hàm số ( )y f x=  cắt đường thẳng 1
2

y =  tại bao nhiêu điểm? 

A. 2 . B. 6 . C. 5 . D. 3 . 
Lời giải 

Đáp án B 

Đồ thị hàm số ( )y f x=  là đường màu đỏ. Đường thẳng 1
2

y =  cắt đồ thị hàm số tại 6 điểm phân biệt. 

Câu 25.   Gọi S  là tập các giá trị nguyên dương của m  để hàm số 
2 1 14

1
xy

m x
− −

=
− −

 đồng biến trên 

khoảng ( )15; 3− − . Số phần tử của tập S  là 

A. 4 . B. 3 . C. 6 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn D 

Đặt 1t x= − , ( ) ( )15; 3 2;4x t∈ − − ⇒ ∈  và 2 14
t

ty
m t
−

=
−

. 

Ta có
( )2
2 14 1.

2 1x t x
my y t

xm t
− − ′ ′ ′= =  −−  

. 

Hàm số đồng biến trên khoảng ( )15; 3− −  

⇔  
( )2
2 14 1 0,

2 1x
my

xm t
− − ′ = > −−  

( ) ( )15; 3 , 2;4x t∀ ∈ − − ∀ ∈  

( )
( )2

2 14 0, 2;4m t
m t
−

⇔ < ∀ ∈
−

 ( )
2 14 0

, 2;4
0

m
t

m t
− <

⇔ ∀ ∈ − ≠
 

( )
7 4 7
2;4 2

m m
m m
< ≤ <⇔ ⇔ ∉ ≤ 

. 

{ }
*

4 7
2 1;2;4;5;6
m

m m

m

 ≤ <
 ≤ ⇒ =
 ∈ 

. 

Vậy có 5  giá trị nguyên dương của m  thỏa mãn. 



Câu 26.   Cho hàm số  y f x  có đạo hàm      2 21 9f x x x x mx      với mọi .x   Có bao nhiêu số 

nguyên dương m  để hàm số    3g x f x   đồng biến trên khoảng  3; ? 
A. 5.  B. 6.

 
C. 7.  D. 8.  

Lời giải 
Chọn B 
Từ giả thiết suy ra         2 23 3 2 3 3 9 .f x x x x m x           

 

Ta có    3 .g x f x    
Để hàm số  g x  đồng biến trên khoảng  3;  khi và chỉ khi    0,  3;g x x      

   

        

 
 

2 2

2

3 0,  3;

3 2 3 3 9 0,  3;

3 9
,  3;

3

f x x

x x x m x x

x
m x

x

     

             

 
    



 

 
 

3;
minm h x


   với  

 23 9
.

3
x

h x
x
 




 

Ta có  
 

   
23 9 9 93 2 3 . 6.
3 3 3

x
h x x x

x x x
 

      
  

 

Vậy suy ra  6 1;2;3;4;5;6 .mm m
    Chọn B. 

Câu 27.   Có bao nhiêu giá trị nguyên âm của tham số m  để hàm số ( )4 23 9 2 15 3
4 2

y x x m x m= − + − + − +  

nghịch biến trên khoảng ( )0;+∞ ? 

A. 2.  B. 3.  C. 4.  D. 5.  
Lời giải 

Chọn C 
Yêu cầu bài toán ( )33 9 2 15 0 0;y x x m x′⇔ = − + − − ≤ ∀ ∈ +∞  và dấu bằng xảy ra tại hữu hạn điểm 

thuộc ( )0;+∞ ( )33 9 15 2 0;x x m x⇔ − + ≥ − ∀ ∈ +∞ . 

Xét hàm số: 3( ) 3 9 15g x x x= − +  trên ( )0;+∞ . 

Ta có: 2( ) 9 9g x x′ = −  

( ) 0g x′ =  1
1 ( )

x
x l

=
⇒  = −

. 

Bảng biến thiên: 

 

Từ BBT ta có: 92 9
2

m m− ≤ ⇔ ≥ −  

Vậy { 4; 3; 2; 1}m∈ − − − − . 

Câu 28.   Tìm tập hợp S  tất cả các giá trị của tham số thực m  để hàm số 

( ) ( )3 2 21 1 2 3
3

y x m x m m x= − + + + −  nghịch biến trên khoảng ( )1;1− . 

A. [ ]1;0S = − . B. S =∅ . C. { }1S = − . D. [ ]0;1S = . 



Lời giải 

Chọn C 
Ta có ( ) ( )2 22 1 2y x m x m m′ = − + + +  

Xét 0y′ =  ( ) ( )2 22 1 2 0x m x m m⇔ − + + + =  
2

x m
x m
=

⇔  = +
m∀  

Hàm số luôn nghịch biến trong khoảng ( ); 2m m +  m∀  

Để hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;1−  thì ( ) ( )1;1 ; 2m m− ⊂ + . 

Nghĩa là: 1 1 2m m≤ − < ≤ +  
1

1 1
1 2

m

m

≤ −
⇔ − <
 ≤ +

 1m⇔ = − . 

Câu 29.   Tìm tập các giá trị của m  để hàm số ln
ln 4
x my

m x
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( )e;+∞ . 

A. ( ) ( ); 2 2;−∞ − ∪ +∞ . B. ( ) [ ); 2 4;−∞ − ∪ +∞ . 

C. ( ); 2−∞ − . D. [ )2;+∞ . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt lnt x= , ( ) ( )e; 1;x t∈ +∞ ⇒ ∈ +∞  và 
4t

t my
mt
−

=
−

. 

Ta có 
( )

2

2
4 1.

4x t x
my y t

xmt
− +  ′ ′ ′= =  

 −
. 

Hàm số đồng biến trên khoảng ( )e;+∞  ⇔  
( )

2

2
4 1 0,

4x
my

xmt
− +  ′ = > 

 −
( ) ( )e; , 1;x t∀ ∈ +∞ ∀ ∈ +∞ . 

( )
( )

2

2
4 0, 1;

4
m t

mt
− +

⇔ > ∀ ∈ +∞
−

 ( )
24 0

, 1;4
m

t
m

t

− + >
⇔ ∀ ∈ +∞

≠

 
( )

2
42

2
0;4

m
mm
m

m

 >
≥ < −⇔ ⇔  < − ∉

. 

Câu 30.   Tìm số giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 
18

2
mxy

x m
+

=
+

 nghịch biến trên khoảng ( )2;5− . 

A. 2 . B. 1. C. 11. D. 10 . 
Lời giải 

Chọn A 

Tập xác định: \
2
mD − =  

 
 . 

Ta có 
( )

2

2
18 36

2 2
mx my y

x m x m
+ −′= ⇒ =
+ +

. 

YCBT
( )

2 36 0

2;5
2

m
m

 − <
⇔ −

∉ −

6 6

5
2

2
2

m
m

m

− < <

 − ≥⇔ 

 − ≤ −

6 6
10

4

m
m
m

− < <
⇔ ≤ −
 ≥

4 6m⇔ ≤ < . 

Vậy có hai giá trị nguyên của tham số m  thỏa mãn. 



Câu 31.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có bảng xét dấu đạo hàm như sau 

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số ( ) ( )g x f x m= +  đồng biến trên khoảng ( )0 ;2 . 

A. 3. B. 4. C. 2. D. 1. 
Lời giải 

Chọn A 
Từ giả thiết suy ra hàm số ( )y f x=  đồng biến trên các khoảng ( )1;1− , ( )1;3  và liên tục tại 1x = nên 

đồng biến trên ( )1;3− . 

Ta có ( ) ( )g x f x m′ ′= +  và ( ) ( )0;2 ; 2x x m m m∈ ⇔ + ∈ + . 

( )g x  đồng biến trên khoảng ( )0 ;2  ( ) ( )
1

;2 1;3 1 1
2 3
m

m m m
m
≥ −

⇔ + ⊂ − ⇔ ⇔ − ≤ ≤ + ≤
. 

Vì m∈  nên m  có 3 giá trị là 1; 0; 1m m m= − = = . 

Câu 32.   Để đồ thị hàm số 4 22 1y x mx m= − + −  có ba điểm cực trị nhận gốc tọa độ O  làm trực tâm thì 
giá trị của tham số m  bằng 

A. 1 B. 1
2

 C. 1
3

 D. 2  

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( )3 24 4 4y x mx x x m′ = − = − . 

Khi 0m >  đồ thị hàm số có ba điểm cực trị ( )0; 1A m − , ( )2; 1B m m m− − + − , ( )2; 1C m m m− + − . 

( )2;AB m m= − −


, ( )2; 1OC m m m= − + −


. 

Vì hàm số đã cho là hàm trùng phương nên hiển nhiên AO BC⊥ . Để O  là trực tâm ABC∆  thì 
CO AB⊥  . 0AB OC⇔ =

 

( )2 2 2 1 0m m m m⇔ − − − + − = ( )2 2 0m m m⇔ − − + = 0m⇔ = (loại) hoặc 1m =  

(nhận). 

Câu 33.   Cho hàm số ( ) 16mxf x
x m
+

=
+

 (m là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm số 

đã cho nghịch biến trên khoảng ( ); 1−∞ − ? 

A. 4 . B. 5 . C. 3 . D. 2  
Lời giải 

Chọn B 

( ) ( )
( )

2

2
16 16' ,mx mf x f x x m

x m x m
+ −

= ⇒ = ∀ ≠ −
+ +

 

Yêu cầu của đề bài: 
2 16 0

4 1
1

m
m

m
 − <

⇔ − < ≤
− ≥ −

, mà m là số nguyên 

Nên: 3; 2; 1;0;1m = − − −  

Câu 34.   Cho hàm số ( ) 16mxf x
x m
+

=
+

 (m là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm số 

đã cho nghịch biến trên khoảng ( ); 1−∞ − ? 



A. 4 . B. 5 . C. 3 . D. 2  
Lời giải 

Chọn B 

( ) ( )
( )

2

2
16 16' ,mx mf x f x x m

x m x m
+ −

= ⇒ = ∀ ≠ −
+ +

 

Yêu cầu của đề bài: 
2 16 0

4 1
1

m
m

m
 − <

⇔ − < ≤
− ≥ −

, mà m là số nguyên 

Nên: 3; 2; 1;0;1m = − − −  

Câu 35.   Tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số ( )1 2y mx m x= + + −  nghịch biến trên 

[ )2;D = +∞ là 

A. 1m ≤ − . B. 0m ≥ . C. 1m < − . D. 2 1m− ≤ ≤ . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có: ( ) 11 2
2 2

my mx m x y m
x
+′= + + − ⇒ = +
−

, y′  xác định trên khoảng ( )2;+∞ . 

Nhận xét: khi x  nhận giá trị trên ( )2;+∞  thì 1
2 2x −

 nhận mọi giá trị trên ( )0;+∞ . 

Yêu cầu bài toán ( ) ( ) ( )0, 2; 1 0, 0;y x m t m t′⇔ ≤ ∀ ∈ +∞ ⇔ + + ≤ ∀ ∈ +∞  (đặt 1
2 2

t
x

=
−

). 

( )
1 0

1
1 0 0

m
m

m m
+ ≤⇔ ⇔ ≤ − + + ⋅ ≤

. 

Câu 36.   Có bao nhiêu giá trị nguyên không âm của tham số m  để hàm số 4 22 3 1y x mx m= − − +  đồng 

biến trên khoảng ( )1;2 . 

A. 1.  B. 3.  C. 2.  D. 4.  
Lời giải 

Chọn C 
Tập xác định: D =  . 
Ta chỉ xét các giá trị của 0m ≥ . 
Trường hợp 0m =  hàm số trở thành 4 1y x= +  đồng biến trên   suy ra đồng biến trên khoảng ( )1;2 . 

Hay 0m =  thỏa mãn yêu cầu của bài toán. 

Trường hợp 0m >  ta có: 3' 4 4y x mx= − . Khi đó 
0

' 0 .
x

y
x m

=
= ⇔ 

= ±
 

Bảng xét dấu của 'y : 

 
Vậy hàm số đồng biến trên ( )1;2 1 1m m⇔ ≤ ⇔ ≤ . 

Kết luận có 2  giá trị thỏa mãn bài toán: { }0,1m∈  nên chọnChọn C. 

Câu 37.   Tìm các giá trị của m  để hàm số 
2

3 2
x my

x m
−

=
− +

 đồng biến trên khoảng ( );1−∞ . 



A. ( ) ( );1 2;m∈ −∞ ∪ +∞ . B. ( );1m∈ −∞ . 

C. ( )1;2m∈ . D. ( )2;m∈ +∞ . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có: 
( )

2

2
3 2

3 2
m my
x m

− +′ =
− +

. 

Hàm số đông biến trên khoảng ( );1−∞  khi 
2 3 2 0

2
3 2 1
m m

m
m

 − + >
⇔ >

− >
. 

Câu 38.   Cho hàm số 2 3mx my
x m
− −

=
−

 với m  là tham số. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của 

m  để hàm số đồng biến trên các khoảng xác định. Tìm số phần tử của S . 
A. Vô số. B. 3 . C. 5 . D. 4  

Lời giải 
Chọn B 
Tập xác định: { }\D m=  . 

( )

2

2
2 3m my

x m
− + +′ =

−
 

Hàm số đồng biến trên khoảng xác định khi và chỉ khi 0,y x D′ > ∀ ∈  2 2 3 0m m⇔ − + + >  
1 3m⇔ − < <  

Mà { }0;1;2m m∈ ⇒ ∈  nên có 3 giá trị của m  nguyên. 

Câu 39.   Cho hàm số ( ) sin 4
sin

m xf x
x m

+
=

+
 ( m là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm 

số đã cho nghịch biến trên 0;
2
π 

 
 

? 

A. 2 . B. 3 . C. 4 . D. 1. 
Lời giải 

Chọn B 
Đk: sin x m≠ − . 

Ta có: ( ) ( )
( )

2

2

4 cos

sin

m x
f x

x m

−
′ =

+  

Vì 0;
2

x π ∈ 
 

 nên cos 0,0 sin 1x x> < < . 

Hàm số đã cho nghịch biến trên ( )0; 0, 0;
2 2

f x xπ π   ′⇔ < ∀ ∈   
   

 

( )
( )

2
2

2

4 04 cos 2 1
0, 0; 0

0 22sin
1

mm x m
x m

mx m
m

π
 − <

− − < ≤ − ⇔ < ∀ ∈ ⇔ ⇔− ≤   ≤ < +  − ≥

. 

Mà m nguyên nên { }1;0;1m∈ − . Vậy có 3  giá trị nguyên m thỏa mãn. 

Câu 40.   Cho hàm số ( ) sin 4
sin

m xf x
x m

+
=

+
 ( m là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm 

số đã cho nghịch biến trên 0;
2
π 

 
 

? 



A. 2 . B. 3 . C. 4 . D. 1. 
Lời giải 

Chọn B 
Đk: sin x m≠ − . 

Ta có: ( ) ( )
( )

2

2

4 cos

sin

m x
f x

x m

−
′ =

+  

Vì 0;
2

x π ∈ 
 

 nên cos 0,0 sin 1x x> < < . 

Hàm số đã cho nghịch biến trên ( )0; 0, 0;
2 2

f x xπ π   ′⇔ < ∀ ∈   
   

 

( )
( )

2
2

2

4 04 cos 2 1
0, 0; 0

0 22sin
1

mm x m
x m

mx m
m

π
 − <

− − < ≤ − ⇔ < ∀ ∈ ⇔ ⇔− ≤   ≤ < +  − ≥

. 

Mà m nguyên nên { }1;0;1m∈ − . Vậy có 3  giá trị nguyên m thỏa mãn. 

Câu 41.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 
( )1 2 12m x m

y
x m

+ + +
=

+
 nghịch biến trên 

khoảng ( )1;+∞ ? 

A. 6 . B. 5 . C. 8 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn B 

Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;+∞  
( )

2

2
12 0m my

x m
− −′⇔ = <
+

 với ( )1;x∀ ∈ +∞  

( )
2 12 0

, 1;
0

m m
x

x m
 − − <

⇔ ∀ ∈ +∞
+ ≠

 ( )
3 4

, 1;
m

x
m x
− < <

⇔ ∀ ∈ +∞ ≠ −
 ( )

3 4
; 1

m
m
− < <⇔  ∉ −∞ −

 1 4m⇔ − ≤ < . 

{ }
1 4

1;0;1;2;3
m

m
m
− ≤ <

⇒ = − ∈ 

. 

Câu 42.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số 
2

2 1

x

x

e my
me

−

−

+
=

+
 đồng biến trên khoảng 

( )ln 2;+∞ . 

A. 4 1m− ≤ ≤ − . B. 4 1m− ≤ < − . C. 1m > . D. 
1

4 1
m

m
>

− ≤ < −
. 

Lời giải 
Chọn D 

Đặt 2 1; x (ln 2; ) t (0; )
4

xt e−= ∈ +∞ => ∈  

Vì 
2 (ln 2; )xt e NB tren−= +∞  nên YCBT trở thành: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm 

số 
1

t my
mt
+

=
+

 nghịch biến trên khoảng 
10;
4

 
 
 

. 

Ta có 
2

2

1'
( 1)

my
mt
−

=
+  



=>

2

1
11

1 0 1 111 1 0 4 10(0; )
4

1 1 4 0
4

m
mm

m m m
mmmm

m
m

 >
  >< −  − < < − > <=> <=> <=>  − ≤  − ≤ < −>− ∉       − ≤ < − ≥

 

Câu 43.   Cho hàm số 8
( )

2
mx

f x
x m





 (m  là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để hàm 

số đã cho nghịch biến trên khoảng (1; )?  
A. 5 . B. 4 . C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn D 






2

2

2 8
'( )

( 2 )

m
f x

x m  

Hàm số nghịch biến trên khoảng 
        

22 8 0 1
(1; ) 2

2 1 2

m
m

m  

Câu 44.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm trên   là ( ) ( )( )1 3f x x x′ = − + . Có bao nhiêu giá trị nguyên 

của tham số m  thuộc đoạn [ ]10;20−  để hàm số ( )2 3y f x x m= + −  đồng biến trên khoảng ( )0;2 ? 

A. 18 . B. 17 . C. 16 . D. 20 . 
Lời giải 

Chọn A 

Bảng biến thiên 

 

Ta có: ( ) ( )22 3 3y x f x x m′ ′= + + − . 

Vì ( )2 3 0, x 0;2x + > ∀ ∈ . Do đó, để hàm số ( )2 3y f x x m= + −  đồng biến trên khoảng ( )0;2  

thì ( ) ( )2 3 0, 0;2f x x m x′ + − ≥ ∀ ∈  (*). 

Đặt 2 3t x x m= + − . Vì ( ) ( )0;2 ;10x t m m∈ ⇒ ∈ − − . 

(*) trở thành: ( ) ( )0, ;10f t t m m′ ≥ ∀ ∈ − − . 

Dựa vào bảng xét dấu của ( )f x′  ta có: 
13 20

10 3 13
10 1

1 1

m
m m

m
m m

m

 ≤ ≤
− ≤ − ≥  ⇔ ⇒ − ≤ ≤ − ≤ − ≤ −   ∈ 

 

{ 10; 9;..; 1;3;4;..;20}m⇒ ∈ − − − . 



Câu 45.   Cho hàm số 4mx my
x m
+

=
+

 với m  là tham số. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của m  

để hàm số nghịch biến trên các khoảng xác định. Tìm số phần tử của S . 
A. 4 . B. Vô số. C. 3 . D. 5  

Lời giải 
Chọn C 

{ }\D m= − ; 
( )

2

2
4m my

x m
−′ =
+

. 

Hàm số nghịch biến trên các khoảng xác định khi 0,y x D′ < ∀ ∈ 2 4 0m m⇔ − < 0 4m⇔ < < . 

Mà { }1;2;3m m∈ ⇒ ∈  nên có 3  giá trị m  nguyên. 

Câu 46.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để hàm số ( )3 sin cosy x m x x m= + + +  đồng biến trên  ? 

A. 3 . B. Vô số. C. 4 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có: ( )3 cos siny m x x′ = + − . 

Hàm số đồng biến trên   khi và chỉ khi 0,y x′ ≥ ∀ ∈  (1). 

Đặt cos sin , 2; 2t x x t  = − ∈ −  , thu được hàm ( ) 3 , 2; 2y t mt t  ′ = + ∈ −  . 

Khi đó điều kiện (1) trở thành: 

( )
( )
( )

2 0 3 2 0 3 30, 2; 2
2 23 2 02 0

y m
y t t m

my

 ′ − ≥  − ≥  ′ ≥ ∀ ∈ − ⇔ ⇔ ⇔ − ≤ ≤   + ≥′ ≥ 

. 

Các giá trị nguyên của m  nhận được là: 2, 1,0,1,2− − . 

Câu 47.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để hàm số ( )3 sin cosy x m x x m= + + +  đồng biến trên  ? 

A. 3 . B. Vô số. C. 4 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có: ( )3 cos siny m x x′ = + − . 

Hàm số đồng biến trên   khi và chỉ khi 0,y x′ ≥ ∀ ∈  (1). 

Đặt cos sin , 2; 2t x x t  = − ∈ −  , thu được hàm ( ) 3 , 2; 2y t mt t  ′ = + ∈ −  . 

Khi đó điều kiện (1) trở thành: 

( )
( )
( )

2 0 3 2 0 3 30, 2; 2
2 23 2 02 0

y m
y t t m

my

 ′ − ≥  − ≥  ′ ≥ ∀ ∈ − ⇔ ⇔ ⇔ − ≤ ≤   + ≥′ ≥ 

. 

Các giá trị nguyên của m  nhận được là: 2, 1,0,1,2− − . 

Câu 48.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 9mxy
x m
+

=
+

 nghịch biến trên khoảng 

( )1;+∞ ? 

A. 5 . B. 3 . C. 2 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn D 
Tập xác định: { }\D m= − . 



Ta có: 
( )

2

2
9my

x m
−′ =

+
. 

Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng ( )1;+∞
( )1;

0
m

y′⇔ − ∉ +∞

<



2 9 0
1

m
m

 − <
⇔ 

− ≤
. 

3 3
1 3

1
m

m
m
− < <

⇔ ⇔ − ≤ < ≥ −
. Vì { }1;0;1;2m m∈ ⇒ ∈ − . 

Câu 49.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm ( ) ( ) ( )2 2' 1 2 ,f x x x x= − −  với mọi .x R∈  Có bao nhiêu giá 

trị nguyên dương của tham số m để hàm số ( )2 8y f x x m= − +  có 5 điểm cực trị? 

A. 16.  B. 17.  C. 15.  D. 18.  
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
=

= − − + = ⇔
− + =

2
2

4
' 2 8 . ' 8 0

' 8 0   (*)

x
g x x f x x m

f x x m
 (I) 

Mà ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22' 1 2 1 2 ; .f x x x x x x x x R= − − = − − ∀ ∈  

Suy ra ( ) ( ) ( )( )
2

22 2 2 2

2

8 1 0  (1)

* 8 1 8 8 2 0 8 0       (2) .

8 2 0  (3)

x x m

x x m x x m x x m x x m

x x m

 − + − =

⇔ − + − − + − + − = ⇔ − + =

 − + − =

 

Qua các nghiệm của phương trình (1) (nếu có) thì ( )'g x  đều không đổi dấu. Do đó ta không xét 

phương trình (1). 
Để hàm số đã cho có 5 điểm cực trị khi và chỉ khi phương trình (2);(3) có 2 nghiệm phân biệt khác 4. 

16 0

16 2 0
16

16 0

18 0

m

m
m

m

m

− >
 − + >⇔ ⇔ <− + ≠
− + ≠

 

Kết hợp m Z+∈ ⇒  có 15 giá trị m cần tìm. 

Câu 50.   Giá trị nhỏ nhất của hàm số  trên là -1 khi m bằng: 

A. 3
7

−  B. 9
7

 

C. 0 D. 3
7

 

Lời giải 
Chọn B 

0 :
30 : \

2

m D R

m D R
m

= =

 ≠ = − 
 

Ta có: 
( )

2

2
6 2' 0,

2 3
my x D

mx
− −

= < ∀ ∈
+

. Hàm số nghịch biến. 

Khi đó ta luôn có (1) (3)y y>  Nên GTNN trên là y(3) 
6 9(3) 1

6 3 7
my m

m
− +

⇒ = = − ⇒ =
+

 

2
2 3

x my
mx

− +
=

+



Câu 51.   Tìm tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số 

( ) ( )3 2 21 1 2 3
3

y x m x m m x= − + + + −  nghịch biến trên khoảng ( )0;1 . 

A. [ )1;− +∞ . B. ( ];0−∞ . C. [ ]1;0− . D. [ ]0;1 . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: ( )2 22 1 2 ; 0
2

x m
y x m x m m y

x m
=′ ′= − + + + = ⇔  = +

. 

Do đó ta có bảng biến thiên: 

. 

Để hàm số nghịch biến trên ( )0;1  thì ( ) ( )0;1 ; 2m m⊂ + ⇒
0

1 0
2 1

m
m

m
≤

⇔ − ≤ ≤ + ≥
. 

Câu 52.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để hàm số 3 26 3y x x mx= − + +  đồng biến trên khoảng 

( )0;+∞ . 

A. 12m ≤ . B. 0m ≥ . C. 0m ≤ . D. 12m ≥ . 
Lời giải 

Chọn D 

Để hàm số đồng biến trên khoảng ( )0;+∞ ( )23 12 0, 0;y x x m x′⇔ = − + ≥ ∀ ∈ +∞  

( )
[ )

( )2 2

0;
3 12 , 0; max 3 12

x
m x x x m x x

∈ +∞
⇔ ≥ − + ∀ ∈ +∞ ⇔ ≥ − + . 

Ta có ( )
[ )

( )22 2

0;
3 12 3 2 12 12, max 3 12 12

x
x x x x x x

∈ +∞
− + = − − + ≤ ∀ ∈ ⇒ − + =  (" "=  khi 2x = ) 

[ )
( )2

0;
max 3 12 12

x
m x x

∈ +∞
⇒ ≥ − + =  

Vậy 12m ≥ . 

Câu 53.   Cho hàm số ( )1 2 3 1
( ) 22 3

m x
f x

x
m

+ − + −
=

− − + +
 ( 0m ≠  và là tham số thực). Tập hợp m  để hàm số đã 

cho nghịch biến trên khoảng 1 ; 1
2

 − 
 

 có dạng ( ) ( ] [ ); ; ;S a b c d= −∞ ∪ ∪ +∞ , với , , ,a b c d  là các số 

thực. Tính P a b c d= − + − . 
A. 3 . B. 1 . C. 0 . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn A 



Điều kiện xác định: 

3
2

22 3 0

x

x
m

 ≤

− − + + ≠


. 

Đặt 1 12 3 0, ; 1
22 3

u x u x
x
−  ′= − + ⇒ = < ∀ ∈ − − +  

, suy ra hàm số 2 3u x= − +  nghịch biến trên 

khoảng 1 ; 1
2

 − 
 

. 

Với ( )1 ; 1 1; 2
2

x u ∈ − ⇒ ∈ 
 

. 

Yêu cầu bài toán trở thành tìm m  để hàm số ( ) ( )1 1
2

m u
g u

u
m

+ −
=

− +
 đồng biến trên khoảng ( )1; 2 .  

Ta có ( )
( )

2

2 1 1 2,
2

m
mg u u

m
u

m

+ −
′ = ≠

 − + 
 

. 

Hàm số ( )g u  đồng biến trên khoảng ( )1; 2  khi và chỉ khi 
( ) ( )

( )

0, 1; 2
2 1; 2

g u u

m

′ > ∀ ∈



∉

 

( )2 1 1 0

2 1

2 2

m
m

m

m

 + − >

⇔ ≤

 ≥

2 0

2 0

1 0

m
m

m
m

m
m

+ >


−⇔ ≥

 − ≤

0
2

2
0

0 1

m
m

m
m

m

 >
 < −⇔ ≥
 <
 < ≤

 

0
2

2
1

m
m

m
m

 >
 < −⇔ 

≥
 ≤

2
0 1

2

m
m

m

< −
⇔ < ≤
 ≥

. 

Vậy ( ) ( ] [ ); 2 0; 1 2;S = −∞ − ∪ ∪ +∞ 2; 0; 1; 2a b c d⇒ = − = = = . 

Do đó 2 0 1 2 3P = − − + − = − . 

Câu 54.   Cho hàm số ( ) ( ) ( )3 22 3 2 1 6 1 1f x x m x m m x= − + + + +  ( m  là tham số thực). Có bao nhiêu giá 

trị nguyên dương của m  để hàm số đã cho đồng biến trên khoảng ( )2;+∞ ? 

A. 1. B. 0 . C. 3 . D. 2 . 
Lời giải 

Đáp án: A 
Tập xác định: D =  . 

( ) ( )26 6 2 1 6 1y x m x m m′ = − + + + , 0
1

x m
y

x m
=′ = ⇔  = +

 (do 2 2(2 1) 4( ) 1m m m∆ = + − + = ). 

Suy r hàm số đồng biến trên các khoảng ( );m−∞  và ( )1;m + +∞ . 

Do đó hàm số đồng biến trên (2; )+∞ 1 2m⇔ + ≤ 1m⇔ ≤ . Do *m∈  nên 1m = . 

Câu 55.   Tìm tập các giá trị của m  để hàm số ln
ln 4
x my

m x
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( )e;+∞ . 

A. ( ) ( ); 2 2;−∞ − ∪ +∞ . B. ( ) [ ); 2 4;−∞ − ∪ +∞ . 

C. ( ); 2−∞ − . D. [ )2;+∞ . 

Lời giải 



Chọn B 

Đặt lnt x= , ( ) ( )e; 1;x t∈ +∞ ⇒ ∈ +∞  và 
4t

t my
mt
−

=
−

. 

Ta có 
( )

2

2
4 1.

4x t x
my y t

xmt
− +  ′ ′ ′= =  

 −
. 

Hàm số đồng biến trên khoảng ( )e;+∞  ⇔  
( )

2

2
4 1 0,

4x
my

xmt
− +  ′ = > 

 −
( ) ( )e; , 1;x t∀ ∈ +∞ ∀ ∈ +∞ . 

( )
( )

2

2
4 0, 1;

4
m t

mt
− +

⇔ > ∀ ∈ +∞
−

 ( )
24 0

, 1;4
m

t
m

t

− + >
⇔ ∀ ∈ +∞

≠

 

( )

2
42

2
0;4

m
mm
m

m

 >
≥ < −⇔ ⇔  < − ∉

. 

Câu 56.   Tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số  để hàm số  nghịch 

biến trên khoảng  là 

A. . B.  C. . D. . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có 23 12 4 9y x x m′ = − − + −  
Để hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); 1−∞ −  thì ( )23 6 4 9 0 ; 1y x x m x′ = − − + − ≤ ∀ ∈ −∞ −  

( )24 3 12 9 ; 1m x x x⇔ ≤ + + ∀ ∈ −∞ −  ⇔  
( ]

( )
; 1

4 min ,m f x
−∞ −

≤  ( ) 23 12 9f x x x= + +  

Ta có ( )' 6 12;f x x= + ( )' 0 2f x x= ⇔ = − . 

Khi đó, ta có bảng biến thiên 

 

Suy ra 
( ]

( )
;0

3min 3 4 3
4

f x m m
−∞

−
= − ⇒ ≤ − ⇔ ≤ . 

Câu 57.   Cho hàm số ( )3 23 1 2= − + + + −y x x m x  ( m là tham số thực). Tìm m để hàm số đã cho nghịch 

biến trên ( )0;2  

A. 4< −m . B. 4≤ −m . C. 4≤m . D. 4<m . 
Lời giải 

Chọn B. 
Ta có: 23 6 1′ = − + + +y x x m

 Hàm số đã cho nghịch biến trên ( ) ( ) ( )20;2 0, 0;2 1 3 6 ( ), 0;2′⇔ ≤ ∀ ∈ ⇔ + ≤ − = ∀ ∈y x m x x f x x  

BBT của hàm số ( )f x   
x  0 1 2 
 

f(x) 
 0 0 

-3 
 
 

Từ BBT ta thấy ( )1 ( ), 0;2 1 3 4m f x x m m+ ≤ ∀ ∈ ⇔ + ≤ − ⇔ ≤ −  

m ( )3 26 4 9 4y x x m x= − − + − +

( ); 1−∞ −

3;
4

 −∞ −  
[ )0;+∞ ( ];0−∞

3 ;
4

 − +∞ 



Câu 58.   Tìm tập các giá trị của m  để hàm số ln
ln 4
x my

m x
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( )e;+∞ . 

A. ( ) ( ); 2 2;−∞ − ∪ +∞ . B. ( ) [ ); 2 4;−∞ − ∪ +∞ . 

C. ( ); 2−∞ − . D. [ )2;+∞ . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt lnt x= , ( ) ( )e; 1;x t∈ +∞ ⇒ ∈ +∞  và 
4t

t my
mt
−

=
−

. 

Ta có 
( )

2

2
4 1.

4x t x
my y t

xmt
− +  ′ ′ ′= =  

 −
. 

Hàm số đồng biến trên khoảng ( )e;+∞  ⇔  
( )

2

2
4 1 0,

4x
my

xmt
− +  ′ = > 

 −
( ) ( )e; , 1;x t∀ ∈ +∞ ∀ ∈ +∞ . 

( )
( )

2

2
4 0, 1;

4
m t

mt
− +

⇔ > ∀ ∈ +∞
−

 ( )
24 0

, 1;4
m

t
m

t

− + >
⇔ ∀ ∈ +∞

≠

 
( )

2
42

2
0;4

m
mm
m

m

 >
≥ < −⇔ ⇔  < − ∉

. 

Câu 59.   Tìm tất cả các giá trị thực của m  sao cho hàm số 3 26 1= − + +y x x mx  đồng biến trên khoảng 

( )0;+∞ ? 

A. 0≤m . B. 12≤m . C. 0≥m . D. 12≥m . 
Lời giải 

Chọn D 

Tập xác định: =D  . Ta có 2' 3 12= − +y x x m . 

Cách 1:Hàm số đồng biến trên ( ) 20; 0, 0 3 12 , 0+ ′∞ ⇔ ≥ ∀ > ⇔ ≥ − + ∀ >y x m x x x .

 Xét hàm số ( ) 23 12= − +g x x x  với 0>x . 

 
YCBT 

( )
( )

0;
12

+∞
⇔ ≥ ⇔ ≥m max g x m . Đáp án D 

Cách 2: 

TH1: Hàm số đồng biến trên
3 0,

0 12
36 3 0
> ∀

≥ ⇔ ⇔ ≥
− ≤

′ 

m
y m

m
 . 

 TH2: Hàm số đồng biến trên ( ) 0; 0 ∞ ′+ = y có hai nghiệm 1 2  ; x x thỏa 1 2 0< ≤x x . 

+) ' 0=y  có nghiệm 0 0= =x m . Nghiệm còn lại của ' 0=y  là 4=x  (không thỏa mãn) 
+) 0′ =y  có hai nghiệm 1 2  ; x x thỏa 

∞

g(x)
12

0

∞0 +
+

2
g'(x)

x

0



1 2

' 0 36 3 0
0 0 4 0  

0 0
3

m
x x S S m

P mP


∆ > ∆ = − >
< < ⇔ < ⇔ = < ⇒ ∅ 

 >  = >


′

 

Câu 60.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số [ ]2020; 2020m∈ −  để hàm số 2 1 1y x mx= + − −  

đồng biến trên ( );−∞ +∞ . 

A. 2017 . B. 2019 . C. 2020 . D. 2018 . 
Lời giải 

Chọn D 
TXĐ : D =  . 

2 1
xy m

x
′ = −

+
. 

Hàm số đồng biến trên   0y′⇔ ≥ , x∀ ∈
2 1
xm

x
⇔ ≤

+
, x∀ ∈ ( )1 . 

Xét ( )
2 1
xf x

x
=

+
 trên  . 

( )lim 1
x

f x
→−∞

= − ; ( )lim 1
x

f x
→+∞

= . 

( )
( )2 2

1
1 1

f x
x x

′ =
+ +

 0> , x∀ ∈  nên hàm số đồng biến trên  . 

 

Ta có: 
2 1
xm

x
≤

+
, x∀ ∈ 1m⇔ ≤ − . 

Mặt khác [ ]2020;2020m∈ − [ ]2020; 1m⇒ ∈ − − . 

Vậy có 2020  số nguyên m  thoả điều kiện. 

Câu 61.   Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số cos 2y x mx= +  đồng biến trên  . 
A. m > 4. B. m < 2. C. 1m ≥  D. 2m ≥ . 

Lời giải 
Chọn D 
Phương pháp 
Hàm số ( )y f x=  đồng biến trên ( ) ( ) ( ); ' 0 ; a b f x a b⇔ ≥ ∀∈  và bằng 0 tại hữu hạn điểm. 

Cách giải 
TXĐ: D =  . 
Ta có: ' 2sin 2y x m= − + . 
Để hàm số đồng biến trên ' 0 2sin 2 0  y x x m x⇔ ≥ ∀ ∈ ⇒ − + ≥ ∀ ∈    

2sin 2 2 m x x m⇔ ≥ ∀ ∈ ⇔ ≥ . 



Câu 62.   Cho hàm số 2
2
mxy

x m
+

=
+

, với m  là tham số thực. Gọi S  là tập hợp các giá trị nguyên của tham 

số m  để hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;1 . Tìm số phần tử của S . 

A. 2 . B. 3 . C. 1. D. 5 . 
Lời giải 

Chọn A 

Tập xác định \
2
mD  = − 

 
  

Xét hàm số 2
2
mxy

x m
+

=
+ ( )

2

2
4'

2
my
x m
−

⇒ =
+

 

Điều kiện để hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;1  thì 

( )

( )

' 0, 0;1

0;1
2

y x
m
< ∀ ∈



− ∉

2 4 0
2 2

0 0 202
2

1
2

m
mm

mm
mm

 − <
 − < < − ≤⇔ ⇔ ⇔ ≤ <≥ 
   ≤ − − ≥

 

Vì m∈  nên 0m =  và 1m = . 

Câu 63.   Cho hàm số ( ) 3
3
mxf x
x m
+

=
+

 (m là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm số 

đã cho nghịch biến trên khoảng 1;
6

 −∞ 
 

? 

A. 0.  B. 1.  C. 2.  D. 3.  
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: ( ) 3
3
mxf x
x m
+

=
+

có TXĐ: \
3
mD R − =  

 
 

Có ( )
( )

2

2
9

3
mf x
x m
−′ =
+

 

Hàm số đã cho nghịch biến trên 
( ) 0

1; 16 ;
3 6

f x

m

′ <
 −∞ ⇔ −   ∉ −∞     

 

2 3 39 0 1311 2
23 6

mm
mm m

− < < − < 
 ⇔ ⇔ ⇔ − < ≤ − − ≤ −≥ 

 

Mà { }2; 1m Z m∈ ⇒ ∈ − −  

Câu 64.   Số các giá trị nguyên của tham số [ ]2020;2020m∈ −  sao cho hàm số
 

3
27 15 2

3
mxy mx x m= + − − +  giảm trên nửa khoảng [1; )+∞ ? 

A. 2020 . B. 2021. C. 2022 . D. 2019 . 
Lời giải 

Chọn B 



Tập xác định D =  , 2' 14 15y mx mx= + −  

Hàm số giảm trên nửa khoảng [1; )+∞ 2 14 15 0, 1mx mx x⇔ + − ≤ ∀ ≥  

2
15 ( ), 1

14
m g x x

x x
⇔ ≤ = ∀ ≥

+
 (1) 

Ta có: ( )
( )22

15 2 14
'( ) 0, 1

14

x
g x x

x x

− +
= < ∀ ≥

+
 

Lập bảng biến thiên của ( )g x  trên [ )1;+∞ . 

 
Vậy 0m ≤ . 

Câu 65.   Tìm tập hợp S  tất cả các giá trị của tham số thực m  để hàm số 

( ) ( )3 2 21 1 2 3
3

y x m x m m x= − + + + −  nghịch biến trên khoảng ( )1;1− . 

A. [ ]1;0S = −  B. S =∅ . C. { }1S = − . D. [ ]0;1S = . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( ) ( )2 22 1 2y x m x m m′ = − + + +  

Xét 0y′ =  ( ) ( )2 22 1 2 0x m x m m⇔ − + + + =  
2

x m
x m
=

⇔  = +
m∀  

Hàm số luôn nghịch biến trong khoảng ( ); 2m m +  m∀  

Để hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;1−  thì ( ) ( )1;1 ; 2m m− ⊂ + . 

Nghĩa là: 1 1 2m m≤ − < ≤ +  
1

1 1
1 2

m

m

≤ −
⇔ − <
 ≤ +

 1m⇔ = − . 

Câu 66.   Gọi S  là tập hợp các giá trị nguyên dương của m  để hàm số 
( ) ( )3 23 2 1 12 5 2y x m x m x= − + + + +  đồng biến trên khoảng ( )2;+∞ . Số phần tử của S  bằng 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 0 . 
Lời giải 

Chọn D 
Tập xác định D =  . 

( )23 6 2 1 12 5y x m x m′ = − + + + . 

Hàm số đồng biến trong khoảng ( )2;+∞  khi 0y′ ≥ , ( )2;x∀ ∈ +∞  ( )23 6 2 1 12 5 0x m x m⇔ − + + + ≥ , 

( )2;x∀ ∈ +∞ . 



( )23 6 2 1 12 5 0x m x m− + + + ≥  
( )

23 6 5 , (2; )
12 1
x xm x

x
− +

⇔ ≤ ∀ ∈ +∞
−

 

Xét hàm số ( ) ( )
23 6 5

12 1
x xg x

x
− +

=
−

với ( )2;x∈ +∞ . 

( )
( )

2

2
3 6 1 0
12 1
x xg x

x
− +′ = >
−

 với ( )2;x∀ ∈ +∞  ⇒  hàm số ( )g x  đồng biến trên khoảng ( )2;+∞ . 

Do đó ( )m g x≤ , ( )2;x∀ ∈ +∞  ( )2m g⇒ ≤  5
12

m⇔ ≤ . 

Câu 67.   Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của m  để hàm số 3

3

log 2
log

xy
x m
−

=
−

 đồng biến trên khoảng 

( )1;+∞ . 

A. 2 . B. 1. C. Vô số. D. 0 . 
Lời giải 

Chọn D 
Đặt 3logt x= . Hàm số 3logt x=  đồng biến trên ( )0;+∞ . 

Với ( ) ( )1; 0;x t∈ +∞ ⇒ ∈ +∞ . 

Hàm số trở thành ( ) ( )
( )2

2 2t my f t y f t
t m t m
− − +′ ′= = ⇒ = =
− −

. 

Để hàm số 3

3

log 2
log

xy
x m
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( )1;+∞ thì hàm số ( )y f t= đồng biến 

trên ( )0;+∞
( )

2 0 2
0

0; 0
m m

m
m m
− + > <⇒ ⇔ ⇔ ≤ ∉ +∞ ≤ 

. 

Do đó không tồn tại giá trị nguyên dương nào của m  thỏa mãn yêu cầu. 

Câu 68.   Số giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 
2

2
mxy

x m
−

=
− +

 nghịch biến trên khoảng 1 ;
2

 +∞ 
 

là 

A. 4.  B. 5 . C. 2.  D. 3 . 
Lời giải 

Đáp án: D 

+ TXĐ: \
2
mD 

 =  
 

. 

( )

2

2
4

2
my

x m
−′ =

− +
.Yêu cầu bài toán { }

2 4 0 2 2
1 1 1;0;1

2 2

m m
m m m

mm 



 − <
− < <

 ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ∈ − 
  ∈∈

. 

Vậy có 3 giá trị nguyên m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 69.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số  để hàm số 2sin 1
sin

xy
x m

−
=

−
 đồng biến trên khoảng 0;

2
π 

 
 

. 

A. 
0
1

m
m
≤

 ≥
. B. 0m ≤ . C. 1

2
m < . D. 1m ≥ . 

Lời giải 
Chọn B 

m



TXĐ: { }\D m=  . 

Đặt sint x= , với ( )0; 0;1
2

x tπ ∈ ⇒ ∈ 
 

. Ta có hàm số sint x=
 
đồng biến trên khoảng 0;

2
π 

 
 

. 

Do đó hàm số 2sin 1
sin

xy
x m

−
=

−
 đồng biến trên khoảng 0;

2
π 

 
 

 khi và chỉ khi hàm số 2 1ty
t m
−

=
−

 đồng biến 

trên khoảng ( )0;1 . 

( ) 0f t′⇔ > , ( )0;1t∀ ∈
( )2

2 1 0m
t m
− +

⇔ >
−

, ( )0;1t∀ ∈ . 

( )
2 1 0

0;1
m

m
− + >⇔  ∉

1
2
0
1

m

m
m

 <⇔  ≤ ≥

0m⇔ ≤ . 

Vậy 0m ≤ . 

Câu 70.   Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của m  để hàm số 3
4

xy
x m
+

=
+

 nghịch biến trên khoảng 

( )2;+ ∞  

A. 1 B. 3  C. Vô số D. 2  
Lời giải 

Chọn A 
TXĐ: { }\ 4D m= −  

( )2

4 3'
4

my
x m

−
=

+
 

Hàm số 3
4

xy
x m
+

=
+

 nghịch biến trên khoảng ( )2;+ ∞  ( )0 2;y x′⇔ < ∀ ∈ + ∞  

( ){4 3 0
4 2;
m

m
− <⇔ − ∉ + ∞

3
4

4 2
m

m

 <⇔ 
− ≤

3
4

1
2

m

m

 <
⇔ 

 ≥ −


1 3
2 4

m⇔ − ≤ <  

Vì m∈  nên 0m = . Vậy có 1 giá trị m thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 71.   Cho hàm số ( ).y f x=  Hàm số '( )y f x=  có bảng biến thiên như sau 

 
Bất phương trình ( ) 2 0+ − >xf x e m  có nghiệm đúng với mọi (2;3)∈x  khi và chỉ khi 

A. 21 (2) .
2
 < + m f e  B. 21 (2) .

2
 ≤ + m f e  

C. 31 (3) .
2
 ≥ + m f e  D. 31 (3) .

2
 < + m f e  

Lời giải: 
Ta có: 2 ( ) .< + xm f x e  

Xét hàm số ( ) ( ) , (2;3).= + ∀ ∈xg x f x e x  

Ta có: '( ) '( ) 0, (2;3).= + > ∀ ∈xg x f x e x  



Bảng biến thiên của hàm số ( )g x  

 

Vậy 2 212 (2) 2 (2) (2) .
2
 ≤ ⇔ ≤ + ⇔ ≤ + m g m f e m f e

 
Chọn B. 

Câu 72.   Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của m  để hàm số 2

2 3x my
x m
+ −

=
−

 đồng biến trên 

( )5;+∞ . Số phần tử của S  là: 

A. Vô số. B. 3 . C. 2 . D. 0 . 
Lời giải 

Chọn A 
Tập xác định { }2\D m=  . 

Ta có 
( )

2

22

2 3m my
x m

− − +′ =
−

 

Hàm số đồng biến trên ( ) ( )5; 0 5;y x′+∞ ⇔ > ∀ ∈ +∞ . 
2

2

2 3 0
5

m m
m

− − + >⇔ 
≤

3 1
5 1

5 5

m
m

m

− < <⇔ ⇔ − ≤ <
− ≤ ≤

. 

Vì { }2; 1;0m Z m∈ ⇒ ∈ − − . 

Câu 73.   Cho hàm số 2
2
mxy

x m





, m  là tham số thực. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của tham 

số m  để hàm số nghịch biến trên khoảng  0;1 . Tìm số phần tử của S . 
A. 1 B. 5  C. 2  D. 3  

Lời giải 
Chọn C 

Tập xác định \
2
mD

        
  

 

2

2
4

2
my
x m




. 

Yêu cầu bài toán 
 

2 4 0

0;1
2

m
m

   

 

2 2

0
2

1
2

m
m

m

     

 
2 2

0
2

m
m
m

    

0 2m   . 

Câu 74.   Cho hàm số lg 2
lg 3

xy
x m
+

=
−

 (với m  là tham số thực). Gọi S  là tập hợp các giá trị nguyên âm của 

m  để hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;10 . Tìm số phần tử của S . 

A. 1.  B. 2.  C. 0.  D. 4.  
Lời giải 

Chọn C 



( ) lg 2
lg 3

xy f x
x m
+

= =
−

 

Đặt lgt x= , điều kiện ( )0;1t∈  

( ) 2
3

tg t
t m
+

=
−

; ( )
( )2

3 2
3

mg t
t m
− −′ =
−

 

Để hàm số ( )f x  nghịch biến trên ( )1;10  thì hàm số ( )g t  nghịch biến trên ( )0;1  

( ) ( )0, t 0;1g t′⇔ < ∈  
( )

( )2
3 2 0, 0;1

3
m t

t m
− −

⇔ < ∈
−

 

( )

2 03 2 0 3
3 0;1 1

3

mm
m m

− < ≤− − <⇔ ⇔  ∉  >

 

S  là tập hợp các giá trị nguyên âm S φ⇒ = . 
Vậy số phần tử của tập S  là 0 . 

Câu 75.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 
6

5
xy

x m
+

=
+

 nghịch biến trên khoảng 

( )10;+∞ . 

A. 5 . B. 3 . C. 4 . D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn C 
Điều kiện 5x m≠ − . 

Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )10;+∞
( )

' 0 5 6 0 62
5 10; 5 10 5

y m
m

m m
< − <⇔ ⇔ ⇔ − ≤ < − ∉ +∞ − ≤ 

 

Vậy có 4 giá trị nguyên của m  thỏa mãn bài toán là 2; 1;0;1− − . 

Câu 76.   Có bao nhiêu giá trị nguyên âm của tham số m  để hàm số ( )4 23 9 2 15 3
4 2

y x x m x m−
= + − + − +  

nghịch biến trên khoảng ( )0;+∞ ? 

A. 2.  B. 3.  C. 4.  D. 5.  
Lời giải 

Chọn C 

Yêu cầu bài toán ( )33 9 2 15 0 0;y x x m x′⇔ = − + − − ≤ ∀ ∈ +∞  và dấu bằng xảy ra tại hữu hạn điểm 

thuộc ( )0;+∞ ( )33 9 15 2 0;x x m x⇔ − + ≥ − ∀ ∈ +∞ . 

Xét hàm số: 3( ) 3 9 15g x x x= − +  trên ( )0;+∞ . 

Ta có: 2( ) 9 9g x x′ = −  

( ) 0g x′ =  1
1 ( )

x
x l

=
⇒  = −

. 

Bảng biến thiên: 



 

Từ BBT ta có: 92 9
2

m m− ≤ ⇔ ≥ −  

Vậy { 4; 3; 2; 1}m∈ − − − − . 

Câu 77.   Có bao nhiêu giá trị nguyên âm của tham số m  để hàm số ( )4 23 9 2 15 3
4 2

y x x m x m−
= + − + − +  

nghịch biến trên khoảng ( )0;+∞ ? 

A. 2.  B. 3.  C. 4.  D. 5.  
Lời giải 

Chọn C 

Yêu cầu bài toán ( )33 9 2 15 0 0;y x x m x′⇔ = − + − − ≤ ∀ ∈ +∞  và dấu bằng xảy ra tại hữu hạn điểm 

thuộc ( )0;+∞ ( )33 9 15 2 0;x x m x⇔ − + ≥ − ∀ ∈ +∞ . 

Xét hàm số: 3( ) 3 9 15g x x x= − +  trên ( )0;+∞ . 

Ta có: 2( ) 9 9g x x′ = −  

( ) 0g x′ =  1
1 ( )

x
x l

=
⇒  = −

. 

Bảng biến thiên: 

 

Từ BBT ta có: 92 9
2

m m− ≤ ⇔ ≥ −  

Vậy { 4; 3; 2; 1}m∈ − − − − . 

Câu 78.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số cos 2
cos

xy
x m
−

=
−

 nghịch biến trên khoảng 

0;
2
π 

 
 

. 

A. 2m > . B. 
1 2

0
m

m
≤ <

 ≤
. C. 2m ≤ . D. 0m ≤ . 

Lời giải 
Chọn B 



Đặt cost x= , ( )0; 0;1
2

x tπ ∈ ⇒ ∈ 
 

 và 2
t

ty
t m
−

=
−

. 

Ta có 
( )

( )2
2. sinx t x

my y t x
t m
− +′ ′ ′= = −
−

. 

Hàm số nghịch biến trên khoảng 0;
2
π 

 
 

⇔  
( )

( ) ( )2
2 sin 0, 0; , 0;1

2x
my x x t

t m
π− +  ′ = − < ∀ ∈ ∀ ∈ 

 −
 

( )
( )2

2 0, 0;1m t
t m
− +

⇔ > ∀ ∈
−

 ( )
2 0

, 0;1
0

m
t

t m
− + >

⇔ ∀ ∈ − ≠
 ( )

2 1 2
0;1 0

m m
m m
< ≤ <⇔ ⇔ ∉ ≤ 

. 

Câu 79.   Cho hàm số 2
2

mx
y

x m





 (m  là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để hàm số 

đã cho đồng biến trên khoảng (1; )?  
A. 0 . B. 1 . C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn B 
Tập xác định { }\ 2D m=  . 

( )

2

2
2 2

2
my

x m
− +

=
−

 

Hàm số đồng biến trên ( )1;+∞  khi và chỉ khi 

( )
0,

2 1;
y x D
m
′ > ∀ ∈

 ∉ +∞

22 2 0
2 1

m
m

− + >
⇔ 

≤

1 1
111 2

2

m
m

m

− < <
⇔ ⇔ − < ≤

≤

 

Mà m∈  nên { }0m∈ . 

Câu 80.   Cho hàm số 
2 3

2
xy

x
−

=
−

 có đồ thị ( )C . Tìm trên ( )C  những điểm M  sao cho tiếp tuyến tại M  

của ( )C  cắt hai tiệm cận của ( )C  tại A , B  sao cho AB  ngắn nhất. 

A. ( )30; ; 1; 1
2

  − 
 

. B. ( )51; ; 3;3
3

 − 
 

. C. ( ) ( )3;3 ; 1;1 . D. ( )54; ; 3;3
2

 
 
 

 

Giải 
Chọn C 

Ta có 
2 3lim lim 2

2x x

xy
x→+∞ →+∞

−
= =

−
 nên 2y =  là tiệm cận đứng; 

2
lim
x

y
+→

= +∞  nên 2x =  là tiệm cận đứng. 

Lấy ( )0
0

0

2 3;
2

xM x C
x

 −
∈ − 

 với ( )C  là đồ thị hàm số. 

Phương trình tiếp tuyến tại M  là: ( ) ( )
0 0 0xy y x x y′= − +  

( )
( ) 0

02
00

2 31 .
22

xy x x
xx

−−
⇔ = − +

−−
. 

Tiếp tuyến tại M cắt tiệm cận đứng tại 0

0

2 22;
2

xA
x

 −
 − 

; cắt tiệm cận ngang tại ( )02 x 2;2B − . 



( ) ( )
2 2

2 2
0 0

0 0

2 12 4 4 2 2
2 2

AB x x
x x

    −  = − + = − + ≥   − −     
 (Theo bất đẳng thức Cô-si). 

Dấu =  xảy ra khi ( )
2

2 0
0

00

112
32

x
x

xx
=  

− = ⇔   =−  
. Vậy (1;1)M  hoặc (3;3).M . 

Câu 81.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho hàm số ( )3 26 5 10y x x m x= − + + +  đồng biến 

trên khoảng ( )+∞0; ? 

A. 5m ≤ − . B. 7m ≤ . C. 5m ≥ − . D. 7m ≥ . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có 23 12 5y x x m′ = − + +  
Hàm số đồng biến trên ( )0;+∞  23 12 5 0, (0; )x x m x⇔ − + + ≥ ∀ ∈ +∞ . 

23 12 5 ( ), (0; )m x x g x x⇔ ≥ − + − = ∀ ∈ +∞  
Lập bảng biến thiên của ( )g x  trên ( )0;+∞ . 

 
Vậy 7m ≥ . 

Câu 82.   Cho hàm số ( )y f x= . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình vẽ. Hàm số ( )3 2 2018y f x= − +  

nghịch biến trên khoảng? 

 
A. ( )1; 2 . B. ( )2;+∞ . C. ( );1−∞ . D. ( )1;1− . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( )( )( )1 1 4f x k x x x′ = + − −  với 0k >  

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 1 3 2 1 3 2 4f x k x x x′⇒ − = − + − − − −           . 

Hàm số ( )3 2 2018y f x= − +  nghịch biến khi ( )2. 3 2 0y f x′ ′= − − <  

( )3 2 0f x′⇔ − >
3 2 4

1 3 2 1
x

x
− >

⇔ − < − <

1
2

1 2

x

x

 < −⇔

< <

. 

Vậy hàm số ( )3 2 2018y f x= − +  nghịch biến trên ( )1; 2  và 1;
2

 −∞ 
 

. 



Câu 83.   Cho hàm số 2
2

mx
y

x m





 (m  là tham số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để hàm số 

đã cho đồng biến trên khoảng (1; )?  
A. 0 . B. 1 . C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn B 
Tập xác định { }\ 2D m=  . 

( )

2

2
2 2

2
my

x m
− +

=
−

 

Hàm số đồng biến trên ( )1;+∞  khi và chỉ khi 

( )
( )

0, 1;

2 1;

y x

m

′ > ∀ ∈ +∞


∉ +∞

22 2 0
2 1

m
m

− + >
⇔ 

≤

1 1
111 2

2

m
m

m

− < <
⇔ ⇔ − < ≤

≤

 

Mà m∈  nên { }0m∈ . 

Câu 84.   Số giá trị nguyên dương của m  để hàm số 1mxy
x m

+
=

+
 đồng biến trên khoảng ( ); 5−∞ −  là: 

A. 4 . B. 5 . C. 6 . D. 3 . 
Lời giải: 

Chọn A 

Ta có: 
( )

2

2
1' my

x m
−

=
+

 

YCBT 
( )

' 0 1 1
; 5 5

y m m
m m
> < − ∨ >⇔ ⇔ − ∉ −∞ − ≤ 

 

m  nguyên dương 2,3, 4,5m⇒ = . 

Câu 85.   Tồn tại bao nhiêu số nguyên m  để hàm số 2xy
x m
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ − . 

A. 3 . B. 4 . C. 2 . D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 2xy
x m
−

=
− ( )2

2my
x m
− +′⇒ =
−

. 

Để hàm số đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ −
2 0
1

m
m
− + >

⇔  > −

2
1

m
m
<

⇔  > −
. 

Vậy có 2 giá trị nguyên của m  để hàm số 2xy
x m
−

=
−

 đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ − . 

Câu 86.   Cho hàm số ( ) 9mxf x
x m
−

=
−

 (m là số thực). Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm số đã cho 

đồng biến trên ( )3;+∞ ? 

A. 3 . B. 4 . C. 7 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn D. 
+ Trước hết theo yêu cầu bài toán ta phải có ( ];3 3m m∈ −∞ ⇔ ≤ . 



+ Tiếp theo ( )
( )

( )
2

2
2

9' 0 9 0 3;3mf x m m
x m

−
= > ⇒ − > ⇒ ∈ −

−
 

Kết hợp ta có { }2; 1;0;1;2m∈ − − . 

Câu 87.   Có tất cả bao nhiêu số nguyên m  để hàm số 
( )1 2m x

y
x m
+ −

=
−

 đồng biến trên từng khoảng xác 

định của nó? 
A. 1. B. 0. C. 2. D. 3. 

Lời giải 
Chọn C 
TXĐ: { }\D m=   

( )

2

2

2m my
x m

− − +′ =
−

. 

Để hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định của ta cần tìm m  để 0y′ ≥  trên ( );m−∞  và 

( );m +∞  và dấu " "= chỉ xảy ra tại hữu hạn điểm trên các khoảng đó 

ĐK: 2 2 0m m− − + > 2 1.m⇔ − < < Vì m∈  nên { }1,0m∈ − . 

Câu 88.   Cho hàm số . 1 9
1

m xy
x m

− −
=

− −
. Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của m  để hàm số đồng biến 

trên khoảng (2;17) ? 
A. 2 B. 3 C. 4 D. 5 

Lời giải 
Chọn C 

Đặt 11 0, (2;17)
2 1

t x t x
x

′= − ⇒ = > ∀ ∈ ⇒
−

 t  là hàm đồng biến và (1;4)t∈ . 

Khi đó bài toán có thể phát biểu lại là: “Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm số 9mty
t m
−

=
−

 đồng 

biến trên khoảng (1;4) ”. 
Yêu cầu bài toán tương đương: 

2

2 2

1
(1;4)9 0, (1;4) 4

( ) 9 0
3 3

m
mmy t m

t m m
m

 ≤∉− + ′ = > ∀ ∈ ⇔ ⇔ ≥ − − + > − < <

 

{ }3 1 2; 1;0;1mm m∈⇔ − < ≤ → ∈ − − : có 4 giá trị m thỏa mãn. 

Câu 89.   Hỏi có bao nhiêu số nguyên m  để hàm số ( ) ( )2 3 21 1 4y m x m x x= − + − − +  nghịch biến trên 

khoảng ( );−∞ +∞ ? 

A. 2  B. 1 C. 0  D. 3  
Lời giải 

Chọn A 
TH1: 1m = . Ta có: 4y x= − +  là phương trình của một đường thẳng có hệ số góc âm nên hàm số luôn 

nghịch biến trên  . Do đó nhận 1m = . 
TH2: 1m = − . Ta có: 22 4y x x= − − +  là phương trình của một đường Parabol nên hàm số không thể 

nghịch biến trên  . Do đó loại 1m = − . 
TH3: 1m ≠ ± . Khi đó 



Hàm số nghịch biến trên khoảng ( );−∞ +∞  
0y x′⇔ ≤ ∀ ∈  và dấu “=” chỉ xảy ra ở hữu hạn điểm trên  . 

( ) ( )2 23 1 2 1 1 0m x m x⇔ − + − − ≤ , x∀ ∈  

( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2

1 11 0 1 00 1 110 211 4 2 01 3 1 0
2

mm ma
m

mm mm m

− < < − <  − <<   ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ − ≤ <   ′∆ ≤ − ≤ ≤− + ≤− + − ≤   

. 

Vì m∈  nên 0m = . 
Vậy có 2  giá trị m  nguyên cần tìm là 0m =  hoặc 1m = . 

Câu 90.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 6
5

xy
x m
+

=
+

 nghịch biến trên khoảng 

( )10;+∞ ? 

A. Vô số. B. 4 . C. 5 . D. 3  
Lời giải 

Chọn B 
Tập xác định { }\ 5D m= − . 

( )2
5 6

5
my

x m
−′ =

+
. 

Hàm số nghịch biến trên ( )10;+∞  khi và chỉ khi ( )
0,

5 10;
y x D

m
′ < ∀ ∈

− ∉ +∞

5 6 0
5 10
m

m
− <

⇔ − ≤

6
5
2

m

m

 <⇔ 
 ≥ −

. 

Mà { }2; 1;0;1m m∈ ⇒ ∈ − −  nên có 4 giá trị m  nguyên. 

Câu 91.   Số giá trị nguyên của tham số m  sao cho hàm số 1
4

mxy
m x

−
=

−
 nghịch biến trên khoảng 1;

4
 −∞ 
 

 

là 
A. 3 . B. 1. C. 2 . D. 0 . 

Lời giải 
Chọn B 

Hàm số 1
4

mxy
m x

−
=

−
 có tập xác định \

4
mD  =  

 
  và 

( )

2

2
4

4
my

m x
−′ =

−
. 

Hàm số nghịch biến trên khoảng 1;
4

 −∞ 
 

10, ;
4

y x  ′⇔ < ∀ ∈ −∞ 
 

2 4 0
1

4 4

m
m

 − <
⇔ 

≥

1 2m⇔ ≤ < . 

Vậy số giá trị nguyên của m  là 1 số. 

Câu 92.   Cho hàm số ( )f x  không âm, có đạo hàm trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn 

( )1 1f = , ( ) ( ) ( )22 1 2 1f x x f x x f x′ + − = +    , [ ]0;1x∀ ∈ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 3
2

. B. 1. C. 2. D. 
1
3

. 

Lời giải 
Chọn D 



Xét trên đoạn [ ]0;1 , theo đề bài: ( ) ( ) ( )22 1 2 1f x x f x x f x′ + − = +     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 . 2 1 . 2 .f x f x x x f x x f x′ ′⇔ = + − +  

( ) ( ) ( )2 2 2 1 .f x x x f x ′′   ⇔ = + −     

( ) ( ) ( )2 2 2 1 .f x x x f x C⇔ = + − + ( )1 . 

Thay 1x =  vào ( )1  ta được: ( )2 1 1 0f C C= + ⇔ =  (vì ( )1 1f = ). 

Do đó, ( )1  trở thành: ( ) ( ) ( )2 2 2 1 .f x x x f x= + −  

( ) ( ) ( )2 2 21 1 1 .f x x x f x⇔ − = − + −  

( ) ( ) ( ) ( )21 . 1 1 . 1f x f x x f x⇔ − + = − +            

( ) 21 1f x x⇔ − = −  (vì ( ) ( )0 1 0f x f x≥ ⇒ + >  [ ]0;1x∀ ∈ ) 

( ) 2f x x⇔ = . 

Vậy ( )
11 1 3

2

0 0 0

1d d
3 3
xf x x x x= = =∫ ∫ . 
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Câu 1.   Cắt hình nón ( )N  bằng một mặt phẳng đi qua trục của hình nón được thiết diện là một tam giác 

vuông cân có diện tích bằng 4 . Thể tích của khối nón được giới hạn bởi hình nón đã cho bằng 

A. 8
3
π . B. 32

3
π . C. 8π . D. 64π . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi tam giác SAB  vuông cân tại S là thiết diện của hình nón cắt bởi mặt phẳng. 

Ta có 21 4 2 2 4
2SABS SA SA AB∆ = = ⇒ = ⇒ = . 

Khi đó bán kính đáy của hình nón 2
2

ABr = =  và 2SO r= = . 

Vậy thể tích của khối nón được giới hạn bởi hình nón đã cho là: 
21 8

3 3
V r h ππ= = . 

Câu 2.   Cho hình trụ có hai đáy là hai hình tròn ( );O R  và ( );O R′ . AB  là một dây cung của đường tròn 

( );O R  sao cho tam giác O AB′  là tam giác đều và mặt phẳng ( )O AB′  tạo với mặt phẳng chứa đường tròn 

( );O R  một góc 60° . Tính theo R  thể tích V  của khối trụ đã cho. 

A. 
37

7
RV π

= . B. 
33 5

5
RV π

= . C. 
35

5
RV π

= . D. 
33 7

7
RV π

= . 

Lời giải 

 
Chọn D 
Đặt độ dài cạnh AB x=  ( )0x >  và M  là trung điểm AB . 

M
B

A

O'

O



Vì tam giác O AB′  đều nên O A O B AB x′ ′= = =
3

2
xO M′⇒ = . 

Vì mặt phẳng ( )O AB′  tạo với mặt phẳng chứa đường tròn ( );O R  góc 60°  nên  60O MO′ = ° . 

Xét tam giác O OM′  vuông tại O  ta có: cos OMO MO
O M

′ =
′

. Suy ra 

3cos 60
43

2

OM xOM
x

° = ⇔ =  

Xét tam giác OAM vuông ở M  có: 2 2 2OA OM AM= +  nên 
2 2

2 2 23 7 4 7
4 2 16 7

x xR R x x R
   = + ⇔ = ⇒ =       

 

Do đó: 3 2 21
2 7

xO M R′ = =  và 3 21
4 7

xOM R= = . Vì vậy, ta có 

2 2 3 7
7

OO O M OM R′ ′= − = . 

Vậy thể tích khối trụ là 
3

2 2 3 7 3 7. .
7 7

RV R h R R V ππ π= = ⇒ = . 

Câu 3.   Một hình trụ có chiều cao bằng 10 và bán kính mặt đáy bằng 5. Một mặt phẳng song song với 
trục của hình trụ và cách trục một khoảng bằng 2 cắt hình trụ theo thiết diện có diện tích bằng  

A. 40𝜋𝜋. B. 80𝜋𝜋. C. 100𝜋𝜋. D. 50𝜋𝜋. 
Lời giải 

Chọn B 

 
Thiết diện là hình chữ nhật và giả sử là 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 như hình vẽ. 

Gọi 𝑀𝑀là trung điểm 𝐴𝐴𝐴𝐴. Ta có: �𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑂𝑂𝑂𝑂′ = 10
𝑂𝑂𝐴𝐴 = 5,𝑂𝑂𝑀𝑀 = 3 ⇒ 𝑀𝑀𝐴𝐴 = √𝑂𝑂𝐴𝐴2 − 𝑂𝑂𝑀𝑀2 = 4 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8. 

⇒ Diện tích thiết diện bằng: 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴.𝐴𝐴𝐴𝐴 = 10.8 = 80 ⇒Chọn B 
Câu 4.   Người ta cần làm một cái bồn chứa dạng hình trụ có thể tích  lít bằng inox để chứa nước, 
tính bán kính R của hình trụ đó sao cho diện tích toàn phần của bồn chứa đạt giá trị nhỏ nhất: 

A. . B. 
.
 C. . D. . 

Hướng dẫn giải 
Chọn B 
Gọi  và  lần lượt là chiều cao và bán kính đáy (đơn vị: mét). 

Ta có: . 

D

O B

O'
C

A
M

1000

3
3

2
R

π
= 3

1
2

R
π

= 3
2R
π

= 3
1R
π

=

h R
2

2

11V h R h
R

π
π

= = → =



. 

Cách 1: Khảo sát hàm số, thu được . 

Cách 2: Dùng bất đẳng thức: 

. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi . 

Câu 5.   Cho hình chóp tam giác đều .S ABC  có cạnh đáy bằng a , cạnh bên bằng 2a . Khoảng cách từ 
A  đến mặt phẳng ( )SBC bằng 

A. 165
45

a . B. 165
15

a . C. 2 165
15

a . D. 165
30

a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi G  là trọng tâm tam giác ABC . Do hình chóp .S ABC  đều nên ( )SO ABC⊥  

2

2 2 2 3 334
3 3

a aSO SA AO a
 

= − = − =  
 

; 1 3 3.
3 2 6

a aGM = =  

( )( ) ( )( )
2 2

3 ., 3 , SG GMd A SBC d G SBC
SG GM

= =
+

 165
15

a
= . 

Câu 6.   Cho hình nón đỉnh S, đường cao SO. Gọi A và B là hai điểm thuộc đường tròn đáy của hình nón 
sao cho khoảng cách từ O đến AB bằng 2 và 030=SAO ; 060=SAB . Tính diện tích xung quanh hình 
nón? 

A. 4 3π  B. 
3 2

4
π

 C. 2 3π  D. 3 2π  

Lời giải 
Chọn A 
Gọi I là trung điểm của AB thì ; ; 2⊥ ⊥ =OI AB SI AB OI  

Lại có 

3.cos .
2

.cos
2


= =


 = =

AO SA SAO SA

SAAI SA SAI
 

( )2 2 2
2

1 22 2 2 2 2 0tpS R Rh R R R R
R R

π π π π π
π

= + = + = + >

( ) 3
min

3
2

1 1
2 1

4

f R R h
π

π
π

⇔ = ⇒ =

2 2 2 2 33
2

1 1 1 1 12 2 2 2 2 3 2 . . 3 2tpS R Rh R R R R
R R R R R

π π π π π π π
π

= + = + = + + ≥ =

3 1
2

R
π

=



Từ đó ta có 1
3

=
AI
AO

. Mặt khác 
6 2cos sin 6

3
= ⇒ = = ⇒ =

AI IAO IAO OA
AO OA

 

Mà 26. 2 2
cos30 3

= = =
OASA  

Diện tích xung quanh cần tính là: . . 4 3= π = πxqS OA SA  

Câu 7.   Cho mặt cầu (S) đường kính 2AB R= . Lấy điểm I thuộc đoạn thẳng AB  ( ,I A I B≠ ≠ ). Mặt 

phẳng ( )α  vuông góc AB  tại I cắt mặt cầu (S) theo đường tròn ( )C . Khối nón đỉnh A , đáy là hình tròn 

( )C  có thể tích lớn nhất bằng bao nhiêu? 

A. 31 .
3

Rπ  B. 35 .
81

Rπ  C. 332 .
81

Rπ  D. 316 .
81

Rπ  

Lời giải 
Chọn C 
Đặt AI h= . 

Gọi O  là trung điểm AB , M  là điểm bất kì trên đường tròn ( )C . 

Ta có ( )22 2 2 22IM OM OI R h R Rh h= − = − − = − . 

Thể tích hình nón: ( ) ( )21 1. . . . . 2
3 3CV AI S h Rh hπ= = − . 

Đặt ( ) ( )2 32
3

f h Rh hπ
= −  ( R  là tham số). 

Tập xác định ( )0;2D R= . 

( ) ( )2' 4 3
3

f h Rh hπ
= − ; ( ) 4' 0

3
Rf h h= ⇔ = . 

( )0 0f = ; ( ) 3.
3

f R Rπ
= ; 34 32

3 81
Rf Rπ  = 

 
. 

Vậy hàm số ( )f h  đạt giá trị lớn nhất khi 4
3
Rh =

2
3

max
1 4 4 4 32. . 2 . .
3 3 3 3 81

V R R R R Rπ ⇒ = − = 
 

 

Câu 8.   Cho hình chóp tứ giác đều  có cạnh đáy bằng  và cạnh bên bằng  Một hình nón 
có đỉnh  và đáy là hình tròn ngoại tiếp hình vuông  Diện tích xung quanh của hình nón bằng 

A. . B. . C. . D.  

Lời giải 
Chọn A 

Hình nón đã cho có 
. 

.S ABCD 2a 3 .a
S .ABCD

23 2 .aπ
23 2 .

2
aπ 26 .aπ 26 2 .aπ

23 , 2 . . 3 2 .
2 xq

ACl SA a r a S r l aπ π= = = = ⇒ = =

O

I

B

A

M 



Câu 9.   Cắt hình nón đỉnh S bởi mặt phẳng đi qua trục ta được một tam giác vuông cân có cạnh huyền 
bằng 2a . Gọi BC  là dây cung của đường tròn đáy hình nón sao cho mặt phẳng ( )SBC  tạo với mặt 

phẳng đáy một góc 060 . Tính diện tích tam giác SBC . 

A. 
2 3 .
3

aS =  B. 
2

.
3
aS =  C. 

2 2 .
2

aS =  D. 
2 2 .
3

aS =  

Lời giải 
Chọn D. 
Dựng OM BC⊥  ( M  là tr ung điểm của BC ). 
Vì BC SO⊥  nên BC SM⊥ , từ đó ta có 

( ) [ ]; , 60SBC SM OM SMđáy O= = = °   . 

Vì 1 2
2 2

aSO IJ= =  nên 6
sin 60 3

SO aSM = =
°

. 

Vậy 
2

2 2 2 6 3
3 3

a aCM SC SM a
 

= − = − =  
 

. 

Vậy 
21 1 6 2 3 2. .

2 2 3 3 3SBC
a a aS SM BC∆ = = = . 

Câu 10.   Cắt hình nón đỉnh S bởi mặt phẳng đi qua trục ta được một tam giác vuông cân có cạnh huyền 
bằng 2a . Gọi BC  là dây cung của đường tròn đáy hình nón sao cho mặt phẳng ( )SBC  tạo với mặt 

phẳng đáy một góc 060 . Tính diện tích tam giác SBC . 

A. 
2 3 .
3

aS =  B. 
2

.
3
aS =  C. 

2 2 .
2

aS =  D. 
2 2 .
3

aS =  

Lời giải 
Chọn D. 
Dựng OM BC⊥  ( M  là tr ung điểm của BC ). 
Vì BC SO⊥  nên BC SM⊥ , từ đó ta có 

( ) [ ]; , 60SBC SM OM SMđáy O= = = °   . 

Vì 1 2
2 2

aSO IJ= =  nên 6
sin 60 3

SO aSM = =
°

. 

Vậy 
2

2 2 2 6 3
3 3

a aCM SC SM a
 

= − = − =  
 

. 

Vậy 
21 1 6 2 3 2. .

2 2 3 3 3SBC
a a aS SM BC∆ = = = . 

Câu 11.   Cho hình chóp tam giác đều .S ABC  có cạnh đáy bằng a , góc giữa mặt bên và mặt đáy bằng 60 . 
Tính diện tích xung quanh của hình nón đỉnh S , đáy là hình tròn ngoại tiếp tam giác .ABC  

A. 
2 3
3

aπ  B. 
2 7
6

aπ  C. 
2 7
4

aπ  D. 
2 10
8

aπ  

Lời giải 
Chọn B 

 

 



 

Gọi O  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ,ABC M  là trung điêmt cạnh BC , ta có 3
6

aOM  , 

3
3

aOA  và  60SMO    

Trong tam giác vuông SMO : 
2 2

0 3 7. tan 60 . 3
6 2 4 3 2 3

a a a a aSO OM SA       . 

Vậy 
23 7 7. . . .

3 62 3xq
a a aS OA SA ππ π   .  

Câu 12.   Cho hình chóp tam giác đều .S ABC  có cạnh đáy bằng a , góc giữa mặt bên và mặt đáy bằng 60 . 
Tính diện tích xung quanh của hình nón đỉnh S , đáy là hình tròn ngoại tiếp tam giác .ABC  

A. 
2 3
3

aπ  B. 
2 7
6

aπ  C. 
2 7
4

aπ  D. 
2 10
8

aπ  

Lời giải 
Chọn B 

 

Gọi O  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ,ABC M  là trung điêmt cạnh BC , ta có 3
6

aOM  , 

3
3

aOA  và  60SMO    

Trong tam giác vuông SMO : 
2 2

0 3 7. tan 60 . 3
6 2 4 3 2 3

a a a a aSO OM SA       . 

Vậy 
23 7 7. . . .

3 62 3xq
a a aS OA SA ππ π   .  

Câu 13.   Trong một trò chơi vận động, các thí sinh phải làm một cái phễu nhỏ có dạng là một hình nón 
sau đó nhanh chóng hứng nước vào đầy phễu rồi rót vào trong một chiếc thùng hình hộp chữ nhật có đáy 

M
O

C

B

A

S

M
O

C

B

A

S



và miệng là hình vuông. Biết đáy phễu là đường tròn nội tiếp đáy chiếc thùng và chiều cao phễu bằng 
chiều cao của thùng. Hỏi sau bao nhiêu lần rót nước thì chiếc thùng sẽ đầy nước? 

A. 6 lần. B. 7 lần. C. 8 lần. D. 9 lần. 
Hướng dẫn giải 

Chọn C 
 
 
Tưởng tượng ta đặt nón vào trong hộp, ta sẽ được kết quả như ở hình 

trên. 
Ta nhận thấy khi đáy nón là đường tròn nội tiếp đáy thùng thì thì độ dài 

cạnh đáy thùng cũng là 
đường kính của đáy nón. 
Gọi kích thước của thùng là a x a x h (trong đó a là độ dài cạnh đáy 

thùng, h là chiều cao thùng). Ta 
so sánh thể tích V1  của chiếc nón và thể tích V2  của chiếc thùng 

a. .h
V . V V , V
V a .h

π
π π

π

 
 
 = = = ⇒ = ≈

2

1
2 1 12

2

1
3 2 1 1 1 24 7 64

3 8 24
. 

Vậy cần rót nước 8 lần bằng phễu thì mới đầy thùng. 

Câu 14.   Cho hình nón tròn xoay có chiều cao 20h cm= , bán kính đáy 25 .r cm= Một thiết diện đi qua 
đỉnh của hình nón có khoảng cách từ tâm đáy đến mặt phẳng chứa thiết diện là12 .cm  Diện tích của thiết 
diện đó bằng 

A. 2500cm  B. 2400cm  C. 2300cm  D. 2406cm  
Lời giải 

Chọn A 

 
Gọi H  là tâm của đáy hình nón và O  là trung điểm của BC  (Với ,B C  là giao điểm của mp chứa 

thiết diện và đường tròn đáy) thì suy ra HO BC⊥ , mà ( ) ( ) ( )SH BC BC SHO SBC SHO⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ⊥ . 

Vậy trong ( )SHO ta dựng ( ) ( )( ), 12 .HK SO HK SBC d H SBC HK cm⊥ ⇒ ⊥ ⇒ = =  

Ta có 2 2 2

1 1 1 15 .HO cm
HK HO SH

= + ⇒ =  Mà SHO∆ vuông tại 

2 2 2 225 , 2 2 40 .H SO SH HO cm CB OC HC HO cm⇒ = + = = = − =  

( )2. 25.40 500
2 2SBC

SO BCS cm⇒ = = = . 



Câu 15.   Cho hình nón đỉnh S , đường cao SO, A  và B  là hai điểm thuộc đường tròn đáy sao cho 

khoảng cách từ O  đến ( )SAB  bằng 3
3

a  và  

0 030 , 60SAO SAB= = . Độ dài đường sinh của hình nón 

theo a  bằng 
A. 2a  B. 3a  C. 2 3a  D. 5a  

Lời giải 
Chọn A 
Gọi K  là trung điểm của AB  ta có OK AB⊥  vì tam giác OAB  cân tại 

O  
Mà SO AB⊥  nên ( )AB SOK⊥  ( ) ( )SOK SAB⇒ ⊥  mà 

( ) ( )SOK SAB SK⇒ ∩ =  nên từ O  dựng OH SK⊥  thì 

( ) ( )( ),OH SAB OH d O SAB⊥ ⇒ =  

Xét tam giác SAO  ta có: sin
2

SO SASAO SO
SA

= ⇒ =  

Xét tam giác SAB  ta có: 

3sin
2

SK SASAB SK
SA

= ⇒ =  

Xét tam giác SOK  ta có: 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
OH OK OS SK SO SO

= + = +
−

 

2 2 22 2 2

1 1 1 4 2
3

4 4 4
SA SA SAOH SA SA

⇒ = + = +
−

 2
2 2

6 3 2 2SA a SA a
SA a

⇒ = ⇒ = ⇒ =  

Câu 16.   Một hình hộp chữ nhật có chiều cao là 90 cm, đáy hộp là hình chữ nhật có chiều rộng là 50 cm 
và chiều dài là 80 cm. Trong khối hộp có chứa nước, mực nước so với đáy hộp có chiều cao là 40 cm. Hỏi 
khi đặt vào khối hộp một khối trụ có chiều cao bằng chiều cao khối hộp và bán kính đáy là 20 cm theo 
phương thẳng đứng thì chiều cao của mực nước so với đáy là bao nhiêu? 

 
A. 48,32 cm. B. 68,32 cm. C. 78,32 cm. D. 58,32 cm. 

Lời giải 
Chọn D 
Trước khi đặt vào khối hộp một khối trụ thì thể tích lượng nước có trong khối hộp là 

40.80.50 160000nV = =  (cm3). 
Gọi h  (cm)là chiều cao của mực nước so với đáy. 
Sau khi đặt vào khối hộp một khối trụ thì thể tích lượng nước là 

( ). 4000 400nV h π= −  (cm3). 

Do lượng nước không đổi nên ta có ( ). 4000 400 160000h π− =  

160000 58,32
4000 400

h
π

⇔ = ≈
−

 (cm). 

K

H B

A

O

S



E 

B 

S 

A C 

O 
H 

Câu 17.   Cho hình chóp tam giác đều .S ABC  có cạnh đáy bằng 2a , khoảng cách từ tâm O  của đường tròn 

ngoại tiếp của đáy ABC  đến một mặt bên là 
2
a . Thể tích của khối nón ngoại tiếp hình chóp .S ABC  bằng: 

A. 
34 .

3
a  B. 

34 .
9
a  C. 

34 .
27

a  D. 
32 .

3
a  

Lời giải 
Chọn B. 
Gọi E  là trung điểm của BC , dựng OH SE  tại H . 

Chứng minh được  OH SBC  nên suy ra  ,
2
aOH d O SBC    . 

Trong tam giác đều ABC , ta có 
1 1 2 3 3.
3 3 2 3

a aOE AE    và 2 2 3 .
3 3

aOA AE   

Trong tam giác vuông SOE , ta có 

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 SO a

OH OE SO SO OH OE a
        . 

Vậy thể tích khối nón 
2 3

21 1 2 3 4. .
3 3 3 9

a aV OA SO a 
 

      
 (đvtt). 

Câu 18.   Cắt một hình trụ bằng mặt phẳng ( )α  vuông góc mặt đáy, ta được thiết diện là một hình vuông 

có diện tích bằng 16 . Biết khoảng cách từ tâm đáy hình trụ đến mặt phẳng ( )α  bằng 3 . Tính thể tích 

khối trụ. 

A. 2 3π . B. 52
3
π . C. 52π . D. 13π . 

Lời giải 
Chọn C 

. 
Dựng các dữ kiện bài toán theo hình vẽ trên. 
Mặt phẳng ( )α  vuông góc mặt đáy, ta được thiết diện là một hình vuông ABCD  có diện tích bằng 16  

⇒  Cạnh hình vuông bằng 4 . 
Khoảng cách từ tâm I  đáy hình trụ đến mặt phẳng ( )α  bằng 3 3IO⇒ = . 

Ta có 2 2 9 4 13IA IO OA= + = + = . 

Vậy thể tích khối trụ trên là: ( ) ( )
2

. 13 .4 52V dvttπ π= = . 

Câu 19.   Một khối cầu có đường kính bằng ( )10 cm . Người ta dùng một mặt phẳng cách tâm khối cầu 

( )3 cm để cắt khối cầu thành hai phần. Diện tích của thiết diện bằng 

O'

O

C

N

MI

I'

A

B

D



A. ( )216 cm . B. ( )16 cmπ . C. ( )316 cm . D. ( )216 cmπ . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Theo đề bài ta có: ( ) ( ) ( )2 10 cm 5 cm , 3 cmR R OM OH= ⇒ = = =  

( )2 2 4 cmr HM OM HM⇒ = = − = . 

⇒  Diện tích thiết diện bằng: ( )2 2 2.4 16 cmS rπ π π= = = ⇒Chọn D. 

Câu 20.   Cho hình trụ có bán kính đáy bằng R  và chiều cao bằng 3
2
R . Mặt phẳng ( )α  song song với 

trục của hình trụ và cách trục một khoảng bằng 
2
R . Tính diện tích thiết diện của hình trụ cắt bởi mặt 

phẳng ( )α . 

A. 
22 3
3

R
. B. 

23 3
2

R
. C. 

23 2
2

R
. D. 

22 2
3

R
. 

Lời giải 
Chọn B 

Thiết diện của hình trụ cắt bởi mặt phẳng ( )α  là hình chữ nhật ABCD  với 3
2

=
RBC . 

Gọi H  là trung điểm AB , ta có 
2

=
RAH 2 22 2 3⇒ = = − =AB HB R AH R . 

Vậy diện tích thiết diện là: 
23 3 3. 3.

2 2
= = =

R RS AB CD R . 

Câu 21.   Một hình nón có chiều cao 2a , bán kính đáy 2a . Một phẳng phẳng đi qua đỉnh và tạo với mặt 
đáy góc 60 . Tính diện tích thiết diện. 

A. 
25 2

3
a . B. 

24 3
3

a . C. 
25 3

3
a . D. 

24 2
3

a . 

Lời giải 
Chọn D 
Kí hiệu như hình vẽ 

O

H M



 
Dễ thấy góc giữa mặt phẳng (SAB) và mặt đáy là góc  060SMO  . 

Xét tam giác vuông SOM  có 22 .cot 60
3
aOM a  ; 2 4

sin 60 3
a aSM  



; 

Lại có 
2

2 2 2 4 2 22. 2 2 2
3 3
a aAB MB OB OM a       

Vậy 
21 1 4 2 2 4 2. . .

2 2 33 3ABC
a a aS SM AB    . 

Câu 22.   Cho hình nón đỉnh S , đường cao SO, A  và B  là hai điểm thuộc đường tròn đáy sao cho 

khoảng cách từ O  đến ( )SAB  bằng 3
3

a  và  

0 030 , 60SAO SAB= = . Độ dài đường sinh của hình nón 

theo a  bằng 

A. 2a  B. 3a  C. 2 3a  D. 5a  
Lời giải 

Chọn A 

 
Gọi K  là trung điểm của AB  ta có OK AB⊥  vì tam giác OAB  cân tại O  
Mà SO AB⊥  nên ( )AB SOK⊥  ( ) ( )SOK SAB⇒ ⊥  mà ( ) ( )SOK SAB SK⇒ ∩ =  nên từ O  dựng 

OH SK⊥  thì ( ) ( )( ),OH SAB OH d O SAB⊥ ⇒ =  

2a

2a

O

S

B

A

M

K

H B

A

O

S



Xét tam giác SAO  ta có: sin
2

SO SASAO SO
SA

= ⇒ =  

Xét tam giác SAB  ta có: 

3sin
2

SK SASAB SK
SA

= ⇒ =  

Xét tam giác SOK  ta có: 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
OH OK OS SK SO SO

= + = +
−

 

2 2 22 2 2

1 1 1 4 2
3

4 4 4
SA SA SAOH SA SA

⇒ = + = +
−

 2
2 2

6 3 2 2SA a SA a
SA a

⇒ = ⇒ = ⇒ =  

Câu 23.   Cho khối nón ( )N  có chiều cao 20h = cm, bán kính đáy 25r = cm. Gọi ( )α  là mặt phẳng đi 

qua đỉnh của ( )N  và cách tâm của mặt đáy 12 cm. Khi đó ( )α  cắt ( )N  theo một thiết diện có diện tích 

là 
A. 300S = cm2. B. 500S =  cm2. C. 406S =  cm2. D. 400S =  cm2. 

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi ,S O  lần lượt là đỉnh và tâm đường tròn đáy của khối nón ( )N . 

Ta có mặt phẳng ( )α  cắt đường tròn đáy tâm O  tại 2 điểm ,A B . 

Vậy mặt phẳng ( )α  cắt khối nón theo một thiết diện là SAB∆ . 

Kẻ OI AB⊥ , OH SI⊥  

Ta có ( )
OI AB

AB SOI AB OH
SO AB

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

 

Ta có ( ) ( ), 12
AB OH

OH SAB d O SAB OH
SI OH

⊥
⇒ ⊥ ⇒ = =   ⊥

cm. 

Áp dụng hệ thức lượng cho SOI∆  vuông tại O  có đường cao OH  

2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 15
1 1 1 1

12 20

OI
OH OI SO

OH SO

= + ⇒ = = =
− −

cm. 

Xét AOI∆  vuông tại I  có: 2 2 2 2 2 2 225 15 20IA OI AO IA AO OI+ = ⇒ = − = − = cm. 

Xét SOI∆  vuông tại O  có: 2 2 2 2 2 2 220 15 25SO IO SI SI SO IO+ = ⇒ = + = + =  cm. 

Vậy 1 . . 25.20 500
2SABS SI AB SI IA= = = = cm2. 

Câu 24.   Một khối hình trụ có chiều cao bằng 3 lần đường kính của mặt đáy chứa đầy nước. Người ta đặt 
vào 

trong khối đó một khối cầu có đường kính bằng đường kính khối trụ và một khối nón có đỉnh tiếp xúc 



với khối cầu, đáy khối nón trùng với đáy trên của khối trụ (như hình vẽ).Tính tỉ số thể tích của lượng 
nước còn lại trong khối trụ và lượng nước của khối trụ ban đầu. 

 

A. 4
9

. B. 5
9

. C. 2
3

. D. 1
2

. 

Lời giải 
Chọn B 
Gọi R, h lần lượt là bán kính đáy và chiều cao của khối trụ h 6R 6.⇒ = =  Thể tích của khối trụ là 

2 2V R h .1 .6 6 .= π = π = π  Khối cầu bên trong khối trụ có bán kính là 3
C

4 4R 1 V R .
3 3

= ⇒ = π = π  

Khối nón bên trong khối trụ có bán kính đáy là R = 1 và chiều cao h –2R =4. Suy ra thể tích khối nón 
là 

2 2
N

1 1 4V R h .1 .4 .
3 3 3

= π = π = π  Do đó, thể tích lượng nước còn lại bên trong khối trụ là 

( )0 C N
4 10V V V V 6 2.
3 3
π π

= − + = π− = . Vậy tỉ số cần tính là 0V 10 5T : 6 .
V 3 9

π
= = π =  

Câu 25.   Một khối trụ có chiều cao bằng  20 cm và có bán kính đáy bằng  10 cm . Người ta kẻ hai bán 

kính đáy OA và ' 'O B lần lượt nằm trên hai đáy, sao cho chúng hợp với nhau một góc bằng 030 . Cắt mặt 
trụ bởi một mặt phẳng chứa đường thẳng 'AB và song song với trục của khối trụ đó. Diện tích của thiết 
diện tạo bởi mặt phẳng cắt hình trụ trên là? 

A.  2200 2 3 cm . B.  3200 2 3 cm . C.  2200 cm . D. 230cm . 

Lời giải 
 Đáp án A 
Từ một đáy của khối trụ, ta vẽ hai bán kính ,OA OB sao cho 
 030AOB  . Gọi ', ', 'A O B lần lượt là hình chiếu vuông góc của 
, ,A O B trên mặt đáy còn lại. Ta có: OAvà ' 'O B tạo với nhau một góc 

030 . Thiết diện là hình chữ nhật ' 'ABB A có: 

 2 2 2 02. . .cos 30 100 2 3AB OA OB OAOB      

 10 2 3AB cm   . 

Mặt khác, ta có:  ' ' ' 20AA BB OO cm   . 



Câu 26.   Cho hình nón có chiều cao bằng 4 . Một mặt phẳng đi qua đỉnh hình nón và cách tâm O của mặt 

đáy hình nón một khoảng bằng 12
5

 cắt hình nón theo một thiết diện là tam giác vuông cân. Tính thể tích 

của khối nón được giới hạn bởi hình nón đã cho bằng 

A. 32 5
3
π . B. 136 3π . C. 136

3
π . D. 96π . 

Lời giải 
Chọn C 

 
Giả sử thiết diện là tam giác vuông cân SAB  có cạnh bằng l  như hình vẽ. 

Ta có: 
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 . 3 5SO OHOM SM MB
OH SO OM SO OH

= + ⇒ = = ⇒ = =
−

. 

2 2 34r OM MB⇒ = + = . 

Thể tích khối nón: 21 1 136.34.4 .
3 3 3

V r h= = =
ππ π

 
Câu 27.   Cho một hình trụ tròn xoay và hình vuông ABCD  cạnh a  có hai đỉnh liên tiếp ,  A B  nằm trên 
đường tròn đáy thứ nhất của hình trụ, hai đỉnh còn lại nằm trên đường tròn đáy thứ hai của hình trụ. Mặt 
phẳng  ABCD  tạo với đáy hình trụ góc 45  như hình vẽ. Thể tích khối trụ đã cho bằng 

 

A. 
3

.
16
a  B.  32 .

16
a  C.  33 .

16
a  D.  33 2 .

16
a  

Lời giải 
Chọn D 

O B

S

A
M

H



 
Ta có .

2 2 2
MN AD aIM     

Tam giác IOM  vuông cân và có ,
2
aIM   suy ra 2 .

4
aIO OM   

Tam giác cân ,OAB  có 6 .2 2 4

aOM aOA OB
AB a

     

 

Hình trụ đã cho có 
3

2

22 3 22 .
166

4

ah OO IO aV r h
ar OA




        

 Chọn D. 

Câu 28.   Cho hình nón có chiều cao 20h = , bán kính đáy 25r = . Một thiết diện đi qua đỉnh của hình 
nón có khoảng cách từ tâm của đáy đến mặt phẳng chứa thiết diện là 12 . Tính diện tích S  của thiết diện 
đó. 

A. 500.S =  B. 400.S =  C. 300.S =  D. 406.S =  
Lời giải 

Chọn A 
Giả sử hình nón đỉnh S , tâm đáy O  và có thiết diện qua đỉnh thỏa mãn yêu cầu bài toán là SAB∆ . 

S

A

B
IO

H

 
Ta có SO  là đường cao của hình nón. Gọi I  là trung điểm của AB OI AB⇒ ⊥ . 
Gọi H  là hình chiếu của O  lên SI OH SI⇒ ⊥ . 
Ta chứng minh được ( )OH SAB⊥ 12OH⇒ = . 

Xét tam giác vuông SOI  có 2 2 2

1 1 1
OH OS OI

= + 2 2 2

1 1 1
OI OH OS

⇒ = − 2 2

1 1
12 20

= −
1

225
= . 

2 225 15OI OI⇒ = ⇒ = . 

Xét tam giác vuông SOI  có 2 2SI OS OI= +  2 220 15= +  25= . 

Xét tam giác vuông OIA  có 2 2IA OA OI= −  2 225 15= −  20= 40AB⇒ = . 

Ta có ABCS S∆=  1 .
2

AB SI=  1 .40.25
2

=  500= . 



Câu 29.   Cho hình nón có chiều cao bằng 6 . Mặt phẳng đi qua đỉnh của hình nón cắt hình nón theo thiết 
diện là tam giác cân tại đỉnh của hình nón sao cho góc ở đáy của tam giác bằng 30°  và có chu vi bằng 

( )12 2 3+ . Thể tích của khối nón được giới hạn bởi hình nón đã cho bằng 

A. 216π . B. 108π . C. 108 3π . D. 216 3π . 
Lời giải 

Chọn A 

 
Mặt phẳng qua đỉnh của hình nón và cắt hình nón theo thiết diện là tam giác cân SAB . 

Theo bài ra ta có ( )2 12 2 3+ = +SA AB . 

Gọi H  là trung điểm của AB , ta có : 2 2 .cos30 . 3= = ° =AB BH SA SA . 

( )2 3 12 2 3 12⇒ + = + ⇒ =SA SA SA . 

Gọi I  là tâm của đáy hình nón, áp dụng định lí Py-ta-go cho tam giác ∆SAI ta có : 
2 2 2 2 2 6 3+ = ⇒ = − =SI AI SA AI SA SI . 

Gọi V là thể tích của khối nón ta có : 21 1. . .108.6 216
3 3
π π π= = =V AI SI . 

Câu 30.   Một hình trụ có chiều cao bằng 10  và bán kính mặt đáy bằng 5 . Một mặt phẳng song song với 
trục của hình trụ và cách trục một khoảng bằng 3 cắt hình trụ theo thiết diện có diện tích bằng 

A. 40π . B. 80 . C. 100π . D. 50 . 
Lời giải 

Chọn B 

 
Thiết diện là hình chữ nhật và giả sử là ABCD  như hình vẽ. 

I
A

S

B
H

D

O B

O'
C

A
M



Gọi M là trung điểm AB . Ta có: 2 2' 10
4 8

5, 3
AD OO

MB OB OM AB
OB OM

= =
⇒ = − = ⇒ = = =

. 

⇒  Diện tích thiết diện bằng: . 10.8 80ABCDS AD AB= = = ⇒Chọn B. 

Câu 31.   Cho hình nón đỉnh S , tâm của đáy là O  và bán kính đường tròn đáy bằng 5 . Mặt phẳng ( )P  
qua đỉnh hình nón và cắt đường tròn đáy theo dây cung có độ dài bằng 6 . Biết rằng khoảng cách từ O  
đến ( )P  bằng 2 3 . Tính thể tích khối nón giới hạn bởi hình nón trên. 

A. 50 3π . B. 50 3
3
π . C. 100 3π . D. 100 3

3
π . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Giả sử thiết diện tạo bởi ( )P  và hình nón là tam giác SAB . 

Gọi M  là trung đoạn AB , khi đó 5r OA= = , 6AB = 2 2 4OM OA AM⇒ = − = . 

Gọi H  là hình chiếu vuông góc của O  lên SM . Suy ra OH  vuông góc với ( )P  nên 2 3OH = . 

Ta có: 2 2 2

1 1 1
OH OM OS

= + 2

1 1 1 1
12 16 48OS

⇒ = − = 4 3SO⇒ = . 

Thể tích khối nón 2 21 1 100 3. . .5 .4 3
3 3 3

V r h ππ π= = = . 

Câu 32.   Cho tam giác ABC  cân tại A , biết 2AB a=  và góc  o30ABC = , cho tam giác ABC  (kể cả 
điểm trong) quay xung quanh đường thẳng AC  được khối tròn xoay. Khi đó thể tích khối tròn xoay bằng 

A. 32πa . B. 36πa . C. 
32π

3
a . D. 32a . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi D  là hình chiếu vuông góc của B  lên đường thẳng AC . 

1V  là thể tích khối nón tròn xoay sinh bởi tam giác vuông CDB  khi quay quanh trục CD . 

2V  là thể tích khối nón tròn xoay sinh bởi tam giác vuông ADB  khi quay quanh trục AD . 

Khi đó thể tích khối tròn xoay cần tính là 1 2V V V= − . 

D
B' B

C

A



Tam giác ABC  cân tại A  và 2AB a AC= = ,  

o o30 120ABC CAB= ⇒ =  và  o60DAB = . 

Do đó o.sin 60 3DB AB a= = . 
Vậy ta có 

2 21 1π. . π. .
3 3

V DB DC DB DA= −  ( )21 π.
3

DB DC DA= −  21 π. .
3

DB AC=  ( )21 π. 3 .2
3

a a=  32πa=  

Câu 33.   Cho hình nón có chiều cao h . Tính chiều cao x  của khối trụ có thể tích lớn nhất nội tiếp trong 
hình nón theo h . 

A. 
2
hx = . B. 

3
hx = . C. 2

3
hx = . D. 

3
hx = . 

Lời giải 

Chọn B 

 
Gọi ,r R  theo thứ tự là bán kính đáy hình nón và khối trụ cần tìm. O  là đỉnh của hình nón, I  là tâm 

của đáy hình nón, J  là tâm của đáy hình trụ và khác I . OA  là một đường sinh của hình nón, B  là điểm 

chung của OA  với khối trụ. Ta có: ( )r h x Rr h x
R h h

−
= ⇒ = − . 

Thể tích khối trụ là: 
2

2 2
2 ( )RV xR x h x

h
π π= = −  

Xét hàm số 
2

2
2( ) ( ) , 0RV x x h x x h

h
π= − < < . 

Ta có 
2

2'( ) ( )( 3 ) 0 hay .
3

R hV x h x h x x x h
h

π= − − = ⇔ = =  

Bảng biến thiên: 

 

Dựa vào BBT, ta thấy thể tích khối trụ lớn nhất khi chiều cao của khối trụ là 
3
hx = ; 

2

max
4

27
R hV π

= . 

Câu 34.   Cho hình nón có đường kính đáy bằng 6 . Một mặt phẳng đi qua trục của của khối nón được giới 
hạn bởi hình nón đã cho và cắt hình nón theo một thiết diện là tam giác có diện tích bằng 12 . Diện tích 
xung quanh hình nón này bằng: 

A. 10π . B. 12π . C. 15π . D. 30π . 
Lời giải 



Chọn C 
2 21 24 24. . 12 4 5

2 6
S d h h l h r

d∆ = = ⇔ = = = ⇒ = + =  

. . 15xqS r lπ π= =  

Câu 35.   Cho hình nón có đường kính đáy bằng 6 . Một mặt phẳng đi qua trục của của khối nón được giới 
hạn bởi hình nón đã cho và cắt hình nón theo một thiết diện là tam giác có diện tích bằng 12 . Diện tích 
xung quanh hình nón này bằng: 

A. 10π . B. 12π . C. 15π . D. 30π . 
Lời giải 

Chọn C 
2 21 24 24. . 12 4 5

2 6
S d h h l h r

d∆ = = ⇔ = = = ⇒ = + =  

. . 15xqS r lπ π= =  

Câu 36.   Một hình nón có thiết diện tạo bởi mặt phẳng qua trục của hình nón là một tam giác vuông cân 
với cạnh huyền bằng 2 2a . Thể tích V  của khối nón là 

A. 
32

3
aV π

= . B. 32 2V aπ= . C. 
32 2

3
aV π

= . D. 
322

9
aV π

= . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có tam giác SMN  cân tại S . Giả thiết tam giác, suy ra tam giác SMN vuông cân tại S . Thiết diện 
qua trục nên tâm O  đường tròn đáy thuộc cạnh huyền MN . 

Vậy hình nón có bán kính đáy 
1 2
2

R MN a= = , đường cao 
1 2
2

h MN a= = . 

Thể tích khối nón 
3

2 2 2
3 3

aV R h ππ1= = . 

Câu 37.   Cho hình nón có chiều cao và bán kính đáy đều bằng 2 . Mặt phẳng ( )P  qua đỉnh hình nón và 

cắt đáy theo dây cung có độ dài bằng 2. Khoảng cách từ tâm đáy tới mặt phẳng ( )P  bằng. 

A. 2 7
7

. B. 2 . C. 2 3
3

. D. 2 21
7

. 

Lời giải 
Chọn D 

 
( )P  qua đỉnh S  cắt đáy theo dây cung AB 2AB⇒ = . 

A

B

H

I

O

S



⇒ 2OA OB AB= = =  OAB⇒∆  đều. 
Gọi H  là trung điểm AB , hạ OI SH⊥ . 
OI SH⊥  theo cách dựng, OI AB⊥  vì ( )AB SOI⊥  ( )OI SAB⇒ ⊥  

( )( ) ( )( ), ,d O P d O SAB OI⇒ = = . 

Ta có: 2 2 2
1 1 1 

OI OH SO
= +

1 1 7 
3 4 12

= + = 2 12 
7

OI =⇒ ⇒
2 21

7
OI = .

 

Câu 38.   Cho hình nón tròn xoay có chiều cao 20cmh = , bán kính đáy 25cmr = . Mặt phẳng ( )α  đi 

qua đỉnh của hình nón cách tâm của đáy 12cm . Tính diện tích thiết diện của hình nón cắt bởi mặt phẳng 

( )α . 

A. 400S = ( )2cm . B. 406S =  ( )2cm . C. 300S = ( )2cm . D. 500S =  ( )2cm . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Ta có: ( )( ), 12d O OHα = = . 

Diện tích thiết diện của hình nón cắt bởi mp ( )α  là: 
1 . .
2SABS SM AB SM MA∆ = = . 

Trong tam giác SMO  vuông tại O : 2 2 2

1 1 1
OH SO OM

= + 2 2 2

1 1 1
12 20 OM

⇔ = + 15OM⇔ = . 

Suy ra 2 2 2 220 15 25SM SO OM= + = + = . 
Mặt khác ta có: M  là trung điểm của AB  và OM AB⊥ . 

Xét tam giác MOA  vuông tại M : 2 2 2 225 15 20MA OA OM= − = − = . 

Vậy . 25.20 500SABS SM MA∆ = = = ( )2cm . 

Câu 39.   Cho hìnhân ón có chiều cao bằng 2 5 . Một mặt phẳng đi qua đỉnh O  của hình nón và cắt hình 

nón theo một thiết diện là tam giác OAB  có diện tích bằng 9 2 và góc  45AOB = ° . Thể tích của khối 
nón được giới hạn bởi hình nón đã cho bằng 

A. 32 5
3
π . B. 32π . C. 32 5π . D. 96π . 

Lời giải 
Chọn A 

O

12

25

20

H

M

B

A

S



 
Gọi I  là tâm đường tròn đáy hình nón, thiết diện là tam giác cân OAB . 

2 21 1 2. .sin 45 9 2 . 36
2 2 2OABS OAOB OA OA∆ = °⇔ = ⇔ = . 

Do đó ( )2
2 2 36 2 5 4IA OA OI= − = − = . 

Khối nón cần tìm có bán kính đáy 4IA = , chiều cao 2 5OI =  nên có thể tích là: 

21 1 1 32 5. . . . .16.2 5
3 3 3 3dV S h IA OI ππ π= = = = . 

Câu 40.   Cho hình trụ có bán kính đáy bằng 𝑎𝑎. Biết rằng khi cắt hình trụ đã cho bởi một mặt phẳng đi qua 
trục, thiết diện thu được là một hình vuông. Thể tích của khối trụ đã cho bằng 

A. 2𝜋𝜋𝑎𝑎3. B. 4𝜋𝜋𝑎𝑎3. C. 6𝜋𝜋𝑎𝑎3. D. 8𝜋𝜋𝑎𝑎3. 
Lời giải 

Chọn A 

 
Hình trụ có bán kính đáy bằng 𝑎𝑎 thì có đường kính đáy bằng 2𝑎𝑎. 
Vì vậy, khi cắt hình trụ đã cho bởi một mặt phẳng đi qua trục thì thiết diện thu được là một hình vuông 

có cạnh bằng 2𝑎𝑎. 
Suy ra đường sinh cũng là chiều cao của hình trụ 𝑙𝑙 = ℎ = 𝑂𝑂𝑂𝑂′ = 2𝑎𝑎. 
Thể tích của khối trụ đã cho: 𝑉𝑉 = 𝜋𝜋𝑟𝑟2ℎ = 𝜋𝜋.𝑎𝑎2. 2𝑎𝑎 = 2𝜋𝜋𝑎𝑎3. 

Câu 41.   Cho hình nón ( )N  có đáy là hình tròn tâm O , đỉnh S , thiết diện qua trục là tam giác đều cạnh 

2a . Cho điểm H  thay đổi trên đoạn thẳng SO . Mặt phẳng ( )P vuông góc với SO  tại H và cắt hình nón 

theo đường tròn ( )C .Khối nón có đỉnh O  và đáy là hình tròn ( )C có thể tích lớn nhất bằng bao nhiêu? 



A. 
33 3

81
aπ . B. 

32 3
81

aπ . C. 
33

81
aπ . D. 

34 3
81

aπ . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Theo giả thiết tam giác SAB  đều cạnh 2 3a SO a⇒ = . 

Đặt ( )0 3OH h h a= < < . 

Ta có: 1 1
3 3

SH HE HE a h r a h
SO OA

= ⇒ = − ⇒ = − . 

( )2 3 2 21 1 1 2 1 .
3 3 3 33CV r h h ah a h f hπ π π = = − + = 

 
. 

( ) ( )
( )

( )
2 2

3
4 0 33

3

h a loai
f h h ah a f h ah tm

 =
′ ′= − + ⇒ = ⇔ 

=

. 

Vậy 
31 3 4 3

3 3 81C
a aMaxV f ππ

 
= =  

 
. 

Câu 42.   Cho hình nón ( )N  có đáy là hình tròn tâm O , đỉnh S , thiết diện qua trục là tam giác đều cạnh 

2a . Cho điểm H  thay đổi trên đoạn thẳng SO . Mặt phẳng ( )P vuông góc với SO  tại H và cắt hình 

nón theo đường tròn ( )C .Khối nón có đỉnh O  và đáy là hình tròn ( )C có thể tích lớn nhất bằng bao 

nhiêu? 

A. 
33 3

81
aπ

. B. 
32 3

81
aπ

. C. 
33

81
aπ

. D. 
34 3

81
aπ

. 

Lời giải 
Chọn D 

 

Theo giả thiết tam giác SAB  đều cạnh 2 3a SO a⇒ = . 

S

AB O

H Er

h

a

S

AB O

H Er

h

a



Đặt ( )0 3OH h h a= < < . 

Ta có: 
1 1
3 3

SH HE HE a h r a h
SO OA

= ⇒ = − ⇒ = − . 

( )2 3 2 21 1 1 2 1 .
3 3 3 33CV r h h ah a h f hπ π π = = − + = 

 
. 

( ) ( )
( )

( )
2 2

3
4 0 33

3

h a loai
f h h ah a f h ah tm

 =
′ ′= − + ⇒ = ⇔ 

=

. 

Vậy 
31 3 4 3

3 3 81C
a aMaxV f ππ

 
= =  

 
. 

Câu 43.   Một khối cầu có đường kính bằng ( )10 cm . Người ta dùng một mặt phẳng cách tâm khối cầu 

( )3 cm để cắt khối cầu thành hai phần. Diện tích của thiết diện bằng 

A. ( )216 cm . B. ( )16 cmπ . C. ( )316 cm . D. ( )216 cmπ . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Theo đề bài ta có: ( ) ( ) ( )2 10 cm 5 cm , 3 cmR R OM OH= ⇒ = = =  

( )2 2 4 cmr HM OM HM⇒ = = − = . 

⇒  Diện tích thiết diện bằng: ( )2 2 2.4 16 cmS rπ π π= = = ⇒Chọn D. 

Câu 44.   Một bình đựng nước dạng hình nón (không có đáy), đựng đầy nước. Người ta thả vào đó 
một khối cầu có đường kính bằng chiều cao của bình nước và đo được thể tích nước tràn ra 

ngoài là 318 dmπ . Biết rằng khối cầu tiếp xúc với tất cả các đường sinh của hình nón và đúng 
một nửa của khối cầu chìm trong nước (hình bên). Thể tích V  của nước còn lại trong bình bằng 

O

H M



 
A. 324 dmπ . B. 36 dmπ . C. 354 dmπ  D. 312 dmπ . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Đường kính của khối cầu bằng chiều cao của bình nước nên 2OS OH= . 
Ta có thể tích nước tràn ra ngoài là thể tích của nửa quả cầu chìm trong bình nước: 

3218 3.
2 3
CV OH OHππ = = ⇔ =  

Lại có: 2
2 2 2

1 1 1 12.OB
OH OS OB

= + ⇔ =  

Thể tích bình nước ( thể tích nước ban đầu): 
2. . 24

3n
OS OBV π π= = ( )3dm . 

Thể tích nước còn lại là: 24 18 6π π π− = ( )3dm . 

Câu 45.   Cho một hình thang cân ABCD  có các cạnh đáy 2  , 4 ,AB a CD a= =  cạnh bên 3 .AD BC a= =  
Hãy tính thể tích của khối tròn xoay sinh bởi hình thang đó khi quay quanh trục đối xứng của nó. 

A. 
314 2
3

a . B. 
356 2
3

a . C. 
314

3
a . D. 

328 2 .
3

a  

Lời giải 
Chọn A 

B A 

H 

S 

O 



 

Gọi AD  và BC cắt nhau tại E . 2 AB DC
→

=


 nên AB  là đường trung bình EDC∆ 2 6ED AD a⇒ = = . 
Gọi H  và K  lần lượt là trung điểm AB  và CD  thì ta có EK  vuông góc với CD  và HK  là trục đối xứng 
của .ABCD  

2 2 4 2EK ED DK a= − = ; 2 2
2

EKEH a= =  

Khối tròn xoay sinh bởi hình thang ABCD  khi quay quanh trục của nó chính là phần thể tích nằm giữa 
hai khối nón: 

+Khối nón 1: Có đáy là hình tròn tâm K , bán kính 2KD a= , đường cao EK= 4 2a  
+Khối nón 2 : Có đáy là hình tròn tâm H , bán kính HA a= , đường cao 2 2EH a=  
Do đó thể tích cần tìm là 

3
2 2

1 2
1 1 14 2.(2 ) . .4 2 . . .2 2
3 3 3

= − = − =
aV V V a a a aπ π . 

Câu 46.   Một hình nón có chiều cao 2a , bán kính đáy 2a . Một phẳng phẳng đi qua đỉnh và tạo với mặt 
đáy góc 60 . Tính diện tích thiết diện. 

A. 
25 2

3
a . B. 

24 3
3

a . C. 
25 3

3
a . D. 

24 2
3

a . 

Lời giải 
Chọn D 
Kí hiệu như hình vẽ 

 
Dễ thấy góc giữa mặt phẳng (SAB) và mặt đáy là góc  060SMO  . 

Xét tam giác vuông SOM  có 22 .cot 60
3
aOM a  ; 2 4

sin 60 3
a aSM  



; 

Lại có 
2

2 2 2 4 2 22. 2 2 2
3 3
a aAB MB OB OM a       

2a

2a

O

S

B

A

M



Vậy 
21 1 4 2 2 4 2. . .

2 2 33 3ABC
a a aS SM AB    . 

Câu 47.   Cho hình nón có bán kính đường tròn đáy bằng 4 . Một mặt phẳng ( )α  đi qua đỉnh hình nón và 

cắt hình nón theo một thiết diện là tam giác đều có diện tích bằng 9 3 , đồng thời khoảng cách từ tâm của 

đường tròn đáy hình nón đến ( )α  bằng 
2 35
3 3

. Thể tích của khối nón được giới hạn bởi hình nón đã cho 

bằng 

A. 32 5
3
π . B. 32π . C. 32 5π . D. 96π . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi O  là đỉnh hình nón, I  là tâm đường tròn đáy hình nón, thiết diện là tam giác đều OAB . 
Gọi K  là trung điểm của AB  khi đó IK AB⊥ . 

Kẻ IH OK⊥  khi đó khoảng cách từ I  đến ( )OAB  chính là IH  hay 
2 35
3 3

IH = . 

2
2 43 4.9 3 36 6

4 3 3
OAB

OAB
SOAS OA OA∆

∆ = ⇒ = = = ⇒ = . 

Gọi K  là trung điểm của AB  khi đó: 2 2 16 9 7IK IB KB= − = − = . 
Tam giác OIK  vuông tại I  và IH  là đường cao nên: 

2
2 2 2

1 1 1 27 1 1 20 2 5
140 7 20

OI
IO IH IK

= − = − = ⇔ = = . 

Khối nón cần tìm có bán kính đáy 4IA = , chiều cao 2 5OI =  nên có thể tích là: 

21 1 1 32 5. . . . .16.2 5
3 3 3 3dV S h IA OI ππ π= = = = . 

Câu 48.   Một cái trục lăn sơn nước có dạng một hình trụ. Đường kính của đường tròn đáy là 5cm , chiều 
dài lăn là 23cm  (hình bên). Sau khi lăn trọn 10  vòng thì trục lăn tạo nên tường phẳng lớp sơn có diện 
tích là 

A. 2862,5 cmπ . B. 25230 cmπ . C. 22300 cmπ . D. 21150 cmπ . 



 
Lời giải 

Chọn D 
Gọi r , l  lần lượt là bán kính và độ dài đường sinh của hình trụ. 
Theo giả thiết 2 5r cm= , 23l cm= . 
Ta có diện tích xung quanh của hình trụ là: 22 5.23 115xqS rl cmπ π π= = = . 

Sau khi lăn trọn 1 vòng thì trục lăn tạo nên tường phẳng lớp sơn có diện tích bằng diện tích xung 
quanh của hình trụ. 

Vậy sau khi lăn trọn 10  vòng thì trục lăn tạo nên tường phẳng lớp sơn có diện tích là: 
210. 1150xqS cmπ= . 

Câu 49.   Cho hình nón có góc ở đỉnh bằng 60° , diện tích xung quanh bằng 28 aπ . Tính thể tích V của 
khối nón đã cho. 

A. 
38 3 .

3
aV π

= . B. 
3 2
4

aV π
= . C. 35V aπ= . D. 32V aπ= . 

Lời giải 
Chọn A 

 

Thể tích 2 21 1 . . .
3 3

V R h OA SOπ π= =  

Ta có  60 30ASB ASO= °⇒ = °
1tan 30 3.
3

OA SO OA
SO

⇒ ° = = ⇒ =  

Lại có 2 2 2. . . 8xqS Rl OA SA OA OA SO aπ π π π= = = + =  
2 2 2 2 23 8 2 8OA OA OA a OA a⇒ + = ⇒ =  

3
21 8 3 .2 2 3 .4 .2 3

3 3
aOA a SO a V a a ππ⇒ = ⇒ = ⇒ = =  

Câu 50.   Một hình trụ có bán kính đáy bằng a , chiều cao ' 3OO a= . Hai điểm A, B lần lượt nằm trên 2 
đáy (O), (O’) sao cho góc giữa OO’ và AB bằng 030 . Khoảng cách giữa AB và OO’ bằng: 



A. 3 .
3

a  B. 3 .
2

a  C. 2 3 .
3

a  D. 3.a  

Lời giải 
Chọn A 

Trên ( )O lấy điểm C  sao cho / / 'BC OO . Khi đó:  030ABC =  và 

' 3.BC OO a= =  
Ta có: ' (O) (O)OO BC BC AC ABC⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ∆ vuông tại C . 

Suy ra: 0. tanB 3.tan 30AC BC a a= = = . 
Ta có: ( ) ( )'/ / BC OO'/ /(ABC) d '; ; ( )OO OO AB d O ABC⇒ ⇒ =  

Gọi H  là hình chiếu vuông góc của O  lên AC . 

Ta có: ( ) ( ); ( )
OH AC

OH ABC OH d O ABC
OH BC

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ =⊥ 

 

Ta có: OAC∆  đều ( vì OA OC AC a= = = ) 3
2

aOH⇒ = .   

Câu 51.   Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai điểm ( ) ( )3; 2;6 , 0;1;0A B−  và mặt cầu 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2: 1 2 3 25S x y z− + − + − = . Mặt phẳng ( ) : 2 0P ax by cz+ + − =  đi qua ,A B và cắt ( )S theo 

giao tuyến là đường tròn có bán kính nhỏ nhất. Tính T a b c= + + . 
A. 4T = . B. 2.T =  C. 3T = . D. 5T = . 

Lời giải 
Chọn C 

 
( )S  có tâm ( ) ( )1;2;3 ; 5; 3;3; 6I R AB= − −



. 

Vì B nằm trong mặt cầu nên gọi K  là hình chiếu vuông góc của I lên AB thì K cũng nằm trong mặt 
cầu. Do đó ( )P  luôn cắt ( )S theo giao tuyến là một đường tròn bán kính r . 

AB có phương trình: 1
2

x t
y t
z t

=
 = −
 =

 nên ( ) ( );1 ;2 1; 1;2 3K t t t IK t t t− ⇒ = − − − −


. 

Vì IK AB⊥ suy ra . 0 1IK AB t= ⇔ =
 

. Do đó ( )1;0;2K . 

Ta lại có: 2 225r IH= −  nên để r nhỏ nhất thì IH lớn nhất, mà IH IK≤  nên mp ( )P cần tìm nhận 

( )0; 2; 1IK − −


 làm VTPT. Vì IK AB⊥ nên ( )AB P⊂ . Vậy phương trình ( )P : 2 2 0 3y z T+ − = ⇒ = . 



Câu 52.   Một hình trụ có bán kính đáy bằng a , chiều cao ' 3OO a= . Hai điểm A, B lần lượt nằm trên 2 
đáy (O), (O’) sao cho góc giữa OO’ và AB bằng 030 . Khoảng cách giữa AB và OO’ bằng: 

A. 3 .
3

a  B. 3 .
2

a  C. 2 3 .
3

a  D. 3.a  

Lời giải 
Chọn A 

Trên ( )O lấy điểm C  sao cho / / 'BC OO . Khi đó:  030ABC =  và 

' 3.BC OO a= =  
Ta có: ' (O) (O)OO BC BC AC ABC⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ∆ vuông tại C . 

Suy ra: 0. tanB 3.tan 30AC BC a a= = = . 
Ta có: ( ) ( )'/ / BC OO'/ /(ABC) d '; ; ( )OO OO AB d O ABC⇒ ⇒ =  

Gọi H  là hình chiếu vuông góc của O  lên AC . 

Ta có: ( ) ( ); ( )
OH AC

OH ABC OH d O ABC
OH BC

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ =⊥ 

 

Ta có: OAC∆  đều ( vì OA OC AC a= = = ) 3
2

aOH⇒ = .   

Câu 53.   Một tấm đề can hình chữ nhật được cuộn tròn lại theo chiều dài tạo thành một khối trụ có đường 
kính 50cm. Người ta trải ra 250 vòng để cắt chữ và in tranh cổ động, phần còn lại một khối trụ có đường 
kính 45cm. Hỏi phần đã trải ra dài bao nhiêu mét (làm tròn đến hàng đơn vị)? 

A. 373m . B. 187m . C. 384m . D. 192m . 
Lời giải 

Chọn A 

Bề dày của tấm đề can là ( )50 45a 0,01 cm
2.250
−

= =  

Gọi d là chiều dài đã trải và h là chiều rộng của tấm đề can 

Khi đó ta có 
( ) ( ) ( )

2 22 2 50 4550 45d.h.a h h d 37306 cm 373 m
2 2 4a

π −   = π − π ⇒ = ≈ ≈   
   

 

Câu 54.   Hình trụ có bán kính đáy bằng ,a  chu vi của thiết diện qua trục bằng 10 .a  Thể tích của khối trụ 
đã cho bằng. 

A. 3aπ . B. 33 aπ . C. 34 aπ . D. 35 aπ . 
Lời giải 

Chọn B 

. 
Thiết diện qua trục là 1 hình chữ nhật. 
Giả sử chiều cao của khối trụ là .b  
Theo đề ra ( )2 2 10 3 .a b a b a+ = ⇒ =  

Thể tích khối trụ là 2 3. .3 3V S h a a aπ π= = = . 

a

b



Câu 55.   Cho hình trụ có hai đường tròn đáy ( )O; R  và ( );O R′ , chiều cao 3h R= . Đoạn thẳng AB  có 

hai đầu mút nằm trên hai đường tròn đáy hình trụ sao cho góc hợp bởi AB  và trục của hình trụ là 
30α = ° . Thể tích tứ diện ABOO′  là: 

A. 
3

2
R . B. 

33
2
R . C. 

33
4
R . D. 

3

4
R . 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 
Ta có hình vẽ như sau: 

. 
Ta có: ' 'OO BB  nên ( ) ( ) , ' , ' ' 30AB OO AB BB ABB= = = ° . 

Đặt ' . ' 'OA B O ABV V= . 

Ta có: ' . ' ' . ' ' . ' . '
1
3OA B O AB B O AB B OA AO B OA AOV V V V V= + = +  . '

2
3B OA AOV V⇒ = . 

Mà ( )( )
( )( )

', ' 1
', '

d A OBA IA
d O OBA IO

= =  nên '. '
1
3A OAB O OABV V V= = . 

Ta có 'OB R= , 'AB R=  nên tam giác ' 'O AB  đều nên có diện tích bằng 
2 3
4

R . 

Vậy ta có 
2 3

'
1 1 33
3 3 4 4O OAB

R RV V R
 

= = = 
  .

 

Câu 56.   Cho hình nón đỉnh S  có đáy là hình tròn tâm O . Một mặt phẳng qua đỉnh của hình nón và cắt 
hình nón theo thiết diện là tam giác vuông có diện tích bằng 4 . Góc giữa đường cao của hình nón và mặt 
phẳng thiết diện bằng 30° . Thể tích của khối nón được giới hạn bởi hình nón đã cho bằng 

A. 5π . B. 10 2
3
π . C. 8 3

3
π . D. 5 3

3
π . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Mặt phẳng đi qua đỉnh của hình nón và cắt hình nón theo thiết diện là tam giác vuông SAB . 
Gọi SA l=  là đường sinh, OA R=  là bán kính và SO h=  là đường cao của hình nón đã cho. 
Gọi I  là trung điểm của AB  và K  là hình chiếu của O  lên SI . 

R

30°

h

R

h= 3R

H

B'

A

O

O'

A'

B



Góc giữa đường cao của hình nón và mặt phẳng thiết diện là ( )( ) ; 30SO SAB OSK= = ° . 

SAB∆  vuông cân tại S  nên 2 21 1. 4 2 2
2 2SABS SA l l= ⇔ = ⇒ =



. 

. 2 4AB l⇒ = = ⇒  Đường trung tuyến 
1 1. .4 2
2 2

SI AB= = = . 

SOI∆  vuông tại O : 

3cos .cos30 2. 3 3
2

SOOSI SO SI h
SI

= ⇒ = ° = = ⇒ = . 

Ta có: ( ) ( )2 2
2 2 2 2 3 5R l h= − = − = . 

Vậy thể tích của khối nón là 21 1 5 3.5. 3
3 3 3

V R h ππ π= = = . 

Câu 57.   Cho hình trụ có các đáy là hai hình tròn tâm O  và O' , bán kính đáy bằng chiều cao và bằng a . 
Trên đường tròn đáy tâm O  lấy điểm A , trên đường tròn đáy tâm O'  lấy điểm B sao cho AB 2= a . Tính 
thể tích của khối tứ diện OO AB′  theo a . 

A. 
33

18
a . B. 

33
15

a . C. 
33

12
a . D. 

32
12

a . 

Lời giải 

 
Chọn C 
Kẻ đường sinh AA' . Gọi C  là điểm đối xứng với A′  qua O'  và H  là hình chiếu của B  trên đường 

thẳng A'C . 

Vì BH A'C⊥  và BH AA'⊥  nên ( )BH AA'O'O⊥  ⇒ OO'AB OO'A
1V = S .BH
3

. 

Ta có: 2 2A'B = AB A'A 3a− =  ⇒ 2 2BC A'D A'B a= − =  

⇒ tam giác BO'C  đều ⇒ 3BH  
2

= a  

Trong đó OO'A  là tam giác vuông cân có cạnh bên bằng a  nên 
2

OO'AS =
2
a  

⇒ 
2 3

OO'AB
1 3 3V = . . =
3 2 2 12

αa a . Đáp án C. 

Câu 58.   Một hình trụ có diện tích xung quanh là 4π , thiết diện qua trục là hình vuông. Một mặt phẳng 
( )α  song song với trục, cắt hình trụ theo thiết diện 'ABB A′ , biết một cạnh của thiết diện là một dây của 

đường tròn đáy hình trụ và căng một cung 120° . Tính diện tích tứ giác ABB A′ ′ . 
A. 3 . B. 3 . C. 2 3 . D. 3 3 . 

Lời giải 
Đáp án: C 

A

A′

O

B

CO′ H



 
Gọi chiều cao của hình trụ là h , bán kính đáy của hình trụ là r . 
Ta có: 22 2 .2 4 4 1 2xqS rh r r r r hπ π π π= = = = ⇒ = ⇒ = . 

Dây cung AB căng một cung 120°nên  60AOB = ° . 

Gọi I  là trung điểm AB . Xét tam giác vuông OIB  có: 3sin 60
2

IB OB= ° = 3AB⇒ = . 

Vậy . 2 3ABB AS h AB′ ′ = = (đvdt). 
Câu 59.   Một hình trụ có chiều cao bằng 10  và bán kính mặt đáy bằng 5 . Một mặt phẳng song song với 
trục của hình trụ và cách trục một khoảng bằng 2 cắt hình trụ theo thiết diện có diện tích bằng 

A. 40π . B. 80π . C. 100π . D. 50π . 
Lời giải 

Chọn B 

 
Thiết diện là hình chữ nhật và giả sử là ABCD  như hình vẽ. 

Gọi M là trung điểm AB . Ta có: 2 2' 10
4 8

5, 3
AD OO

MB OB OM AB
OB OM

= =
⇒ = − = ⇒ = = =

. 

⇒  Diện tích thiết diện bằng: . 10.8 80ABCDS AD AB= = = ⇒Chọn B. 

Câu 60.   Cho hình nón có chiều cao 20h = , bán kính đáy 25r = . Một thiết diện đi qua đỉnh của hình 
nón có khoảng cách từ tâm của đáy đến mặt phẳng chứa thiết diện là 12 . Tính diện tích S  của thiết diện 
đó. 

A. 500S = . B. 400S =  C. 300S = . D. 406S = . 

Lời giải 

D

O B

O'
C

A
M



Chọn A 
Giả sử hình nón đỉnh S , tâm đáy O  và có thiết diện qua đỉnh thỏa mãn yêu cầu bài toán là SAB∆  

(hình vẽ). 
S

A

B
IO

H

 
Ta có SO  là đường cao của hình nón. Gọi I  là trung điểm của AB OI AB⇒ ⊥ . 
Gọi H  là hình chiếu của O  lên SI OH SI⇒ ⊥ . 
Ta chứng minh được ( )OH SAB⊥ 12OH⇒ = . 

Xét tam giác vuông SOI  có 2 2 2

1 1 1
OH OS OI

= + 2 2 2

1 1 1
OI OH OS

⇒ = − 2 2

1 1
12 20

= −
1

225
= . 

2 225 15OI OI⇒ = ⇒ = . 

Xét tam giác vuông SOI  có 2 2SI OS OI= +  2 220 15= +  25= . 

Xét tam giác vuông OIA  có 2 2IA OA OI= −  2 225 15= −  20= 40AB⇒ = . 

Ta có ABCS S∆=  1 .
2

AB SI=  1 .40.25
2

=  500= . 

Câu 61.   Cho hình nón có chiều cao bằng 4 . Mặt phẳng đi qua đỉnh của hình nón cắt hình nón theo thiết 

diện là tam giác vuông và cách tâm của đáy hình nón một khoảng bằng 
12

5
. Thể tích của khối nón được 

giới hạn bởi hình nón đã cho bằng 

A. 50 3
3
π . B. 132π . C. 

144
3
π

. D. 
136

3
π

. 

Lời giải 

 
Chọn D. 
Thiết diện của mp và hình nón là tam giác SAB vuông tại S. Gọi H là trung điểm AB, vẽ OK vuông 

góc với SH tại K.Ta có ( ) 12
;( )

5
OK d O SAB= = . Tam giác SOH vuông tại O có đường cao OK, suy ra 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 25 1 1

144 16 9OK OH OS OH OK OS
= + ⇒ = − = − = , suy ra 3OH =  

O
A

B

S

H

K



Ta có . 4.3
. . 5

12
5

SO OH
SH OK SO OH SH

OK
= ⇒ = = = , suy ra 5AH = , 

suy ra 2 2 2 23 5 34R OA OH AH= = + = + =  

Vậy thể tích khối nón 21 1 136
. .34.4

3 3 3
V R SO

π
= π = π =  

Câu 62.   Một hình trụ có chiều cao bằng 10  và bán kính mặt đáy bằng 5 . Một mặt phẳng song song với 
trục của hình trụ và cách trục một khoảng bằng 3 cắt hình trụ theo thiết diện có diện tích bằng 

A. 40 . B. 80 . C. 100 . D. 50 . 
Lời giải 

Chọn B 

 
Thiết diện là hình chữ nhật và giả sử là ABCD  như hình vẽ. 

Gọi M là trung điểm AB . Ta có: 2 2' 10
4 8

5, 3
AD OO

MB OB OM AB
OB OM

= =
⇒ = − = ⇒ = = =

. 

⇒  Diện tích thiết diện bằng: . 10.8 80ABCDS AD AB= = = ⇒Chọn B. 

Câu 63.   Cho hình nón có đường kính đáy bằng 10 . Một mặt phẳng đi qua đỉnh hình nón và cắt hình nón 
theo một thiết diện là tam giác đều có diện tích bằng 16 3 . Thể tích của khối nón được giới hạn bởi hình 
nón đã cho bằng 

A. 25 39
3

π . B. 50π . C. 64 39π . D. 96π . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi O  là đỉnh hình nón, I  là tâm đường tròn đáy hình nón, thiết diện là tam giác đều OAB . 

2
2 43 4 16 3 64

4 3 3
∆

∆
⋅

= ⇒ = = =OAB
OAB

SOAS OA  

Do đó 2 2 64 25 39= = − = − =h IO OA AI . 

Khối nón cần tìm có bán kính đáy 5=IA , chiều cao 39= =h OI  nên có thể tích là: 

D

O B

O'
C

A
M

IA

O

B



21 1 1 25 39. .  . . .25. 39
3 3 3 3

ππ π= = = =dV S h IA OI . 

Câu 64.   Cho hình trụ có hai đáy là hai hình tròn  và , chiều cao bằng  và bán kính đáy bằng 

. Một mặt phẳng  đi qua trung điểm của  và tạo với  một góc bằng   cắt hình 

tròn đáy theo một đoạn thẳng có độ dài . Tính  theo . 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

 
Chọn D 
Giả sử  cắt hình tròn  theo dây cung  
Gọi  là trung điểm  là trung điểm dây cung  

Ta có  từ đó suy ra được  

 

Ta có: . Suy ra  

Câu 65.   Cho hình trụ có bán kính đáy là 4 cm, một mặt phẳng không vuông góc với đáy và cắt hai mặt 
đáy theo hai dây cung song song , ' 'AB A B  mà ' ' 6 cmAB A B= = (hình vẽ). Biết diện tích tứ giác 

' 'ABB A  bằng 60 cm2. Tính chiều cao của hình trụ đã cho. 
A. 6 2 cm. B. 4 3 cm. C. 8 2 cm. D. 5 3 cm. 

Lời giải 
Dựng đường sinh 'B C  và 'A D , ta có tứ giác ' 'A B CD  là hình chữ nhật nên // ' 'CD A B  và 

' ' 6 cmCD A B= = . Vậy //CD AB  và 6cmCD AB= = . Do đó tứ giác ABCD  là hình bình hành và nội 
tiếp được nên là hình chữ nhật. Từ đó AB BC⊥ , mặt khác 'CAB B⊥  nên ( ') 'AB BCB AB BB⊥ ⇒ ⊥  

Vậy ' 'ABB C  là hình bình hành có một góc vuông nên là hình chữ nhật. Ta 

có ' ' . 'ABB AS AB BB=  nên 60' 10cm
6

BB = = . Xét tam giác 'BB C  vuông tại C  

có 2 2 2' 'B C BB BC= −  mà 2 2 2 64 36 28BC AC AB= − = − =  nên 
2' 100 28 72 ' 6 2 cmB C B C= − = ⇒ = . 

Vậy chiều cao hình trụ là 6 2 cm . 
Chọn A 

Câu 66.   Một khối đồ chơi bằng gỗ có các hình chiếu đứng, hình chiếu cạnh và 
hình chiếu bằng như hình bên (các kích thước cho như trong hình). 

( )O ( )O′ 2R

R ( )α OO′ OO′ 30 ,° ( )α
l l R

2
3
Rl = 2

3
Rl = 4

3 3
Rl = 2 2

3
Rl =

H

I

O'

O

A

B

( )α ( , )O R .AB
I ,  OO H′ AB

( )AB OIH⊥  ( , ( ))OO OIHα =

 30OIH⇒ = 

. tan
3

aOH OI OIH= =
2

2 2 22
3 3

R RAB R= − =

6 2cm

6 cm

C

A

B

D

B'

A'



 
Tính thể tích của khối đồ chơi đó (làm tròn kết quả đến chữ số hàng đơn vị). 
A. 22668.  B. 27990.  C. 28750.  D. 26340.  

Lời giải 
Chọn B 

 
Từ các hình chiếu ta có khối đồ chơi như hình vẽ. 
Thể tích khối đồ chơi: 

228.54.36 16.20.12 30.16.36 .11 .14 27990,14V = − − − π =  

Câu 67.   Cho hình nón có thiết diện qua đỉnh S tạo với đáy góc 060  là tam giác đều cạnh bằng 4cm . Thể 
tích của khối nón đó là: 

A. 39 cmπ . B. 34 3 cmπ . C. 33 cmπ . D. 37 cmπ . 
Lời giải 

Chọn D 

 
+Gọi thiết diện qua đỉnh là SAB∆ , tâm đường tròn đáy là O . 



+Góc giữa ( )SAB  và đáy: 
( ) ( )
( ) ( )
( )

:

:

O SAB AB

O keOH ABtai H HA HB

SAB SH AB H

∩ =


⊥ =
 ⊥ =

. 

Suy ra ( ) ( ) 

0( ); ( ) ; 60SAB O OH SH SHO= = =  

+Giả thiết cho SAB∆  đều cạnh 4 34 2 3
2

cm SH⇒ = =  

+ 0 0 3: sin 60 sin 60 . .2 3 3
2

SOSOH SO SH
SH

∆ = ⇒ = = = ; 

+ 2 2 2 2: 4 3 7SOA OA SA SO∆ = − = − =  

+ ( ) ( )222 31 1 1. . .3. 7 7 ( )
3 3 3

V r h SO OA cmπ π π π= = = =  

Câu 68.   Cho hình nón có chiều cao 20h = , bán kính đáy 25r = . Một thiết diện đi qua đỉnh của hình nón 
có khoảng cách từ tâm của đáy đến mặt phẳng chứa thiết diện là 12 . Tính diện tích S  của thiết diện đó. 

A. 500S = . B. 400S = . C. 300S = . D. 406S =  
Lời giải 

Chọn A 
Giả sử hình nón đỉnh S , tâm đáy O  và có thiết diện qua đỉnh thỏa mãn yêu cầu bài toán là SAB∆ . 

S

A

B
IO

H

 
Ta có SO  là đường cao của hình nón. Gọi I  là trung điểm của AB OI AB⇒ ⊥ . 
Gọi H  là hình chiếu của O  lên SI OH SI⇒ ⊥ . 
Ta chứng minh được ( )OH SAB⊥ 12OH⇒ = . 

Xét tam giác vuông SOI  có 2 2 2

1 1 1
OH OS OI

= + 2 2 2

1 1 1
OI OH OS

⇒ = − 2 2

1 1
12 20

= −
1

225
= . 

2 225 15OI OI⇒ = ⇒ = . 

Xét tam giác vuông SOI  có 2 2SI OS OI= +  2 220 15= +  25= . 

Xét tam giác vuông OIA  có 2 2IA OA OI= −  2 225 15= −  20= 40AB⇒ = . 

Ta có ABCS S∆=  1 .
2

AB SI=  1 .40.25
2

=  500= . 

Câu 69.   Trên bàn có một cốc nước hình trụ chứa đầy nước, có chiều cao bằng 3  lần đường kính của 
đáy ; một viên bi và một khối nón đều bằng thủy tinh. Biết viên bi là một khối cầu có đường kính bằng 
của cốc nước. Người ta từ từ thả vào cốc nước viên bi và khối nón đó ( như hình vẽ) thì thấy nước trong 
cốc tràn ra ngoài. Tính tỉ số thể tích của lượng nước còn lại trong cốc và lượng nước ban đầu ( bỏ qua bề 
dày của lớp vỏ thủy tinh). 



E 

B 

S 

A C 

O 
H 

 

A. 5
9

. B. 2
3

. C. 1
2

. D. 4
9

. 

Lời giải 
Chọn#A. 
Gọi bán kính đường tròn đáy của hình trụ là R . 
Theo giả thiết và hình vẽ thì: 
• Hình trụ có bán kính đường tròn đáy là R , chiều cao là 6R . 
• Mặt cầu có bán kính là R . 
• Hình nón có bán kính đường tròn đáy là R , chiều cao là 4R . 
Thể tích lượng nước ban đầu V  bằng thể tích khối trụ nên 2.6V R Rπ= 36 Rπ= . 
Thể tích lượng nước tràn ra 1V  bằng tổng thể tích khối nón và khối cầu nên 

2 3
1

1 4.4
3 3

V R R Rπ π= +
38

3
Rπ

= . 

Thể tích lượng nước còn lại trong cốc là 2 1V V V= −  
3

3 86
3
RR ππ= −

310
3

Rπ
= . 

Do đó tỉ số thể tích của lượng nước còn lại và lượng nước ban đầu là: 

3

2
3

10
3

6

R
V
V R

π

π
=

5
9

= . 

Câu 70.   Cho hình chóp tam giác đều .S ABC  có cạnh đáy bằng 2a , khoảng cách từ tâm O  của đường tròn 

ngoại tiếp của đáy ABC  đến một mặt bên là 
2
a . Thể tích của khối nón ngoại tiếp hình chóp .S ABC  bằng: 

A. 
34 .

3
a  B. 

34 .
9
a  C. 

34 .
27

a  D. 
32 .

3
a  

Lời giải 
Chọn B. 
Gọi E  là trung điểm của BC , dựng OH SE  tại H . 

Chứng minh được  OH SBC  nên suy ra  ,
2
aOH d O SBC    . 

Trong tam giác đều ABC , ta có 
1 1 2 3 3.
3 3 2 3

a aOE AE    và 2 2 3 .
3 3

aOA AE   

Trong tam giác vuông SOE , ta có 

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 SO a

OH OE SO SO OH OE a
        . 

Vậy thể tích khối nón 



2 3
21 1 2 3 4. .

3 3 3 9
a aV OA SO a 

 
      

 (đvtt). 

Câu 71.   Cho tam giác ABC  vuông tại A  có 2BC a=  và  030B = . Quay tam giác vuông này quanh 
trục AB , ta được một hình nón đỉnh B . Gọi 1S  là diện tích toàn phần của hình nón đó và 2S  là diện tích 

mặt cầu có đường kính AB . Khi đó, tỉ số 1

2

S
S

 là? 

A. 1

2

1S
S

= . B. 1

2

1
2

S
S

= . C. 1

2

2
3

S
S

= . D. 1

2

3
2

S
S

= . 

Lời giải 
Chọn A 
Xét tam giác ABC  vuông tại A , ta có: 

0 0sin 30 ; cos 30 3AC BC a AB BC a= = = = . 
Diện tích toàn phần hình nón là: 

2 2 2
1 .2 3xq dayS S S Rl R a a a aπ π π π π= + = + = + = . 

Diện tích mặt cầu đường kính AB  là: 

( )22 2
2 3 3S AB a aπ π π= = = . 

Từ đó suy ra, tỉ số 1

2

1S
S

=  

Câu 72.   Cắt hình trụ có chiều cao bằng 4  bởi mặt phẳng song song với trục và và cách trục một khoảng 
bằng 3, thiết diện thu được có diện tích bằng 32 . Diện tích xung quanh của hình trụ bằng 

A. 100π . B. 200π . C. 40 .π  D. 125π . 
Lời giải 

Đáp án: C 

 
Ta có ' 4h OO= = , diện tích thiết diện là hình chữ nhật ABCD  có diện tích bằng 32 nên 
. 32 . ' 32 .4 32 8CD BC CD OO CD CD= ⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

Gọi H là trung điểm CD ta có 2 2' ; ' 3 ' ' 9 16 5O H CD O H O C R O H HC⊥ = ⇒ = = + = + = Do vậy 
diện tích xung quanh của hình trụ là 2 2 .5.4 40xqS Rhπ π π= = =  

Câu 73.   Cho khối nón tròn xoay có đường cao h a=  và bán kính đáy 5
4
ar = . Một mặt phẳng ( )P  đi 

qua đỉnh của khối nón và có khoảng cách đến tâm O  của đáy bằng 3
5
a . Diện tích thiết diện tạo bởi ( )P  

và hình nón là 

A. 25
2

a . B. 25
4

a . C. 215
4

a . D. 27
2

a  

300

A

O
A B

B C

B



Lời giải 
Chọn B 

 
+Gọi mặt phẳng qua đỉnh là SAB∆ . 

+Khoảng cách từ O đến mặt ( )SAB : 

Gọi H  là hình chiếu vuông góc của O  lên AB , 

khi đó: ( ) ( )SOH SAB⊥ , gọi K  là hình chiếu vuông góc của O  lên SH . 

( )OK SAB⇒ ⊥ ( ) 3d ;( )
5
aO SAB OK⇒ = = . 

+
2 2 2

1 1 1:SOH
OK OS OH

∆ = +
2 2 2

2

3 .. 35
43

5

a aOK OSOH a
OS OK aa

⇒ = = =
−  −  

 

.

2
2 2 2 3 5

4 4
SH SO OH a a a = + = + = 

 
. 

+
2 2

2 2 5 3: 2
4 4
a aOAH AH OA OH a AB a   ∆ = − = − = ⇒ =   

   
. 

Vậy, 21 1 5 5. . .2
2 2 4 4SABS SH AB a a a= = = . 

Câu 74.   Tính thể tích của hình nón có góc ở đỉnh bằng 60o  và diện tích xung quanh bằng 26 .aπ  

A. 
33 2
4

aV π
=  B. 33V aπ=  C. 

33 2
4

aV π
=  D. 3V aπ=  

Lời giải 
Chọn B 
Khối nón có góc ở đỉnh bằng 60o  nên góc tạo bởi đường sinh và đáy bằng 60 .o  

Vậy 
2
lR = ; lại có 2.2 6xqS Rl R R aπ π π= = =  nên 3R a= ; vậy 2 2 3 3h l R R a= − = =  

Vậy 2 31 3 .
3

V R h aπ π= =  

Câu 75.   Một nút chai thủy tinh là một khối tròn xoay ( )H , một mặt phẳng chứa trục của ( )H  cắt ( )H  

theo một thiết diện như trong hình vẽ bên dưới. Tính thể tích V của ( )H . 



 

A. 3(23 )V cmπ= .B. 3(13 )V cmπ= .C. 3(17 )V cmπ= .D. 341 ( )
3

V cmπ
= . 

Lời giải: 
Gọi 1V  là thể tích hình nón cụt có chiều cao 2cm, đáy lớn có bán kính 1 2R cm= , đáy nhỏ có bán kính 

1 1r cm= . Khi đó: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 3
1 1 1 1 1

2 142 1 2.1
3 3 3
hV R r R r cmπ π π

= + + = + + = . 

Gọi 2V  là thể tích hình trụ có chiều cao 4cm, đáy có bán kính 2
3
2

R cm= . Khi đó: 

( )2 3
2 2 9V R h cmπ π= = . 

Ta thấy, ( )3
1 2

14 419
3 3

V V V cmπ ππ= + = + = . 

Chọn D 

Câu 76.   Cho hình trụ có chiều cao bằng 12a . Cắt hình trụ bởi mặt phẳng song song với trục và cách trục 
4a , ta được thiết diện có chu vi bằng 36a . Thể tích của khối trụ đã cho bằng: 

A. 3624 aπ . B. 31248 aπ . C. 3300 aπ . D. 31200 aπ . 
Lời giải 

Chọn C. 

 
Gọi O  và 'O  là tâm hai đáy của hình trụ, có ' 12OO a= , thiết diện là hình chữ nhật ABCD . Gọi H  là 

trung điểm cạnh AB  ta có 'O H AB⊥  và ' 4O H a= . 
Chu vi hình chữ nhật ABCD  là ( )2 36 6AB BC a AB a+ = ⇒ = . 

O

A

B

C

D

O' H



Trong tam giác vuông 'O BH  có 2 2 2 2' ' 9 16 5O B HB O H a a a= + = + = . Vậy hình trụ có bán kính 

' 5r O B a= = . Thể tích khối trụ là ( )22 3. 5 .12 300V r h a a aπ π π= = = . 

Câu 77.   Cho hình nón bán kính 12r =  nội tiếp trong hình cầu có bán kính 13R =  như hình vẽ: 

 
Tính diện tích xung quanh xqS  của hình nón. 

A. 72 5xqS π= . B. 36 5xqS π= . C. 72 13xqS π= . D. 36 13xqS π= . 

Lời giải 
Chọn C 

 
Ta có: 2 2 5OH OA AH= − =  
Suy ra 12 5 18SH SO OH= + = + =  

Ta có đường sinh của hình nón 2 2 6 13l SA SH AH= = + =  
Vậy diện tích xung quanh hình nón .12.6 13 7 1. 2 3.xqS R l ππ π= == . 

Câu 78.   Cho hình nón đỉnh S , đáy là đường tròn ( );5O .Một mặt phẳng đi qua đỉnh của hình nón cắt 

đường tròn đáy tại hai điểm A  và B  sao cho 8SA AB= = . Tính khoảng cách từ O  đến ( )SAB . 

A. 2 2 . B. 
3 3

4
. C. 

3 2
7

. D. 13
2

. 

Lời giải 
Chọn B 

H A

S

O

B

H A

S

O

B



 
Gọi I  là trung điểm AB . 

Ta có ( ) ( ) ( )
AB SO

AB SOI SAB SOI
AB OI

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

Trong ( )SOI , kẻ OH SI⊥  thì ( )OH SAB⊥ . 

( )( );d O SAB OH⇒ = . 

Ta có: 
2

2 2 28.5 5 39
5

SO SA OA  = − = − = 
 

. 

Ta có: 
2

2 2 2 4.55 3
5

OI OA AI  = − = − = 
 

. 

Tam giác vuông SOI  có: 2 2 2

1 1 1 3 13
4

OH
OH OI SO

= + ⇒ = . 

Vậy ( )( ) 3 13;
4

d O SAB OH= = . 

Câu 79.   Cho một khối cầu ( )S  có bán kính là R . Một khối trụ nội tiếp khối cầu ( )S  có chiều cao bằng 

bán kính của khối cầu ( )S  và bán kính đường tròn đáy của khối trụ bằng một nửa bán kính của khối cầu 

( )S . Gọi 1 2,V V  lần lượt là thể tích của khối cầu và khối trụ đã cho. Tỉ số 1

2

V
V

 là 

A. 4. B. 
16
3 . C. 3. D. 

3
16 . 

Lời giải 
Chọn B 

Thể tích của khối cầu ( )S : 3
1

4
3

V Rπ=  

Thể tích của khối trụ: 
2 3

2
2 2 4

R RV r h R ππ π  = = = 
 

. 

3

1
3

2

4
163
3

4

R
V

RV

π

π

 
 
 ⇒ = = . 

Câu 80.   Cho khối trụ ( )T  có đường cao h , bán kính đáy R  và 2h R= . Một mặt phẳng qua trục cắt khối 

trụ theo thiết diện là một hình chữ nhật có diện tích bằng 216a . Thể tích khối trụ đã cho bằng 



A. 327V aπ=  B. 316V aπ=  C. 34V aπ=  D. 316
3

V aπ=  

Lời giải 
Chọn B 
Vì thiết diện là hình chữ nhật đi qua trục và có diện tích bằng 216a  nên 22 . 16R h a=  

( )2 22 16 2R a R a⇔ = ⇔ =  

Thể tích khối trụ là: ( )2 3. 2 .4 16V a a aπ π= =  

Câu 81.   Cho hình chóp tứ giác đều .S ABCD có cạnh đáy bằng#a. Tam giác SAB  có diện tích bằng 22a . 
Thể tích của khối nón có đỉnh S  và đường tròn đáy nội tiếp tứ giác ABCD  bằng: 

A. 
3 7
8

aπ . B. 
3 7
7

aπ . C. 
3 7
4

aπ . D. 
3 15
24

aπ . 

Lời giải 

Chọn#A. 

 
Gọi O AC BD= ∩  và H  là trung điểm AB . 

Khối nón có đỉnh S  và đường tròn đáy nội tiếp tứ giác ABCD  có bán kính đáy là: 
2
aR OH= =  và có 

chiều cao h SO= . 

Ta có: 2 212 . 2 4
2SABS a SH AB a SH a∆ = ⇔ = ⇔ =  

SOM∆  vuông tại O : 
2

2 2 2 3 716
4 2
a aSO SH OH a= − = − =  hay 3 7

2
ah =  

Ta có diện tích đường tròn nội tiếp tứ giác ABCD : 
2

2

4
aB R= =

ππ  

Vậy thể tích khối nón: 
3

8
1
3

7.V B h a
= =

π . 

Câu 82.   Cho hình chóp tứ giác đều .S ABCD có cạnh đáy bằng#a. Tam giác SAB  có diện tích bằng 22a . 
Thể tích của khối nón có đỉnh S  và đường tròn đáy nội tiếp tứ giác ABCD  bằng: 

A. 
3 7
8

aπ . B. 
3 7
7

aπ . C. 
3 7
4

aπ . D. 
3 15
24

aπ . 

Lời giải 

Chọn#A. 

H O

CB

A D

S



 
Gọi O AC BD= ∩  và H  là trung điểm AB . 

Khối nón có đỉnh S  và đường tròn đáy nội tiếp tứ giác ABCD  có bán kính đáy là: 
2
aR OH= =  và có 

chiều cao h SO= . 

Ta có: 2 212 . 2 4
2SABS a SH AB a SH a∆ = ⇔ = ⇔ =  

SOM∆  vuông tại O : 
2

2 2 2 3 716
4 2
a aSO SH OH a= − = − =  hay 3 7

2
ah =  

Ta có diện tích đường tròn nội tiếp tứ giác ABCD : 
2

2

4
aB R= =

ππ  

Vậy thể tích khối nón: 
3

8
1
3

7.V B h a
= =

π . 

Câu 83.   Cho hình nón có chiều cao bằng 6 . Một mặt phẳng đi qua đỉnh hình nón và cắt hình nón theo 
một thiết diện là tam giác vuông cân có cạnh huyền bằng 10 2 . Tính thể tích của khối nón được giới hạn 
bởi hình nón đã cho bằng 

A. 
32 5

3
π

. B. 32π . C. 32 3π . D. 128π . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Giả sử thiết diện là tam giác vuông cân SAB  có cạnh bằng l  như hình vẽ 2 10 2 10l l⇒ = ⇒ = . 

Ta có: 2 2 2 2 8r OB SB SO l h= = − = − = . 

⇒  Thể tích khối nón: 2 21 1 .8 .6 128
3 3

V r hπ π π= = = ⇒Chọn D. 

H O

CB

A D

S

O B

S

A
M



Câu 84.   Cho hình nón đỉnh S , đường cao SO, A  và B  là hai điểm thuộc đường tròn đáy sao cho 

khoảng cách từ O  đến ( )SAB  bằng 3
3

a  và  

0 030 , 60SAO SAB= = . Độ dài đường sinh của hình nón 

theo a  bằng 
A. 2a  B. 3a  C. 2 3a  D. 5a  

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi K  là trung điểm của AB  ta có OK AB⊥  vì tam giác OAB  cân tại O  
Mà SO AB⊥  nên ( )AB SOK⊥  ( ) ( )SOK SAB⇒ ⊥  mà ( ) ( )SOK SAB SK⇒ ∩ =  nên từ O  dựng 

OH SK⊥  thì ( ) ( )( ),OH SAB OH d O SAB⊥ ⇒ =  

Xét tam giác SAO  ta có: sin
2

SO SASAO SO
SA

= ⇒ =  

Xét tam giác SAB  ta có: 

3sin
2

SK SASAB SK
SA

= ⇒ =  

Xét tam giác SOK  ta có: 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
OH OK OS SK SO SO

= + = +
−

 

2 2 22 2 2

1 1 1 4 2
3

4 4 4
SA SA SAOH SA SA

⇒ = + = +
−

 2
2 2

6 3 2 2SA a SA a
SA a

⇒ = ⇒ = ⇒ =  

Câu 85.   Cho khối nón đỉnh O, chiều cao là h. Một khối nón khác có đỉnh là tâm I  của đáy và đáy là một 
thiết diện song song với đáy của hình nón đã cho. Để thể tích của khối nón đỉnh I  lớn nhất thì chiều cao 
của khối nón này bằng bao nhiêu? 

A. 
2
h . B. 

3
h . C. 2

3
h . D. 3

3
h . 

Lời giải 
Chọn B 
Gọi x  là chiều cao cần tìm. ,R r  lần lượt là chiều cao của khối nón lớn và bé. Khi đó 

( )R h xr h x r
R h h

−−
= ⇒ = . Thể tích khối nón đỉnh I  là 

( ) ( ) ( )2 32 2 2
2

2 2

21 2
76

4
3 2 816

CauchyR h x h x h x x hV x h x x
h h h

R R Rπ π ππ ≤
− − + − + 

= = − = 
 

 

Dấu đẳng thức xảy ra khi 2
3
hh x x x− = ⇔ = . 

K

H B

A

O

S



Câu 86.   Cho hình chóp tứ giác đều .S ABCD có cạnh đáy bằng#a. Tam giác SAB  có diện tích bằng 22a . 
Thể tích của khối nón có đỉnh S  và đường tròn đáy nội tiếp tứ giác ABCD  bằng: 

A. 
3 7
8

aπ . B. 
3 7
7

aπ . C. 
3 7
4

aπ . D. 
3 15
24

aπ . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi O AC BD= ∩  và H  là trung điểm AB . 
Khối nón có đỉnh S  và đường tròn đáy nội tiếp tứ giác ABCD  có bán kính đáy là: 

2
aR OH= =  và có chiều cao h SO= . 

Ta có: 2 212 . 2 4
2SABS a SH AB a SH a∆ = ⇔ = ⇔ =  

SOM∆  vuông tại O : 
2

2 2 2 3 716
4 2
a aSO SH OH a= − = − =  hay 3 7

2
ah =  

Ta có diện tích đường tròn nội tiếp tứ giác ABCD : 
2

2

4
aB R= =

ππ  

Vậy thể tích khối nón: 
3

8
1
3

7.V B h a
= =

π . 

Câu 87.   Cho hình nón có thiết diện qua trục là tam giác đều. Gọi 1V , 2V  lần lượt là thể tích của khối cầu 

nội tiếp và nội tiếp hình nón đã cho. Tính 1

2

V
V

. 

A. 4 . B. 2 . C. 8 . D. 16 . 
Lời giải 

Chọn C 

 
Giả sử cạnh của tam giác đều SAB  bằng 1. 
Gọi thiết diện qua trục hình nón là tam giác đều SAB . 
Gọi I  là trọng tâm tam giác đều SAB , khi đó I  là tâm mặt cầu nội tiếp hình nón cũng là tâm mặt cầu 

ngoại tiếp hình nón. 

H O

CB

A D

S

M

I

O BA

S



Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình nón là 2 2 3 3.
3 3 2 3

R SI SO= = = = . 

Bán kính mặt cầu nội tiếp hình nón là 1 1 3 3.
3 3 2 6

r IO SO= = = = . 

Thể tích mặt cầu ngoại tiếp hình nón là 3
1

4 4 3
3 27

V Rπ π= = . 

Thể tích mặt cầu nội tiếp hình nón là 3
2

4 3
3 54

V rπ π= = . 

Vậy 1

2
8V

V
= . 

Câu 88.   Cắt hình nón bằng một mặt phẳng qua trục ta được thiết diện là một tam giác vuông cân cạnh 
góc vuông bằng . Tính diện tích toàn phần của hình nón. 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn C 

 

Giả sử hình nón đã cho có độ dài đường sinh l , bán kính đáy là . 

Thiết diện của hình nón qua trục là tam giác OAB  vuông cân tại O và 2OA a= . 

Áp dụng định lý Pitago trong tam giác vuông cân OAB  ta có: 

. Vậy 2, .l a R a= =  

Diện tích toàn phần của hình nón là:  

Câu 89.   Cho khối trụ có tâm hai đáy là O  và 'O . Cắt khối trụ bởi một mặt phẳng qua 'OO , thiết diện 
tạo thành là một hình vuông có độ dài đường chéo bằng 2a . Thể tích của khối trụ là 

A. 
3

4
aπ  B. 

3

12
aπ  C. 

3

2
aπ  D. 3aπ  

Lời giải: 
Chọn A 
Đường chéo hình vuông bằng 2a  ⇒  cạnh hình vuông bằng a . 

Do đó: l h a= = , 
2
ar =  

Vậy, 
2 3

2 4
a aV a ππ  = = 

 
 

2a
24a π 24 2a π ( )2 2 1a π + 22 2a π

R

2 2 2 24 2AB OA OB a AB a= + = ⇒ =

§¸TP xq yS S S= + = ( )2 2 2 1Rl R aπ π π+ = +



Câu 90.   Từ một tấm thép phẳng hình chữ nhật, người ta muốn làm một chiếc thùng đựng dầu hình trụ 
bằng cách cắt ra hai hình tròn bằng nhau và một hình chữ nhật (phần tô đậm) sau đó hàn kín lại, như trong 
hình vẽ dưới đây. Hai hình tròn làm hai mặt đáy, hình chữ nhật làm thành mặt xung quanh của thùng 
đựng dầu (vừa đủ). Biết thùng đựng dầu có thể tích bằng  lít (các mối ghép nối khi gò hàn chiếm 
diện tích không đáng kể. Lấy ). Diện tích của tấm thép hình chữ nhật ban đầu gần với giá trị nào 
sau đây nhất? 

 
A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn A 

Dễ thấy bán kính hình tròn đáy của thùng đựng dầu là . Do đó, thể tích của thùng đựng dầu có 

công thức:  (lít) . 

Suy ra  và . 
Ngoài ra, diện tích hình chữ nhật (chiều dài và chiều rộng lần lượt là  và ) của tấm thép có 

công thức:  

Câu 91.   Cho hình nón đỉnh S  đáy là hình tròn tâm O , SA , SB  là hai đường sinh biết 3SO = , khoảng 
cách từ O  đến ( )SAB  là 1 và diện tích SAB∆  là 18 . Tính bán kính đáy của hình nón trên. 

A. 674
4

. B. 530
4

. C. 9 2
4

. D. 23
4

. 

Lời giải 

Chọn B 

 
Gọi M  là trung điểm AB , kẻ OH SM⊥  tại H , suy ra ( )OH SAB⊥ , nên ( )( ); 1OH d O SAB= = . 

Đặt a OM=  và gọi r  là bán kính hình tròn đáy của hình nón đã cho. 

Ta có: 

50,24
3,14π =

( )21,5 .m ( )21,8 .m ( )22,2 .m ( )21,2 .m

2
hr =

2 3 50,24
4

V r h hππ= = = 0,05024= 3( )m

0,4h = ( )m 0,2r = ( )m
2 rπ 3h

2 22 .3 3 3 3,14 0,4 1,5072S r h hπ π= = = × × = 2( )m

S

O

H

M

A

B



2 2 2

1 1 1
OH SO OM

= + 2 2 2

1 1 1
OM OH SO

⇒ = − 2 2

1 1 8
1 3 9

= − = . Suy ra 3
8

OM = . 

Từ đó: 2 2SM SO OM= +
2

2 3 93
8 8

 = + = 
 

. 2AB MA= 2 22 r OM= − 2 92
8

r= − . 

Bởi vậy: 18SABS∆ =
1 . . 18
2

AB SM⇔ = 21 9 9.2 . 18
2 8 8

r⇔ − =  

2 9 4 2
8

r⇔ − = 2 265
8

r⇔ =
530
4

r⇔ = . 

Câu 92.   Cho hình nón có chiều cao bằng 3 . Cắt hình nón đã cho bởi mặt phẳng đi qua đỉnh, thiết diện 

thu được là tam giác đều có diện tích bằng 25 3
4

. Thể tích của khối nón đã cho bằng 

A. 16π . B. 32π . C. 32 5π . D. 96π . 
Lời giải 

Chọn A 

+ Ta có cạnh a của tam giác đều sẽ bằng đường sinh: 4 5
3
Sa l= = = . 

+ Suy ra 2 2 2 25 9 16r l h= − = − = . Vậy 21 16
3

V r h= π = π  

Câu 93.   Cho hình chóp .S ABC có SA vuông góc với mặt phẳng ( ) , ,ABC SA a AB a= = , 2 ,AC a=  



060 .BAC =  Tính diện tích hình cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC . 

A. 25 .
3

aπ . B. 220 aπ . C. 25 aπ . D. 220
3

aπ . 

Hướng dẫn giải 
Chọn đáp án C 
Gọi H  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC , d là đường thẳng đi qua H và vuông 
góc với mặt phẳng ( )ABC , gọi ( )α  là mặt phẳng trung trực của SA , O  là giao điểm của d và 

( )α . Khi đó O  là tâm của hình cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC . 

Theo định lí hàm số cosin ta có : 


( )

2 2

22 0

2 .AC.cos

2 2 .2 .cos 60 3

BC AB AC AB BAC

a a a a a

= + −

= + − =
 

Diện tích tam giác ABC : 



21 . 3.AB.AC.sin
2 2ABC

aS BAC∆ = =  

Bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC : 

2
. . .2 .a 3

4. 34.
2

ABC

AB BC AC a aAH a
S a∆

= = =  

Bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC : 

( )
2

22 2 5
2 2
a aR OA AH OH a  = = + = + = 

 
 

 



Diện tích hình cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC  
2

2 254 4 . 5
2

aS R aπ π π
 

= = =  
 

 

Câu 94.   Cho tứ diện đều ABCD  cạnh bằng#a. Diện tích xung quanh xqS  của hình trụ có đáy là đường 

tròn ngoại tiếp tam giác BCD  và có chiều cao bằng chiều cao của tứ diện ABCD  là: 

A. 
2 2
3xq

aS π
=  B. 

2 3
2xq

aS π
=  C. 2 3xqS aπ=  D. 

22 2
3xq

aS π
=  

Lời giải 
Chọn D 

 

Do BCD  là tam giác đều cạnh a  3
3

aR OB⇒ = = . 

Ta có: 
2

2 2 2 3 6
3 3

a al h OA AB OB a
 

= = = − = − =  
 

. 

Suy ra: 
23 6 2 22 2 . .

3 3 3xq
a a aS Rl ππ π= = = . 

Câu 95.   Công ty X  định làm một téc nước hình trụ bằng inox (gồm cả nắp) có dung tích 31m . Để tiết 
kiệm chi phí công ty X  chọn loại téc nước có diện tích toàn phần nhỏ nhất. Hỏi diện tích toàn phần của 
téc nước nhỏ nhất bằng bao nhiêu (kết quả làm tròn đến 2  chữ số sau dấu phẩy)? 

A. 5,59  2m  B. 5,54  2m  C. 5,57  2m  D. 5,52  2m  
Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 2

2

1

1
1

Rh
RV R h

R
h

π
π

π

 == = ⇒ 
 =


 

Diện tích toàn phần của téc nước: 2 222 2 2tpS S Rh R R
R

π π π= = + = +  

Ta có 
3

2 2

3

2 3

2 4 24

4 2 10 0
2

RS R
R R
RS R
R

ππ

π
π

−′ = − =

−′ = ⇔ = ⇔ =
. 



Lập bảng biến thiên ta có tpS  đạt giá trị nhỏ nhất tại 

3

1
2

R
π

= 3
3 3 2

1 22 2 5,54
2 4

tpMinS S ππ
π π

 ⇒ = = + ≈ 
 

 

Câu 96.   Cho hình nón có chiều cao bằng 2 5 . Một mặt phẳng đi qua đỉnh O  của hình nón và cắt hình 

nón theo một thiết diện là tam giác OAB  có diện tích bằng 9 2 và góc  45AOB = ° . Thể tích của khối 
nón được giới hạn bởi hình nón đã cho bằng 

A. 
32 5

3
π

. B. 32π . C. 32 5π . D. 96π . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi I  là tâm đường tròn đáy hình nón, thiết diện là tam giác cân OAB . 

2 21 1 2. .sin 45 9 2 . 36
2 2 2OABS OAOB OA OA∆ = °⇔ = ⇔ = . 

Do đó ( )2
2 2 36 2 5 4IA OA OI= − = − = . 

Khối nón cần tìm có bán kính đáy 4IA = , chiều cao 2 5OI =  nên có thể tích là: 

21 1 1 32 5. . . . .16.2 5
3 3 3 3dV S h IA OI ππ π= = = = . 

Câu 97.   Cho hình nón có chiều cao bằng . Một mặt phẳng đi qua đỉnh của hình nón và cắt hình nón 
theo một thiết diện là tam giác đều, góc giữa mặt phẳng và mặt đáy của hình nón bằng . Thể tích của 
khối nón được giới hạn bởi hình nón đã cho bằng 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn A 

6
060

56π 28π 84π 168π



 
Gọi  là đỉnh của hình nón. Một mặt phẳng đi qua đỉnh của hình nón và cắt hình nón theo một thiết 

diện là tam giác đều . Gọi  là tâm đường tròn đáy . 

Gọi  là trung điểm . 

Từ giả thiết ta có: , do  đều . 

Nên . 

Vậy . 

Câu 98.   Tìm tất cả các giá thực của tham số m  sao cho hàm số 3 22 3 6y x x mx m= − − +  nghịch biến trên 

khoảng ( )1;1− . 

A. 2m ≥ . B. 0m ≥ . C. 1
4

m ≤ − . D. 1
4

m ≥ . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có 26 6 6y x x m′ = − − . 

Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;1−  khi và chỉ khi 0y′ ≤  với ( )1;1x∀ ∈ −  hay 2m x x≥ −  với 

( )1;1x∀ ∈ − . 

Xét ( ) 2f x x x= −  trên khoảng ( )1;1−  ta có ( ) 2 1f x x′ = − ; ( ) 10
2

f x x′ = ⇔ = . 

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên ta có ( )m f x≥ với ( )1;1x∀ ∈ − 2m⇔ ≥ . 

H

B

O

S

A

S
SAB O 6SO⇒ =

H 

0,  60AB OH AB SH AB SHO⇒ ⊥ ⊥ ⇒ =

0 4 3
60

SOSH
sin

= = ABC∆
3 8

2
SASH SA= ⇒ =

2 2 64 36 2 7OA SA SO= − = − =

21 1. . . . .28.6 56
3 3

V OA SOπ π π= = =



* Có thể sử dụng 0y′ ≤  với ( )1;1x∀ ∈ −
( )
( )

1 0

1 0

y

y

′ − ≤⇔ 
′ ≤

 
6 0

12 6 0
m

m
− ≤

⇔  − ≤

0
2

m
m
≥

⇔  ≥
2m⇔ ≥ . 
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Câu 1.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn 9 6 4log log log
6

x yx y +
= = . Tính tỉ số x

y
. 

A. 3x
y
= . B. 5x

y
= . C. 2x

y
= . D. 4x

y
= . 

Lời giải 
Chọn C 

2

9 6 4

9
3 3 36log log log 9 6 6.4 6 2

6 2 2 2
4

6

t

t t tt
t t t

t

x
x y yx y t

x y

 =
+       == = = ⇒ ⇒ + = ⇔ + = ⇔ =      

     + =

.

 
Vậy 

3 2
2

tx
y

 = = 
 

. 

Câu 2.   Cho , ,x y z  là ba số thực khác 0  thỏa mãn 2 5 10−= =x y z . Tính giá trị của biểu thức .= + +A xy yz zx  
A. 3.=A  B. 0.=A  C. 1.=A  D. 2.=A  

Lời giải 
Chọn B 

( )
( )
2 .10 12 .10 1 2 .10 112 5 10 2 5

10 5 .10 1 5 .10 15 .10 1
−

 = = =  = = ⇔ = = ⇔ ⇔ ⇔  
= =   =

yx zx z xy yz
x y z x y

z y z x xy xzy z
 

Khi đó 2 .10 .5 .10 1 10 1 0+ += ⇔ = ⇔ + + =xy yz xy xz xy yz zx xy yz zx . 

Câu 3.   Gọi x , y  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện ( )9 12 16log log logx y x y= = +  và 

2
x a b
y

− +
= , với a , b  là hai số nguyên dương. Tính .P a b= . 

A. 6P = . B. 5P = . C. 8P = . D. 4P = . 
Lời giải 

Chọn B 

Đặt ( )9 12 16log log logt x y x y= = = + . 

9tx⇒ = , 12ty = , 16tx y+ = . 

9 12 16t t t⇒ + =
23 3 1

4 4

t t
   ⇔ + =   
   

3 1 5
4 2

3 1 5
4 2

t

t

 − −  = 
 ⇔  − +  =  

(loaïi)
. 

Vậy 3 1 5
4 2

tx
y

− + = = 
 

1
5

a
b
=

⇒  =
. 5a b⇒ = . 

Câu 4.   Cho a , b  là các số dương thỏa mãn 4 25
4log log log

2
b aa b −

= = . Tính giá trị a
b

? 

A. 6 2 5a
b
= − . B. 3 5

8
a
b

+
= . C. 6 2 5a

b
= + . D. 3 5

8
a
b

−
= . 

Lời giải 

Chọn A 



Đặt 4 25
4log log log

2
b aa b t−

= = = , ta có: 

4
25

4 10
2

t

t

t

a
b

b a


=


=

 − =


 4.25 4 2.10t t t⇒ − =
4 104 2.
25 25

t t
   ⇔ − =   
   

 

22 22. 4 0
5 5

t t
   ⇔ + − =   
   

 

Đặt 2 0
5

t

y  = > 
 

, ta có 2 2 4 0y y+ − =
1 5

1 5

y

y

 = − −
⇔ 

= − +
1 5y⇔ = − + . 

Từ đó ( )22 41 5 5 1 6 2 5
5 25

t t

t

a
b

  = − + ⇔ = − ⇒ = − 
 

. 

Câu 5.   Cho a , b  là các số dương thỏa mãn 4 25
4log log log

2
b aa b −

= = . Tính giá trị a
b

? 

A. 6 2 5a
b
= − . B. 3 5

8
a
b

+
= . C. 6 2 5a

b
= + . D. 3 5

8
a
b

−
= . 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 4 25
4log log log

2
b aa b t−

= = = , ta có: 

4
25

4 10
2

t

t

t

a
b

b a


=


=

 − =


 4.25 4 2.10t t t⇒ − =
4 104 2.
25 25

t t
   ⇔ − =   
   

 

22 22. 4 0
5 5

t t
   ⇔ + − =   
   

 

Đặt 2 0
5

t

y  = > 
 

, ta có 2 2 4 0y y+ − =
1 5

1 5

y

y

 = − −
⇔ 

= − +
1 5y⇔ = − + . 

Từ đó ( )22 41 5 5 1 6 2 5
5 25

t t

t

a
b

  = − + ⇔ = − ⇒ = − 
 

. 

Câu 6.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 16 12 9log log log (4 5 )= = +x y x y . Giá trị của x
y

 bằng 

A. 
4 .
9

 B. 3 .
2

 C. 1 .
4

 D. 2
4log .
3

 

Lời giải 
Chọn C 



Đặt ( )16 12 9log log log 4 3= = = +t x y x y . Khi đó 

16
12

4 3 9

 =


=
 + =

t

t

t

x
y
x y

4.16 3.12 9⇒ + =t t t 16 44. 3. 1 0
9 3

   ⇔ + − =   
   

t t
4 1
3

4 1
3 4

  = − 
 ⇔   =  

t

t

4 1
3 4

 ⇔ = 
 

t

. 

Do đó: 16 4 1
12 3 4
   = = =   
   

t tx
y

. 

Câu 7.   Cho a , b  là các số dương thỏa mãn 9 16 12
5log log log

2
b aa b 

  . Tính giá trị a
b

. 

A. 3 6
4

a
b


 . B. 7 2 6a

b
  . C. 7 2 6a

b
  . D. 3 6

4
a
b


 . 

Lời giải 
Chọn B 

+ Đặt 9 16 12
5log log log

2
b aa b t

    

9
16

5 12
2

t

t

t

a
b

b a

    

5.16 9 12
2

t t
t

  9 2.12 5.16 0t t t     

 

2
3 1 6
43 32. 5 0

4 4 3 1 6
4

t

t t

t

l

                                

. 

+  
2

29 3 1 6 7 2 6
16 4

tt

t
a
b

         
. 

Câu 8.   Ông An bắt đầu đi làm với mức lương khởi điểm là 1 triệu đồng một tháng. Cứ sau 3 năm thì 
ông An được tăng lương . Hỏi sau tròn 20 năm đi làm tổng tiền lương ông An nhận được là bao 
nhiêu (làm tròn đến hai chữ số thập phân sau dấu phẩy)? 

A.  triệu. B.  triệu. C.  triệu. D.  triệu. 
Hướng dẫn giải 

Chọn A 

 

Mức lương 3 năm đầu: 1 triệu Tổng lương 3 năm đầu: 36. 1 

Mức lương 3 năm tiếp theo:   Tổng lương 3 năm tiếp theo:  

Mức lương 3 năm tiếp theo:   Tổng lương 3 năm tiếp theo:  

Mức lương 3 năm tiếp theo:  Tổng lương 3 năm tiếp theo:  

40%

768,37 726,74 858,72 71674

21. 1
5

 + 
 

236 1
5

 + 
 

221. 1
5

 + 
 

2236 1
5

 + 
 

321. 1
5

 + 
 

3236 1
5

 + 
 



Mức lương 3 năm tiếp theo:  Tổng lương 3 năm tiếp theo:  

Mức lương 3 năm tiếp theo:  Tổng lương 3 năm tiếp theo:  

Mức lương 2 năm tiếp theo:  Tổng lương 2 năm tiếp theo:  

Tổng lương sau tròn 20 năm là. 

. 

Câu 9.   Gọi x , y  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện ( )9 6 4log log logx y x y= = +  và 
2

x a b
y

− +
= , 

với a , b  là hai số nguyên dương. Tính 2 2T a b= + . 
A. 26T = . B. 29T = . C. 20T = . D. 25T = . 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt ( )9 6 4log log logx y x y t= = + = , suy ra 9tx = , 6ty = , 4tx y+ = . 

Khi đó ta có: 9 6 4t t t+ =  
23 3 1 0

2 2

t t
   ⇔ + − =   
   

 

3 1 5
2 2

t − + ⇔ = 
 

 (Vì 3 0
2

t
  > 
 

). 

Lại có 3
2

tx
y

 =  
 

 1 5
2

x
y

− +
⇒ =  1a⇒ = , 5b =  hay 26T = . 

Câu 10.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 27 12 8
5log log log

9 12
 = = + 
 

x yx y . Giá trị của 
y
x

 bằng 

A. 
4 .
9

 B. 3 .
2

 C. 3
3log
2

 
 
 

. D. 3
2

log 2 . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 27 12 8
5log log log .

9 12
 = = = + 
 

x yt x y  Khi đó 
27
12
5 8

9 12


 =


=

 + =


t

t

t

x
y
x y

27 5 12 8
9 12

⇒ + =
t

t t
 

4.27 15.12 36.8t t t⇔ + =  
33 34. 15. 36 0

2 2
   ⇔ + − =   
   

t t 3 1
2

 ⇔ = 
 

t

0.⇔ =t  

421. 1
5

 + 
 

4236 1
5

 + 
 

521. 1
5

 + 
 

5236 1
5

 + 
 

621. 1
5

 + 
 

6224 1
5

 + 
 

2 5 6

6

6

2 2 2 236 1 1 1 ... 1 24 1
5 5 5 5

21 1 1
5 236. 24 1 768,37
2 51 1
5

        = + + + + + + + + +        
         

  − +  
     = + + ≈    − + 
 

S



Do đó: 4 .
9

=
y
x

 

Câu 11.   Cho 0a > , 0b >  thỏa mãn ( )16 9 12log 3 log loga b a b+ = = . Giá trị của 
3 2 3

3 2 33
a ab b
a a b b

− +
+ +

 bằng 

A. 3 13
11
+ . B. 6 13

11
− . C. 82 17 13

69
− . D. 5 13

6
− . 

Lời giải 
Chọn D 

Đặt ( )16 9 12

3 16
log 3 log log 9

12

t

t

t

a b
a b a b t a

b

 + =


+ = = = → =
 =

. 

Suy ra 
24 43 16 9 3.12 16 3. 1 0

3 3

t t
t t t ta b    + = ⇔ + = ⇔ − − =   

   

4 3 13
3 2

t + ⇔ = 
 

. 

Mặt khác 12 4 3 13
9 3 2

tt

t

b
a

+ = = = 
 

. 

Khi đó 

2 3
2 3

3 2 3

3 33 2 3

3 13 3 1311 2 2 5 13
3 63 13 3 131 3. 1 3.

2 2

b b
a ab b a aT
a a b b b b

a a

   + +    − +   − +   − + −       = = = =
+ +    + ++ + + +      

. 

Câu 12.   Cho ,  x y  là các số thực thỏa mãn 14,  ,  1.
2

xy x y    Gọi ,  M m  lần lượt là giá trị lớn nhất và 

nhỏ nhất của  22
2 2log log 1 .P x y    Tổng 2M m  bằng 

A. 6.  B. 11.  C. 11.
2

 D. 21.
2

 

Lời giải 
Chọn C. 

Từ giả thiết suy ra    
4 1 8.

2
x y

y
 

Ta có        2 2 2 22 2
2 2 2 2 2 2

4log log 1 log log 1 log 2 log 1 .P x y y y y
y

           

Vì 1 8y   nên 20 log 3.y   

Xét hàm      2 22 1f t t t     trên  0;3  ta được  
 
 
  

1 ;5 .
4

f t  

Câu 13.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 25 15 9log log log
2 4
x x yy +
= =  và 

2
x a b
y

− +
= ; với 

a , b  là các số nguyên dương. Tính a b+ . 
A. 14a b+ = . B. 3a b+ = . C. 21a b+ = . D. 34a b+ = . 

Lời giải 

Chọn D 



Ta có 

25

25

log
2

log25 15 9
2

9 25

15
log log log

2 4 15log log
4 2

x

x

y
x x yy

x x


=+ = = ⇒ 

+ =

. 

Đặt 25log 2.25
2

txt x= ⇒ = , ta được 2.25 15 4.9t t t+ =
25 5 5 1 332 4

3 3 2 4

t t t − +     ⇔ + = ⇔ =     
     

. 

2.25 5 1 332.
15 3 2

tt

t

x
y

− + ⇒ = = = 
 

. 

Do đó 1a = , 33b =  nên 34a b+ = . 

Câu 14.   Nếu 2
8 4log log 5a b+ =  và 2

4 8log log 7a b+ =  thì giá trị của ab  bằng 

A. 92 .  B. 182 .  C. 8.  D. 2.  
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 2 2log 2 ; log 2x yx a a y b b= ⇒ = = ⇒ = . 

Ta có 
2

8 4
2

4 8

1 5log log 5 3 15 63
1 3 21 3log log 7 7
3

x ya b x y x
x y ya b x y

 + = + = + = =  ⇔ ⇔ ⇔   + = =+ =    + =


. Suy ra 92 2x yab += = . 

Câu 15.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 3 2 0x y− >  và ( )3 4 12log log log 3 2= = −x y x y . 

Giá trị của x
y

 bằng 

A. 
2 .

2
 B. 1.  C. 

3 .
2

 D. 2.  

Lời giải 
Chọn B 

Đặt ( )3 4 12log log log 3 2 .= = = −t x y x y  Khi đó 

( )

3
4

3 2 12

 =
 =


− =

t

t

t

x
y

x y

( )3.3 2.4 12⇒ − =
t

t t
 

2 23 43. 2. 1
4 3

t t
   

⇔ − =   
   

 

2

2

3 1
4

3 2 ( )
4 3

t

t

L


  =  ⇔ 
  = − 
 

23 1
4

 ⇔ = 
 

t

1.⇔ =
x
y  

Câu 16.   Cho ,a b  là các số dương thỏa mãn 9 16 12
5log log log

2
−

= =
b aa b . Tính giá trị a

b
. 

A. 7 2 6= −
a
b

. B. 3 6
4
−

=
a
b

. C. 7 2 6= +
a
b

. D. 3 6
4
+

=
a
b

. 

Lời giải 
Chọn A 



Đặt 9 16 12
5log log log ,

2
−

= = =
b aa b t ∈t  . Ta có 9 ,= ta 16 ,= tb 5 12

2
−

= tb a . 

Suy ra: 

5.16 9 2.12− =t t t 9 125 2.
16 16
   ⇔ − =   
   

t t 23 35 2.
4 4

   ⇔ − =   
   

t t 23 32. 5 0
4 4

   ⇔ + − =   
   

t t

. 

Giải phương trình, ta được 3 6 1
4

  = − 
 

t

, (nhận) hoặc 3 6 1
4

  = − − 
 

t

, (loại). 

Suy ra ( )
2

29 3 6 1 7 2 6
16 4
   = = = − = −   
   

t ta
b

. 

Câu 17.   Tìm m  để phương trình 2 2
2 2

log log 3x x m    có nghiệm 1;8 .x       

A. ( )2;6 . B. ( );2−∞ . C. [ ]2;6 . D. ( )6;+∞ . 

Lời giải 
Đáp án C 

Đặt 
2

log ,t x  do 1;8 0;3 ,x t            phương trình đã cho trở thành 2 2 3t t m    (1) 

Xét hàm số 2( ) 2y f t t t   ;Ta có ( ) 2 2 0 1f t t t       
Bảng biến thiên 

 
Phương trình (1) có nghiệm 1 3 3 2 6m m         

Câu 18.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 16 12 9log log log (4 5 )= = +x y x y . Giá trị của x
y

 bằng 

A. 
4 .
9

 B. 3 .
2

 C. 1 .
4

 D. 2
4log .
3

 

Lời giải 
Chọn C 
Đặt ( )16 12 9log log log 4 3= = = +t x y x y . 

Khi đó 
16
12

4 3 9

 =


=
 + =

t

t

t

x
y
x y

 

4.16 3.12 9⇒ + =t t t 16 44. 3. 1 0
9 3

   ⇔ + − =   
   

t t
4 1
3

4 1
3 4

  = − 
 ⇔   =  

t

t

4 1
3 4

 ⇔ = 
 

t

. 

Do đó: 16 4 1
12 3 4
   = = =   
   

t tx
y

. 



Câu 19.   Gọi B  và C  lần lượt là các điểm thuộc đồ thị hàm số 2xy   và 2logy x  sao cho tam giác 

OBC  đều. Giả sử điểm B  có hoành độ là a  khi đó tỉ số 2x

a
 bằng 

A. 2 3.  B. 2 3.  C. 2 2.  D. 2 2.  
Lời giải 

Chọn B 

 
Đồ thị hai hàm số 2xy   và 2logy x  đối xứng qua đường thẳng y x  và theo yêu cầu bài toán 
là tam giác OBC  đều nên suy ra    ;2 ,  2 ;a aB a C a  (theo đề điểm B  có hoành độ là a ). 

Tam giác OBC  đều 2 2 2 22 4 .2 0.a aOB BC OB BC a a         Đấy là phương trình đẳng cấp 

và tìm được 2 2 3.
x

a
   Vì B  là điểm nằm trên đồ thị hàm số 2xy   suy ra 2a a  nên 

2 2 3.
x

a
   Chọn B. 

Câu 20.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 16 12 9log log log (4 3 )x y x y= = + . Giá trị của x
y

 bằng 

A. 4 .
9

 B. 3 .
2

 C. 1 .
4

 D. 2
4log .
3

 

Lời giải 
Chọn C 
Đặt ( )16 12 9log log log 4 3= = = +t x y x y . Khi đó 

16
12

4 3 9

 =


=
 + =

t

t

t

x
y
x y

4.16 3.12 9⇒ + =t t t 16 44. 3. 1 0
9 3

   ⇔ + − =   
   

t t
4 1
3

4 1
3 4

  = − 
 ⇔   =  

t

t

4 1
3 4

 ⇔ = 
 

t

. 

Do đó: 16 4 1
12 3 4
   = = =   
   

t tx
y

. 

Câu 21.   Cho ,x y  là hai số thực dương khác 1. Biết 2log log 16yx =  và 64xy = . Tính 
2

2log x
y

 
 
 

. 

A. 20.  B. 
45.
2

 C. 25.  D. 
25 .
2

 

Lời giải 

Chọn A 
6464xy y
x

= ⇔ =  



2 64
16 16

16

1 1log log 16 64 log 64 loglogx

x
x

x

= = =
−

 

2 2
2

2

1 4log log3 1 6 loglog
2 4

x x
xx

⇔ = ⇔ =
−−

 

2 2
2 2 2 26log log 4 log 6log 4 0x x x x⇔ − = ⇔ − + =  

3 5 3 5
2

3 5
2

3 5

64
log 3 5 2 2

64log 3 5 2
2

yx x

x x y

+ +

−

−

 = = + =
⇔ ⇔ ⇒ 

= − =   =

 

2

2log 20x
y

 
⇒ = 

 
. 

Câu 22.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn 9 6 4log log log
6

x yx y +
= = . Tính tỉ số x

y
. 

A. 3x
y
= . B. 5x

y
= . C. 2x

y
= . D. 4x

y
= . 

Lời giải 
Chọn C 

2

9 6 4

9
3 3 36log log log 9 6 6.4 6 2

6 2 2 2
4

6

t

t t tt
t t t

t

x
x y yx y t

x y

 =
+       == = = ⇒ ⇒ + = ⇔ + = ⇔ =      

     + =

.

 
Vậy 

3 2
2

tx
y

 = = 
 

. 

Câu 23.   Cho 0a > , 0b >  thỏa mãn ( )16 9 12log 3 2 log loga b a b+ = = . Giá trị của 
3 2 3

3 2 33
a ab b
a a b b

− −
+ +

 bằng 

A. 
19
83

− . B. 
1
3

. C. 
7

17
− . D. 

1
5

− . 

Lời giải 
Chọn C 
Đặt ( )16 9 12log 3 2 log logt a b a b= + = =  

3 2 16
9
12

t

t

t

a b
a
b

 + =


⇒ =
 =

3.9 2.12 16t t t⇒ + =
9 33 2. 1

16 4

t t
   ⇔ + =   
   

 

( )

3 1
4 3

3 1 
4

t

t

vn

  = 
 ⇔   = −  

1
3

a
b

⇒ = . 



Vậy 

3

3 2 3

3 23 2 3

1

3
3

a a
a ab b b b
a a b b a a

b b

   − −   − −    =
+ +    + +   

   

7
17

= − . 

Câu 24.   Cho các số thực dương x , y  thỏa mãn ( )4 6 9log log log 4 5 1x y x y= = − − . Tính x
y

. 

A. 4
9

x
y
= . B. 2

3
x
y
= . C. 3

2
x
y
= . D. 9

4
x
y
= . 

Lời giải 
Chọn D 

Đặt ( )4 6 9log log log 4 5 1t x y x y= = = − − . Suy ra
1

4
6

4 5 9 9.9

t

t

t t

x
y
x y +

 =


=
 − = =

. 

Vì ( )2
9 .4 6t t t=  nên ta có ( )2

9.9 .4 9. 6t t t= . Hay là 

( ) ( )( )2 2 2

0

94 5 9 4 5 9 0 4 9 0 4 9
4

xx y x y x xy y x y x y x y
y

>

− = ⇔ − − = ⇔ + − = ⇔ = ⇔ =


. 

Câu 25.   Tập nghiệm của bất phương trình ( )2

42 log 2 2 0xx − − >  là: 

A. ( ) { }0; \ 1+∞ . B. ( );0−∞ . C. ( )0;+∞ . D. ( );−∞ +∞ . 

Lời giải 
Chọn A 

Điều kiện: ( )2
2 2 0 2 2 0 1x x x− > ⇔ − ≠ ⇔ ≠ . 

Ta có ( )2

42 log 2 2 0xx − − > 22 log 2 2 0xx⇔ − − > 22 log 2 2xx⇔ > −  

2
2 2log 2 log 2 2x x⇔ > − ( )222 2 2 2 2 2 0x x x x⇔ > − ⇔ − − >  

Đặt ( )2 0xt t= > , bất phương trình trở thành 2 2 0t t− − >  ( )
( )

2

2

2 0 0 2
2 0 2

t t t
t t t

 + − > < <
⇔  − + > ≥

. 

Bất phương trình 2 2 0t t− + >  đúng với mọi t∈  nên đúng với 2t ≥ . 

Bất phương trình 2 2
2 0

1
t

t t
t
< −

+ − > ⇔  >
 dẫn đến 1 2t< < . 

Do đó 2 02 0 1 2 2 0xt t t x− − > ⇔ > ⇔ > ⇔ > . 

Kết hợp với điều kiện ban đầu ta được tập nghiệm của bất phương trình là ( ) { }0; \ 1+∞ . 

Câu 26.   Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn đồng thời 
2 2 2

1 1 1 1
log log log 2020x y z

+ + =  và 

( )2log 2020xyz = . Tính ( )( )2log 1xyz x y z xy yz xz+ + − − − +  

A. 4040 . B. 2020 . C. 1010 . D. 22020 . 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 2 2 2log , log , loga x b y c z= = =  



( ) ( )( )( )

1 1 1 1
2020

2020
1 1 1 1 0

a b c
a b c

a b c a b b c c a
a b c


+ + =

⇒ + + =
  + + + + = ⇒ + + + =  

 

Xét 20202020 2a b c z= − ⇒ = ⇒ =  

( )( )
( ) ( )( )

( )

2

2020 2020 2020
2

4040
2

log 1

log 2 2 1 2 1

log 2 4040

xyz x y z xy yz xz

x y x y

+ + − − − +

= + + − − + +

= =

 

Câu 27.   Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn đồng thời 
2 2 2

1 1 1 1
log log log 2020x y z

+ + =  và 

( )2log 2020xyz = . Tính ( )( )2log 1xyz x y z xy yz xz+ + − − − +  

A. 4040 . B. 2020 . C. 1010 . D. 22020 . 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 2 2 2log , log , loga x b y c z= = =  

( ) ( )( )( )

1 1 1 1
2020

2020
1 1 1 1 0

a b c
a b c

a b c a b b c c a
a b c


+ + =

⇒ + + =
  + + + + = ⇒ + + + =  

 

Xét 20202020 2a b c z= − ⇒ = ⇒ =  

( )( )
( ) ( )( )

( )

2

2020 2020 2020
2

4040
2

log 1

log 2 2 1 2 1

log 2 4040

xyz x y z xy yz xz

x y x y

+ + − − − +

= + + − − + +

= =

 

Câu 28.   Giả sử ,p q là các soos thực dương thoả mãn ( )16 20 25log log logq q p q= = + . Tìm giá trị của 

p
q

? 

A. 
4
5

. B. ( )1 1 5
2

+ . C. 
8
5

. D. ( )1 1 5
2
− + . 

Lời giải 

Chọn D 
Đặt  log log log , ,t t tt p q p q p q p q        16 20 25 16 20 25  



Suy ra 

t

t t
t t t

t

                                  

2

4 1 5
5 24 4

16 20 25 1 0
5 5 4 1 5

5 2

 

Vì 
t    

4
0

5
nên 

t      
4 1 5
5 2

 

Từ đó ta được 
tt

t

p
q

       
16 4 1 5
20 5 2

 

Câu 29.   Cho ( )3 4 12 13log log log loga b c a b c= = = + + . Hỏi log 144abc  thuộc tập hợp nào sau đây? 

A. 7 8 9; ;
8 9 10

 
 
 

. B. 1 2 3; ;
2 3 4

 
 
 

. C. 4 5 6; ;
5 6 7

 
 
 

. D. { }1;2;3  

Lời giải 

Chọn B 

Đặt ( )3 4 12 13t log log log loga b c a b c= = = = + +  

3
4 144
12 3 4 12 13  ( 1)

13

t

t t

t t t t t

t

a
b abc
c
a b c

 =


= = ⇒ ⇒ 
= + + =

 + + =

 

144

1log 144 log 144tabc t
= = ; ( ) 3 4 121 1

13 13 13

t t t
     ⇔ + + =     
     

 

Vế trái là hàm số nghịch biến, Vế phải là hàm hằng nên ta nhẩm được nghiệm là 2t =  là nghiệm.Vậy 
1log 144
2abc = . 

Câu 30.   Cho a , b  là các số dương thỏa mãn 4 25
4log log log

2
b aa b −

= = . Tính giá trị 
a
b

? 

A. 6 2 5a
b
= − . B. 3 5

8
a
b

+
= . C. 6 2 5a

b
= + . D. 3 5

8
a
b

−
= . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 4 25
4log log log

2
b aa b t−

= = = , ta có: 

4
25

4 10
2

t

t

t

a
b

b a


=


=

 − =


 4.25 4 2.10t t t⇒ − =
4 104 2.
25 25

t t
   ⇔ − =   
   

 

22 22. 4 0
5 5

t t
   ⇔ + − =   
   

 



Đặt 2 0
5

t

y  = > 
 

, ta có 2 2 4 0y y+ − =
1 5

1 5

y

y

 = − −
⇔ 

= − +
1 5y⇔ = − + . 

Từ đó ( )22 41 5 5 1 6 2 5
5 25

t t

t

a
b

  = − + ⇔ = − ⇒ = − 
 

. 

Câu 31.   Cho 0; 0a b> >  thỏa mãn ( ) ( )2 2
4 5 1 8 1log 16 1 log 4 5 1 2a b aba b a b+ + ++ + + + + = . Giá trị của 2a b+  

bằng 

A. 6 . B. 27
4

. C. 9 . D. 20
3

. 

Lời giải 
Chọn B 
Áp dụng BĐT Cauchy: 2 216 8a b ab+ ≥ . Suy ra: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
4 5 1 8 1 4 5 1 8 1log 16 1 log 4 5 1 log 8 1 log 4 5 1 2a b ab a b aba b a b ab a b+ + + + + ++ + + + + ≥ + + + + ≥  

Dấu “= ” xảy ra: 
( )4 5 1

3log 8 1 1 2724
44 3

a b ab a
a b

a b b

+ +
+ = = ⇒ ⇒ + = 

=  =

. 

Câu 32.   Tập nghiệm của bất phương trình �1
2
�
3𝑥𝑥2−18𝑥𝑥−5

≤ �1
2
�
2𝑥𝑥+2

 là 

A. �− 1
3

; 7�. B. �−7; 1
3
�. 

C. (−∞;−1
3
] ∪ Cho , ,x y z  là các số thực dương thỏa mãn 4 5 20 33log log log log (2 )x y z x y z= = = + + . 

Giá trị của x y z+ +  bằng: 
A. 29 . B. 3 . C. 15− . D. 33 . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 

( )
( )
( )
( )

4 5 20 33

4 1

5 2
log log log log (2 )

20 3

2 33 4

t

t

t

t

x

y
t x y z x y z

z

x y y

 =


=
= = = = + + ⇒ 

=
 + + =

 

Thế ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3  vào ( )4 ta có phương trình: 

( )4 5 202.4 5 20 33 2. 1 0 *
33 33 33

t t t
t t t t      + + = ⇔ + + − =     

     
 

Xét hàm số ( ) 4 5 202. 1,
33 33 33

t t t

f t t R     = + + − ∀ ∈     
     

 

( ) 4 4 5 5 20 20' 2. .ln .ln .ln 0,
33 33 33 33 33 33

t t t

f t t R     ⇒ = + + < ∀ ∈     
     

 

Suy ra hàm số ( )f t nghịch biến trên  ( )*⇒  có nghiệm thì là nghiệm duy nhất. 

Dễ thấy 1t =  thỏa mãn phương trình. Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 1t = . 
Với 1t =  thì 4, 5, 20x y z= = = . Vậy 29x y z+ + = . 

Câu 33.   Cho , ,x y z  là các số thực dương thỏa mãn 4 5 20 33log log log log (2 )x y z x y z= = = + + . Giá trị 
của x y z+ +  bằng: 

A. 29 . B. 3 . C. 15− . D. 33 . 



Lời giải 
Chọn A 

Đặt 

( )
( )
( )
( )

4 5 20 33

4 1

5 2
log log log log (2 )

20 3

2 33 4

t

t

t

t

x

y
t x y z x y z

z

x y y

 =


=
= = = = + + ⇒ 

=
 + + =

 

Thế ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3  vào ( )4 ta có phương trình: 

( )4 5 202.4 5 20 33 2. 1 0 *
33 33 33

t t t
t t t t      + + = ⇔ + + − =     

     
 

Xét hàm số ( ) 4 5 202. 1,
33 33 33

t t t

f t t R     = + + − ∀ ∈     
     

 

( ) 4 4 5 5 20 20' 2. .ln .ln .ln 0,
33 33 33 33 33 33

t t t

f t t R     ⇒ = + + < ∀ ∈     
     

 

Suy ra hàm số ( )f t nghịch biến trên  ( )*⇒  có nghiệm thì là nghiệm duy nhất. 

Dễ thấy 1t =  thỏa mãn phương trình. Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 1t = . 
Với 1t =  thì 4, 5, 20x y z= = = . Vậy 29x y z+ + = . 

Câu 34.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 25 15 9log log log
2 4
x x yy +
= =  và 

2
x a b
y

− +
= ; với a , 

b  là các số nguyên dương. Tính a b+ . 
A. 14a b+ = . B. 3a b+ = . C. 21a b+ = . D. 34a b+ = . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 

25

25

log
2

log25 15 9
2

9 25

15
log log log

2 4 15log log
4 2

x

x

y
x x yy

x x


=+ = = ⇒ 

+ =

. 

Đặt 25log 2.25
2

txt x= ⇒ = , ta được 2.25 15 4.9t t t+ =
25 5 5 1 332 4

3 3 3 4

t t t − +     ⇔ + = ⇔ =     
     

. 

2.25 5 1 332.
15 3 2

tt

t

x
y

− + ⇒ = = = 
 

. 

Do đó 1a = , 33b =  nên 34a b+ = . 

Câu 35.   Cho x, y là các số thực dương thỏa mãn ( )9 6 4log log log 5 4x y x y= = + . Giá trị của m để 

2 0x my− =  bằng 

A. 2
5

. B. 1
5

. C. 1
5

3log
2

 
 
 

. D. 3
2

log 5 . 

Lời giải 
Chọn B 



Giả sử 9 6 4log log log (5 4 )x y x y t= = + = . Suy ra: 

9
6 5.9 4.6 4

5 4 4

t

t t t t

t

x
y
x y

 =


= ⇒ + =
 + =

 

3 1 ( )
29 35. 4 1 0

4 2 3 1
2 5

t

t
t

t

loai
  = − 
     ⇔ + − = ⇔          =  

. 

Ta có: 9 3 12 0 2
2 6 2 5

tt

t

m xx my x my
y

 − = ⇔ = ⇔ = = = = 
 

. 

Câu 36.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn 
3 4 5

log log log ( ).x y x y    Giá trị của 2x y  

bằng 
A. 25 . B. 9 . C. 16 . D. 34  

Lời giải 
Chọn D 
Đặt 

3 4 5
log log log ( ).

3
3 4

4 3 4 5 1 2.
5 5

5

t
t t

t t t t

t

t x y x y

x

y t

x y

   
                              

 

Với 
9

2 2 34.
16

x
t x y

y

      
 

Câu 37.   Cho hàm số 2
2

1 17( ) log
2 4

f x x x x
         

. Tính 

1 2 2018...
2019 2019 2019

T f f f
                         

 

A. 2019
2

T  . B. 2019T  . C. 2018T  . D. 1009T  . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có:    2 2
2 2

1 17 17 1(1 ) log 1 1 1 log
2 4 4 2

f x x x x x x x
                                   

    2 2
2 2

1 17 17 11 log log
2 4 4 2

f x f x x x x x x x
                                 

2 2
2

1 17 17 1log
2 4 4 2

x x x x x x
                              

2log 4 2   

1 2 2018...
2019 2019 2019

T f f f
                            

1 2018 2 2017 1009 1010...
2019 2019 2019 2019 2019 2019

f f f f f f
                                                            

1009.2 2018   



Câu 38.   Cho hàm số 2
2

1 17( ) log
2 4

f x x x x
         

. Tính 

1 2 2018...
2019 2019 2019

T f f f
                         

 

A. 2019
2

T  . B. 2019T  . C. 2018T  . D. 1009T  . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có:    2 2
2 2

1 17 17 1(1 ) log 1 1 1 log
2 4 4 2

f x x x x x x x
                                   

    2 2
2 2

1 17 17 11 log log
2 4 4 2

f x f x x x x x x x
                                 

2 2
2

1 17 17 1log
2 4 4 2

x x x x x x
                              

2log 4 2   

1 2 2018...
2019 2019 2019

T f f f
                            

1 2018 2 2017 1009 1010...
2019 2019 2019 2019 2019 2019

f f f f f f
                                                            

1009.2 2018   

Câu 39.   Cho hai số thực dương ,x y  thỏa mãn ( )25 15 9log log log 2x y x y= = + . Giá trị của tỉ số x
y

 bằng 

A. 4 . B. 
1
2

. C. 5
3log
5

 
 
 

. D. 5
3

log 2 . 

Lời giải. 

+ Đặt ( )25 15 9log log log 2 25 , 15 ,2 9t t tx y x y t x y x y= = + = ⇒ = = + = . Cần tính 5
3

tx
y

 =  
 

. 

+ Mặt khác 
25 5 5 12.25 15 9 2. 1 0

3 3 3 2

t t t
t t t      + = ⇒ + − = ⇒ =     

     
. Vậy Chọn B. 

Câu 40.   Gọi ,x y  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện ( )9 6 4log log logx y x y= = +  và 
2

x a b
y

− +
= , 

với ,a b  là hai số nguyên dương. Tính .a b ? 
A. a.b 5= . B. a.b 1= . C. a.b 8= . D. a.b 4.=  

Lời giải 
Chọn A 

• Ta đặt ( )9 6 4t log log log 9 ; 6 ; 4t t tx y x y x y x y= = = + ⇒ = = + =  

Ta có: 
( )

( )

2
3 1 5 loai
2 23 39 6 4 1

2 2 3 1 5 nhan
2 2

t

t t
t t t

t

 − −  = 
     + = ⇔ + = ⇒        − +  =  

 



Mà 9 3 1 5
2 6 2 2

t tx a b
y

− + − +   = ⇔ = =   
   

. Do đó: 1; 5a b= =  và . 5a b = . 

Câu 41.   Cho , a>0. Giá trị của biểu thức  bằng: 

A. 
3

.
2
a

 . B. .
2
a

 . C. 3 .a . D. a . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 

2 3
2 1 4 2 2 2 2

2

1 1log log log 2log 3log log log
2 2

2

P x x x x x x x

a

= + + = − + = −

= −

 

Câu 42.   Cho các số , 0a b >  thỏa mãn 2 2 14a b ab+ = . Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau. 

A. ( ) 2 22log 4 log loga b a b+ = + + . B. ( ) ( )2
2 2 2log 4 log loga b a b+ = + . 

C. ( )2 2 2log 2 log log
4

a b a b+  = + 
 

. D. ( )2 2 2
1log log log

16 2
a b a b+  = + 

 
. 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có ( )
2

22 2 2 214 2 16 16
4

a ba b ab a b ab ab a b ab ab+ + = ⇔ + + = ⇔ + = ⇔ = 
 

. 

( )
2

2 2 2 2 2 2log log 2log 2log 4 log log
4

a b ab a b a b+ ⇒ = ⇔ + − = + 
 

. 

( ) 2 22log 4 log loga b a b⇔ + = + + . 

Câu 43.   Cho hai số ,a b  dương thỏa mãn đẳng thức 4 25
4log log log

4
b aa b 

  . Giá trị biểu thức 

6 6log 4 2 log
2
aM b b

     
 bằng: 

A. 1. B. 2 . C. 1
2

. D. 3
2

. 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt: 4 25
4log log log

4
b aa b t

   . 

Khi đó: a=4t, b=25t, 4
4

b a =10t. 

Nên: 
4.25 4

4

t t
=10t 

22 2 24.25 4 4.10 4. 4 0 2 2 2
5 5 5

t t t
t t t                                

. 

Suy ra: 24 (2 2 2) 12 8 2
25

ta
b

       
. 

Vậy: 6 6log 4 2 log
2
aM b b

       
= 6log 4 2

2
a
b

       
= 6log 6

 
= 1 

2
log x a 2 3

2 1 4
2

log log logP x x x  



Câu 44.   Cho các số thực , ,a b c  thuộc khoảng ( )1;+∞  và thỏa mãn 
2

2log log .log 9log 4logb b a aa

cb c c b
b

 
+ + = 

 
. Giá trị của biểu thức 2log loga bb c+  bằng: 

A. 1. B. 1
2

. C. 2 . D. 3 . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: 
2

2log log .log 9log 4logb b a aa

cb c c b
b

 
+ + = 

 
 

( )24log log . 2 log log 9log 4loga b b b a ab c c b c b⇔ + − + =  

( )2 24log 2log log 9log 4log *a b b a ab c c c b⇔ + − + = . 

Đặt 
log
log

a

b

b x
c y
=

 =
 ( , 0x y >  vì , , 1a b c > ). 

Ta có log log .loga a bc b c xy= = . 

Thay vào ( )*  ta được: 2 24 2 9 4x y y xy x+ − + = ( )2 24 8 2 4 0x xy xy y x y⇔ + + + − + =  

( )( )4 2 1 0x y x y⇔ + + − =
( ) + =

⇔ 
+ =

4 0 ¹

2 1

x y lo i

x y
. 

Vậy 2log log log 2log 2 1a b a bb c b c x y+ = + = + = . 

Câu 45.   Cho ba số thực dương , ,a b c  khác 1 thỏa mãn log log log 2020.loga c a cb b b+ = . Khẳng định 
nào sau đây là đúng. 

A. 2020ab = . B. 2020bc = . C. 2020abc = . D. 2020ac = . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có log log
log log log 2020.log log log 2020.

log log
a a

a c a c a a
a a

b b
b b b b

c c
+ = ⇔ + = . 

log .log log log 2020.log log 1 log 2020a a a a a a ab c b b c⇔ + = ⇔ + = . 

( )log log 2020 2020a aac ac⇔ = ⇔ = . Đáp án D. 

Câu 46.   Cho các số dương , , ,a b c x  thoả 
2log log log log 0; ya b c bx x

p q r ac
= = = ≠ = . Tính y

 theo , ,p q r . 

A. 2y q pr= − . B. 
2

p ry
q
+

= . C. 2y q p r= − − . D. 2y q pr= − . 

Lời giải 
Đáp án: C 

Ta có: 
2 2

log logy yb bx x
ac ac

= ⇔ =  

( )log 2log log log 2 log log log 2 logy x b a c q x p x r x q p r x⇒ = − − = − − = − −  

2y q p r⇒ = − −  (do log 0x ≠ ). 

Câu 47.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn 9 6 4log log log
6

x yx y +
= = . Tính tỉ số 

x
y

. 



A. 3x
y
= . B. 5x

y
= . C. 2x

y
= . D. 4x

y
= . 

Lời giải 
Chọn C 

2

9 6 4

9
3 3 36log log log 9 6 6.4 6 2

6 2 2 2
4

6

t

t t tt
t t t

t

x
x y yx y t

x y

 =
+       == = = ⇒ ⇒ + = ⇔ + = ⇔ =      

     + =

.

 
Vậy 3 2

2

tx
y

 = = 
 

. 

Câu 48.   Biết rằng phương trình ( )1
3 1

3

log 3 1 2 log 2x x+ − = +  có hai nghiệm 1x  và 2x . Hãy tính tổng 

1 227 27x xS = + . 
A. 252S = . B. 180S =  C. 9S = . D. 45S = . 

Lời giải 
Chọn B 

Đkxđ: 1.x > −  

Ta có ( )1
3 1

3

log 3 1 2 log 2x x+ − = + ⇔ ( )1 2
3 3 3log 3 1 log 3 log 2x x+ − = −  

⇔ ( )
2

1
3 3

3log 3 1 log
2

x
x+ − =  ⇔

2
1 33 1

2

x
x+ − =  ⇔ 23 6.3 2 0x x− + = . 

Đặt 3 , 0xt t= > , phương trình trên trở thành 

2 6 2 0t t− + = ⇔
3 7 3 3 7

3 7 3 3 7

x

x

t

t

 = + = +
⇔ 

= − = −  
 

( )
( )

1 3

2 3

log 3 7

log 3 7

x

x

 = +
⇔
 = −

. 

Câu 49.   Cho ,  ,  a b c  là các số thực khác 0  thỏa mãn 4 25 10a b c  . Tính c cT
a b

  . 

A. 2 . B. 10 . C. 
1
2

. D. 
1

10
. 

Lời giải 
Chọn#A. 

Đặt 
4

25

10

log
4 25 10 log .

log

a b c

a t
t b t

c t

      

 

Khi đó 10 10
10 10

4 25

log log log 4 log 25 log 4 log 25
log log log 10 log 10

t t

t t

t tc cT
a b t t

         

 10 10log 4.25 log 100 2.    Chọn#A. 

Câu 50.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn 9 6 4log log log
6

x yx y +
= = . Tính tỉ số x

y
. 

A. 3x
y
= . B. 5x

y
= . C. 2x

y
= . D. 4x

y
= . 

Lời giải 



Chọn C 

2

9 6 4

9
3 3 36log log log 9 6 6.4 6 2

6 2 2 2
4

6

t

t t tt
t t t

t

x
x y yx y t

x y

 =
+       == = = ⇒ ⇒ + = ⇔ + = ⇔ =      

     + =

.

 
Vậy 

3 2
2

tx
y

 = = 
 

. 

Câu 51.   Cho ,a b  là các số thực dương thỏa mãn ( )12 12 122 3 1+ = + +log a b log a log b . Tính tỉ số a
b

. 

A. 1
2

. B. 1
3

. C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có: ( )122 3+ =log a b  ( ) ( )2

12 12 12 121 log 3 log 12+ + ⇔ + =log a log b a b ab  

( ) ( )2 23 12 3 0 3 3⇔ + = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =
aa b ab a b a b
b

. 

Câu 52.   Cho ( ) ( )2ln 1 sin 6f x a x x b x= + + + +  với , ∈a b . Biết rằng ( )( )log log 2f e = . Tính giá 

trị của ( )( )log ln10f  

A. 10 . B. 2 . C. 4 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn A 

Đặt ( )( ) ( )1log log log log ln10
ln10

t e  = = = − 
 

( )( )log ln 10 t⇔ = −  

Theo giả thiết ta có: ( ) ( )2ln 1 sin 6 2f t a t t b t= + + + + = ( )2ln 1 sin 4⇔ + + + = −a t t b t  

Khi đó ( )( )log ln10f ( ) ( ) ( )2ln 1 sin 6f t a t t b t= − = − + + + − +
2

1ln sin 6
1

a b t
t t

= − +
+ +

 

2

1ln sin 6 10
1

a b t
t t

 
= − + + = 

+ + 
. 

Câu 53.   Cho hai số thực dương x, y thỏa mãn ( )ln ln ln522 .5 2
x y

x y
+ 

  +  = . Tìm giá trị của biểu thức sau: 
P x y= + . 

A. 2P = . B. 4P = . C. 5P = . D. 5
2

P = . 

Lời giải 
Chọn đáp án A 
Phương pháp 

+) Sử dụng ln 2 ln55 2= , chia cả 2 vế cho ( )ln5 0x y+ > , tìm mối quan hệ giữa x và y. 
Cách giải 

( ) ( )ln lnln lnln5 ln 22 22 .5 2 2 .5 5
x y x y

x y x y
+ +   

   + +   = ⇔ =  



( )
2 lnlnln 2lnln 2 ln2 2 12 5 5 5

5

x yx y x y
x y x y

+
+  +

−  − + +   ⇔ = = = =  
 

 

ln 0 1 2
2 2

x y x y x y+ + ⇔ = ⇔ = ⇔ + = 
 

 

Câu 54.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn ( )4 6 9log log logx y x y= = + . Tính giá trị của biểu thức 
2

xP
y

 
=  
 

. 

A. 
2 5

2
P − +
= . B. 6 2 5P = − . C. 

1 5
2

P − +
= . D. 

3 5
2

P −
= . 

Lời giải 
Chọn D 

Đặt 

( )4 6 9

4
log log log 6 4 6 9

9

t

t t t t

t

x
x y x y t y

x y

 =


= = + = ⇒ = ⇒ + =
 + =

22 2 2 1 51 0
3 3 3 2

t t t − +     ⇔ + − = ⇔ =     
     

. 

Do đó 
22

1 5 3 5
2 2

xP
y

   − + −
= = =  
   

. 

Câu 55.   Cho ( ) ( )1 4
4

1log log =1 0,y x y y x
y

− − > > . Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau? 

A. 3 4x y= . B. 3
4

x y= − . C. 3
4

x y= . D. 3 4x y= − . 

Lời giải 
Chọn C 

Theo đề bài ta có: ( ) ( )1 4
4

1log log =1 0,y x y y x
y

− − > >  

( )
( )

1
1

44

4 4

4

log log =1

log log =1

log 1

4

3
4

y x y

y x y
y

y x
y

y x

x y

−
−⇔ − −

⇔ − − +

⇔ =
−

⇔ =
−

⇔ =

 

Câu 56.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 25 20 16log log log (5 3 )= = +x y x y . Giá trị của 
( )(x y)− +x y

xy
 bằng 

A. 
4 .

9
−

. B. 3 .
2

. C. 1 .
4

. D. 21.
10

−  

Lời giải 
Chọn D 



Đặt 25 20 16
5 3log log log

2
+ = = =  

 
x yt x y . Khi đó 

25
20

5 3 16
2


=


=

 + =


t

t

t

x
y

x y
5.25 3.20 2.16⇒ + =t t t 25 55. 3. 2 0

16 4
   ⇔ + − =   
   

t t
5 1
4

5 2
4 5

  = − 
 ⇔   =  

t

t

5 2
4 5

 ⇔ = 
 

t

. 

Do đó: 25 5 2
20 4 5

   = = =   
   

t tx
y

. Suy ra 
2 2( )(x y) 21.

10
− + −

= = − = −
x y x y x y

xy xy y x . 

Câu 57.   Cho a , b  là các số dương thỏa mãn 4 25
4log log log

2
b aa b −

= = . Tính giá trị a
b

. 

A. 6 2 5a
b
= − . B. 3 5

8
a
b

+
= . C. 6 2 5a

b
= + . D. 3 5

8
a
b

−
= . 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 4 25
4log log log

2
b aa b t−

= = =  

Ta có 
4
25

4 10
2

t

t

t

a
b

b a


=


=

 − =


 4.25 4 2.10t t t⇒ − =
4 104 2.
25 25

t t
   ⇔ − =   
   

22 22. 4 0
5 5

t t
   ⇔ + − =   
   

 

Đặt 2 0
5

t

y  = > 
 

, ta có 2 2 4 0y y+ − =
1 5

1 5

y

y

 = − −
⇔ 

= − +
1 5y⇔ = − + . 

Từ đó ( )22 41 5 5 1 6 2 5
5 25

t t

t

a
b

  = − + ⇔ = − ⇒ = − 
 

. 

Câu 58.   Cho ,  x y  là các số thực thỏa mãn 14,  ,  1.
2

xy x y    Gọi ,  M m  lần lượt là giá trị lớn nhất và 

nhỏ nhất của  22
2 2log log 1 .P x y    Tổng 2M m  bằng 

A. 6.  B. 11.  C. 11.
2

 D. 21.
2

 

Lời giải 
Chọn#A. 

Từ giả thiết suy ra 4 1 8
2

x y
y

     mặt khác vì 1 1 8.y y≥ ⇒ ≤ ≤  

Ta có        2 2 2 22 2
2 2 2 2 2 2

4log log 1 log log 1 log 2 log 1 .P x y y y y
y

           

Vì 1 8y   đặt 2log y t nên 20 log 3.y   



Xét hàm      2 22 1f t t t     trên  0;3  ta có    34 6 0 0;3
2

f t t t       . Ta có 

( )3 1 ; 0 5 2 6.
2 2

m f M f M m = = = = ⇒ + = 
 

 

Câu 59.   Phương trình ( ) ( )3 4log 1 log 5 2x x− = −  có mấy nghiệm? 

A. 0. B. 1. C. 2. D. 3. 
Lời giải 

Chọn B 
( ) ( )3 4log 1 log 5 2x x− = − (1) 

ĐK: 51
2

x< <  

Đặt ( ) ( )3 4log 1 log 5 2x x t− = − =

3

4

3 1log ( 1) 1 3 5 43 1 4 2.3 3 0(*)5 4log (5 2 ) 25 2 4
2

t
t t

t t tt
t

xx t x
x t x x

 = +− = − = − ⇒ ⇔ ⇔ ⇔ + = ⇔ + − =   −− = − = =  

 

Xét hàm số ( )( ) 4 2.3 3 ' 4 ln 4 2.3 ln 4 0t t t tf t f t= + − ⇒ = + >  

( )f t Hàm số ( )f t đồng biến trên ( ; )−∞ +∞  

( )f t Phương trình ( ) 0f t = có nhiều nhất 1 nghiệm 

mà ( ) 0 00 4 2.3 3 0f = + − =  

Vậy 0t =  là nghiệm duy nhất của phương trình (*)  
Vậy 2x =  là nghiệm duy nhất của phương trình (1)  

Câu 60.   Biết rằng nếu x R∈  thỏa mãn 27 27 4048x x−+ =  thì 3 3 9x x a b−+ = + trong đó 
, ;0 9.a b N a∈ < ≤  Tổng a b+  bằng 

A. 6.  B. 8 . C. 7.  D. 5 . 
Lời giải 

Đáp án: B 
Ta có 3 3 327 27 4048 3 3 4048 (3 3 ) 3.3 .3 .(3 3 ) 4048x x x x x x x x x x− − − − −+ = ⇔ + = ⇔ + − + =  

Đặt 3 3 ( 0)x x u u−+ = >  ta có phương trình 3 3 4048 0 16u u u− − = ⇔ =  

Từ 16 9 16u a b= ⇒ + =  mà 0 9; , 1; 7a a b N a b< ≤ ∈ ⇒ = =  

Câu 61.   Cho , ,a b c  là các số thực khác 0  thỏa mãn 4 25 10a b c= = . Tính c cT
a b

= + . 

A. 1
2

T = . B. 10T = . C. 2T = . D. 1
10

T = . 

Lời giải 
Chọn C 

Giả sử: 
4

25

10

log
4 25 10 log

log

a b c

a t
t b t

c t

=
= = = ⇒ =
 =

. 

Ta có: 10 10

4 25

log log log 4 log 25
log log log 10 log 10

t t

t t

t tc cT
a b t t

= + = + = +  



( )10 10 10 10log 4 log 25 log 4.25 log 100 2= + = = = . 

Câu 62.   Cho ,a b  là các số dương thỏa mãn 9 16 12
5log log log

2
−

= =
b aa b . Tính giá trị a

b
. 

A. 7 2 6= −
a
b

. B. 
3 6

4
−

=
a
b

. C. 7 2 6= +
a
b

. D. 
3 6

4
+

=
a
b

. 

Lời giải 

Đặt 9 16 12
5log log log ,

2
−

= = =
b aa b t  ∈t  . Ta có 9 ,= ta  16 ,= tb  5 12

2
−

= tb a . 

Suy ra: 

5.16 9 2.12− =t t t 9 125 2.
16 16
   ⇔ − =   
   

t t 23 35 2.
4 4

   ⇔ − =   
   

t t 23 32. 5 0
4 4

   ⇔ + − =   
   

t t

. 

Giải phương trình, ta được 3 6 1
4

  = − 
 

t

, (nhận) hoặc 3 6 1
4

  = − − 
 

t

, (loại). 

Suy ra ( )
2

29 3 6 1 7 2 6
16 4
   = = = − = −   
   

t ta
b

. 

Câu 63.   Gọi n là số nguyên dương sao cho 
2 33 33 3 3

1 1 1 1 190...
log log log log lognx x x x x

+ + + + =  đúng với 

mọi x dương, 1x ≠ . Tìm giá trị của biểu thức 2 3.P n= +  
A. 23.P =  B. 41.P =  C. 43.P =  D. 32.P =  

Lời giải: 
Ta có: 

( )
2 3

*

3 33 3 3

3 3 3 3 3

1 1 1 1 190...
log log log log log

1 2 3 190...
log log log log log

n

n
x x x x x

n
x x x x x

+ + + + = ∈

⇔ + + + + =



 

( )
( )

3 3

1 2 3 ... 190
log log

1 2 3 ... 190
191

190
202

n
x x

n
nn n
n loai

+ + + +
⇔ =

⇔ + + + + =

=+
⇔ = ⇔  = −

 

2 3 2.19 3 41.P n= + = + =  
Chọn B 

Câu 64.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn 2 2ln ln ln .lnx y x y+ = . Tính giá trị của biểu 

thức ( )
2 2

2
2

1 log log
1 2log

x y
M

x y
+ +

=
− + +

. 

A. 
1
2

M = . B. 2M = . C. 
1
4

M = . D. 1M =  

Lời giải 
Chọn D 
Do ,x y là các số thực dương nên ta có : 

2
2 2 2 21 1ln ln ln .ln ln ln ln .ln ln ln 0

4 2
x y x y x y x y x y + = ⇔ + = ⇔ − = 

 
 



2ln 2 lnx y x y⇔ = ⇔ =  

. 
Ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

22 2 2

1 log log 1 log 2log 1 log log 1 log log
1 2log1 2log 1 2log 1 2log

x y x y x y x xM
x xx y x y x y

+ + + + + + + +
= = = =

− + +− + + − + + − + +  

[ ]
2

2 2

1 2log 1
1 2 log 2 log

x
x

+
= =
− + +

 

Câu 65.   Phương trình 2 29 4.3x x m− − − −− =  có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi am
b

= ( ,a b  là các số 

nguyên, a
b

 tối giản). Giá trị 2 2a b+  bằng 

A. 5.  B. 17.  C. 25.  D. 10.  
Lời giải 

Chọn D 
Đặt 23 x t− − = , vì ( ]2 03 3 1 0;1x t− − ≤ = ⇒ ∈ . 

Khi đó phương trình trở thành ( )2 24 4 0,  1t t m t t m− = ⇔ − − = . Để phương trình đã cho có nghiệm 

duy nhất khi và chỉ khi: 0 22 0 3 1 1 4.1 3x t m− − = ⇒ = = ⇒ = − = − . 

Thử lại với 3m = −  ta dễ dàng thấy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất. 

Vậy 2 233 3; 1 10
1

m a b a b−
= − = ⇒ = − = ⇒ + = . 

Câu 66.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 27 12 8
5log log log

9 12
 = = + 
 

x yx y . Giá trị của 
y
x

 bằng 

A. 4 .
9

 B. 3 .
2

 C. 3
3log
2

 
 
 

. D. 3
2

log 2 . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 27 12 8
5log log log .

9 12
 = = = + 
 

x yt x y  Khi đó 

27
12
5 8

9 12


 =


=

 + =


t

t

t

x
y
x y

27 5 12 8
9 12

⇒ + =
t

t t
 

4.27 15.12 36.8t t t⇔ + =  
33 34. 15. 36 0

2 2
   ⇔ + − =   
   

t t 3 1
2

 ⇔ = 
 

t

0.⇔ =t  

Do đó: 4 .
9

=
y
x

 

Câu 67.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn ( )4 6 9log log logx y x y= = + . Tính giá trị của biểu thức 
2

xP
y

 
=  
 

. 

A. 
2 5

2
P − +
= . B. 6 2 5P = − . C. 

1 5
2

P − +
= . D. 

3 5
2

P −
= . 

Lời giải 

ln 2 lnx y⇔ = 2x y⇔ =



Chọn D 

Đặt 

( )4 6 9

4
log log log 6 4 6 9

9

t

t t t t

t

x
x y x y t y

x y

 =


= = + = ⇒ = ⇒ + =
 + =

22 2 2 1 51 0
3 3 3 2

t t t − +     ⇔ + − = ⇔ =     
     

. 

Do đó 
22

1 5 3 5
2 2

xP
y

   − + −
= = =  
   

. 

Câu 68.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 25 20 16
5 3log log log

2
x yx y +

= = . Giá trị của 

( )(x y)− +x y
xy

 bằng 

A. 
4 .

9
−

 B. 3 .
2

 C. 1 .
4

 D. 
21.
10

−  

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 25 20 16
5 3log log log

2
+ = = =  

 
x yt x y . Khi đó 

25
20

5 3 16
2


=


=

 + =


t

t

t

x
y

x y
5.25 3.20 2.16⇒ + =t t t 25 55. 3. 2 0

16 4
   ⇔ + − =   
   

t t
5 1
4

5 2
4 5

  = − 
 ⇔   =  

t

t

5 2
4 5

 ⇔ = 
 

t

. 

Do đó: 25 5 2
20 4 5

   = = =   
   

t tx
y

. Suy ra 
2 2( )(x y) 21.

10
− + −

= = − = −
x y x y x y

xy xy y x  

Câu 69.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 25 20 16
5 3log log log

2
x yx y +

= = . Giá trị của 

( )(x y)− +x y
xy

 bằng 

A. 
4 .

9
−

 B. 3 .
2

 C. 1 .
4

 D. 
21.
10

−  

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 25 20 16
5 3log log log

2
+ = = =  

 
x yt x y . Khi đó 

25
20

5 3 16
2


=


=

 + =


t

t

t

x
y

x y
5.25 3.20 2.16⇒ + =t t t 25 55. 3. 2 0

16 4
   ⇔ + − =   
   

t t
5 1
4

5 2
4 5

  = − 
 ⇔   =  

t

t

5 2
4 5

 ⇔ = 
 

t

. 



Do đó: 25 5 2
20 4 5

   = = =   
   

t tx
y

. Suy ra 
2 2( )(x y) 21.

10
− + −

= = − = −
x y x y x y

xy xy y x  

Câu 70.   Gọi x, y là các số thực dương thỏa mãn . Tính tỉ số 
x
y

 

A. 4 . B. 2 . C. 3 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn B 

+ Đặt 9 6 4log log log 9 , 6 , 4
6 6

t t tx y x yx y t x y+ + = = = ⇒ = = = 
 

. Cần tính 3
2

tx
y

 =  
 

. 

+ Mặt khác 
23 3 39 6 6.4 6 0 2

2 2 2

t t t
t t t      + = ⇒ + − = ⇒ =     

     
. 

Câu 71.   Cho x , y  là các số thực dương thỏa mãn 25 15 9log log log
2 4
x x yy +
= =  và 

2
x a b
y

− +
= , với a , 

b  là các số nguyên dương, tính a b+ . 
A. 14a b+ = . B. 3a b+ = . C. 21a b+ = . D. 34a b+ = . 

Lời giải 
Chọn D 

Đặt 25 15 9t log log log ,
2 4

+
= = =

x x yy  

ta được 2.25 15 4.9t t t+ =
25 52 4

3 3

t t
   ⇔ + =   
   

 

5
3

1 33log
4

t − +
⇒ =

2.25 5 1 332.
15 3 2

tt

t

x
y

− + ⇒ = = = 
 

. 

Do đó 1a = , 33b =  nên 34a b+ = . 

Câu 72.   Cho các số thực dương ,x y  thỏa mãn ( )6 9 4log log log 2 2x y x y= = + . Tính tỉ số x
y

? 

A. 2
3

x
y
= . B. 2

3 1
x
y
=

−
. C. 2

3 1
x
y
=

+
. D. 3

2
x
y
= . 

Lời giải 

Chọn B 

Giả sử ( )6 9 4log log log 2 2x y x y t= = + = . Ta có: 
6 (1)
9 (2)

2 2 4 (3)

t

t

t

x
y
x y

 =


=
 + =

. 

Khi đó 6 2 0
9 3

tt

t

x
y

 = = > 
 

. 

Lấy (1), (2) thay vào (3) ta có 

2.6 2.9 4t t t+ =
22 22. 2 0

3 3

t t
   ⇔ − − =   
   

2 21 3
3 3 1

2 1 3
3

t

t

  = + =  − ⇔   = −  

(thoûa)

(loaïi)

. 

9 6 4log log log
6

x yx y + = =  
 



Câu 73.   Cho hai số thực dương ,a b  thỏa ( )4 6 9log log loga b a b= = + . Tính 
a
b

. 

A. 
1
2

. B. 1 5
2
+ . C. 1 5

2
− − . D. 1 5

2
− + . 

Lời giải 
Chọn D 
Đặt ( )4 6 9log log logt a b a b= = = + . 

4
6 4 6 9

9

t

t t t t

t

a
b
a b

 =


⇒ = ⇒ + =
 + =

2
2 1 5
3 22 2 1 0

3 3 2 1 5 ( )
3 2

t

t t

t

L

 − +  = 
     ⇔ + − = ⇔        − −  =  

. 

4 2 1 5
6 3 2

tt

t
a
b

− + = = = 
 

. 

Câu 74.   Cho phương trình ( )9 12 .3 11 0x xx x+ − + − =  có hai nghiệm 1 2,x x . Giá trị 1 2S x x= +  bằng 

A. 2. B. 4. C. 6. D. 0. 
Giải 
Chọn phương án#A. 

Ta thấy phương trình ( )
03 1

9 12 .3 11 0
3 113 11

x
x x

xx

x
x x

xx

= = 
+ − + − = ⇔ ⇔  + == − 

. 

Xét hàm ( ) 3ty f t t= = + . Ta có ( )' 3 .ln 3 1 0tf t t= + > ∀ . Mà ( )2 11f = . 

Vậy 2x =  là nghiệm duy nhất của phương trình 3 11x x+ = . 
Vậy tổng nghiệm là 2. 

Câu 75.   Cho x , y  là hai số thực dương thỏa mãn 27 12 8
5log log log

9 12
 = = + 
 

x yx y . Giá trị của y
x

 bằng 

A. 4 .
9

 B. 3 .
2

 C. 3
3log
2

 
 
 

. D. 3
2

log 2 . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 27 12 8
5log log log .

9 12
 = = = + 
 

x yt x y  Khi đó 
27
12
5 8

9 12


 =


=

 + =


t

t

t

x
y
x y

27 5 12 8
9 12

⇒ + =
t

t t
 

33 3 3 34.27 15.12 36.8 4. 15. 36 0 1
2 2 2 2

t t t
t t t t     ⇔ + = ⇔ + − = ⇔ = ⇔ =     

     
 

Do đó: 4 .
9

=
y
x

 

Câu 76.   Tìm tất cả các giá trị của m  để hàm số ( )2log 5y x x m= − +  xác định trên  . 

A. 25
4

m > . B. 4
25

m ≥ . C. 25
4

m ≥ . D. 4
25

m > . 

Lời giải 
Chọn A 



Theo bài ra ta có 2 255 0, 25 4 0
4

x x m x m m− + > ∀ ⇔ ∆ = − < ⇔ > . 

Câu 77.   Gọi ,x y  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện ( )9 6 4log log logx y x y= = +  và 

2
x a b
y

− +
= , với a , b  là hai số nguyên dương. Tính a b+ . 

A. 6a b+ = . B. 11a b+ = . C. 4a b+ = . D. 8a b+ = . 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 9log x t=  

Theo đề ra có 
( )

9 6

9 4

9 (1)
6 (2)

log log
4 (3)log log

3 (4)
2

t

t

t

t

x
y

x y t
x yx x y t
x
y

 =


== = ⇒ + = = + = 
  =    

 

Từ (1), (2), và (3) ta có 

( ) ( )
2

2

3 1 5 ( )
2 23 39 6 4 3 3.2 4 0 1 0

2 2 3 1 5 ( )
2 2

t

t t
tt t t t t

t

TM

L

 − +  = 
     + = ⇔ + − = ⇔ + − = ⇔        − −  =  

 

Thế vào (4) ta được 3 1 5 1; 5
2 2 2

tx a b a b
y

− + − + = = = ⇒ = = 
 

 

Thử lại ta thấy 1; 5a b= =  thỏa mãn dữ kiện bài toán. Suy ra 6.a b+ =  

Câu 78.   Cho hai số thực dương ,x y  thỏa mãn ( )4 6 9log log logx y x y= = + . Giá trị của tỉ số x
y

 bằng 

A. 5 1
2

− − . B. 5 1
2
− . C. 3

2
. D. 2

3
. 

Lời giải 
Chọn B 

+ Đặt ( )4 6 9log log log 4 , 6 , 9t t tx y x y t x y x y= = + = ⇒ = = + = . Cần tính 2
3

tx
y

 =  
 

. 

+ Mặt khác 
( )

( )

2
2 5 1
3 22 24 6 9 1 0

3 3 2 5 1
3 2

t

t t
t t t

t

nhan

loai

 −  = 
     + = ⇒ + − = ⇒        − −  =  

. 

Câu 79.   Gọi x , y  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện ( )9 6 4log log log= = +x y x y  và 

2
− +

=
x a b
y

, với a , b  là hai số nguyên dương. Tính = +T a b . 

A. 4=T . B. 8=T . C. 11=T . D. 6=T . 

Lời giải 

Chọn D 



Đặt ( )9 6 4

9
log log log 6

4

 =


= = = + → =
 + =

t

t

t

x
t x y x y y

x y
. 

Suy ra 
2 23 3 3 34 9 6 4 1 1 0

2 2 2 2
       + = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ + − =       
       

t t t t
t t t tx y . 

3 1 5
2 2

− + ⇔ = 
 

t

. 

Mặt khác 9 9 3
6 6 2 2

− +   = = = =   
   

t tt

t

x a b
y

 suy ra 
11 5
52 2

=− + − +
= →  =

aa b
b

. 

Vậy 6= + =T a b . 

Câu 80.   Cho ,  ,  x y z  là các số thực thỏa mãn 
2019

3 5 15 .
x

x y x y
−

+= =  Gọi .S xy yz zx= + +  Khẳng định nào 
sau đây đúng? 

A. ( )1;2018 .S ∈  B. ( )0;2019 .S ∈  C. ( )0;2020 .S ∈  D. ( )2019;2020 .S ∈  

Lời giải 
Chọn C 

Đặt 
2019

3 5 15 .
x

x y x y t
−

+= = =  Từ giả thiết ta có 

3

5

15

log
log

.
2019 log

x t
y t

z t
x y

=
 =


 − =

+

 

Suy ra 15
2019 1 1 1log .1 1log 15 log 3 log 5t t t

xyz t
x y x y

x y

− = = = = =
+ + ++

 

Suy ra ( )2019 2019 .
xy x y z

xy yz zx
x y x y

+ +
= ⇔ = + +

+ +
 

Câu 81.   Gọi x , y  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện ( )9 6 4log log logx y x y= = +  và 
2

x a b
y

− +
= , 

với a , b  là hai số nguyên dương. Tính 2 2T a b= + . 
A. 26T = . B. 29T = . C. 20T = . D. 25T = . 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt ( )9 6 4log log logx y x y t= = + = , suy ra 9tx = , 6ty = , 4tx y+ = . 

Khi đó ta có: 9 6 4t t t+ =  
23 3 1 0

2 2

t t
   ⇔ + − =   
   

 

3 1 5
2 2

t − + ⇔ = 
 

 (Vì 3 0
2

t
  > 
 

). 

Lại có 3
2

tx
y

 =  
 

 1 5
2

x
y

− +
⇒ =  1a⇒ = , 5b =  hay 26T = . 



Câu 82.   Biết rằng bất phương trình ( ) ( )5 22log 5 2 2.log 2 3x
x

+
+ + >  có tập nghiệm là ( )log ;aS b= +∞ , với 

a , b  là các số nguyên dương nhỏ hơn 6  và 1a =/ . Tính 2 3P a b= + . 
A. 11P = . B. 16P = . C. 18P = . D. 7P = . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 22 2
2

1log 5 2 2.log 2 3 log 5 2 2. 3 
log 5 2x

x x
x+

+ + > ⇔ + + > ∗
+

. 

Đặt ( )2log 5 2 1xt = + > . Khi đó ( )∗  thành 22 3 3 2 0 2t t t t
t

+ > ⇔ − + > ⇔ >  (do 1t > ). 

Với 2t >  thì ( ) 2
2 2 5log 5 2 2 log 2 5 2 log 2x x x+ > = ⇔ > ⇔ > . 

Suy ra 
5

2 3 16
2

a
P a b

b
=

⇒ = + = =
. 

Câu 83.   Cho ,x y là các số thực dương thoả mãn ( )9 6 4log log log 2 .x y x y= = +  Giá trị của x
y

bằng 

A. 2 . B. 1
2

. C. 2
3log
2

 
 
 

. D. 3
2

log 2 . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt ( )9 6 4log log log 2t x y x y= = = +  

 

 

Vậy  

Câu 84.   Cho các số thực dương a , b  thỏa mãn 16 20 25
2log log log

3
a ba b −

= = . Tính tỉ số aT
b

= . 

A. 10
2

T< <  B. 1 2
2 3

T< <  C. 2 0T− < <  D. 1 2T< <  

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 16 20 25
2log log log

3
a ba b x−

= = = , ta có: 

( )4

9
6

log 2.9 6 (*)

t

t

t t

x
y

t

 =
⇒ =
 = +

23 3(*) 2.9 6 4 2. 1 0
2 2

3 1( )
2

3 1
2 2

t t
t t t

t

t

loai

x
y

   ⇔ + = ⇔ + − =   
   

  = − 
 ⇔   = =  

1 .
2

x
y
=



16
20

2 25
3

x

x

x

a
b

a b


 =


=
 − =


2.16 20 3.25x x x⇒ − =
16 202. 3
25 25

x x
   ⇔ − =   
   

 

24 42. 3 0
5 5

x x
   ⇔ − − =   
   

4 1
5

4 3
5 2

x

x

  = − 
 ⇔   =  

4 3
5 2

x
 ⇔ = 
 

. 

Từ đó aT
b

=
16
20

x

x=
4
5

x
 =  
 

( )3 1;2
2

= ∈ . 

Hay 1 2T< < . 

Câu 85.   Xét các số thực dương ,x y  thoả mãn ( )
( )

22 1

2
22018

1
x y x y

x
− + +

=
+

. Giá trị nhỏ nhất minP  của biểu 

thức 2 3P y x= −  bằng 

A. min
3
4

P = . B. min
5
6

P = . C. min
7
8

P = . D. min
1
2

P = . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 1 2 2

2018 20182
22018 log 2 1 2 2 1 log 2 2 2 *

1
x y x y x x x x x y x y

x
− + +

= ⇒ + + + + + = + + +
+

. 

Xét hàm: ( ) 2018log 2 , 0f t t t t= + > . 

Suy ra: ( ) 1 2 0 , 0.
ln 2018

f t t
t

′ = + > ∀ >  

Do đó hàm ( )f t  đồng biến trên khoảng ( )0;+∞ . 

Mà ( ) ( ) ( )2 2 2* 2 1 2 2 1 2 1f x x f x y x x x y y x⇔ + + = + ⇔ + + = + ⇔ = + . 

Khi đó: 
2

2 3 7 72 3 2 3 2 2
4 8 8

P y x x x x = − = − + = − + ≥ 
 

. 

Kết luận: min
7
8

P =  khi 3
4

x = . 

Câu 86.   Cho ,x y  là hai số thực dương thỏa mãn  2 2 22 2 2 24 9.3 4 9 .7 .     x y x y y x  Giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức 2 18 . 


x yP
x

 

A. 9.  B. 3 2 .
2

  C. 1 9 2.  D. 17.  

Lời giải 
Chọn A 

Ta có  2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2( 2 ) 2 24 9.3 4 9 .7 4 3 2 3 .7                 
x y x y y x x y x y y x  



2 2

2 2

2 2 2( 2 )

2 2 2( 2 )

4 3 2 3 (*).
7 7

  

  

 
 

x y x y

x y x y
 

Xét hàm số 4 3( )
7



t

tf t  trên .  Ta có 1 3( ) 4.
7 7

             

t t

f t  nghịch biến trên .  

 2 2 2 2 2 2(*) 2 2 2( 2 ) 2 2 2( 2 ) 2 2 2 2.                  f x y f x y x y x y x y y x  Từ 

đó 
2 16 16 161 2 . 1 9. 

       
x xP x x P

x x x
 

Dấu " "  xảy ra khi và chỉ khi 4.x  

Câu 87.   Cho  1 1f  ,      f m n f m f n mn     với mọi *,m n . Tính giá trị của biểu thức 

   96 69 241
log

2
f f

T
     
 

. 

A. 9T  . B. 3T  . C. 10T  . D. 4T  . 
Lời giải 

Chọn B 
Có  1 1f  ,      f m n f m f n mn     

              96 95 1 95 1 95 95 96 94 95 96 ... 1 2 ... 95 96f f f f f f f                 

   96.9796 1 2 ... 95 96 4656
2

f        . 

Tương tự   69.7069 1 2 ... 68 69 2415
2

f        . 

Vậy 
   96 69 241 4656 2415 241log log log1000 3

2 2
f f

T
                 

. 
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Câu 1.   Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của m  để giá trị lớn nhất của hàm số 

( )3 2 2 21 3y x x m x m m= + + + + − −  trên đoạn [ ]1;2−  không vượt quá 15 ? 

A. 3 . B. C. 5 . D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn#A. 
Xét hàm số ( ) ( )3 2 2 21 3f x x x m x m m= + + + + − −  trên đoạn [ ]1;2− . 

Ta có ( ) ( ) ( ) [ ]2' 2 2 2 23 2 1 2 1 0, 1;2f x x x m x x m x= + + + = + + + > ∀ ∈ −  

Suy ra hàm số ( )f x  đồng biến trên đoạn [ ]1;2− ⇒
[ ]

( ) ( )

[ ]
( ) ( )

1;2

2

1;2

min 1 4

max 2 3 11

f x f m

f x f m m
−

−

= − = − −



= = − +

. 

Khi đó 
[ ] [ ]

( )
1;2 1;2

max maxy f x
− −

= { }2max 4 ; 3 11m m m= − − − + 15≤
2

4 15

3 11 15

m

m m

 − − ≤⇔ 
− + ≤

 

2
2

2

19 11
15 4 15

3 4 0
15 3 11 15

3 26 0

m
m

m m
m m

m m

− ≤ ≤
− ≤ + ≤ ⇔ − − ≤ 
− ≤ − + ≤  − + ≥

 

19 11
41
3

m

m

− ≤ ≤
⇔ 
− ≤ ≤

. Với m∈  { }1;0;1m⇒ ∈ −  

Câu 2.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết 2cos x  là một nguyên hàm của hàm số 2( ) e xf x , họ tất 

cả các nguyên hàm của hàm số ( ) 2' e xf x  là 

A. 2sin 2 2cosx x C− + . B. 2sin 2 2cosx x C+ + . 
C. 2sin 2 2cosx x C− + + . D. 2sin 2 2cosx x C− − + . 

Lời giải 
Chọn D 
Vì 2cos x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2 xf x e  nên: 

( ) ( )2 2cos ' 2cos .sin sin 2xf x e x x x x⇒ = = − = − . 

Tính ( ) 2' xI f x e dx= ∫ . 

Đặt 
( ) ( )

2 22
'

x xu e du e dx
dv f x dx v f x
= =  ⇒ = =  

. 

( ) ( )2 2 2.e 2 sin 2 2cosx xI f x f x e dx x x C⇒ = − = − − +∫ . 

Câu 3.   Cho hàm số 2y x x m= + + . Tổng tất cả giá trị thực của tham số m  để 
[ ]2; 2
min 2y
−

=  bằng 

A. 31
4

− . B. 8− . C. 23
4

− . D. 9
4

. 

Lời giải 
Chọn C 

Xét hàm số 2u x x m= + +  trên đoạn [ ]2;2− , có: 10 2 1 0
2

u x x′ = ⇔ + = ⇔ = − . 



Khi đó:
[ ]

( ) ( )

[ ]
( ) ( )

2;2

2;2

1max 2 , , 2 6
2

1 1min min 2 , , 2
2 4

u max u u u m

u u u u m

−

−

   = − − = +   
   


   = − − = −     

. 

 Nếu 
1 0
4

m − ≥
 hay 

1
4

m ≥
 thì [ ]2; 2

1 9min 2
4 4

y m m
−

= − = ⇔ =
 (thỏa mãn). 

 Nếu 6 0m + ≤  hay 6m ≤ −  thì 
[ ]2; 2
min 6 2 8y m m
−

= − − = ⇔ = −  (thỏa mãn). 

 Nếu 
16
4

m− < <
 thì [ ]2; 2

min 0y
−

=
 (không thỏa mãn). 

Vậy có hai số thực 9
4

m =  và 8m = −  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Tổng các giá trị đó bằng 23
4

− . 

Câu 4.   Gọi điểm ( );M a b  thuộc đồ thị hàm số 2
2

+
=

−
xy
x

 sao cho M  có hoành độ dương đồng thời 

tổng khoảng cách từ M  đến hai đường tiệm cận là nhỏ nhất. Tính 4 33 .= −T a b  
A. 16.=T  B. 294.= −T  C. 82.=T  D. 175.=T  

Lời giải 
Chọn D 

Đường TCN của đồ thị ( )C  là ( )1 : 1=d y , đường TCĐ của đồ thị ( )C  là ( )2 : 2=d x . 

Điểm ( ) 2;
2

+ ∈ ⇒  − 
mM C M m
m

, khi đó ( )1
4,

2
d M d

m
=

−
 và ( )2, 2d M d m= − . 

Theo bài ra, ta có ( ) ( )1 2
4 4, , 2 2 2 . 4

2 2
T d M d d M d m m

m m
= + = − + ≥ − =

− −
 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 42 4
2

− = ⇔ =
−

m m
m

 (vì yêu cầu 0>m ). Suy ra ( )4;3M  

Ta có ( ) ( )4 34; 3 4 3. 3 175a b T= = ⇒ = − =  

Câu 5.   Tìm các giá trị của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 2 2y x x m= − +  trên đoạn 

[ ]1;2−  bằng 5 . 

A. 4m = − . B. 2m = . C. 4, 2m m= − = . D. 3m = ± . 

Lời giải 
Chọn C 

Xét hàm số ( ) 2 2xx mf x − +=  trên đoạn [ ]1;2− , ta có ( ) ( )2 1f x x′ = −  và ( ) 0 1f x x′ = ⇔ = . 

Vậy: 

[ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( ){ } { }

1;2 1;2
max max max 1 ; 1 ; 2 max 3 ; 1 ;y f x f f f m m m
− −

= = − = + − . 



TH1. Với 
[ ]1;2
max 1y m
−

= − , ta có 

1 3 1 3

1 1 4.
4 61 5

m m m m

m m m m m
m mm

 − ≥ +  − ≥ +
 

− ≥ ⇔ − ≥ ⇔ = − 
  = − ∨ =− = 

 

TH2. Với 
[ ]1;2
max 3y m
−

= + , ta được 

3 1 3 1

3 3 2.
2 83 5

m m m m

m m m m m
m mm

 + ≥ −  + ≥ −
 

+ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ = 
  = ∨ = −+ = 

 

TH3. Với 
[ ]1;2
max y m
−

= , ta được 

1 1

3 3
5 55

m m m m

m m m m
m mm

 ≥ −  ≥ −
 

≥ + ⇔ ≥ + 
  = ∨ = −= 

 (vô nghiệm). 

Câu 6.   Cho hàm số ( ) 4 3 24 4f x x x x a= − + + . Gọi M , m  lần lượt là giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 

của hàm số đã cho trên đoạn [ ]0;2 . Có bao nhiêu số nguyên a  thuộc đoạn [ ]3;3−  sao cho 2M m≤ ? 

A. 3 . B. 7 . C. 6 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn D 
Xét hàm số ( ) 4 3 24 4g x x x x a= − + + . 

( ) 3 24 12 8g x x x x′ = − + ; ( ) 0g x′ = 3 24 12 8 0x x x⇔ − + =

0
1
2

x
x
x

=
⇔ =
 =

. 

Bảng biến thiên 

 
Do 2 0m M≥ >  nên 0m >  suy ra ( ) [ ]0 0;2g x x≠ ∀ ∈ . 

Suy ra 
1 0 1
0 0

a a
a a
+ < < − 

⇔ > > 
. 

Nếu 1a < −  thì M a= − , 1m a= − −  ⇒ ( )2 1a a− − ≥ − 2a⇔ ≤ − . 

Nếu 0a >  thì 1M a= + , m a= ⇒ 2 1a a≥ + 1a⇔ ≥ . 
Do đó 2a ≤ −  hoặc 1a ≥ , do a  nguyên và thuộc đoạn [ ]3;3−  nên { }3; 2;1;2;3a∈ − − . 

Vậy có 5  giá trị của a  thỏa mãn đề bài. 

Câu 7.   Cho hàm số ( ) 4 3 24 4f x x x x a= − + + . Gọi M , m  lần lượt là giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 

của hàm số đã cho trên đoạn [ ]0;2 . Có bao nhiêu số nguyên a  thuộc đoạn [ ]3;3−  sao cho 2M m≤ ? 

A. 3 . B. 7 . C. 6 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn D 
Xét hàm số ( ) 4 3 24 4g x x x x a= − + + . 



( ) 3 24 12 8g x x x x′ = − + ; ( ) 0g x′ = 3 24 12 8 0x x x⇔ − + =

0
1
2

x
x
x

=
⇔ =
 =

. 

Bảng biến thiên 

 
Do 2 0m M≥ >  nên 0m >  suy ra ( ) [ ]0 0;2g x x≠ ∀ ∈ . 

Suy ra 
1 0 1
0 0

a a
a a
+ < < − 

⇔ > > 
. 

Nếu 1a < −  thì M a= − , 1m a= − −  ⇒ ( )2 1a a− − ≥ − 2a⇔ ≤ − . 

Nếu 0a >  thì 1M a= + , m a= ⇒ 2 1a a≥ + 1a⇔ ≥ . 
Do đó 2a ≤ −  hoặc 1a ≥ , do a  nguyên và thuộc đoạn [ ]3;3−  nên { }3; 2;1;2;3a∈ − − . 

Vậy có 5  giá trị của a  thỏa mãn đề bài. 
Câu 8.   Cho hàm số ( ) 3 22 6f x x x m= − + , gọi A  là giá trị lớn nhất của hàm số ( )f x  trên đoạn[ ]1;3 . 

Số giá trị nguyên của tham số m để 2020A <  là 
A. 4031 . B. 4032 . C. 4033 . D. 2019 . 

Lời giải 
Chọn A 

Xét   3 22 6u x x x m    trên đoạn  1;3 . Ta có hàm số ( )u x  liên tục trên đoạn  1;3 . 

  26 12u x x x   . 

( )
( )

0 1;3
'( ) 0 .

2 1;3

= ∉
= ⇔ 

= ∈

x
u x

x
 

Khi đó:  
    

 
    

1;3

1;3

max u(x) max 1 ; 2 ; (3)

min u( ) min 1 ; 2 ; (3) 8

u u u m

x u u u m

     

. 

{ }max ; 8A m m= − . 

Yêu cầu 

2020 2020 2020
8 4 4 2020

2020
2012 42012 20288 2020

48

m m
m m m m

A
mmm

mm m

 <  − < < ≥ − ≥ ≤ <  < ⇔ ⇔ ⇔  − < ≤− < < − <    ≤− ≥ 

. 

Vậy có 4031  số nguyên m để 2020A < . 

Câu 9.   Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị nhỏ nhất của hàm 
số ( ) 32 6= − +f x x x m  trên đoạn[ ]0;3 bằng 8. Tổng tất cả các phần tử của S  bằng 

A. 8 . B. 16− . C. 64 . D. 72− . 



Lời giải 
Chọn C 
Xét   32 6u x x x m    trên đoạn  0;3 . Dễ thấy hàm số ( )u x  liên tục trên đoạn  0;3  

có    20 6 6 0 1 0;3u x x x        . 

Khi đó 
 

        

 
        

0;3

0;3

max u max 0 ; 1 ; 3 max m;m 4;m 36 36

min u min 0 ; 1 ; 3 min m;m 4;m 36 4

u u u m

u u u m

            

. 

Theo bài ra 
 

   
0;3

4 8
4 0 12

min 4 ; 36 ,0 8
4436 0

36 8

m
m m

Min f x m m
mm

m

                 

. 

Do đó { }S 44,12= − . Vậy số các phần tử của S  bằng 2 . 

Câu 10.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số [ ]10;10∈ −m  để hàm số 

3 23 (3 2) 2= − + − + −y mx mx m x m
 
có 5 điểm cực trị? 

A. 9 . B. 7 . C. 10 . D. 11. 
Lời giải 

Chọn C 
Xét hàm số ( ) ( )3 23 3 2 2= − + − + −f x mx mx m x m . 

Ta có: ( )3 23 3 2 2 0− + − + − =mx mx m x m ( )2

1
2 2 0 1

=
⇔  − + − =

x
mx mx m

. 

Yêu cầu bài toán⇔ phương trình ( ) 0=f x  có ba nghiệm phân biệt⇔ phương trình ( )1  có hai 

nghiệm phân biệt khác 1
( )2 2 0

2 2 0
 − − >⇔ 

− + − ≠

m m m
m m m

. 

Vì m  nguyên và [ ]10;10∈ −m  nên { }1;2;...;10∈m . 

Câu 11.   Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
3 3y x x m= − +  trên đoạn [ ]0;2  bằng 3. Số phần tử của S là 

A. 0 B. 6 C. 1 D. 2 
Lời giải 

Chọn D 
Xét hàm số ( ) 3 3f x x x m= − + , ta có ( ) 23 3f x x′ = − . Ta có bảng biến thiên của ( )f x : 

 
TH 1 : 2 0 2m m+ < ⇔ <− . Khi đó 

[ ]
( ) ( )

0;2
2 2max f x m m=− − + = −  

2 3 1m m− = ⇔ =−  (loại). 

TH 2 : 
2 0

2 0
0
m

m
m
+ >

⇔− < < <
. Khi đó : 2 2 2 2m m m− = − > > +  

[ ]
( ) ( )

0;2
2 2max f x m m⇒ =− − + = −  



2 3 1m m− = ⇔ =−  (thỏa mãn). 

TH 3 : 
0

0 2
2 0

m
m

m
>

⇔ < <− + <
. Khi đó : 2 2 2 2m m m− = − < < +  

[ ]
( )

0;2
2max f x m⇒ = +  

2 3 1m m+ = ⇔ =  (thỏa mãn). 

TH 4: 2 0 2m m− + > ⇔ > . Khi đó 
[ ]

( )
0;2

2max f x m= +  

2 3 1m m+ = ⇔ =  (loại). 

Câu 12.   Gọi S  là tập tất cả các giá trị nguyên của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
4 21 19 30 20

4 2
y x x x m= − + + −  trên đoạn [ ]0;2  không vượt quá 20 . Tổng các phần tử của S  bằng 

A. 210 . B. 195− . C. 105 . D. 300 . 
Lời giải 
Chọn C 

Xét hàm số ( ) 4 21 19 30 20
4 2

g x x x x m= − + + − . Dễ thấy hàm số ( )g x  liên tục trên đoạn [ ]0;2 . 

Ta có ( ) 3 19 30g x x x′ = − + ; ( )
[ ]

[ ]

5 0;2
0 2

3 0;2

x
g x x

x

 = − ∉
′ = ⇔ =
 = ∉

 

Bảng biến thiên 

 

Ta có ( )0 20g m= − ; ( )2 6g m= + . 

Theo yêu cầu bài toán, 
[ ] [ ]

( )
0;2 0;2

max max 20y g x= ≤  
( )
( )
0 20

2 20

g

g

 ≤⇔ 
≤

 
20 20

6 20

m

m

 − ≤⇔ 
+ ≤

 0 14m⇔ ≤ ≤ . 

Mà m∈  nên { }0;1;2;...;14m∈ . 

Vậy tổng các phần tử của S  là 105 . 

Câu 13.   Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của m  để giá trị lớn nhất của hàm số 

( )3 2 2 21 3y x x m x m m= + + + + − −  trên đoạn [ ]1;2−  không vượt quá 15 ? 

A. 3 . B. C. 5 . D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn#A. 
Xét hàm số ( ) ( )3 2 2 21 3f x x x m x m m= + + + + − −  trên đoạn [ ]1;2− . 

Ta có ( ) ( ) ( ) [ ]2' 2 2 2 23 2 1 2 1 0, 1;2f x x x m x x m x= + + + = + + + > ∀ ∈ −  

Suy ra hàm số ( )f x  đồng biến trên đoạn [ ]1;2− ⇒
[ ]

( ) ( )

[ ]
( ) ( )

1;2

2

1;2

min 1 4

max 2 3 11

f x f m

f x f m m
−

−

= − = − −



= = − +

. 



Khi đó 
[ ] [ ]

( )
1;2 1;2

max maxy f x
− −

= { }2max 4 ; 3 11m m m= − − − + 15≤
2

4 15

3 11 15

m

m m

 − − ≤⇔ 
− + ≤

 

2
2

2

19 11
15 4 15

3 4 0
15 3 11 15

3 26 0

m
m

m m
m m

m m

− ≤ ≤
− ≤ + ≤ ⇔ − − ≤ 
− ≤ − + ≤  − + ≥

 

19 11
41
3

m

m

− ≤ ≤
⇔ 
− ≤ ≤

. Với m∈  { }1;0;1m⇒ ∈ −  

Câu 14.   Biết giá trị lớn nhất của hàm số 2 14
2

y x x m      là 18 . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. 0 5m  . B. 10 15m  . C. 5 10m  . D. 15 20m  . 
Lời giải 

Chọn D 

Xét hàm số   2 14
2

g x x x     liên tục trên tập xác định  2;2 . 

 
2

' 1
4

xg x
x


 


. 

  2
2 22

0
' 0 1 0 4 2

44

xxg x x x x
x xx

              
. 

  52
2

g   ;   1 4 22
2

g  
 ;   32

2
g   

 
 

2;2
x

2
m 5a g x


   khi 2x  . 

giá trị lớn nhất của hàm số 2 14
2

y x x m      bằng 5
2

m  

 5 18 15,5.
2

m m     

Vậy 15 20m  . 

Câu 15.   Cho hàm số ( ) ( ) ( )2 21 4 2f x x ax ax a b= − + − + − , với a , b∈ . Biết trên khoảng 4 ;0
3

 − 
 

 

hàm số đạt giá trị lớn nhất tại 1x = − . Hỏi trên đoạn 52;
4

 − −  
 hàm số đạt giá trị nhỏ nhất tại giá trị nào 

của x ? 

A. 5
4

x = − . B. 4
3

x = − . C. 3
2

x = − . D. 2x = − . 

Lời giải 
Chọn C 
Tập xác định của hàm số là  . 
Ta có: ( ) ( )( )22 1 2 5 3 2f x x ax ax a b′ = − + − + − . 

Vì trên khoảng 4 ;0
3

 − 
 

 hàm số đạt giá trị lớn nhất tại 1x = − nên hàm số đạt cực trị tại 1x = − (cũng là 

điểm cực đại của hàm số) và 0a > . 



( )1 0f ′⇒ − = 4( 6 2) 0 6 2a b b a⇔ − − + − = ⇔ = + . 

⇒ ( ) ( )( )22 1 2 5 3f x a x x x′ = − + + . 

Khi đó ( )

3
2

0 1
1

x

f x x
x

 = −


′ = ⇔ = −
 =



. ( đều là các nghiệm đơn) 

Hàm số đạt cực đại tại 1x = −  nên có bảng biến thiên: 

 

⇒ 3
2

x = −  là điểm cực tiểu duy nhất thuộc 52;
4

 − −  
. 

Vậy hàm số đạt giá trị nhỏ nhất tại 3
2

x = −  trên đoạn 52;
4

 − −  
. 

Câu 16.   Cho hàm số 3 23y x mx m= − +  ( m  là tham số). Có bao nhiêu số nguyên m  bé hơn 10  thỏa 

mãn đồ thị hàm số đã cho có hai điểm cực trị ,A B  sao cho 2 5AB ≥ . 
A. 18. B. 9 . C. 5 . D. 10 . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 23 3y x m′ = − . Để hàm số có hai điểm cực trị thì 0.m >  

Khi đó, 
2

1 12

2
2 2

2
0 .

2

x m y m m m
y x m

x m y m m m

 = → = −
′ = ⇔ = ⇔ 

= − → = +
 

Ta được: ( ) ( )2 2; 2 , ; 2 .A m m m m B m m m m− − +  

( ) ( )2 3 3 22 5 20 4 16 20 4 5 0 1 4 4 5 0 1.AB AB m m m m m m m m≥ ⇔ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ − + + ≥ ⇔ ≥  

Do m  nguyên và bé hơn 10 nên { }1;2;3;4;5;6;7;8;9m∈  

Câu 17.   Gọi tập S  là tập hợp giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
3 3y x x m= − +  trên đoạn [ ]0;2  bằng 3. Số phần tử của S  là 

A. 1. B. 2 . C. 0 . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn B 
Xét 3 3u x x m= − +  có: [ ]2' 3 3 ; ' 0 1 0;2u x u x= − = ⇔ = ∈ . Khi đó: 

[ ]
( ) ( ) ( ){ } { }

0;2
max max 0 , 1 , 2 max , 2, 2 2A u u u u m m m m= = = − + = + .

[ ]
( ) ( ) ( ){ } { }

0;2
min min 0 , 1 , 2 min , 2, 2 2a u u u u m m m m= = = − + = − . 



Vậy 
[ ]

{ } { }
0;2

2 3
2 2 1

max max , max 2 , 2 3
12 3

2 2

m
m m m

y A a m m
mm

m m

 + =
 + ≥ − = = = + − = ⇔ ⇔  = − − =  − ≥ +

. 

Chọn B. 

Câu 18.   Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị của tham số m sao cho hàm số 
2

1
x my
x
−

=
+

 đạt giá trị nhỏ nhất 

bằng 0 trên đoạn. Tính tổng các phần tử của S? 
A.1.  B. 2.  C. 0.  D. 1.−  

Lời giải 
Chọn C 

Xét hàm số ( )
2

1
x mf x
x
−

=
+

 có ( )
( )

2

2
1 0 1

1
mf x x

x
+′ = > ∀ ≠ −
+

.
 

Suy ra hàm số ( )
2

1
x mf x
x
−

=
+

đồng biến trên [ ]1;2
 

Có ( ) ( )
2 21 21 ; 2

2 3
m mf f− −

= = . 

[ ]
( )

[ ]
( )

2 2

1;21;2

2 1max ;min
3 2
m mf x f x− −

⇒ = = . 

[ ] [ ]
( )

2

2

2 2

1;2 1;2 2

2

1 0
2

1
1 0

21 2min min min ; 0
2 3 1 0

2
2

1 0
2

m

m
m

m my f x
m

m
m

  −
= 

 ⇔ = ± − ≠ − −  ⇒ = = = ⇔ 
  −  ≠
 ⇔ = ± − =

. 

Do đó tổng các phần tử của tập S bằng ( ) ( )1 1 2 2 0+ − + + − = .
 

Câu 19.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên. 

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  thuộc đoạn [ ]0;20  sao cho giá trị nhỏ nhất của hàm số 

( ) ( )2 4 ( ) 3g x f x m f x= + + − −  trên đoạn [ ]2;2−  không bé hơn 1? 

A. 18 . B. 19 . C. 20 . D. 21. 
Lời giải 



Chọn B 

Dựa vào hình vẽ ta có: [ ]2 ( ) 2, 2;2f x x− ≤ ≤ ∀ ∈ − ( )* . ( ) [ ]2 4 0, 2;2f x x⇒ + ≥ ∀ ∈ − . 

Vì [ ]0;20m∈  nên ( )2 4 0f x m+ + ≥  

suy ra ( ) ( ) [ ]2 4 2 4, 2;2f x m f x m x+ + = + + ∀ ∈ − . 

Ta có: ( ) ( )2 4 ( ) 3g x f x m f x= + + − −  ( ) ( )2 4 3f x m f x= + + − −  ( ) 1f x m= + + , [ ]2;2x∀ ∈ − . 

+) Với 0m = ⇒ ( ) ( ) 1g x f x= + , [ ]2;2x∀ ∈ − . 

( )* ⇔ ( ) [ ]1 1 3, 2;2f x x− ≤ + ≤ ∀ ∈ − . ( ) [ ]0 1 3, 2;2f x x⇒ ≤ + ≤ ∀ ∈ − ( ) [ ]0 3, 2;2g x x⇔ ≤ ≤ ∀ ∈ − . 

⇒  
[ ]

( )
2;2

0min g x
−

=  0m⇒ =  không thỏa yêu cầu bài toán. 

+) Với [ ]1;20m∈ ( ) ( ) ( )1 0 1f x m g x f x m⇒ + + ≥ ⇒ = + + . 

Từ ( )*  ta có: ( ) 1 1f x m m+ + ≥ −
[ ]

( )
2;2

1min g x m
−

⇒ = − . 

Yêu cầu bài toán: 
[ ]

( )
2;2

1min g x
−

≥ ⇔ 1 1 2m m− ≥ ⇔ ≥  [ ]2;20m⇒ ∈ . Vậy có 19  giá trị nguyên 

Câu 20.   Gọi S  là tập tất cả các giá trị nguyên của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
4 21 19 30 20

4 2
y x x x m= − + + −  trên đoạn [ ]0;2  không vượt quá 20 . Tổng các phần tử của S  bằng 

A. 210 . B. 195− . C. 105 . D. 300 . 
Lời giải 
Chọn C 

Xét hàm số ( ) 4 21 19 30 20
4 2

g x x x x m= − + + − . Dễ thấy hàm số ( )g x  liên tục trên đoạn [ ]0;2 . 

Ta có ( ) 3 19 30g x x x′ = − + ; ( )
[ ]

[ ]

5 0;2
0 2

3 0;2

x
g x x

x

 = − ∉
′ = ⇔ =
 = ∉

 

Bảng biến thiên 

 

Ta có ( )0 20g m= − ; ( )2 6g m= + . 

Theo yêu cầu bài toán, 
[ ] [ ]

( )
0;2 0;2

max max 20y g x= ≤  
( )
( )
0 20

2 20

g

g

 ≤⇔ 
≤

 
20 20

6 20

m

m

 − ≤⇔ 
+ ≤

 0 14m⇔ ≤ ≤ . 

Mà m∈  nên { }0;1;2;...;14m∈ . 

Vậy tổng các phần tử của S  là 105 . 

Câu 21.   Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị của tham số thực m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
3 3y x x m= − +  trên đoạn [ ]0;2  bằng 3 . Số phần tử của S  là 



A. 1. B. 2 . C. 0 . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn B. 

Xét hàm số ( ) 3 3f x x x m= − +  là hàm số liên tục trên đoạn [ ]0;2 . 

Ta có ( ) ( ) ( )
( )

2 13 3 0 1
x nf x x f x x l
=′ ′= − ⇒ = ⇔  = −

 

Suy ra GTLN và GTNN của ( )f x thuộc ( ) ( ) ( ){ } { }0 ; 1 ; 2 ; 2; 2f f f m m m= − + . 

Xét hàm số 3 3y x x m= − +  trên đoạn [ ]0;2 ta được giá trị lớn nhất của y  là 

{ }max ; 2 ; 2 3m m m− + = . 

TH1: { }max 1;3;5 5=  (loại). 

TH2: 12 3 5
mm m
= −− = ⇔ =

 

+ Với 1m  . Ta có { }max 1;3 3=  (nhận). 

+Với 5m  . Ta có { }max 3;5;7 7=  (loại). 

TH3: 12 3 5
mm m
=+ = ⇔ = −

 

+ Với 1m  . Ta có { }max 1;3 3=  (nhận). 

+ Với 5m  . Ta có { }max 3;5;7 7=  (loại). 

Do đó  1;1m   

Vậy tập hợp S  có 2  phần tử. 

Câu 22.   Cho hàm số ( ) 3 22 6f x x x m= − + , gọi A  là giá trị lớn nhất của hàm số ( )f x  trên đoạn[ ]1;3 . 

Số giá trị nguyên của tham số m để 2020A <  là 
A. 4031 . B. 4032 . C. 4033 . D. 2019 . 

Lời giải 
Chọn A 

Xét   3 22 6u x x x m    trên đoạn  1;3 . Ta có hàm số ( )u x  liên tục trên đoạn  1;3 . 

  26 12u x x x   . 

( )
( )

0 1;3
'( ) 0 .

2 1;3

= ∉
= ⇔ 

= ∈

x
u x

x
 



Khi đó:  
    

 
    

1;3

1;3

max u(x) max 1 ; 2 ; (3)

min u( ) min 1 ; 2 ; (3) 8

u u u m

x u u u m

     

. 

{ }max ; 8A m m= − . 

Yêu cầu 

2020 2020 2020
8 4 4 2020

2020
2012 42012 20288 2020

48

m m
m m m m

A
mmm

mm m

 <  − < < ≥ − ≥ ≤ <  < ⇔ ⇔ ⇔  − < ≤− < < − <    ≤− ≥ 

. 

Vậy có 4031  số nguyên m để 2020A < . 

Câu 23.   Giá trị lớn nhất của hàm số  
2

ln 1
ln 1

xf x m
x


 


 trên đoạn 21;e     có giá trị nhỏ nhất là 

A. 2 1.
2
  B. 2 1.

4
  C. 1 2 .

2
  D. 1 2 .

4
  

Lời giải 
Chọn A 

Ta có  
 2

ln

20;21;

1max max .
1

t x

e

tf x m
t



 
  


 


 

Xét    
 

22 2

1 1;  0 1.
1 1

t tg t m g t t
t t

      
 

 

Ta có 
 

 

 

 
   

0;2

0 1
2 11 2 max max 1 ; 2 .
2

3 52
5

g m

g m g x m m

g m

            

 

Dấu '' ''  xảy ra khi 1 21 2 .
2

m m m 
      Chọn#A. 

Câu 24.   Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
2

( )
1

x mx mf x
x
+ +

=
+

 trên [ ]1;2  bằng 2 . Tổng tất cả các phần tử của S  là 

A. 
11
3

− . B. 
13
6

. C. 
11
6

− . D. 
1
3

. 

Lời giải 
Chọn C 

Xét 
2

( )
1

x mx mu x
x

 



 trên đoạn  1;2 . Dễ thấy ( )u x  liên tục trên đoạn  1;2  

Ta có 
 

 
 

2

2

0 1;220 0
2 1;21

xx xu
xx

           
. 

Khi đó 
 

    

 
    

1;2

1;2

1 4 4max ( ) max 1 , 2 max ,
2 3 3

1 4 1min ( ) min 1 , 2 min ,
2 3 2

u x u u m m m

u x u u m m m

                                 

. 



Suy ra 
 

 
1;2

1 2
2
1 4 5
2 31 4 2m ax max , 16

22 3 4 2 33
4 1
3 2

m

m m m
f x m m

mm

m m

                                  

. 

Vậy tổng các phần tử của S  là 
11
6

− . 

Câu 25.   Cho hàm số   2 2f x x x  . Có bao nhiêu giá trị m  để giá trị lớn nhất của hàm số 

 1 sinf x m   bằng 5? 

A. 0. B. 2. C. 4. D. 5. 
Lời giải 

Chọn B 
Đặt 1 sint x  . Suy ra  0;2t  . Ta có: 

 1 sinf x m   f t m  2 2t t m   . 

Đặt 2 2u t t  . Với  0;2t   thì  1;0u   . Khi đó 2 2t t m  u m  . 

Suy ra 

 1 sinmax f x m 
  

 
0;2

max f t m 
 

2

0;2
2max t t m  

 1;0
max u m


 
 

 
1;0

1 ;max m m


   . 

Vậy  1 sin 5max f x m  


1 5

5

m

m

     

6
4

5
5

m
m
m
m

 

   
 

. 

Thử lại ta thấy với 4m   hoặc 5m   thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 26.   Cho hàm số ( )3 2 2 1 27y x x m x= + + + + . Giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn [ ]3; 1− −  có giá 

trị nhỏ nhất bằng 
A. 26 . B. 18 . C. 28 . D. 16 . 

Lời giải 
Chọn B 
Xét ( )3 2 2 1 27u x x m x= + + + +  trên đoạn [ ]3; 1− −  ta có: 2 23 2 1 0,u x x m x′ = + + + > ∀ . 

Do đó 
[ ]

( ) 2

3; 1
max 1 26A u u m
− −

= = − = − ; 
[ ]

( ) 2

3; 1
min 3 6 3a u u m
− −

= = − = − . 

Do 
[ ] { }2 2

3; 1
M max max 26 , 6 3y m m

− −
= = − −  và 2 24 3 26 6 3 72M m m≥ − + − ≥ . 

Vậy 18M ≥ . 

Dấu bằng xảy ra khi 2 226 6 3 18 2 2m m m− = − = ⇔ = ± . 

Chọn đáp án B. 

Câu 27.   Có bao nhiêu giá trị m dương sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
( ) 3 2 3 23 2 9 1f x x m x m m= − + + +  trên đoạn [ ]0;3  bằng 30? 



A. 0 . B. 1. C. 2 . D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn B 
Xét hàm số ( ) 3 2 3 23 2 9 1g x x m x m m= − + + +  xác định và liên tục trên đoạn [ ]0;3  

Ta có: ( ) 2 23 3g x x m′ = −  

( ) ( )
0

x m
g x

x m ktm
=

′ = ⇔  = −
 

( ) 3 20 2 9 1g m m= + +  

( ) 33 2 28g m= +  

( ) 29 1g m m= +  

Vì ( ) ( ) ( )0 0 ; 3 ;gg g m<  và ( ) ( )0 0g m g m< ∀ >  

Suy ra 
( )

[ ]
( ) ( ){ } { }3 2 3

0;3
0 ; 3 2 9 1; 2 28Maxf x Max g g Max m m m= = + + +  

TH 1: 3 2 33 2 9 1 2 28m m m m> ⇒ + + > +  
Giá trị lớn nhất của hàm số ( ) 3 2 3 23 2 9 1f x x m x m m= − + + +  trên đoạn [ ]0;3  bằng 30 

3 22 9 1 30m m⇔ + + =  
( )1,548m ktm⇔ ≈  

TH 2: 3 2 33 2 9 1 2 28m m m m< ⇒ + + < +  
Giá trị lớn nhất của hàm số ( ) 3 2 3 23 2 9 1f x x m x m m= − + + +  trên đoạn [ ]0;3  bằng 30 

32 28 30m⇔ + =  
( )1m tm⇔ = . 

Vậy có 1 giá trị của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 28.   Gọi S  là tập hợp các giá trị nguyên của tham số [ ]0;2019m∈  để bất phương trình: 

( )32 21 0x m x− + − ≤  đúng với mọi [ ]1;1x∈ − . Số phần tử của tập S  bằng: 

A. 1. B. 2020 . C. 2019 . D. 2. 
Lời giải 

Chọn C 

Đặt 21t x= − . Khi đó, 0 1, [ 1;1]t x≤ ≤ ∀ ∈ − . 

Ta có, bất phương trình: 2 31 0, [0;1]t m t t− − + ≤ ∀ ∈  
3 2 1, [0;1]m t t t⇔ ≥ − + ∀ ∈  ( ), [0;1]m f t t⇔ ≥ ∀ ∈ , với 3 2( ) 1f t t t= − +  

[0;1]
max ( )m f t⇔ ≥  

Ta có, 2( ) 3 2f t t t′ = −
0

( ) 0 2
3

t
f t

t

=
′ = ⇔
 =


 Lập bảng biến thiên ta được: 
[0;1]

max ( ) 1f t = . 

Do đó, 1m ≥  Mà [ ]0;2019m∈ [1;2019]m⇒ ∈  ⇒  có 2019 giá trị nguyên của m . 

Câu 29.   Cho hàm số ( ) 4 3 24 4f x x x x a= − + + . Gọi M , m là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất 

của hàm số đã cho trên [ ]0;2 . Có bao nhiêu số nguyên a thuộc [ ]4;4−  sao cho 2M m≤ ? 



A. 5 . B. 7 . C. 6  D. 4 . 
Lời giải 

Chọn B 
Xét hàm số ( ) 3 3 24 4g x x x x a= − + +  trên [ ]0;2 . 

( ) 3 24 12 8g x x x x′ = − + ; ( ) 0g x′ =
0
1
2

x
x
x

=
⇔ =
 =

; ( )0g a= , ( )1 1g a= + , ( )2g a= . 

Suy ra: ( ) 1a g x a≤ ≤ + . 

TH1: 0 4a≤ ≤ 1 0a a⇒ + ≥ >  
[ ]

( )
0;2

maxM f x⇒ =  1a= + ; 
[ ]

( )
0;2

minm f x=  a= . 

Suy ra: 
0 4

1 2
a

a a
≤ ≤

 + ≤
1 4a⇒ ≤ ≤ . Do đó: có 4  giá trị của a  thỏa mãn. 

TH2: 4 1a− ≤ ≤ −  1 1a a⇒ ≤ + ≤ − 1a a⇒ + ≤  

[ ]
( )

0;2
maxM f x⇒ = a= a= − ; 

[ ]
( )

0;2
minm f x=  1a= + 1a= − − . 

Suy ra: 
4 1

2 2
a

a a
− ≤ ≤ −
− ≤ − −

4 2a⇒ − ≤ ≤ − . Do đó: có 3  giá trị của a  thỏa mãn. 

Vậy có tất cả 7 giá trị thỏa mãn. 

Câu 30.   Cho hàm số ( ) 4 3 24 4f x x x x a= − + + . Gọi M , m là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất 

của hàm số đã cho trên [ ]0;2 . Có bao nhiêu số nguyên a thuộc [ ]4;4−  sao cho 2M m≤ ? 

A. 5 . B. 7 . C. 6  D. 4 . 
Lời giải 

Chọn B 
Xét hàm số ( ) 3 3 24 4g x x x x a= − + +  trên [ ]0;2 . 

( ) 3 24 12 8g x x x x′ = − + ; ( ) 0g x′ =
0
1
2

x
x
x

=
⇔ =
 =

; ( )0g a= , ( )1 1g a= + , ( )2g a= . 

Suy ra: ( ) 1a g x a≤ ≤ + . 

TH1: 0 4a≤ ≤ 1 0a a⇒ + ≥ >  
[ ]

( )
0;2

maxM f x⇒ =  1a= + ; 
[ ]

( )
0;2

minm f x=  a= . 

Suy ra: 
0 4

1 2
a

a a
≤ ≤

 + ≤
1 4a⇒ ≤ ≤ . Do đó: có 4  giá trị của a  thỏa mãn. 

TH2: 4 1a− ≤ ≤ −  1 1a a⇒ ≤ + ≤ − 1a a⇒ + ≤  

[ ]
( )

0;2
maxM f x⇒ = a= a= − ; 

[ ]
( )

0;2
minm f x=  1a= + 1a= − − . 

Suy ra: 
4 1

2 2
a

a a
− ≤ ≤ −
− ≤ − −

4 2a⇒ − ≤ ≤ − . Do đó: có 3  giá trị của a  thỏa mãn. 

Vậy có tất cả 7 giá trị thỏa mãn. 

Câu 31.   Cho hàm số 2 2 4y x x a= + + − . Tìm a  để giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn [ ]2;1−  đạt 

giá trị nhỏ nhất. 
A. 2a = . B. 1a = . C. 4. D. 3a = . 



Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( )22 2 4 1 5y x x a x a= + + − = + + − . Đặt ( )21u x= +  khi đó [ ]2;1x∀ ∈ −  thì [ ]0;4u∈  Ta được 

hàm số ( ) 5f u u a= + − . Khi đó. 

[ ] [ ]
( ) ( ) ( ){ } { }

2;1 0;4
max max max 0 , 4 max 5 ; 1
x u

y f u f f a a
∈ − ∈

= = = − − . 

Trường hợp 1: 
[ ]

( )
0;4

5 1 3 max 5 2 3
u

a a a f u a a
∈

− ≥ − ⇔ ≤ ⇒ = − ≥ ⇔ = . 

Trường hợp 2: 
[ ]

( )
0;4

5 1 3 max 1 2 3
u

a a a f u a a
∈

− ≤ − ⇔ ≥ ⇒ = − ≥ ⇔ = . 

Vậy giá trị nhỏ nhất của 
[ ]2;1

max 2 3
x

y a
∈ −

= ⇔ = . 

Câu 32.   Gọi S  là tập tất cả các giá trị nguyên của tham số thực m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
4 21 14 48 30

4
y x x x m= − + + −  trên đoạn [ ]0;2  không vượt quá 30 . Tổng tất cả các giá trị của S  là 

A. 108 . B. 136 . C. 120 . D. 210 . 
Lời giải 

Chọn B 

Xét hàm số ( ) 4 21 14 48 30
4

g x x x x m= − + + −  

( ) 3 28 48g x x x′ = − +  

( )
( )
( )
( )

6

0 4

2

x L

g x x L

x TM

= −


′ = ⇔ =
 =

 

[ ]
( )

0;2
max f x  

[ ]
( ) ( ){ }

0;2
max 0 ; 2g g=

[ ]
{ }

0;2
max 30 ; m 14 30m= − + ≤  

30 30

14 30

m

m

 − ≤⇒ 
+ ≤

 0 16m⇔ ≤ ≤  

Suy ra 
16

1
136

x
S x

=

= =∑ . 

Câu 33.   Gọi S  là tập tất cả các giá trị nguyên của tham số thực m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
4 21 14 48 30

4
y x x x m= − + + −  trên đoạn [ ]0;2  không vượt quá 30 . Tổng tất cả các giá trị của S  là 

A. 108. B. 136. C. 120. D. 210. 
Lời giải 

Chọn A 

Xét hàm số ( ) 4 21 14 48 30
4

g x x x x m= − + + −  

( ) 3 28 48g x x x′ = − +  

( )
( )
( )
( )

6

0 4

2

x L

g x x L

x TM

= −


′ = ⇔ =
 =

 



[ ]
( )

0;2
max f x  

[ ]
( ) ( ){ }

0;2
max 0 ; 2g g=

[ ]
{ }

0;2
max 30 ; m 14 30m= − + ≤  

30 30

14 30

m

m

 − ≤⇒ 
+ ≤

 0 16m⇔ ≤ ≤ . Suy ra 
16

1
136

x
S x

=

= =∑ . 

Câu 34.   Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
( ) 4 28f x x x m= − +  trên đoạn [ ]1;1−  bằng 5. Tổng tất cả các phần tử của S bằng 

A. 7− . B. 7. C. 5 . D. 5− . 
Lời giải 

Chọn B 

Xét hàm số ( ) [ ]4 28 , 1;1g x x x m x= − + ∈ − , ta có ( ) ( )3 0
4 16 ; 0

2
x

g x x x g x
x
=′ ′= − = ⇔  = ±

. 

( ) ( )1 1 7g g m− = = − + , ( )0g m= . 

Do đó: 
[ ]

( ) { }
1;1

7 5

7 2
max max 7 , 5

55

7

m

m m m
f x m m

mm

m m

−

 − + =


− + ≥ = = − + = ⇔ ⇔  = = 
 ≥ − +

 

Vậy { }2;5s = . Vậy tổng các giá trị của S  bằng 7. 

Câu 35.   Cho hàm số 𝑦𝑦 = |𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 + (𝑚𝑚2 + 1)𝑥𝑥 + 27|. Giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn [−3;−1] 
có giá trị nhỏ nhất bằng 

A. 26. B. 18. C. 28. D. 16. 
Lời giải 

Chọn B 
Xét 𝑢𝑢 = 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 + (𝑚𝑚2 + 1)𝑥𝑥 + 27 trên đoạn [−3;−1] ta có: 𝑢𝑢′ = 3𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 𝑚𝑚2 + 1 > 0,∀𝑥𝑥. 
Do đó 𝐴𝐴 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥

[−3;−1]
𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(−1) = 26 −𝑚𝑚2; 𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

[−3;−1]
𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(−3) = 6 − 3𝑚𝑚2. 

Do 𝑀𝑀 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥
[−3;−1]

𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥{|26 −𝑚𝑚2|, |6 − 3𝑚𝑚2|} và 4𝑀𝑀 ≥ 3|26 −𝑚𝑚2| + |6 − 3𝑚𝑚2| ≥ 72. 

Vậy 𝑀𝑀 ≥ 18. 
Dấu bằng xảy ra khi |26 −𝑚𝑚2| = |6 − 3𝑚𝑚2| = 18 ⇔𝑚𝑚 = ±2√2. 
Chọn đáp án B. 

Câu 36.   Cho S  là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 

( ) 4 22 1f x x x m= − + + +  trên đoạn [ ]0;2  bằng 6. Tổng tất cả các phần tử của S  bằng 

A. 7 . B. 17 . C. 3− . D. 7− . 
Lời giải 

Chọn A 

Xét hàm số ( ) 4 22f x x x m= − + +  trên [ ]0;2 , có ( )
[ ]
[ ]

0 0;2
0

1 0;2

x
f x

x

 = ∈
′ = ⇔ 

= ∈
 

Ta có ( ) ( ) ( )
[ ]

( )

[ ]
( )

[ ]
( )

0;2

0;2

0;2

max 1 1

0 1; 1 1 1; 2 8 1 max 8 1

max 1

f x m

f m f m f m f x m

f x m

 = + +


= + = + + = − + ⇒ = − +


= +


 



+) Nếu 
[ ]

( )
0;2

1 1 6

max 1 1 1 8 4

1

m

f x m m m m

m m

 + + =


= + + ⇒ + ≥ − ⇔ =
 + ≥

 

+) Nếu 
[ ]

( )
0;2

8 1 6

max 8 1 8 1 3

8

m

f x m m m m

m m

 − + =


= − + ⇒ − ≥ + ⇔ =
 − ≥

 

+) Nếu 
[ ]

( )
0;2

1 6

max 1 8

1

m

f x m m m m

m m

 + =


= + ⇒ ≥ − ⇔ ∈∅
 ≥ +

 

Vậy tổng các giá trị của m bằng 7 . 

Câu 37.   Cho S  là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 

( ) 4 22 1f x x x m= − + + +  trên đoạn [ ]0;2  bằng 6. Tổng tất cả các phần tử của S  bằng 

A. 7 . B. 17 . C. 3− . D. 7− . 
Lời giải 

Chọn A 

Xét hàm số ( ) 4 22f x x x m= − + +  trên [ ]0;2 , có ( )
[ ]
[ ]

0 0;2
0

1 0;2

x
f x

x

 = ∈
′ = ⇔ 

= ∈
 

Ta có ( ) ( ) ( )
[ ]

( )

[ ]
( )

[ ]
( )

0;2

0;2

0;2

max 1 1

0 1; 1 1 1; 2 8 1 max 8 1

max 1

f x m

f m f m f m f x m

f x m

 = + +


= + = + + = − + ⇒ = − +


= +


 

+) Nếu 
[ ]

( )
0;2

1 1 6

max 1 1 1 8 4

1

m

f x m m m m

m m

 + + =


= + + ⇒ + ≥ − ⇔ =
 + ≥

 

+) Nếu 
[ ]

( )
0;2

8 1 6

max 8 1 8 1 3

8

m

f x m m m m

m m

 − + =


= − + ⇒ − ≥ + ⇔ =
 − ≥

 

+) Nếu 
[ ]

( )
0;2

1 6

max 1 8

1

m

f x m m m m

m m

 + =


= + ⇒ ≥ − ⇔ ∈∅
 ≥ +

 

Vậy tổng các giá trị của m bằng 7 . 

Câu 38.   Gọi tập S  là tập hợp giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
3 3y x x m= − +  trên đoạn [ ]0;2  bằng 3. Số phần tử của S  là 

A. 1. B. 2 . C. 0 . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn B 
Xét 3 3u x x m= − +  có: [ ]2' 3 3 ; ' 0 1 0;2u x u x= − = ⇔ = ∈ . Khi đó: 



[ ]
( ) ( ) ( ){ } { }

0;2
max max 0 , 1 , 2 max , 2, 2 2A u u u u m m m m= = = − + = + .

[ ]
( ) ( ) ( ){ } { }

0;2
min min 0 , 1 , 2 min , 2, 2 2a u u u u m m m m= = = − + = − . 

Vậy 
[ ]

{ } { }
0;2

2 3
2 2 1

max max , max 2 , 2 3
12 3

2 2

m
m m m

y A a m m
mm

m m

 + =
 + ≥ − = = = + − = ⇔ ⇔  = − − =  − ≥ +

. 

Chọn B. 

Câu 39.   Giá trị lớn nhất của hàm số 
2

ln 1
ln 1

xy m
x
+

= +
+

 trên 21;e    đạt giá trị nhỏ nhất là bao nhiêu? 

A. 1 2
2
+  B. 2 1

4
−  C. 1 2

4
+  D. 2 1

2
−  

Lời giải 
Chọn D 
Đặt [ ]2ln ;x 1; 0;2t x e t = ∈ => ∈   

Ta có 
[ ]2 20;21;

1max max
1e

ty m
t 

 

+
= +

+
. Ta xét ( ) ( )

( )22 2

1 1' 0 1
1 1

t tf t m f t t
t t

+ −
= + ⇒ = = ⇔ =

+ +
 

Mặt khác ( ) ( ) ( ) 3 50 1 ; 1 2 ; 2
5

f m f m f m= + = + = + . Vậy 

{ }21;
max max 1 ; 2

e
y m m M

 
 

= + + =  

Vì 
1

2 2 1
2

M m
M

M m

 ≥ + ⇒ ≥ −
≥ − −

. 

Do đó 2 1min
2

M −
=  khi 

2 11 2
2

m m
 −

+ = − − = ±  
 

 khi 1 2
2

m +
= −  

Câu 40.   Có bao nhiêu giá trị của tham số thực m  để GTNN của hàm số 2 2 4y x x m x= − + +  bằng 

1− ? 
A. 0 B. 1 C. 2 D. 3 

Lời giải 
Chọn A 
Nếu 1m ≥  thì 2 2y x x m= + +  có GTNN là 1 1 0m m− = − ⇔ = (loại). 

Nếu 1m <  thì 
2

2

2 ...
6 ...

x x m
y

x x m
 + += 
− + −

 

nên ( ) ( ) ( ){ }min min 1 ; 1 1 ; 1 1y f f m f m= − + − − −  

( ) ( ){ }min min 3 4;4 1 1 ;4 1 1y m m m⇒ = + − + − − −  



( ){ }min min 3 4;4 1 1y m m⇒ = + − − −  

Trường hợp 1: 
1

min 3 4 0
7

m
y m

m
=

= + − = ⇒  = −
 

Vì 1m <  nên 7m = −  khi đó ( )4 1 1 0m− − <  nên trường hợp này không thỏa mãn. 

Trường hợp 2: ( )min 4 1 1 0 0y m m= − − = ⇔ =  khi đó 3 4 1 0m + − = − <  nên trường hợp này 

không thỏa mãn. 

Kết luận: không tồn tại m thỏa mãn. Chọn đáp án#A. 

Câu 41.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên. 

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  thuộc đoạn [ ]0;20  sao cho giá trị nhỏ nhất của hàm số 

( ) ( )2 4 ( ) 3g x f x m f x= + + − −  trên đoạn [ ]2;2−  không bé hơn 1? 

A. 18 . B. 19 . C. 20 . D. 21. 
Lời giải 

Chọn B 

Dựa vào hình vẽ ta có: [ ]2 ( ) 2, 2;2f x x− ≤ ≤ ∀ ∈ − ( )* . ( ) [ ]2 4 0, 2;2f x x⇒ + ≥ ∀ ∈ − . 

Vì [ ]0;20m∈  nên ( )2 4 0f x m+ + ≥  

suy ra ( ) ( ) [ ]2 4 2 4, 2;2f x m f x m x+ + = + + ∀ ∈ − . 

Ta có: ( ) ( )2 4 ( ) 3g x f x m f x= + + − −  ( ) ( )2 4 3f x m f x= + + − −  ( ) 1f x m= + + , [ ]2;2x∀ ∈ − . 

+) Với 0m = ⇒ ( ) ( ) 1g x f x= + , [ ]2;2x∀ ∈ − . 

( )* ⇔ ( ) [ ]1 1 3, 2;2f x x− ≤ + ≤ ∀ ∈ − . ( ) [ ]0 1 3, 2;2f x x⇒ ≤ + ≤ ∀ ∈ − ( ) [ ]0 3, 2;2g x x⇔ ≤ ≤ ∀ ∈ − . 

⇒  
[ ]

( )
2;2

0min g x
−

=  0m⇒ =  không thỏa yêu cầu bài toán. 

+) Với [ ]1;20m∈ ( ) ( ) ( )1 0 1f x m g x f x m⇒ + + ≥ ⇒ = + + . 

Từ ( )*  ta có: ( ) 1 1f x m m+ + ≥ −
[ ]

( )
2;2

1min g x m
−

⇒ = − . 

Yêu cầu bài toán: 
[ ]

( )
2;2

1min g x
−

≥ ⇔ 1 1 2m m− ≥ ⇔ ≥  [ ]2;20m⇒ ∈ . Vậy có 19  giá trị nguyên 

Câu 42.   Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
3 23 9y x x x m= − − +  trên đoạn [ ]2;4−  bằng 16 . Số phần tử của S  là 

A. 0 . B. 2 . C. 4 . D. 1. 
Lời giải 

Chọn D 



Xét hàm số ( ) 3 23 9f x x x x m= − − +  trên đoạn [ ]2;4− . 

23 6 9f x x′ = − − ; ( )
1

0
3

x
f x

x
= −′ = ⇔  =

 (thỏa mãn). 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 ; 1 5 ; 3 27 ; 4 20f m f m f m f m− = − + − = + = − + = − +  

[ ]
( )

[ ]
( )

2;4 2;4
min 27;max 5f x m f x m
− −

⇒ = − = +  
[ ]

( ) { }
2;4

max max 27 ; 5f x m m
−

⇒ = − + . 

+) Trường hợp 1: Nếu ( )27 5 *m m− ≤ +  

[ ]
( )

2;4

11
max 5 5 16

21
m

f x m m
m−

=
⇒ = + ⇒ + = ⇔  = −

. Đối chiếu điều kiện ( )* 11m⇒ = . 

+) Trường hợp 1: Nếu ( )27 5 **m m− > +  

[ ]
( )

2;4

43
max 27 27 16

11
m

f x m m
m−

=
⇒ = − ⇒ − = ⇔  =

 (Không thỏa mãn điều kiện ( )** ). 

Vậy { }11S = S⇒  có 1 phần tử. 

Câu 43.   Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
3 23 9y x x x m= − − +  trên đoạn [ ]2;4−  bằng 16 . Số phần tử của S  là 

A. 0 . B. 2 . C. 4 . D. 1. 
Lời giải 

Chọn D 
Xét hàm số ( ) 3 23 9f x x x x m= − − +  trên đoạn [ ]2;4− . 

23 6 9f x x′ = − − ; ( )
1

0
3

x
f x

x
= −′ = ⇔  =

 (thỏa mãn). 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 ; 1 5 ; 3 27 ; 4 20f m f m f m f m− = − + − = + = − + = − +  

[ ]
( )

[ ]
( )

2;4 2;4
min 27;max 5f x m f x m
− −

⇒ = − = +  
[ ]

( ) { }
2;4

max max 27 ; 5f x m m
−

⇒ = − + . 

+) Trường hợp 1: Nếu ( )27 5 *m m− ≤ +  

[ ]
( )

2;4

11
max 5 5 16

21
m

f x m m
m−

=
⇒ = + ⇒ + = ⇔  = −

. Đối chiếu điều kiện ( )* 11m⇒ = . 

+) Trường hợp 1: Nếu ( )27 5 **m m− > +  

[ ]
( )

2;4

43
max 27 27 16

11
m

f x m m
m−

=
⇒ = − ⇒ − = ⇔  =

 (Không thỏa mãn điều kiện ( )** ). 

Vậy { }11S = S⇒  có 1 phần tử. 

Câu 44.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của x  để hàm số 1 3y x x= − + +  đạt giá trị nhỏ nhất? 

A. 4.  B. 5.  C. 2.  D. 3.  
Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
2 2 3

1 3 4 3 1
2 2 1

x khi x
y x x khi x

x khi x

− − < −
= − + + = − ≤ ≤
 + >

 

Vậy trên khoảng ( ); 3−∞ −  thì hàm số nghịch biến, trên khoảng ( )1;+∞  thì hàm số đồng biến, còn hàm 

số là hằng số trên đoạn [ ]3;1− . 

Ta có BBT: 



 
Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy 4,y x≥ ∀ ∈  nên [ ]min 4 khi 3;1y x= ∈ − . Có 5 giá trị x  nguyên. 

 

Câu 45.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên. Tìm số nghiệm thực 

của phương trình 3 1( 3 )
2

f x x− = ? 

 
A. 3.  B. 12.  
C. 6.  D. 10.  

 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có: 3 1( 3 )
2

f x x− =  

Đặt 3 23 ' 3 3t x x t x= − ⇒ = −  
1 2

' 0
3 2

x t
t

x t
= ⇒ = −

= ⇔  = − ⇒ =
 

Suy ra BBT 

 
Dựa vào BBT, ta có: 

Với 2a < −  thì phương trình t a=  có 1 nghiệm t . Với mỗi giá trị t  thì 1( )
2

f t =  có 1 nghiệm. 

Suy ra: 3 3 ( 2)x x a a− = < − có 1 nghiệm. 

Với 2 2b− < <  thì phương trình t b=  có 3 nghiệm t . Với mỗi giá trị t  thì 1( )
2

f t =  có 2 nghiệm 

phân biệt. 
Suy ra: 3 3 ( 2 2)x x b b− = − < < có 6 nghiệm phân biệt. 

Với 2c >  thì phương trình t c=  có 1 nghiệm t . Với mỗi giá trị t  thì 1( )
2

f t =  có 3 nghiệm phân biệt. 

Suy ra: 3 3 (c 2)x x c− = > có 3 nghiệm phân biệt. 
Vậy phương trình đã cho có 10 nghiệm phân biệt. 

Câu 46.   Cho hàm số 2 4 2 1y x x m    . Tìm m  để giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn  1;4  đạt giá 



trị nhỏ nhất? 

A. 1. B. 3− . C. 5
2

. D. 3
2

. 

Lời giải 
Chọn B 
Xét hàm số trong dấu trị tuyệt đối:   2 4 2 1g x x x m     

Bảng biến thiên: 

 
Ta có: 2 5 2 4 2 1m m m     . Từ đó suy ra giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số 
  2 4 2 1g x x x m     trên đoạn  1;4  lần lượt là 2 1m  và 2 5m . 

Ta có: 
 

   
1;4

max max 2 1 ; 2 5
x

g x m m


    

Nếu 32 1 2 5
2

m m m      thì 
 

 
1;4

3max 2 1 2 1 2,
2x

g x m m m


       . 

Nếu 32 5 2 1
2

m m m      thì 
 

 
1;4

3max 2 5 5 2 2,
2x

g x m m m


       . 

Suy ra giá trị lớn nhất của hàm số  y g x  đạt giá trị nhỏ nhất bằng 2  khi 3
2

m  . 

Câu 47.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên. 

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  thuộc đoạn [ ]0;20  sao cho giá trị nhỏ nhất của hàm số 

( ) ( )2 4 ( ) 3g x f x m f x= + + − −  trên đoạn [ ]2;2−  không bé hơn 1? 

A. 18 . B. 19 . C. 20 . D. 21. 
Lời giải 

Chọn B 
Dựa vào hình vẽ ta có: [ ]2 ( ) 2, 2;2f x x− ≤ ≤ ∀ ∈ − ( )* . 

( ) [ ]2 4 0, 2;2f x x⇒ + ≥ ∀ ∈ − . 

Vì [ ]0;20m∈  nên ( )2 4 0f x m+ + ≥  

suy ra ( ) ( ) [ ]2 4 2 4, 2;2f x m f x m x+ + = + + ∀ ∈ − . 

Ta có: 



( ) ( )2 4 ( ) 3g x f x m f x= + + − −  ( ) ( )2 4 3f x m f x= + + − −  ( ) 1f x m= + + , [ ]2;2x∀ ∈ − . 

+) Với 0m = ⇒ ( ) ( ) 1g x f x= + , [ ]2;2x∀ ∈ − . 

( )* ⇔ ( ) [ ]1 1 3, 2;2f x x− ≤ + ≤ ∀ ∈ − . 

( ) [ ]0 1 3, 2;2f x x⇒ ≤ + ≤ ∀ ∈ − ( ) [ ]0 3, 2;2g x x⇔ ≤ ≤ ∀ ∈ − . 

⇒  
[ ]

( )
2;2

0min g x
−

=  0m⇒ =  không thỏa yêu cầu bài toán. 

+) Với [ ]1;20m∈ ( ) ( ) ( )1 0 1f x m g x f x m⇒ + + ≥ ⇒ = + + . 

Từ ( )*  ta có: ( ) 1 1f x m m+ + ≥ −
[ ]

( )
2;2

1min g x m
−

⇒ = − . 

Yêu cầu bài toán: 
[ ]

( )
2;2

1min g x
−

≥ ⇔ 1 1 2m m− ≥ ⇔ ≥  [ ]2;20m⇒ ∈ . 

Vậy có 19  giá trị nguyên của tham số m  thỏa yêu cầu bài toán. 

Câu 48.   Tìm số giá trị nguyên của  2020;2020m   để hàm số 3 26 5y x x m     đồng biến trên 

 5;  

A. 2019 . B. 2000 . C. 2001. D. 2020 . 
Lời giải 

Đáp án: C 

Ta có 
  2 3 2

3 2
3 2

3 12 6 5
6 5 '

6 5

x x x x m
y x x m y

x x m

   
     

  
 

Hàm số đồng biến trên khoảng  5;  3 26 5 0, 5x x m x        

   3 26 5 , 5;m x x h x x         

 
20m  . Vậy có 2001 giá trị nguyên của m  thỏa mãn yêu cầu. 

Câu 49.   Cho hàm số ( )3 2 2 1 27y x x m x= + + + + . Giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn [ ]3; 1− −  có giá 

trị nhỏ nhất bằng 
A. 26 . B. 18 . C. 28 . D. 16 . 

Lời giải 

Chọn B 

Xét ( )3 2 2 1 27u x x m x= + + + +  trên đoạn [ ]3; 1− −  ta có: 2 23 2 1 0,u x x m x′ = + + + > ∀ . 

Do đó 
[ ]

( ) 2

3; 1
max 1 26A u u m
− −

= = − = − ; 
[ ]

( ) 2

3; 1
min 3 6 3a u u m
− −

= = − = − . 

Do 
[ ] { }2 2

3; 1
M max max 26 , 6 3y m m

− −
= = − −  và 2 24 3 26 6 3 72M m m≥ − + − ≥ . 

Vậy 18M ≥ . 



Dấu bằng xảy ra khi 2 226 6 3 18 2 2m m m− = − = ⇔ = ± . 

Chọn đáp án B. 

Câu 50.   ( ) ( ) ( ) ( )3 31 2 1 2
3 33log 3 7 3log 3 73 327 27 3 3 3 3 3 7 3 7 180.x x x xS + −

⇒ = + = + = + = + + − =  

Cho hàm số 3 , 0y ax cx d a= + + ≠  có 
( )

( ) ( )
;0

min 2
x

f x f
∈ −∞

= − . Giá trị lớn nhất của hàm số ( )y f x= trên 

đoạn [ ]1;3 bằng 

A. 11d a− . B. 16d a−  C. 2d a+ . D. 8d a+ . 

Lời giải 
Chọn B 
Vì 3 , 0y ax cx d a= + + ≠ là hàm số bậc ba và có 

( )
( ) ( )

;0
min 2

x
f x f

∈ −∞
= − nên 0a <  và ' 0y =  có hai 

nghiệm phân biệt. 
Ta có 2' 3 0y ax c= + = có hai nghiệm phân biệt 0ac⇔ < . 

Vậy với 0, 0a c< >  thì ' 0y =  có hai nghiệm đối nhau 
3
cx
a

= ± −  

Từ đó suy ra
( )

( )
;0

min
3x

cf x f
a∈ −∞

 
= − −  

 
 2 2 12

3 3
c c c a
a a

⇔ − − = − ⇔ − = ⇔ = −  

Ta có bảng biến thiên 

 
Ta suy ra 

[ ]
( ) ( )

1;3
max 2 8 2 16
x

f x f a c d a d
∈

= = + + = − + . 

Câu 51.   Giá trị lớn nhất của hàm số 
2

1
1

+
= +

+

xy m
x

 trên [ ]0;2  đạt giá trị nhỏ nhất là bao nhiêu? 

A. 
2 1
2
−

. B. 
1 2

2
−

. C. 
2 1
2
+

− . D. 
1 5

5
+

. 

Lời giải 
Chọn#A. 

Ta xét ( ) ( ) [ ]22

1 1' 0 1 0;2
11

+ −
= + ⇒ = = ⇔ = ∈

++

x xf x m f x x
xx

 

Mặt khác ( ) ( ) ( ) 3 50 1 ; 1 2 ; 2
5

f m f m f m= + = + = + . 

BBT  

 x   0 1 2 
( )f x′   +  0 −   

 
( )f x  

 2 m+  



1 m+  3 5

5
m+   

Suy ra 
[ ] { }0;2

max max 1 ; 2= + + =y m m M ( do 1 m+ < 3 5

5
m+ < 2 m+ ) 

Vì 
1

2 2 1
2

M m
M

M m

 ≥ + ⇒ ≥ −
≥ − −

. 
2 1
2
−

=M  khi 
2 11 2
2

m m
 −

+ = − − = ±  
 

 khi 

1 2
2

m +
= − . Suy ra giá trị nhỏ nhất của M là 

2 1
2
−

 

Câu 52.   Cho hàm số ( )3 2 2 1 27y x x m x= + + + + . Giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn [ ]3; 1− −  có giá 

trị nhỏ nhất bằng 
A. 26 . B. 18 . C. 28 . D. 16 . 

Lời giải 
Chọn B 
Xét ( )3 2 2 1 27u x x m x= + + + +  trên đoạn [ ]3; 1− −  ta có: 2 23 2 1 0,u x x m x′ = + + + > ∀ . 

Do đó 
[ ]

( ) 2

3; 1
max 1 26A u u m
− −

= = − = − ; 
[ ]

( ) 2

3; 1
min 3 6 3a u u m
− −

= = − = − . 

Do 
[ ] { }2 2

3; 1
M max max 26 , 6 3y m m

− −
= = − −  và 2 24 3 26 6 3 72M m m≥ − + − ≥ . 

Vậy 18M ≥ . 
Dấu bằng xảy ra khi 2 226 6 3 18 2 2m m m− = − = ⇔ = ± . 

Chọn đáp án B. 

Câu 53.   Có bao nhiêu số thực m để hàm số ( ) 4 3 23 4 12 1= = + − + −y f x x x x m có giá trị nhỏ nhất trên 

đoạn 1;2−  bằng 2020 . 
A. 0  B. 1 C. 2  D. 3  

Lời giải 
Chọn C 

Đặt ( ) 4 3 23 4 12 1= + − + −g x x x x m  trên đoạn [ ]1;2−  

Ta có ( ) ( )3 2

0
12 12 24 0 1

2
′



=
= + − ⇒ = ⇔ =

= −

′
x

g x x x x g x x
x

 

Khi đó 

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } { }

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } { }

1;2

1;2

max 1 ; 0 ; 1 ; 2 max 14; 1; 6; 31 31

min 1 ; 0 ; 1 ; 2 min 14; 1; 6; 31 14
−

−

 = = − = − − − + = +

 = = − = − − − + = −


M max g x g g g g m m m m m

m min g x g g g g m m m m m
 

Vậy ( )
[ ]

{ }
1;2

min min 31 ; 14 2020
−

= + − =f x m m  



Câu 54.   

31 2020
31 14 2051

203414 2020
31 14

 + =
 + ≤ − = − ⇔ ⇔  = − =  + ≥ −

m
m m m

mm
m m

 

Vậy có 2 giá trị của m thỏa mãn. 

Câu 55.   Tập hợp các giá trị của m  để hàm số 4 3 23 4 12 1y x x x m= − − + −  có 6 điểm cực trị là: 

A. (0;6) . B. { }6;33 . C. (1;33) . D. { }1;6 . 

Lời giải 
Xét hàm số 4 3 2( ) 3 4 12 1f x x x x m= − − + − , 
Có ( ) +∞=

+∞→
xf

x
lim , ( ) +∞=

−∞→
xf

x
lim  

( )3 2 2( ) 12 12 24 12 2f x x x x x x x′ = − − = − −  

0
( ) 0 1

2

x
f x x

x

′

=
= ⇔ = −
 =

. 

Bảng biến thiên: 

 
Từ bảng biến thiên, ta có hàm số ( )y f x=  có 6 điểm cực trị ⇔  đồ thị hàm số ( )y f x=  cắt Ox  tại 3 

điểm phân biệt 
6 0 6
1 0 1

m m
m m
− = = 

⇔ ⇔ − = = 
. 

Chọn D 
Câu 56.   Tập hợp nào dưới đây chứa được tất cả các giá trị thực của tham số m  để giá trị lớn nhất của 
hàm số 4 28y x x m= − −  trên đoạn [ ]0;3  bằng 14? 

A. ( ) ( ); 5 3;−∞ − ∪ − +∞ . B. ( )5; 2− − . C. ( )7;1− . D. ( )4;2− . 

Lời giải: 

Xét hàm số ( ) 4 28f x x x m= − −  trên đoạn [ ]0;3  có ( ) 34 16f x x x= −′ . 

( ) 0f x =′
0

2
x
x
=

⇔  = ±
. ( )0f m= − ; ( )2 16f m= − − ; ( )3 9f m= − + . 

Khi đó 
[ ]0;3

max 9y m= − +  hoặc 
[ ]0;3

max 16y m= +  nên ta có 
9 14

16 14
m

m
− + =
 + =

5
2

m
m
= −

⇒  = −
. 

Câu 57.   Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
2 2y x x m= − +  trên đoạn [ ]1;2−  bằng 5 . Tích tất cả các phần tử của S  bằng 

A. 8− . B. 40− . C. 8 . D. 40 . 



Lời giải 
Chọn A 

Xét hàm số ( ) 2 2xx mf x − +=  trên đoạn [ ]1;2− , ta có ( ) ( )2 1f x x′ = −  và ( ) 0 1f x x′ = ⇔ = . 

( 1) 3
(1) 1
(2)

f m
f m
f m

− = +
= −
=

 

Vậy: 

[ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( ){ } { }

1;2 1;2
max max max 1 ; 1 ; 2 max 3 ; 1 ;y f x f f f m m m
− −

= = − = + − . 

TH1. Với 
[ ]1;2
max 1y m
−

= − , ta có 

1 3 1 3

1 1 4.
4 61 5

m m m m

m m m m m
m mm

 − ≥ +  − ≥ +
 

− ≥ ⇔ − ≥ ⇔ = − 
  = − ∨ =− = 

 

TH2. Với 
[ ]1;2
max 3y m
−

= + , ta được 

3 1 3 1

3 3 2.
2 83 5

m m m m

m m m m m
m mm

 + ≥ −  + ≥ −
 

+ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ = 
  = ∨ = −+ = 

 

TH3. Với 
[ ]1;2
max y m
−

= , ta được 

1 1

3 3
5 55

m m m m

m m m m
m mm

 ≥ −  ≥ −
 

≥ + ⇔ ≥ + 
  = ∨ = −= 

 (vô nghiệm). 

Câu 58.   Cho hàm số ( ) 3 3f x x x= − . Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho giá 

trị nhỏ nhất của hàm số (2 cos )y f x m= − +  bằng 2. Tổng tất cả các phần tử của S  bằng 

A. 4 . B. 16− . C. 32− . D. 12− . 
Lời giải 

Chọn B 

Đặt 2 cost x= −  ta có [ ]1;3∈t . Khi đó bài toán trở thành tìm m để hàm số 3 3= − +y t t m  với 

[ ]1;3∀ ∈t  đạt giá trị nhỏ nhất bằng 2. 

Xét   3 3u t t t m    trên đoạn  1;3 . Ta có hàm số ( )u t  liên tục trên đoạn  1;3 . 

  23 3u t t   . 

( )
( )

1 1;3
'( ) 0 .

1 1;3

= − ∉
= ⇔ 

= ∉

t
u t

t
 

Khi đó: 
 

    

 
    

1;3

1;3

max u( ) max 1 ; (3) max 18; 2 18

min u(t) min 1 ; (3) min 18; 2 2

t u u m m m

u u m m m

            

. 

Yêu cầu bài tập: 
[ ]1;3

min 2y = . 

Trường hợp 1: 2 0 2m m− ≥ ⇔ ≥  



[ ]1;3
min 2 2⇒ = − = −y m m ; 

[ ]1;3
min 2 2 2 4y m m= ⇔ − = ⇔ =  (thỏa mãn) 

Trường hợp 2: 18 0 18m m+ ≤ ⇔ ≤ −  

[ ]1;3
min 18 ( 18)⇒ = + = − +y m m ; 

[ ]1;3
min 2 ( 18) 2 20y m m= ⇔ − + = ⇔ = −  (thỏa mãn) 

Trường hợp 3: 
[ ]1;3

( 18)( 2) 0 18 2 min ( ) 0 2m m m f x+ − ≤ ⇔ − ≤ ≤ ⇒ = ≠  (loại) 

Vậy tổng tất cả các phần tử của S  bằng 16− . Chọn phương án. B. 
Câu 59.   Gọi S là tập hợp các giá trị của m để giá trị lớn nhất của hàm số ( ) 3 12f x x x m= − +  trên 

đoạn[ ]1;3  bằng 10. Tổng các giá trị của S là? 

A. 10. B. 15. C. 20. D. 25. 
Lời giải 

Chọn D 
[ ]
[ ]

[ ]
{ }

3 2

1;3

2 1;3
g( ) 12 ; '( ) 3 12 0

2 1;3

(1) 11; (2) 16; (3) 9
max ( ) max 16 , 9

2616 10
* 1: 66

9 10
1 19

199 10
* 2 : 191

16 10
6 26

x
x x x m g x x

x

g m g m g m
f x m m

mm
TH mm

m
m

mm
TH mm

m
m

S

 = ∈
= − + = − = ⇔ 

= − ∉
= − = − = −

= − −

 = − = ⇔ ⇔ == − ≤  ≤ ≤
 = − = ⇔ ⇔ == − − ≤  ≤ ≤

⇒ { }6;19=  
Câu 60.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để giá trị lớn nhất của hàm số 

2 2 4y x x m= + + − trên đoạn [ ]2;1−  đạt giá trị nhỏ nhất. 

A. 3m = . B. 1m = . C. 5m = . D. 4.m =  
Lời giải 

Đáp án: A 
Xét hàm số ( ) 2 2 4f x x x m= + + −  với [ ]2;1 .x∈ −  

Ta có ( )' 2 2 0f x x= + = ( )1 1 5.x f m⇔ = − ⇒ − = −  

Mà ( ) ( )2 4, 1 1.f m f m− = − = −  

Suy ra 
[ ]

( )
2;1

max 1f x m
−

= −  và 
[ ]

( )
2;1

min 5.f x m
−

= −  

Do đó 
[ ]

{ }
2;1

2 6 4
max max 1 , 5 2.

2
m

y m m
−

− +
= − − = ≥  

Vậy 
[ ]2;1
max y
−

 đạt giá trị nhỏ nhất bằng 2 khi 3.m =  

Câu 61.   Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của tham số m  sao cho 

[ ]3( ) 3 16, 0;3f x x x m x= − + ≤ ∀ ∈ . Tổng tất cả các phần tử của S  bằng 

A. 104− . B. 104 . C. 96− . D. 96 . 



Lời giải 

Chọn A 

[ ]3( ) 3 16, 0;3f x x x m x= − + ≤ ∀ ∈  

[ ]316 3 16, 0;3x x m x⇔ − ≤ − + ≤ ∀ ∈  

[ ]316 3 16 , 0;3m x x m x⇔ − − ≤ − ≤ − ∀ ∈  

[ ]
( )

[ ]
( )

3

0;3

3

0;3

16 min 3

16 max 3

m x x

m x x

− − ≤ −
⇔ 

− ≥ −


 

Xét hàm 3 3y x x= − với [ ]0;3x∈  

23 3y x′ = − ; 
[ ]
[ ]

1 0;3
0

1 0;3
x

y
x
 = ∈

′ = ⇔  = − ∉
. 

Mà ( ) ( ) ( )
[ ]

( )
[ ]

( )3 3

0;3 0;3
0 0; 1 2; 3 18 min 3 2;max 3 18y y y x x x x= = − = ⇒ − = − − =  

Vậycó 
16 2

14 2
16 18

m
m

m
− − ≤ −

⇔ − ≤ ≤ − − ≥
. 

Tổng các giá trị của m là 104− . 

Câu 62.   Gọi S  là tập hợp các giá trị của m  để hàm số 3 23y x x m= − +  đạt giá trị lớn nhất bằng 50  

trên [ 2;4]− . Tổng các phần tử thuộc S  là 
A. 4 . B. 36 . C. 140 . D. 0 . 

Lời giải 

Xét hàm số 3 2( ) 3g x x x m= − +  có ( ) 23 6g x x x′ = − . Xét ( )
0

0
2

x
g x

x
=′ = ⇔  =

. 

Khi đó giá trị lớn nhất của hàm số 3 23y x x m= − +  trên [ 2;4]−  là: 

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ){ }

2;4
max max 0 ; 2 ; 2 ; 4
x

y y y y y
∈ −

= − { }max ; 4 ; 20 ; 16m m m m= − − + . 

Trường hợp 1: Giả sử max 50y m= =
50

50
m
m
=

⇔  = −
. 

Với 50m =  thì 16 66 50m + = > ( loại). 

Với 50m = −  thì 20 70 50m − = > (loại). 

Trường hợp 2: Giả sử max 4 50y m= − =
54

46
m
m
=

⇔  = −
. 

Với 54 54 50m m= ⇒ = > (loại). 

Với 46m = −  thì 20 66 50m − = > ( loại). 



Trường hợp 3: Giả sử max 20 50y m= − =
70

30
m
m
=

⇔  = −
 

Với 70m =  thì 16 86 50m + = > (loại). 

Với 30m = −  thì 16 14 50m + = < , 30 50m = < ; 4 34 50m − = <  (thỏa mãn). 

Trường hợp 4: Giả sử max 16 50y m= + =
34

66
m
m
=

⇔  = −
. 

Với 34m =  thì 34 50, 4 30 50, 20 14 50m m m= < − = < − = < (thỏa mãn). 

Với 66m = −  thì 66 50m = > (loại). 

Vậy { }30;34S ∈ − . Do đó tổng các phẩn tử của S là: 30 34 4− + = . 

Câu 63.   Có bao nhiêu giá trị thực của tham số m để giá trị lớn nhất của hàm số ( ) 2 2 4= + + −f x x x m  

trên đoạn [ ]2;1− bằng 5  ? 

A. 2 . B. 1. C. 3 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 
* Đặt ( ) 2 2 4= + + −g x x x m  

Hàm số ( )=y g x đạt giá trị nhỏ nhất tại 1= −x  

( ) ( )2 4; 1 1− = − = −g m g m  

* ( ) ( ) ( )1 5 ; 2 4 ; 1 1− = − − = − = −f m f m f m  

* TH1: 
[ ]

( )
2;1

1 5 6
x 1 5

1 5 4−

− = = 
= − = ⇔ ⇔ − = − = − 

m m
ma f x m

m m
 

Thử lại với 6=m  thỏa yêu cầu bài toán và 4= −m  không thỏa yêu cầu bài toán 

* TH2: 
[ ]

( )
2;1

5 5 10
x 5 5

5 5 0−

− = = 
= − = ⇔ ⇔ − = − = 

m m
ma f x m

m m
 

Thử lại với 10=m  không thỏa yêu cầu bài toán và 0=m  thỏa yêu cầu bài toán 
Vậy 6=m  và 0=m thỏa yêu cầu bài toán 

Câu 64.   Gọi ,M m
 
lần lượt là giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số sin cos 1

2 sin 2
x xy

x
+ +

=
+  

với x∈ . 

Khi đó 3M m+  bằng 

A. 1 2 2+ . B. 1− . C. 1. D. 2 . 
Lời giải 

Chọn C 

Đặt sin cost x x= +  
2

2 2
1 sin 2

t
t x

− ≤ ≤⇒ 
= +

. 

Khi đó: ( )
2

1
1

tf t
t
+

=
+

; ( )
( )2 2

1
1 1

tf t
t t

−′ =
+ +

; ( ) 0 1f t t′ = ⇔ = . 

Ta có: ( ) 1 22
3

f −
− = ; ( ) 1 22

3
f +

= ; ( )1 2f = . 

Suy ra ( )1 2M f= = ; ( ) 1 22
3

m f −
= − = . 



Vậy 3 1M m+ = . 

Câu 65.   Gọi S  là tập tất cả các giá trị nguyên của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
4 21 19 30 20

4 2
y x x x m= − + + −  trên đoạn [ ]0;2  không vượt quá 20 . Tổng các phần tử của S  bằng 

A. 210 . B. 195− . C. 105 . D. 300 . 
Lời giải 

Chọn C 

Xét hàm số ( ) 4 21 19 30 20
4 2

g x x x x m= − + + − . Dễ thấy hàm số ( )g x  liên tục trên đoạn [ ]0;2 . 

Ta có ( ) 3 19 30g x x x′ = − + ; ( )
[ ]

[ ]

5 0;2
0 2

3 0;2

x
g x x

x

 = − ∉
′ = ⇔ =
 = ∉

 

Bảng biến thiên 

 

Ta có ( )0 20g m= − ; ( )2 6g m= + . 

Theo yêu cầu bài toán, 
[ ] [ ]

( )
0;2 0;2

max max 20y g x= ≤  
( )
( )
0 20

2 20

g

g

 ≤⇔ 
≤

 
20 20

6 20

m

m

 − ≤⇔ 
+ ≤

 0 14m⇔ ≤ ≤ . 

Mà m∈  nên { }0;1;2;...;14m∈ . 

Vậy tổng các phần tử của S  là 105 . 

Câu 66.   Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m  có giá trị lớn nhất của hàm số 
2

1
x xm my

x
+ +

=
+

 trên [ ]1;2  bằng 2. Số phần tử của tập S  là 

A. 3. B. 1. C. 4. D. 2. 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có 

Xét hàm số ( )
2

1
x mx mf x

x
+ +

=
+

 trên [ ]1;2 . 

( )
( )

[ ]
2

2
2' 0, 1;2
1

x xf x
x
+

= > ∀∈
+

 

( ) ( )2 1 3 41 ; 2
2 3

m mf f+ +
= =  

Suy ra 
[ ]

( ) ( ){ }
1;2

2 1 3 4
max max , 2 max ;

2 3
m m

y f x f
 + + 

= =  
 

 



TH 1: 
[ ]1;2

2 1 42 1 5max 2 1 3 42 2
2 3

mm
y mm m

 + =
+ = ⇔ ⇒ = − + +

≥

 

TH 2: 
[ ]1;2

3 4 63 4 2max 2 1 3 43 3
2 3

mm
y mm m

 + =
+ = ⇔ ⇒ = + +

≤

. 

Vậy có 2 giá trị của m  thỏa mãn. 

Câu 67.   Có bao nhiêu giá trị thực của tham số m  để giá trị lớn nhất của hàm số 2 2 4y x x m= + + −  trên 

đoạn [ ]2;1−  đạt giá trị nhỏ nhất? 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 

Chọn A 

Xét hàm ( ) 2 2 4g x x x m= + + − . Dễ thấy hàm số ( )g x  liên tục trên đoạn [ ]2;1−  

Ta có ( )' 2 2g x x= + , ( )' 0 1g x x= ⇔ = − . Do đó 

[ ]
{ }2

2;1
max 2 4 max 1 ; 4 ; 5x x m m m m
−

+ + − = − − − . 

Ta thấy 5 4 1m m m− < − < −  với mọi m∈ . 

Suy ra 
[ ]

{ }2

2;1
max 2 4 max 1 , 5x x m m m
−

+ + − = − − . 

{ } 1 5 1 5max 1 , 5 2.
2 2

m m m mm m
− + − − + −

− − ≥ ≥ =  

Vậy GTNN của { }max 1 , 5m m− −  bằng 2. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1 5m m− = − 3.m⇔ =  

Câu 68.   Có bao nhiêu giá trị thực của tham số m  để giá trị lớn nhất của hàm số 2 2 4y x x m= + + −  trên 

đoạn [ ]2;1−  đạt giá trị nhỏ nhất? 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 

Chọn A 

Xét hàm ( ) 2 2 4g x x x m= + + − . Dễ thấy hàm số ( )g x  liên tục trên đoạn [ ]2;1−  

Ta có ( )' 2 2g x x= + , ( )' 0 1g x x= ⇔ = − . Do đó 

[ ]
{ }2

2;1
max 2 4 max 1 ; 4 ; 5x x m m m m
−

+ + − = − − − . 

Ta thấy 5 4 1m m m− < − < −  với mọi m∈ . 

Suy ra 
[ ]

{ }2

2;1
max 2 4 max 1 , 5x x m m m
−

+ + − = − − . 

1 3 4 5

1 3 4 5



{ } 1 5 1 5max 1 , 5 2.
2 2

m m m mm m
− + − − + −

− − ≥ ≥ =  

Vậy GTNN của { }max 1 , 5m m− −  bằng 2. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1 5m m− = − 3.m⇔ =  

Câu 69.   Gọi S là tập giá trị của tham số m  để giá trị nhỏ nhất của hàm số ( ) 2 4f x x x m= − +  trên 

đoạn [ ]1;4  bằng 6 . Tổng các phần tử của S bằng 

A. 4− . B. 4 . C. 10− . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn B 
+ Đặt ( ) 2 4g t t t m= − +  với [ ]1;4t∈ . Đạo hàm: ( ) 2 4g t t′ = − ; ( ) 0 2g t t′ = ⇔ = . 

+ Suy ra giá trị nhỏ nhất: ( ) { }min min 3 ; 4 ;f x m m m= − −  

Xét 
10

4 6
2

m
m

m
=

− = ⇔  = −
. Ta thấy 10m =  thỏa mãn. 

Xét 
9

3 6
3

m
m

m
=

− = ⇔  = −
 (không thỏa mãn). 

Xét 
6

6
6

m
m

m
=

= ⇔  = −
. Ta thấy 6m = −  thỏa mãn. 

Câu 70.   Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
2

( )
1

x mx mf x
x
+ +

=
+

 trên [ ]1;2  bằng 2 . Tổng tất cả các phần tử của S  là 

A. 
11
3

− . B. 
13
6

. C. 
11
6

− . D. 
1
3

 

Lời giải 
Chọn C 

Xét 
2

( )
1

x mx mu x
x

 



 trên đoạn  1;2 . Dễ thấy ( )u x  liên tục trên đoạn  1;2  

Ta có 
 

 
 

2

2

0 1;220 0
2 1;21

xx xu
xx

           
. 

Khi đó 
 

    

 
    

1;2

1;2

1 4 4max ( ) max 1 , 2 max ,
2 3 3

1 4 1min ( ) min 1 , 2 min ,
2 3 2

u x u u m m m

u x u u m m m

                                 

. 



Suy ra 
 

 
1;2

1 2
2
1 4 5
2 31 4 2m ax max , 16

22 3 4 2 33
4 1
3 2

m

m m m
f x m m

mm

m m

                                  

. 

Vậy tổng các phần tử của S  là 
11
6

− . 

Câu 71.   Cho hàm số ( ) 3 22 6f x x x m= − + , gọi A  là giá trị lớn nhất của hàm số ( )f x  trên đoạn[ ]1;3 . 

Số giá trị nguyên của tham số m để 2020A <  là 
A. 4031 . B. 4032 . C. 4033 . D. 2019 . 

Lời giải 
Chọn A 
Xét   3 22 6u x x x m    trên đoạn  1;3 . Ta có hàm số ( )u x  liên tục trên đoạn  1;3 . 

  26 12u x x x   . 

( )
( )

0 1;3
'( ) 0 .

2 1;3

= ∉
= ⇔ 

= ∈

x
u x

x
 

Khi đó:  
    

 
    

1;3

1;3

max u(x) max 1 ; 2 ; (3)

min u( ) min 1 ; 2 ; (3) 8

u u u m

x u u u m

     

. 

{ }max ; 8A m m= − . 

Yêu cầu 

2020 2020 2020
8 4 4 2020

2020
2012 42012 20288 2020

48

m m
m m m m

A
mmm

mm m

 <  − < < ≥ − ≥ ≤ <  < ⇔ ⇔ ⇔  − < ≤− < < − <    ≤− ≥ 

. 

Vậy có 4031  số nguyên m để 2020A < . 

Câu 72.   Gọi S  là tập tất cả các giá trị nguyên của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
4 21 19 30 20

4 2
y x x x m= − + + −  trên đoạn [ ]0;2  không vượt quá 20 . Tổng các phần tử của S  bằng 

A. 210 . B. 195− . C. 105 . D. 300 . 
Lời giải 
Chọn C 

Xét hàm số ( ) 4 21 19 30 20
4 2

g x x x x m= − + + − . Dễ thấy hàm số ( )g x  liên tục trên đoạn [ ]0;2 . 

Ta có ( ) 3 19 30g x x x′ = − + ; ( )
[ ]

[ ]

5 0;2
0 2

3 0;2

x
g x x

x

 = − ∉
′ = ⇔ =
 = ∉

 



Bảng biến thiên 

 

Ta có ( )0 20g m= − ; ( )2 6g m= + . 

Theo yêu cầu bài toán, 
[ ] [ ]

( )
0;2 0;2

max max 20y g x= ≤  
( )
( )
0 20

2 20

g

g

 ≤⇔ 
≤

 
20 20

6 20

m

m

 − ≤⇔ 
+ ≤

 0 14m⇔ ≤ ≤ . 

Mà m∈  nên { }0;1;2;...;14m∈ . 

Vậy tổng các phần tử của S  là 105.  

Câu 73.   Cho hàm số 3 22( 1) 9 2y x m x x m= − − + + − . Tổng tất cả các giá trị của tham số m  để hàm số 

đạt cực trị tại 1 2,x x  thoả mãn 1 2 2x x− =  là 

A. 2 . B. 2− . C. 7− . D. 7 . 
Lời giải: 

Chọn A 
Ta có 2' 3 4( 1) 9y x m x= − − +  

Hàm số đạt cực trị ⇔  PT ' 0y =  có 2 nghiệm p.biệt 2' 4( 1) 27 0m⇔ ∆ = − − >  3 31
2

m⇔ < −  

hoặc 3 31
2

m > +  (*) 

Khi đó phương trình ' 0y =  có 2 nghiệm 1 2,x x  thỏa mãn 1 2 1 2
4( 1) , 3

3
mx x x x−

+ = =  (Vi-ét) 

Ta có: 
2

2
1 2 1 2 1 2

16( 1)2 ( ) 4 4 12 4
9

mx x x x x x −
− = ⇔ + − = ⇔ − = 2 2

( 1) 3
4

m
m

m
= −

⇔ − = ⇔  =
 

Kết hợp với (*) ta có giá trị m  cần tìm là 2m = − , 4m = . 

Câu 74.   Gọi S  là tập tất cả các giá trị nguyên của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
4 21 19 30 20

4 2
y x x x m= − + + −  trên đoạn [ ]0;2  không vượt quá 20 . Tổng các phần tử của S  bằng 

A. 210 . B. 195− . C. 105 . D. 300 . 

Lời giải 
Chọn C 

Xét hàm số ( ) 4 21 19 30 20
4 2

g x x x x m= − + + −  trên đoạn [ ]0;2  

Ta có ( ) 3 19 30g x x x′ = − + ; ( )
[ ]

[ ]

5 0;2
0 2

3 0;2

x
g x x

x

 = − ∉
′ = ⇔ =
 = ∉

 

Bảng biến thiên 



 

( )0 20g m= − ; ( )2 6g m= + . 

Để 
[ ]

( )
0;2

max 20g x ≤  thì 
( )
( )
0 20

2 20

g

g

≤


≤
 

20 20

6 20

m

m

 − ≤⇔ 
+ ≤

0 14m⇔ ≤ ≤ . 

Mà m∈  nên { }0;1;2;...;14m∈ . 

Vậy tổng các phần tử của S  là 105 . 

Câu 75.   Biết giá trị lớn nhất hàm số ( ) 3 23f x x x m= − +  trên đoạn [ ]1;4−  bằng 10. Khi đó mệnh đề 

nào sau đây đúng? 

A. 7 2.m− < <  B. 2.m >  C. 27m < −  D. 1 3 .
2 2

m< <  

Lời giải 
Chọn A 

+ Đặt ( ) ( )3 2 23 ' 3 6g x x x m g x x x= − + ⇒ = −  có hai nghiệm 
0
2

x
x
=

 =
. 

+ Suy ra 
[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } { }
1;4

max 1 ; 0 ; 2 ; 4 4 ; ; 16f x g g g g m m m∈ − = − + . Vì m + 16 > 10 với m > 0 

nên xét 
0
4 10 6

16 10

m
m m

m

 ≤


− = ⇒ = −
 + ≤

 hoặc 
0
16 10

4 10

m
m m

m

 ≤


+ = ⇒ = φ
 − ≤

. 

Câu 76.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 

( ) ( )4 2 3 2 21 1 2
4 3

f x x m x m x m= + − − +  trên đoạn [ ]0;2  luôn bé hơn hoặc bằng 5 ? 

A. 0.  B. 4.  C. 7.  D. 8.  
Lời giải 

Chọn B 

Xét hàm số ( ) ( )4 2 3 2 21 1 2
4 3

g x x m x m x m= + − − +  trên đoạn [ ]0;2 .  

Ta có ( ) ( ) ( )( ) [ ]3 2 2 2 2 22 2 2 0,  0;2 .g x x m x m x x x x m x′ = + − − = − + ≤ ∀ ∈  

Suy ra hàm số ( )g x  nghịch biến trên [ ]0;2 →  yêu cầu bài toán 
( )
( )
0 5

2 5

g

g

≤⇔ 
≥ −

 

( )2 2

5
3 53 3 53

8 4 44 2 4 5
3

m
m

m m m

≤
− +⇔ ⇔ ≤ ≤

+ − − + ≥ −
{ }1;0;1;2 .m m∈→ ∈ −  Chọn B 

Câu 77.   Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
3 3y x x m= − +  trên đoạn [ ]0;2  bằng 3. Số phần tử của S là 

A. 0 B. 6 C. 1 D. 2 



Lời giải 
Chọn D 
Xét hàm số ( ) 3 3f x x x m= − + , ta có ( ) 23 3f x x′ = − . Ta có bảng biến thiên của ( )f x : 

 
TH1 : 2 0 2m m+ < ⇔ <− . Khi đó 

[ ]
( ) ( )

0;2
2 2max f x m m=− − + = −  

2 3 1m m− = ⇔ =−  (loại). 

TH2 : 
2 0

2 0
0
m

m
m
+ >

⇔− < < <
. Khi đó : 2 2 2 2m m m− = − > > +  

[ ]
( ) ( )

0;2
2 2max f x m m⇒ =− − + = −  

2 3 1m m− = ⇔ =−  (thỏa mãn). 

TH3 : 
0

0 2
2 0

m
m

m
>

⇔ < <− + <
. Khi đó : 2 2 2 2m m m− = − < < +  

[ ]
( )

0;2
2max f x m⇒ = +  

2 3 1m m+ = ⇔ =  (thỏa mãn). 

TH4: 2 0 2m m− + > ⇔ > . Khi đó 
[ ]

( )
0;2

2max f x m= +  

2 3 1m m+ = ⇔ =  (loại). 

Câu 78.   Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 

( ) 4 28f x x x m= − +  trên đoạn [ ]1;1−  bằng 5. Tổng tất cả các phần tử của S bằng 

A. 7− . B. 7. C. 5 . D. 5− . 
Lời giải 

Chọn B 

Xét hàm số ( ) [ ]4 28 , 1;1g x x x m x= − + ∈ − , ta có ( ) ( )3 0
4 16 ; 0

2
x

g x x x g x
x
=′ ′= − = ⇔  = ±

. 

( ) ( )1 1 7g g m− = = − + , ( )0g m= . 

Do đó: 
[ ]

( ) { }
1;1

7 5

7 2
max max 7 , 5

55

7

m

m m m
f x m m

mm

m m

−

 − + =


− + ≥ = = − + = ⇔ ⇔  = = 
 ≥ − +

 

Vậy { }2;5s = . Vậy tổng các giá trị của S  bằng 7. 

Câu 79.   Gọi là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
trên đoạn  bằng 16. Tổng tất cả các phần tử của  bằng 

A.  B.  C.  D.  
Lời giải 

Chọn#A. 

Đặt  Khảo sát hàm biến , với  

Suy ra  

S m
3( ) 3f x x x m= − + [ ]0;3 S

16.− 16. 12.− 2.−

3 3 .t x x= − t x [ ] [ ]0;3 2;18x t∈ ⇒ ∈ −

{ }( ) max ( ) max 2 ; 18 .f g t t m f x m m= = + ⇒ = − +



Theo bài ra ta có  

Vậy  Tổng tất cả các phần tử của là: . 

Câu 80.   Gọi S là tập tất cả các giá trị nguyên của tham số thực m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 
4 21

14 48 30
4

y x x x m= − + + −  trên đoạn không vượt quá 30. Tính tổng tất cả các phần tử của S. 

A. 108 . B. 120 . C. 210 . D. 136 . 
Lời giải 

Chọn D 

Đặt ( ) 4 21
14 48 30

4
f x x x x m= − + + −  là hàm số xác định và liên tục trên đoạn. 

Ta có: ( ) 3' 28 48.f x x x= − +  Với mọi [ ]0;2x∈  ta có ( ) 3' 0 28 48 0 2.f x x x x= ⇔ − + = ⇔ =  

Mặt khác: ( ) ( )0 30; 14.f m f x m= − = +  Ta có: ( ) ( ) ( ){ }
[0;2]
max max 0 ; 2 .f x f f=  

Theo bài: ( )
( )
( )[0;2]

0 0 30 30 30 30 30
max 30 .

30 14 3014 302 30

f m m
f x

mmf

 ≤  − ≤ − ≤ − ≤ ≤ ⇔ ⇔ ⇔  − ≤ + ≤+ ≤≤  
 

0 60
0 16.

44 16

m
m

m

≤ ≤
⇔ ⇔ ≤ ≤− ≤ ≤

 Do { }0;1;2;3;4;5;...;16 .m m S∈ ⇒ ∈ =  

Vậy tổng tất cả 17 giá trị trong tập S là ( )17 0 16
136.

2

+
=  

2 16

2 18 14
.

218 16

2 18

m

m m m
mm

m m

 − =


− ≥ + = −  ⇔  = − + = 
 − < +

{ 14; 2}.S = − − S 16−
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Câu 1.   Có bao nhiêu số nguyên m mà 10 10m− ≤ ≤ , để phương trình (ẩn x ): 

( )2
2 2log log 23 2 3 .3 3 0x xm m− + + + =  có hai nghiệm phân biệt thỏa mãn : 1 2 2x x > . 

A. 10.  B. 11.  C. 12.  D. 9.  
Lời giải 

Chọn A 

- ĐK : 0x > . 

- Ta có : ( )2
2 2log log 23 2 3 .3 3 0x xm m− + + + = ( )2 22log log 23 2 3 .3 3 0x xm m⇔ − + + + =  (1). 

- Đặt 2log3 xt = , 0t > . Ta được phương trình : ( )2 22 3 3 0t m t m− + + + =  (2). 

Nhận thấy : (1) có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi (2) có hai nghiệm phân biệt dương 

( )1 2

2
1 2

0
2 3 0

3 0

t t m

t t m

 ′∆ >


⇔ + = + >
 = + >

( )2 23 ( 3) 0
3 0

m m
m

 + − + >⇔ 
+ >

6 6 0 1
1

3 0 3
m m

m
m m

+ > > − 
⇔ ⇔ ⇔ > − + > > − 

 (*) 

Khi đó : (2) có hai nghiệm 1t , 2t  thỏa mãn : 
2

1 2. 3t t m= + 22 1 loglog 23 .3 3xxx m⇔ = + 2 1 2 2log log 23 3x x m+⇔ = + ( )2 1 2log 23 3x x m⇔ = + . 

Từ ( ) ( )2 1 2log
1 2 2 1 22 log 1 3 3x xx x x x> ⇒ > ⇒ > 2 23 3 0 0m m m⇒ + > ⇔ > ⇔ ≠ . 

Kết hợp điều kiện (*) ta được : ( ) { }1; \ 0m∈ − +∞ . 

Mà , 10 10m m∈ − ≤ ≤  nên 1,2,...,10m = . 

Câu 2.   Tìm các giá trị m  để phương trình ( )sin 5 cos 5
sin 5 cos 103 log 5x x m

x x m+ − +
+ +

= +  có nghiệm. 

A. 6 6m≤ ≤ . B. 5 5m− ≤ ≤ . C. 5 6 5 6m− ≤ ≤ + . D. 6 5m− ≤ ≤ . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 

( )
( )

( )
( ) ( )

sin 5 cos 5
sin 5 cos 10

sin 5 cos 10

5

5sin 5 cos 10

3 log 5

ln 53
3 ln sin 5 cos 10

3 .ln sin 5 cos 10 3 .ln 5

x x m
x x

x x

m

mx x

m

m

x x

x x m

+ − +
+ +

+ +

+

++ +

= +

+
⇔ =

+ +

⇔ + + = +

 

Xét ( ) ( )ln .3 , 5tf t t t= ∀ ≥  

( ) ( ) ( )13 ln 3 ln 3 0, 5t tf t t t
t

′ = + > ∀ ≥  

Vậy hàm số ( )f t đồng biến. 

( ) ( )sin 5 cos 10 5

sin 5 cos 10 5

sin 5 cos 5

f x x f m

x x m

x x m

+ + = +

⇔ + + = +

⇔ + + =

 

Mà 6 sin 5 cos 6x x− ≤ + ≤  



Vậy để phương trình có nghiệm ta phải có 5 6 5 6m− ≤ ≤ +  

Câu 3.   Cho 0a > , 0b >  thỏa mãn ( ) ( )2 2
3 2 1 6 1log 9 1 log 3 2 1 2a b aba b a b+ + ++ + + + + = . Giá trị của a b−  

bằng 
A. 6 . B. 2 . C. 1− . D. 1. 

Lời giải 
Chọn C. 

Ta có 0a > , 0b >  nên 2 2

3 2 1 1
9 1 1
6 1 1

a b
a b
ab

+ + >
 + + >
 + >

( )
( )

2 2
3 2 1

6 1

log 9 1 0

log 3 2 1 0
a b

ab

a b

a b
+ +

+

 + + >⇒ 
+ + >

. 

Áp dụng BĐT Cô-si cho hai số dương ta được 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3 2 1 6 1 3 2 1 6 1log 9 1 log 3 2 1 2 log 9 1 .log 3 2 1a b ab a b aba b a b a b a b+ + + + + ++ + + + + ≥ + + + +  

( )2 2
6 12 2 log 9 1ab a b+⇔ ≥ + + ( )2 2

6 1log 9 1 1ab a b+⇔ + + ≤ 2 29 1 6 1a b ab⇔ + + ≤ + ( )23 0a b⇔ − ≤

3a b⇔ = . 
Vì dấu “=” đã xảy ra nên 

( ) ( )2 2
3 2 1 6 1log 9 1 log 3 2 1a b aba b a b+ + ++ + = + + ( ) ( )2

2
3 1 2 1

log 2 1 log 3 1b b
b b+ +

⇔ + = +  

22 1 3 1b b⇔ + = + 22 3 0b b⇔ − =
3
2

b⇔ =  (vì 0b > ). Suy ra 1
2

a = . 

Vậy 1a b− = − . 

Câu 4.   Cho hai số thực x,y thỏa mãn 2 2x y 2+ > và ( )2 2x y
log x 2y 1

+
+ ≥ . Gọi M,m lầ lượt là giá trị lớn 

nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức P 2x y= + .Tính giá trị biểu thức A M m= + ? 
A. 2 . B. 3 . C. 4 . D. 5 . 
Đáp án C 
Vì ( )2 2

2 2
x y

x y 1 suy ra y log f x
+

+ > = là hàm số đồng biến trên tập xác định. Khi đó 

( ) ( )

( )

2 2 2 2
2 2 2 2

x y x y

2
22 2

log x 2y log x y x 2y x y

1 5x x y 2y 0 x y 1
2 4

+ +
+ ≥ + ⇔ + ≥ +

 ⇔ − + − ≤ ⇔ − + − ≤ 
 

 

Xét biểu thức P, ta có 1 1P 2x y 2 x y 1 2 2 x y 1 P 2
2 2

   = + = − + − + ⇔ − + − = −   
   

 

Áp dụng BĐT Bunhiacopxki, có 

( ) ( ) ( )
22 2

2 22 2

Max min

1 1 5 25 5 52 x y 1 2 1 x y 1 P 2 5. P 2
2 2 4 4 2 2

1 9 9 1P P ;P
2 2 2 2

     − + − ≤ + − + − ⇔ − ≤ = ⇔ − ≤ − ≤            

⇔ − ≤ ≤ ⇒ = = −

 

Vậy, 
9 1A M m 4
2 2

= + = − =  

Câu 5.   Cho ,  x y  là hai số thực không âm thỏa mãn 2
2

2 12 1 log .
1

y
x x y

x


   


 Giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức 2 1 24 2 1xP e x y     bằng 

A. 1.  B. 1.
2

  C. 1.
2

 D. 1.  

Lời giải 



Chọn B 
Từ giả thiết ta có      2 2

2 22 1 log 2 1 log 2 1 2 1.x x y y        

Xét hàm số   2logf t t t   trên  0;  và đi đến kết quả  22 1 2 1.x y    
Khi đó  2 1 22 4 2 .xP e x x g x      
Ta có    2 1 2 12 4 4;  0 2 4 4 .x xg x e x g x e x          Ta thấy vế trái là hàm nghịch biến, vế phải 

là hàm đồng biến nên phương trình có nghiệm duy nhất. Vì 1 0
2

g
    

 nên 1
2

x   là nghiệm duy 

nhất của   0.g x   Lập bảng biến thiên của  g x  trên  0;  và kết luận được giá trị nhỏ nhất 

của P  bằng 1.
2

  Chọn B. 

Câu 6.   Có bao nhiêu giá trị m  nguyên và ( )0;2021m∈  để phương trình 
2
2 2 2log 2log logx x m x m− − + = có nghiệm? 

A. 2020 . B. 2019 . C. 2021.D. 2022 . 
Lời giải 

Chọn A 

Đặt 2logt x=  thì phương trình (*) trở thành 

2 2
2 1 (2)1 12 .

2 2 (3)

t m t
t t m t m t m t

t m t

 − = +   − − + = ⇔ − = + + ⇔    
    − = +

 

TH1: 
2 2

1 0 1
(2) .

( 1) 3 1
t t
t t m m t t
− ≥ ≥ 

⇔ ⇔ 
− = + = − + 

 

 

Phương trình (2) có nghiệm khi 5 (4).
4

m ≥ −  

TH2: 

2 2

0 0
(3) .

( )
t t
t t m m t t

− ≥ ≤ 
⇔ ⇔ 

− = + = −   
Phương trình (3) có nghiệm khi 0 (5).m ≥  

Từ (4) và (5) ⇒ PT (*) có nghiệm khi 5 .
4

m ≥ −  

Lấy các giá trị nguyên ( )0,2021m∈  ta được 1,2,..., 2020m = . 

Có 2020 giá trị nguyên của .m  

Câu 7.   Tìm tập hợp tất cả giá trị của tham số thực m  để phương trình 2
2 2log 4log 0x x m+ − =  có 

nghiệm thuộc khoảng ( )0;1  

A. ( )4;− +∞ . B.[ )4;− +∞ . C. [ )4;0− . D. [ ]2;0− . 
Lời giải. 

Chọn B 
Đặt 2logt x= . Với (0;1)x∈ ( ;0)t⇒ ∈ −∞ . 
PT đã cho trở thành: 2 4t t m+ = . 
Xét hàm 2( ) 4 '( ) 2 4 0 2g t t t g t t t= + ⇒ = + = ⇔ = −  
BBT: 



 
Dựa vào bảng biến thiên ta có để pt (1) có nghiệm thì 𝑚𝑚 ∈ [−4; +∞). 

Câu 8.   Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m  sao cho phương trình 
2 22 1 2 24 .2 3 2 0− + − +− + − =x x x xm m  có bốn nghiệm phân biệt. 
A. ( );1−∞ . B. ( ) ( );1 2;−∞ ∪ +∞ . C. [ )2;+∞ . D. ( )2;+∞ . 

Lời giải 
Chọn D  
Đặt ( )2( 1)2   1−= ≥xt t  

Phương trình có dạng: ( )2 2 3 2 0 *− + − =t mt m  

Phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt 

⇔ phương trình (*) có hai nghiệm phân biệt lớn hơn 1 

2
2 2

2 2
2 21,2

3 2 03 2 0 3 2 0
1 0 2

3 2 1 3 2 1 3 2 2 1

 − + > − + >  − + >  ⇔ ⇔ ⇔ − ≥ ⇔ > 
= ± − + > − + < −   − + < − +

m mm m m m
m m

x m m m m m m m m m m
 

Câu 9.   Biết rằng phương trình: 2
3 3log ( 2) log 3 1 0x m x m− + + − =  có hai nghiệm phân biệt 1 2;x x  thỏa 

mãn 1 2 27x x = . Khi đó tổng ( )1 2x x+  bằng: 

A. 6. B. 
34
3

. C. 12. D. 
1
3

. 

Lời giải 
Chọn C 

Phương pháp 

+) Đặt 3log 3 ( 0)tx t x x= ⇒ = >  

+) Tìm điều kiện của m để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt. 
+) Áp dụng hệ thức Vi-ét để làm bài toán. 
+) Tìm m sau đó thế m vào phương trình để tìm 1 2;x x . 

Cách giải: 
Điều kiện: 0x >  

Đặt 3log 3tx t x= ⇒ =  

Khi đó ta có phương trình: 2 ( 2) 3 1 0(*)t m t m− + + − =  

Phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt ⇔ phương trình (*) có hai nghiệm t phân biệt 
2 2 20 ( 2) 4(3 1) 0 4 4 12 4 0 8 8 0

4 2 2

4 2 2

m m m m m m m

m

m

⇔ ∆ > ↔ + − − > ⇔ + + − + > ⇔ − + >

 > +
⇔ 

< −

 



Với 
4 2 2

4 2 2

m

m

 > +


< −
 có hai nghiệm phân biệt 1 2;t t  thì phương trình đã cho có 2 nghiệm 1 2;x x  với 

2 1
1 23 , 3t tx x= =  

Áp dụng hệ thức Vi-ét với phương trình (*) ta có: 1 2

1 2

2
3 1

t t m
t t m
+ = +

 = −
 

Theo đề bài ta có: 1 2 1 2
1 2 1 227 3 3 3 27 3 2 3 1( )t t t tx x t t m m tm+= ⇔ ⋅ = = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ =  

Với 
1

12 1
1 22

2 2

1 3 3
1 (*) 3 2 0 3 9 12

2 3 9
t x

m t t x x
t x
=  = =

= ⇒ ⇔ − + = ⇔ ⇒ ⇒ + = + = = = = 
 

Câu 10.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình 2 8
3 3log log 1 0x m x m+ + + =  có đúng 

hai nghiệm phân biệt. 

A. 
1

1 5
2

m

m

< −


− =

. B. 
1

1 5
2

m

m

≤ −


− =

. C. 21
3

m− ≤ < − . D. 1 51
2

m −
− ≤ < . 

Lời giải 
Chọn B 

PT: 2 8
3 3log log 1 0x m x m+ + + = .(1)  

Điều kiện: 
2

8
3

0
log 0
x

x

 >


≥
 

8

0
1

x
x
≠

⇔ 
≥

 
1

1
x
x
≤ −

⇔  ≥
.  

Đặt ( )2
3log 0t x t= ≥ . Khi đó phương trình trở thành: 2 2 1 0t mt m+ + + = .( 2 ) 

Phương trình ( )1  có hai nghiệm phân biệt ( )2⇔  có một nghiệm 0t ≥  

TH1) ( )2  có nghiệm kép 0t ≥  

2 1 0

0

m m
b m
a

′∆ = − − =
⇔  ′−

= − ≥

 
1 5

2
0

m

m

 ±
=⇔ 

 ≤

 1 5
2

m −
⇒ = . 

TH2) ( )2  có hai nghiệm thỏa 1 20t t< ≤  

2 1 0

1 0

m m
cP m
a

′∆ = − − >
⇔ 

= = + ≤

 
1 5 1 5;

2 2
1

m m

m

 − +
< >⇔ 

 ≤ −

 

1m⇔ ≤ − . 

Vậy, 
1

1 5
2

m

m

≤ −


− =

 thỏa yêu cầu bài toán. 

Câu 11.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình 2 8
3 3log log 1 0x m x m+ + + =  có đúng 

hai nghiệm phân biệt. 

A. 
1

1 5
2

m

m

< −


− =

. B. 
1

1 5
2

m

m

≤ −


− =

. C. 21
3

m− ≤ < − . D. 1 51
2

m −
− ≤ < . 

Lời giải 
Chọn B 

PT: 2 8
3 3log log 1 0x m x m+ + + = .(1)  



Điều kiện: 
2

8
3

0
log 0
x

x

 >


≥
 

8

0
1

x
x
≠

⇔ 
≥

 
1

1
x
x
≤ −

⇔  ≥
.  

Đặt ( )2
3log 0t x t= ≥ . Khi đó phương trình trở thành: 2 2 1 0t mt m+ + + = .( 2 ) 

Phương trình ( )1  có hai nghiệm phân biệt ( )2⇔  có một nghiệm 0t ≥  

TH1) ( )2  có nghiệm kép 0t ≥  

2 1 0

0

m m
b m
a

′∆ = − − =
⇔  ′−

= − ≥

 
1 5

2
0

m

m

 ±
=⇔ 

 ≤

 1 5
2

m −
⇒ = . 

TH2) ( )2  có hai nghiệm thỏa 1 20t t< ≤  

2 1 0

1 0

m m
cP m
a

′∆ = − − >
⇔ 

= = + ≤

 
1 5 1 5;

2 2
1

m m

m

 − +
< >⇔ 

 ≤ −

 

1m⇔ ≤ − . 

Vậy, 
1

1 5
2

m

m

≤ −


− =

 thỏa yêu cầu bài toán. 

Câu 12.   Tìm tập hợp các giá trị của tham số thực m  để phương trình ( )6 3 2 0x xm m+ − − =  có nghiệm 

thuộc khoảng ( )0;1 . 
A. ( )2;4 . B. ( )3;4 . C. [ ]3;4 . D. [ ]2;4 . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( )6 3 2 0x xm m+ − − =  ( )1 ⇔  6 3.2
2 1

x x

x m+
=

+
. 

Xét hàm số ( ) 6 3.2
2 1

x x

xf x +
=

+
 xác định trên  , có ( )

( )2

12 .ln3 6 .ln 6 3.2 .ln 2 0,
2 1

x x x

x
f x x+ +′ = > ∀ ∈

+


 nên hàm 

số ( )f x  đồng biến trên  . 
Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 2 4x f f x f f x< < ⇔ < < ⇔ < <  vì ( ) ( )0 2, 1 4f f= = . 
Vậy phương trình ( )1  có nghiệm thuộc khoảng ( )0;1  khi ( )2;4m∈ . 

Câu 13.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để phương trình ( )( )1 1 2 24 4 1 2 2 16 8x x x xm m+ − + −+ = + − + −  có 

nghiệm trên [ ]0;1 ? 
A. 2 . B. 3 . C. 5 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: ( )( )1 1 2 24 4 1 2 2 16 8x x x xm m+ − + −+ = + − + − ( )( ) ( )4 4 1 2 2 4 2 *x x x xm m− −⇔ + = + − + − . 

Đặt 22 2 2 4 4x x x xt t− −= − ⇒ + = + , vì [ ]0;1x∈  nên 30;
2

t  ∈  
. 

Khi đó: ( ) ( ) ( )( )2* 1 2 2 0 2 0t m t m t t m⇒ − + − + = ⇔ − − = . 

2t
t m

t m
=

⇔ = =
 suy ra 30;

2
m  ∈  

 nên 0m =  hoặc 1m = . 

Câu 14.   Tìm tất cả các giá trị của m để bất phương trình    2 2
5 51 log 1 log 4x mx x m      nghiệm 

đúng với mọi x ∈ R 
A.  2;3m ;  B.  7;m  ;  
C.    ;3 7;m     D.  0;7m . 



Lời giải 
Chọn B 

Câu 15.   Tìm tập hợp các giá trị của tham số thực m để phương trình ( )6 3 2 0x xm m+ − − =  có nghiệm 

thuộc khoảng ( )0;1 . 

A. [ ]3;4  B. [ ]2;4  C. ( )2;4  D. ( )3;4  
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: ( )6 3 2 0x xm m+ − − = ( )1 ⇔
6 3.2

2 1

x x

x m+
=

+
 

Xét hàm số ( ) 6 3.2
2 1

x x

xf x +
=

+
 xác định trên  , có ( )

( )2
12 .ln 3 6 .ln 6 3.2 .ln 2 0,

2 1

x x x

x
f x x+ +′ = > ∀ ∈

+
  nên 

hàm số ( )f x  đồng biến trên   

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 2 4x f f x f f x< < ⇔ < < ⇔ < <  vì ( ) ( )0 2,  1 4.f f= =  

Vậy phương trình ( )1 có nghiệm thuộc khoảng ( )0;1  khi ( )2;4m∈ . 

Câu 16.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình ( )2

2 1
2

4 log log 0x x m− + =  có nghiệm 

thuộc khoảng ( )0;1 . 

A. ( ];0m∈ −∞ . B. 1;
4

m  ∈ −∞  
. C. 1 ;

4
m  ∈ +∞ 

. D. 10;
4

m  ∈  
. 

Lời giải 
Chọn B 

Tập xác định ( )0;D = +∞ . 

Ta có ( ) ( )
2 2

2 1 2 2
2

4 log log 0 log log 0 x x m x x m− + = ⇔ + + = . 

Đặt 2logt x= , bài toán trở thành tìm m  sao cho 2 20 t t m t t m+ + = ⇔ + = −  có ít nhất 1 nghiệm 0t <  

Đặt 2 1( ) '( ) 2 1 0
2

f t t t f t t t −
= + ⇒ = + = ⇔ =  . 

BBT. 

. 

Để pt 2t t m+ = −  có ít nhất 1 nghiệm 0t <  thì 1 1 1;
4 4 4

m m m  − ≥ − ⇔ ≤ ⇔ ∈ −∞  
. 

Câu 17.   Tập các giá trị của m  để phương trình ( ) ( )4. 2 3 2 3 3 0
x x

m+ + − − + =  có đúng hai nghiệm 

âm phân biệt là 
A. ( ) ( ); 1 7;−∞ − ∪ +∞ . B. ( )7; 8 . C. ( ); 3−∞ . D. ( )7; 9 . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt ( )2 3
x

t = + , điều kiện: 0t > . 

Với 0 0 1x t< ⇔ < <  và mỗi ( )0; 1t∈  cho ta đúng một nghiệm 0x < . 



Khi đó phương trình đã cho được viết lại ( )14 3 *t m
t

+ + = . Suy ra bài toán trở thành tìm m  để 

phương trình ( )*  có đúng hai nghiệm phân biệt ( )0; 1t∈ . 

Xét hàm số ( ) 14 3f t t
t

= + +  với ( )0; 1t∈ . 

Có ( )
2

2 2

1 4 14 tf t
t t

−′ = − = ; ( )
( )

( )

1 0; 1
20

1 0; 1
2

t
f t

t

 = ∈
′ = ⇔ 

 = − ∉

. 

Bảng biến thiên của hàm số trên khoảng 

( )0;1 :  

Dựa vào bảng biến thiên ta có 7 8m< < . 

Câu 18.   Cho phương trình 2 2 2
4 2log 2 2 2 log 2 .x x m        Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  

để phương trình vô nghiệm? 

Câu 19.  #A. 3.   B. 4.  C. 5.   D. 6.  
Lời giải 

Chọn B 
Điều kiện: 2.m  Phương trình  2

4 2log 2 2 log 2x m      
  

 2 2

2 2 2 2 4
log 2 2 log 2 2 2 2 .

2 2 2 2

x x
x x

x x

m m
m m

m m

                     
  

Phương trình vô nghiệm 4 0 4
0 4.

0 0
m m

m
m m

               
 

 2 0;1;3;4 .m
m m
    

Câu 20.   Cho phương trình 2
3 3log 3log 2 7 0x x m− + − =  có hai nghiệm thực phân biệt 1 2,x x  thỏa mãn 

( ) ( )1 23 3 72x x+ + = . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 72; .
2

m  ∈ 
 

 B. 7 ; .
2

m  ∈ +∞ 
 

 C. ( );2 .m∈ −∞  D. 
7; .
2

m  ∈ −∞ 
 

 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 23 3 72 3 63x x x x x x+ + = ⇒ + + = . (*) 

Xét 2
3 3log 3log 2 7 0x x m− + − = , đặt 3logt x= , PT trở thành 2 3 2 7 0t t m− + − = ( )1 . 

Để phương trình đã cho có hai nghiệm thực phân biệt 1 2,x x ⇔ ( )1 có hai nghiệm phân biệt 

( ) 379 4 2 7 0 8 37 0
8

m m m⇔ − − > ⇔ − + > ⇔ < . 



Khi đó, giả sử ( )1  có hai nghiệm 1 2,t t , tương ứng PT đã cho có hai nghiệm 1 2,x x .  

Theo Vi-et ta có 1 2

1 2

3
2 7

t t
t t m
+ =

 = −
. 

Nên 3 1 3 2

3 1 3 2

log log 3 (2)
log .log 2 7 (3)

x x
x x m
+ =

 = −
. Từ (2) 1 2. 27x x⇒ =  

Kết hợp với giả thiết (*), ta có 1 2 1

1 2 2

. 27 9
12 3

x x x
x x x

= = 
⇔ + = = 

. Thay vào (3), ta được 9
2

m = (TM). 

Câu 21.   Cho phương trình ( )2
3 3log 1 log 2 2 0

9
x m x m− − + − =  ( m  là tham số thực). Tập hợp tất cả các 

giá trị của m  để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ]1;9  là 

A. ( )1;1− . B. [ )1;1− . C. [ ]1;1− . D. ( ]1; 1− . 
Lời giải 

Chọn B 
Điều kiện: 0x > . 

( ) ( ) ( )2
3 3

2
3 3log 2 1 log 2 2 0log 1 log 2 2 0

9
x m x xm m x m−− − + ⇔ +− − − − ==   

( )2
3 3log 3 log 2 2 0x m x m⇔ − + + + = 3

3

log 2
log 1

x
x m
=

⇔  = +
. 

Ta có: [ ] [ ]31;9 log 0;2x x∈ ⇔ ∈ . 
Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ]1;9  khi và chỉ khi 

0 1 2 1 1m m≤ + < ⇔ − ≤ < . 

Câu 22.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình ( ) ( )2 4log 5 1 .log 2.5 2x x m− − =  có 

nghiệm 1x ≥ ? 
A. [ )2;m∈ +∞ . B. [ )3;m∈ +∞ . C. ( ;2]m∈ −∞ . D. ( ];3m∈ −∞ . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt ( )2log 5 1xt = −  

Với ( ) ( )2 21 5 5 log 5 1 log 5 1 2x xx ≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ − =  hay 2t ≥ . 

Phương trình đã cho trở thành 2 2t t m+ =  

Khi đó bài toán được phát biểu lại là: “Tìm m  để phương trình có nghiệm 2t ≥ ”.  
Xét hàm số 2( ) ,  2,  '( ) 2 1 0,  2f t t t t f t t t= + ∀ ≥ = + > ∀ ≥  

 
Suy ra hàm số đồng biến với 2t ≥ . 
Khi đó phương trình có nghiệm khi 2 6 3.m m≥ ⇔ ≥  
Vậy 3m ≥  là các giá trị cần tìm.  



Câu 23.   Cho phương trình ( )2
3 3 3log 4log 5 log 1x x m x− − = +  với m  là tham số thực. Tìm tất cả các 

giá trị của m  để phương trình có nghiệm thuộc [ )27;+∞ . 

A. 0 2m< < . B. 0 2m< ≤ . C. 0 1m≤ ≤ . D. 0 1m≤ <  
Lời giải 

Chọn d 

Đặt 3logt x= , với 27 3x t≥ ⇒ ≥ . 

Phương trình trở thành ( )2 4 5 1 .t t m t− − = +  ( )* Điều kiện xác định: 
1

5
t
t
≤ −

 ≥
. 

+) Với 0m <  thì phương trình vô nghiệm, do 
2 4 5 0, 5.
1 0

t t t
t

 − − ≥ ∀ ≥
+ >

 

+) Với 0m = , ta có 2 4 5 0t t− − = ⇔
 = −
 =

1 ( )
.

5 ( )
t loaïi
t thoûa maõn

 

+) Với 0m >  thì ( ) ( )22 2* 4 5 1t t m t⇔ − − = + ( ) ( )2 2 2 21 2 4 5 0m t m t m⇔ − − + − − = . (**) 
Nếu 1 1m t= ⇒ = −  không thỏa mãn. 

Nếu 1m ≠ , ta có (**) ( ) ( )2 21 1 5 0t m t m ⇔ + − − − = ⇔   
 = −


+ =
 −

2

2

1 ( )
5

1

t loaïi
mt

m

. 

Do đó, PT đã cho có nghiệm
2 2

2 2

5 65 0 1 1
1 1
m m m

m m
+

⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ − < <
− −

, kết hợp 0m >  suy ra 0 1m< < . 

Vậy với 0 1m≤ <  thì phương trình đã cho có nghiệm thuộc [27; )+∞ . 
Câu 24.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để bất phương trình 

5

2
5log log 0mx x− − ≥  nghiệm đúng 

với mọi giá trị (1;125)x∈  

A. 1
4

m ≤ . B. 1
4

m ≤ − . C. 1
4

m ≥ − . D. 1
4

m ≥ . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt 5logt x= , vì (1;125)x∈  nên (0;3)t∈ . Bất phương trình đã cho trở thành: 2 0t t m− − ≥  
Để thỏa mãn yêu cầu đề bài thì 2m t t≤ −  với mọi (0;3)t∈  
Tức là 

(0;3)
min ( )m f t≤ , với 2( )f t t t= − . 

Ta khảo sát nhanh hàm số 2( )f t t t= −  trên khoảng (0;3)  như sau:  

 

Từ đó suy ra 
(0;3)

1 1min ( )
2 4

m f t f  ≤ = = − 
 

. 

Câu 25.   Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của tham số m để bất phương trình 
( )9 4.6 1 .4 0− + − ≤x x xm có nghiệm? 

A. 6 . B.5 . C.vô số. D. 4 . 



Lời giải 
ChọnB  

( ) ( )
29 6 3 39 4.6 1 .4 0 4. 1 0 4. 1 0 1

4 4 2 2
       − + − ≤ ⇔ − + − ≤ ⇔ − + − ≤       
       

x x x x
x x xm m m . 

Đặt 3 , 0
2

 = > 
 

x

t t  ta được bất phương trình ( )2 24 1 0 4 1 2− + − ≤ ⇔ − + + ≥t t m t t m . 

Bất phương trình ( )9 4.6 1 .4 0− + − ≤x x xm có nghiệm⇔  bất phương trình ( )1  có nghiệm 

⇔  bất phương trình ( )2  có nghiệm 0>t . 

Xét hàm số ( ) 2 4 1, 0= − + + >f t t t t . 

( )' 2 4= − +f t t . 

( )' 0 2 4 0 2= ⇔ − + = ⇔ =f t t t . 

 
Từ bảng biến thiên của hàm số ( )f t ta thấy bất phương trình ( )2  có nghiệm 

0>t ( )
( )0;

max  5
+∞

⇔ ≥ ⇔ ≥f t m m . 

Mà m  nguyên dương nên { }1;2;3;4;5m∈ . 

Câu 26.   Hình phẳng (H) được giới hạn bởi đồ thị hai hàm số 2 4 3 , 3y x x y x     . Diện tích của 

(H)  
bằng 

A. 108
5

. B. 109
5

. C. 109
6

. D. 119
6

 

Lời giải 
Chọn C 
Xét pt 2 4 3 3x x x     có nghiệm 0, 5x x   

Suy ra      
1 3 5

2 2 2

0 1 3

1095 3 6 5
6

S x x dx x x dx x x dx             

Câu 27.   Tìm m  để phương trình    2 1 2 1 0
x x

m      có nghiệm. 

A. 2.m  . B. 2.m   C. 2.m  . D. 2.m   

Lời giải 
Đáp án B 

Đặt  2 1 ( 0)
x

t t   , phương trình đã cho trở thành 1
.t m

t
   Do 0t   nên 1

0,
t
  ta có: 

1
2t

t
   (bất đẳng thức Cô-si). Vậy phương trình 1

t m
t

   có nghiệm khi 2.m    

Câu 28.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để bất phương trình 
5

2
5log log 0mx x− − ≥  nghiệm đúng 

với mọi giá trị (1;125)x∈  

A. 1
4

m ≤ . B. 1
4

m ≤ − . C. 
1
4

m ≥ − . D. 1
4

m ≥ . 



Lời giải 
Chọn B 
Đặt 5logt x= , vì (1;125)x∈  nên (0;3)t∈ . Bất phương trình đã cho trở thành: 2 0t t m− − ≥  
Để thỏa mãn yêu cầu đề bài thì 2m t t≤ −  với mọi (0;3)t∈  
Tức là 

(0;3)
min ( )m f t≤ , với 2( )f t t t= − . 

Ta khảo sát nhanh hàm số 2( )f t t t= −  trên khoảng (0;3)  như sau:  

 
Từ đó suy ra 

(0;3)

1 1min ( )
2 4

m f t f  ≤ = = − 
 

. 

Câu 29.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  thuộc đoạn  10;10  để phương trình 
 3 2

2 3

log 2 log 1x x m     có ba nghiệm phân biệt? 

A. 8 . B. 10 . C. 11 . D. 12.  
Lời giải 

Chọn D 

 
Điều kiện: 1 2.x    Phương trình  3 3

2 2

log 2 log 1x x m      

    3
2

3log 2 1 2 1 .
2

m

x x m x x
           

  *  

Phương trình  *  là phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số    2 1f x x x    và  

đường thẳng 3
2

m

y
    

 (cùng phương với trục hoành). 

Xét hàm số    2 1f x x x    xác định trên    1;2 2;   . 

Ta có    
    
    

2

2

2 1 2 khi  2
2 1

2 1 2 khi 1 2
h x x x x x x

f x x x
g x x x x x x

      
   

      










. 

Dựa vào đồ thị, ta thấy để phương trình  *  có ba nghiệm phân biệt khi  

 
 

1;2

3 3 90 max 2
2 2 4

m m

g x m


                     10;10 10; 9;...;1 .m
m m
    Chọn D 

Câu 30.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình ( )2

2 1
2

4 log log 0x x m− + =  có nghiệm 

thuộc khoảng ( )0;1 . 

A. ( ];0m∈ −∞ . B. 1;
4

m  ∈ −∞  
. C. 1 ;

4
m  ∈ +∞ 

. D. 10;
4

m  ∈  
. 

Lời giải 
Chọn B 



Điều kiện: 0.x >  

Ta có ( ) ( )
2 2

2 1 2 2
2

4 log log 0 log log 0 x x m x x m− + = ⇔ + + = . 

Đặt 2logt x= , bài toán trở thành tìm m  sao cho 2 20 t t m t t m+ + = ⇔ + = −  có ít nhất 1 nghiệm 0t <  

Đặt 2 1( ) '( ) 2 1 0
2

f t t t f t t t −
= + ⇒ = + = ⇔ =  . 

Bảng biến thiên 

. 

Để phương trình 2t t m+ = −  có ít nhất 1 nghiệm 0t <  thì 1 1 1;
4 4 4

m m m  − ≥ − ⇔ ≤ ⇔ ∈ −∞  
. 

Câu 31.   Tập các giá trị của tham số m  để phương trình 2 2
3 3log log 1 2 1 0x x m+ + − − =  có nghiệm trên 

đoạn 31;3 
   là 

A. ( ] [ );0 2;m∈ −∞ ∪ +∞ . B. [ ]0;2m∈ . 

C. ( )0;2m∈ . D. ( ) ( );0 2;m∈ −∞ ∪ +∞ . 

Lời giải 

Chọn B 

Xét phương trình 2 2
3 3log log 1 2 1 0x x m+ + − − =  trên 31;3 

  . 

Đặt 2
3log x t= . Khi đó 31;3x  ∈    nên [ ]0;3t∈ . 

Phương trình đã cho trở thành: 1 2 1t t m+ + = + . 

Đặt ( ) 1f t t t= + + , để phương trình có nghiệm trên [ ]0;3  ta có: 

[ ]
( )

[ ]
( ) ( )

0;3 0;3
min 2 1 max *f t m f t≤ + ≤  

Ta có ( ) 11 0
2 1

f t
t

′ = + >
+

, 0t∀ ≥ . Do đó ( )f t  đồng biến trên [ ]0;3  

Vậy ( ) ( ) ( )* 0 2 1 3 1 2 1 5 0 2f m f m m⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

Câu 32.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình 2 12 .2 2 2 0x xm m− − + − =  có hai 
nghiệm thực phân biệt trong đoạn [ ]1;2 . 

A. ( ]2;3m∈ . B. ( )2;3m∈ . C. [ ]2;4m∈ . D. [ )2;3m∈ . 
Lời giải 

Chọn A 
2 1 22 .2 2 2 0 2 2 .2 4 4 0x x x xm m m m− − + − = ⇔ − + − =  

Đặt 2xt = , 0t > . 
Khi đó phương trình đã cho trở thành:  



( )( ) ( )
2 2

2 4 4 0 2 2 2 0
2 2 **

t
t mt m t t m

t m
=

− + − = ⇔ − − + = ⇔  = −
 ( )* . 

Yêu cầu bài toán tương đương với ( )**  phải có một nghiệm thuộc ( ]2;4  
2 2 2 4 2 3m m⇔ < − ≤ ⇔ < ≤ .  

Câu 33.   Cho phương trình 4 2 2 4 0x xm m    , (m  là tham số thực). Tập hợp tất cả các giá trị của 

m  để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thuộc đoạn 1;1     là 

A. 5
4;

2

      
. B. 5

4;
2

 
    

. C. 5
4;

2

     
. D. 5

4;
2

     
. 

Lời giải 
Chọn D 
Phương trình đã cho tương đương với 

22 2 2 4 0x xm m      

Đặt 2xt = , vì 
1

1;1 ;2
2

x t
             

 

Yêu cầu bài toán trở thành tìm m  để phương trình  2 2 4 0 1t mt m     có hai nghiệm phân biệt 

thuộc đoạn 
1
;2

2

 
 
  

  

Phương trình  1    2 2 0t t m      

2

2

t

t m

     
 

Yêu cầu bài toán 
1 5

2 2 4;
2 2

m m
           

  

Câu 34.   Cho phương trình ( ) ( )2
2020 2020log 2020 2 log 2 0x m x m− + + − =  ( m  là tham số thực). Tổng tất 

cả các giá trị nguyên của m  để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thuộc đoạn 21;2020   là: 

A. 2   B. 4   C. 6   D. 3  
Lời giải 

Chọn B  
Xét phương trình ( ) ( ) ( )2

2020 2020log 2020 2 log 2 0 *x m x m− + + − =  
Điệu kiện 0x >  
Phương trình ( )* ⇔ ( ) ( )2

2020 20201 log 2 log 2 0x m x m+ − + + − =  

2
2020 2020log log 1 0x m x m⇔ − + − = 2020

1
2020

2020log 1
log 1 2020m

xx
x m x −

== 
⇔ ⇔  = − = 

 

Để phương trình đã cho có 2 nghiệm phân biệt trên đoạn 21;2020    thì: 

{ }
1

1 2

2020 2020 2 2
1;3

0 1 2 1 31 2020 2020

m

m

m m
m

m m

−

−

 ≠ ≠ ≠  ⇔ ⇔ ⇒ ∈  ≤ − ≤ ≤ ≤≤ ≤  
 

Vậy tổng các giá trị m nguyên là: 1 3 4.+ =  

Câu 35.   n  là số rự nhiên thỏa mãn phương trình 3 3 2cosx x nx−− =  có 2018  nghiệm. Tìm số nghiệm của 
phương trình 9 9 4 2cos 2x x nx−+ = + . 

A. 4036 . B. 2018 . C. 4035 . D. 2019 . 
Lời giải 



Chọn A 
9 9 4 2cos 2x x nx−+ = + 9 9 2.3 .3 2 2cos 2x x x x nx− −⇔ + − = +  

( )2 23 3 4cosx x nx−⇔ − =
( )
( )

3 3 2cos 1

3 3 2cos 2

x x

x x

nx

nx

−

−

 − =
⇔ 

− = −
 

Khi đó nếu ( )1  và ( )2  có nghiệm chung thì 3 3 3 3x x x x− −− = − 3 3x x−⇔ = 0x⇔ =  

Thay 0x =  vào ( )1  ta được 0 03 3 2cos 0− = 0 2⇔ = , tức là ( )1  và ( )2  không có nghiệm chung. 

Mặt khác ta thấy nếu 0x  là nghiệm của ( )1  thì 0x−  sẽ là nghiệm của ( )2  

Mà ( )1  có 2018  nghiệm nên ( )2  cũng có 2018  nghiệm. 
Vậy phương trình đã cho có 4036  nghiệm. 

Câu 36.   Cho phương trình 3 2 ln3 ln9e 2.e e 0x x x m+ +− + + = , với m  là tham số thực. Tất cả các giá trị  

của tham số m  để phương trình có nghiệm duy nhất là 
A. 0m <  hoặc 4m = .  B. 0m =  hoặc 4m < − . 
C. 4 0m− ≤ < . D. 0m >  hoặc 4m = − . 

Lời giải 

Chọn B 
Ta có: 

3 2 ln3 ln9e 2.e e 0x x x m+ +− + + = 3 2 ln3 ln9e 2.e .e e .e 0x x x m⇔ − + + = 3 2e 6.e 9.e 0x x x m⇔ − + + = . 
Đặt ext =  ( )0t > , phương trình tương đương với 3 26 9m t t t= − + − . 

Xét ( ) 3 26 9f t t t t= − + −  trên ( )0;+∞ . 

( ) 23 12 9f t t t′ = − + − , ( ) 0f t′ =
1
3

t
t
=

⇔  =
. 

Ta có bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên: với 0m =  hoặc 4m < −  thì phương trình có nghiệm duy nhất. 
Chú ý: 
Ta không lấy giá trị 0x =  nên tại 0m =  đường thẳng y m=  vẫn cắt đồ thị tại duy nhất một điểm 

(điểm tiếp xúc tại 3x = ). 

Câu 37.   Cho phương trình 3 2 ln3 ln9e 2.e e 0x x x m+ +− + + = , với m  là tham số thực. Tất cả các giá trị  

của tham số m  để phương trình có nghiệm duy nhất là 
A. 0m <  hoặc 4m = .  B. 0m =  hoặc 4m < − . 
C. 4 0m− ≤ < . D. 0m >  hoặc 4m = − . 

Lời giải 

Chọn B 
Ta có: 

3 2 ln3 ln9e 2.e e 0x x x m+ +− + + = 3 2 ln3 ln9e 2.e .e e .e 0x x x m⇔ − + + = 3 2e 6.e 9.e 0x x x m⇔ − + + = . 
Đặt ext =  ( )0t > , phương trình tương đương với 3 26 9m t t t= − + − . 

Xét ( ) 3 26 9f t t t t= − + −  trên ( )0;+∞ . 

( ) 23 12 9f t t t′ = − + − , ( ) 0f t′ =
1
3

t
t
=

⇔  =
. 



Ta có bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên: với 0m =  hoặc 4m < −  thì phương trình có nghiệm duy nhất. 
Chú ý: 
Ta không lấy giá trị 0x =  nên tại 0m =  đường thẳng y m=  vẫn cắt đồ thị tại duy nhất một điểm 

(điểm tiếp xúc tại 3x = ). 

Câu 38.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình ( )2

2 1
2

4 log log 0x x m− + =  có nghiệm 

thuộc khoảng ( )0;1 . 

A. ( ];0m∈ −∞ . B. 
1;
4

m  ∈ −∞  
. C. 

1 ;
4

m  ∈ +∞ 
. D. 

10;
4

m  ∈  
. 

Lời giải 

Chọn D 
Tập xác định ( )0;D = +∞ . 

Ta có ( ) ( )
2 2

2 1 2 2
2

4 log log 0 log log 0 x x m x x m− + = ⇔ + + = . 

Đặt 2logt x= , bài toán trở thành tìm m  sao cho 2 20 t t m t t m+ + = ⇔ + = −  có ít nhất 1 nghiệm 
0t < . 

Đặt 2 1( ) '( ) 2 1 0
2

f t t t f t t t −
= + ⇒ = + = ⇔ =  . 

BBT. 

. 

Để pt 2t t m+ = −  có ít nhất 1 nghiệm 0t <  thì 1 1 1;
4 4 4

m m m  − ≥ − ⇔ ≤ ⇔ ∈ −∞  
. 

Câu 39.   Tìm tất cả các giá trị của m  để phương trình ( )5 5log 25 logx m x− =  có nghiệm duy nhất. 

A. 
4

1 .
5

m =   B. 1m = . C. 
4

1
.1

5

m

m

≥

 =


  D. 1.m ≥  

Lời giải 
Chọn C  

PT 525 log 5x xm⇔ − = 5 0 2
5log

xt t t m= >→ − =  

Xét ( ) 2g t t t= −  trên ( )0;+∞  ta có bảng biến thiên: 



 

PT đã cho có nghiệm duy nhất 5 4

5

11log
4 5

log 0 1

mm

m m

 == − ⇔ ⇔ 
≥ ≥ 

 

Câu 40.   Cho phương trình ( ) ( )3 9 2 1 3 1 0x xm m m− + + − − = . Biết rằng tập các giá trị của tham số m  để 

phương trình có hai nghiệm phân biệt là một khoảng ( );a b . Tổng S a b= +  bằng 

A. 4. B. 6. C. 8. D. 10. 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 3xt = ( )0t > . 
Khi đó phương trình trở thành ( ) ( )23 2 1 1 0m t m t m− + + − − = ( )* . 
Phương trình ( )1 có 2  nghiệm x  phân biệt ⇔  phương trình ( )* có 2  nghiệm t  dương phân biệt 

( )

( )

2

3 0
2 2 0

2 1
0

3
1

0
3

m
m

m
m
m

m

− ≠
 − >
− +⇔  >

−
− +
 >

−

 

3
1

1
1 3

m
m
m

m

≠
 < −⇔  >
− < <

 1 3m⇔ < < . Khi đó, 
1
3

a
b
=

 =
 4S⇒ = . 

Câu 41.   Số giá trị nguyên của m để phương trình ( ) ( )2 2
3 9log 2 log 4 4 0x x m+ + − =  có 

nghiệm 1 3;
6 2

x  ∈  
 là 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn C 
Ta có phương trình tương đương với: ( ) ( )2

3 3log 2 log 2 4x x m+ + = . 

Đặt ( )3log 2t x=  với 1 3;
6 2

x  ∈  
( ]1;1t⇒ ∈ − .  

Phương trình đã cho trở thành 2 4t t m+ + = . 
Đặt ( ) 2 4f t t t= + + . 

Lập bảng biến thiên của ( )f t  trên ( ]1;1−   

 



Yêu cầu bài toán tương đương với: ( )1 151 6
2 4

f m f m − ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ 
 

. 

Vậy có 3 giá trị m  nguyên thỏa là 4, 5, 6. 

Câu 42.   Trong không gian 𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶𝑶, cho ba điểm 𝑴𝑴(𝟐𝟐;𝟑𝟑;−𝟏𝟏),𝑵𝑵(−𝟏𝟏;𝟏𝟏;𝟏𝟏),𝑷𝑷(𝟏𝟏;𝒎𝒎− 𝟏𝟏;𝟐𝟐). Tìm 𝒎𝒎 để 
tam giác 𝑴𝑴𝑵𝑵𝑷𝑷 vuông tại 𝑵𝑵. 

A. 𝑚𝑚 = 2. B. 𝑚𝑚 = −4. C. 𝑚𝑚 = −6. D. 𝑚𝑚 = 0.  
Lời giải 

Chọn D 

Có 𝑁𝑁𝑁𝑁�������⃗ = (3; 2;−2),𝑁𝑁𝑁𝑁������⃗ = (2;𝑚𝑚 − 2; 1). 

Để tam giác 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 vuông tại 𝑁𝑁 thì 𝑁𝑁𝑁𝑁�������⃗ .𝑁𝑁𝑁𝑁������⃗ = 0 ⇔ 6 + 2𝑚𝑚− 4 − 2 = 0 ⇔𝑚𝑚 = 0. 

Câu 43.   Cho phương trình ( )2 2
3 3log 1 2 log 3 4 0

9
x m x m m  + − + + − = 

 
 ( m  là tham số thực). Số các giá 

trị nguyên của m  để phương trình đã cho có 1 nghiệm duy nhất thuộc khoảng 1 ;3
3

 
 
 

 là 

A. 0. B. 3. C. 1. D. 2. 
Lời giải 

Chọn D 
Điều kiện: 0x > . 

( ) ( )2 2
3 3log 2 1 2 log 3 4 0pt x m x m m⇔ − + − + + − =  

( ) 32 2
3 3

3

log
log 2 3 log 3 0

log 3
x m

x m x m m
x m
=

⇔ − + + + = ⇔  = +
 

Ta có: ( )3
1 ;3 log 1;1
3

x x ∈ ⇔ ∈ − 
 

. 

Vậy để phương trình đã cho có 1 nghiệm duy nhất thuộc khoảng 1 ;3
3

 
 
 

 khi và chỉ 

khi
1 1 3 1 1

1 3 1 4 2
m m m

m m m
− < < ≤ + − < < 

⇔ ≤ − < + < − < < − 
. Kết hợp với m  nguyên nên { }3;0m∈ − .  

Câu 44.   Cho phương trình ( )2 2
3 3log 1 2 log 3 4 0

9
x m x m m  + − + + − = 

 
 ( m  là tham số thực). Số các giá 

trị nguyên của m  để phương trình đã cho có 1 nghiệm duy nhất thuộc khoảng 
1 ;3
3

 
 
 

 là 

A. 0. B. 3. C. 1. D. 2. 
Lời giải 

Chọn D 
Điều kiện: 0x > . 

( ) ( )2 2
3 3log 2 1 2 log 3 4 0pt x m x m m⇔ − + − + + − =  

( ) 32 2
3 3

3

log
log 2 3 log 3 0

log 3
x m

x m x m m
x m
=

⇔ − + + + = ⇔  = +
 

Ta có: ( )3
1 ;3 log 1;1
3

x x ∈ ⇔ ∈ − 
 

. 



Vậy để phương trình đã cho có 1 nghiệm duy nhất thuộc khoảng 
1 ;3
3

 
 
 

 khi và chỉ 

khi
1 1 3 1 1

1 3 1 4 2
m m m

m m m
− < < ≤ + − < < 

⇔ ≤ − < + < − < < − 
. Kết hợp với m  nguyên nên { }3;0m∈ − .  

Câu 45.   Cho phương trình ( )2
3 3log 1 log 2 2 0

9
x m x m− − + − =  ( m  là tham số thực). Tập hợp tất cả các 

giá trị của m  để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ]1;9  là 

A. ( )1;1− . B. [ )1;1− . C. [ ]1;1− . D. ( ]1; 1− . 

Lời giải 
Chọn B 
Điều kiện: 0x > . 

( ) ( ) ( )2
3 3

2
3 3log 2 1 log 2 2 0log 1 log 2 2 0

9
x m x xm m x m−− − + ⇔ +− − − − ==   

( )2
3 3log 3 log 2 2 0x m x m⇔ − + + + = 3

3

log 2
log 1

x
x m
=

⇔  = +
. 

Ta có: [ ] [ ]31;9 log 0;2x x∈ ⇔ ∈ . 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ]1;9  khi và chỉ khi 
0 1 2 1 1m m≤ + < ⇔ − ≤ < . 

Câu 46.   Cho phương trình 2
3 3log 4.log 3 0x x m− + − = . Tìm tất cả các giá trị nguyên của tham số m để 

phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt 1 2x x<  thỏa mãn 2 181 0.x x− <  
A. 3. B. 5. C. 4.D. 6.  

Lời giải 
Chọn A 
Đk: 0.x >  

Đặt 3log x t=  ta có phương trình 2 4. 3 0t t m− + − = (*) 

Để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt 1 2x x<  thì phương trình (*) có hai nghiệm phân biệt 

1 2t t< . 

Hay ( )' 4 3 7 0 7.m m m∆ = − − = − > ⇔ <  

Theo hệ thức Vi-et ta có 1 2

1 2

4
. 3

t t
t t m
+ =

 = −
 

Ta có 1 2
1 3 1 1 2 3 2 2log 3 ; log 3t tt x x t x x= ⇒ = = ⇒ =  

Khi đó 2
2 1 1 4

2 1 2 1 2 181 0 3 81.3 0 3 3 4 4
tt t tx x t t t t+− < ⇔ − < ⇔ < ⇔ < + ⇔ − <  

Suy ra ( )22 2
2 1 2 1 1 2( ) 16 4 16 ( 4) 4( 3) 16 3 0 3t t t t t t m m m− < ⇔ + − < ⇔ − − − < ⇔ − > ⇔ >  

Từ đó 3 7m< < mà m Z∈ nên { }4;5;6m∈ . 

Vậy có 3 giá trị của m thỏa mãn đề bài. 

Câu 47.   Giá trị nào của m để phương trình 2 2
2 2log log 1 2 1 0x x m+ + − − =  có ít nhất một nghiệm thuộc 

đoạn 31;2 
   

A. 1 2m≤ ≤ . B. 0 2m≤ ≤ . C. 3 8m≤ ≤ . D. 1 16m≤ ≤  
Lời giải 



Chọn B. 
Đặt 2

3
log 1t x   do 3 3

2 2 2 21;2 log 1 log log 2 0 log 3x x x ∈ ⇒ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤   

[ ]

2 2 2
2 2 20 log 3 1 log 1 4 1 log 1 2

1;2 .

x x x

t

⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ + ≤

⇒ ∈  

Do vậy bài toán trở thành tìm m để phương trình 21 1
1

2 2
t t m   (1) có ít nhất nhất một nghiệm 

thuộc đoạn [ ]1;2 .  

Xét hàm số 21 1
( ) 1

2 2
f t t t   trên đoạn [ ]1;2

 
 

Để phương trình (1) có nghiệm trên đoạn [ ]1;2 khi và chỉ khi 
[ ] [ ]1;2 1;2

( ) ( )
x x
Min f x m Max f x
∈ ∈

≤ ≤
 

Do hàm số ( )f x đồng biến trên đoạn [ ]1;2  nên (1) (2) 0 2.f m f m≤ ≤ ⇔ ≤ ≤
 

Vây giá trị cần tìm của m là 0 2.m≤ ≤   

Câu 48.   Cho phương trình ( )2
3 3 3log 4log 5 log 1x x m x− − = +  với m  là tham số thực. Tìm tất cả các 

giá trị của m  để phương trình có nghiệm thuộc [ )27;+∞ . 

A. 0 2m< < . B. 0 2m< ≤ . C. 0 1m≤ ≤ . D. 0 1m≤ < . 
Lời giải 

Chọn d 

Đặt 3logt x= , với 27 3x t≥ ⇒ ≥ . 

Phương trình trở thành ( )2 4 5 1 .t t m t− − = +  ( )* Điều kiện xác định: 
1

5
t
t
≤ −

 ≥
. 

+) Với 0m <  thì phương trình vô nghiệm, do 
2 4 5 0, 5.
1 0

t t t
t

 − − ≥ ∀ ≥
+ >

 

+) Với 0m = , ta có 2 4 5 0t t− − = ⇔
 = −
 =

1 ( )
.

5 ( )
t loaïi
t thoûa maõn

 

+) Với 0m >  thì ( ) ( )22 2* 4 5 1t t m t⇔ − − = + ( ) ( )2 2 2 21 2 4 5 0m t m t m⇔ − − + − − = . (**) 
Nếu 1 1m t= ⇒ = −  không thỏa mãn. 

Nếu 1m ≠ , ta có (**) ( ) ( )2 21 1 5 0t m t m ⇔ + − − − = ⇔   
 = −


+ =
 −

2

2

1 ( )
5

1

t loaïi
mt

m

. 

Do đó, PT đã cho có nghiệm
2 2

2 2

5 65 0 1 1
1 1
m m m

m m
+

⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ − < <
− −

, kết hợp 0m >  suy ra 0 1m< < . 

Vậy với 0 1m≤ <  thì phương trình đã cho có nghiệm thuộc [27; )+∞ . 
Câu 49.   Giá trị của m  để phương trình ( )2

2 3 2 3log 1 log 0x mx m x
+ −

+ + − + =  có nghiệm duy nhất là 

A. 5m > − . B. 2m < − . C. 3m > − . D. 1m < . 
Lời giải 

Chọn D 

Điều kiện: 
( ) ( )2

00 0 0
1 . 1 0 1 11 0

xx x x
x m x x m x mx mx m
>>   > > ⇔ ⇔ ⇔   + − + > > − > −+ + − >   

 

0
1

1
1

x
m

x m
m

 >
 ≥⇔  > − <

. 

( )2
2 3 2 3log 1 log 0x mx m x
+ −

+ + − + = ( )2
2 3 2 3

1log 1 log 0x mx m
x+ +

⇔ + + − + = . 



2 1 1x mx m
x

+ + −
⇔ = ⇔

21
1

x xm
x
+ −

=
+

.  

Đặt ( )
21

1
x xf x

x
+ −

=
+

. 

( ) ( )
( )2

2
0

1
x x

f x
x
+

′⇒ = − <
+

 với 0x >  và ( )lim
x

f x
→+∞

= −∞ . 

Trường hợp 1: ( )0 1x m> ≥  

 

Để phương trình đã cho có nghiệm duy nhất thì: 
1

(0) 1
m
m f
≥

 < =
 (Vô nghiệm). 

Trường hợp 2:  

 

Để phương trình đã cho có nghiệm duy nhất thì: 
( )

2

1 1
111 01

22

m m
mmm mm f m

mm

< < 
 ⇔ ⇔ <− − − << − =  −−

  

Vậy giá trị m  cần tìm là: 1m < . 

Câu 50.   Số giá trị nguyên của tham số m  để phương trình ( ) ( )22log 1 log 8x mx− = −  có hai nghiệm 

phân biệt. 
A. Vô số. B. 4 . C. 3 . D. 5 . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có 

( ) ( ) ( )22

1
log 1 log 8 92

x
x mx

m x g x
x

>
− = − ⇔ 

= − + =

. 

( )
2 9 0 3xg x x
x
−′ = = ⇔ = . 

 
Phương trình có 2 nghiệm phân biệt 4 8m⇔ < < . 
Do m  là số nguyên nên có 3 giá trị thỏa đề. Đáp án C. 



Câu 51.   Số giá trị nguyên của tham số m  để phương trình ( ) ( )22log 1 log 8x mx− = −  có hai nghiệm 

phân biệt. 
A. Vô số. B. 4 . C. 3 . D. 5 . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có 

( ) ( ) ( )22

1
log 1 log 8 92

x
x mx

m x g x
x

>
− = − ⇔ 

= − + =

. 

( )
2 9 0 3xg x x
x
−′ = = ⇔ = . 

 
Phương trình có 2 nghiệm phân biệt 4 8m⇔ < < . 
Do m  là số nguyên nên có 3 giá trị thỏa đề. Đáp án C. 

Câu 52.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để phương trình 2 2
5 5log log 1 2 1 0x x m+ + − − =  có 

nghiệm thuộc đoạn 2 21;5 
   

A. 6 B.5 C. 7 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn A 
Điều kiện: 0x >  
Đặt 2

5log 1t x= + , khi 2 21;5x  ∈    thì [ ] [ ]2
5 5log 0;2 2 log 1 1;9 1;3x x t ∈ ⇔ + ∈ ⇔ ∈   

Bài toán trở thành: Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để phương trình ( )2 2 2 0 *t t m+ − − =  

có nghiệm thuộc đoạn [ ]1;3 . 
Ta có: 2 21 12 2 0 1

2 2
t t m m t t+ − − = ⇔ = + −  

Đặt: [ ] ( ) [ ]21 1 1( ) 1 0; 1;3 0, 1;3
2 2 2

g t t t t g t t t′= + − = ∈ ⇒ = + > ∀ ∈  

Ta có bảng biến thiên sau: 

 



Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình 21 1 1
2 2

m t t= + −  có nghiệm thuộc đoạn 

[ ] [ ]1;3 0;5m⇔ ∈  
Với { }0;1;2;3;4;5m m∈ ⇒ ∈ . 
Vậy có 6 giá trị nguyên của tham số m thỏa mãn điều kiện của đề bài. 

Câu 53.   Bất phương trình 2 22.5 5.2 133. 10x x x+ ++ ≤  có tập nghiệm là [ ];S a b= . Tính 2b a−  ? 

A. 6.  B. 10.  C. 12.   D. 16.  
Lời giải 

Chọn B  

Ta có: 2 22.5 5.2 133. 10 50.5 20.2 133 10x x x x x x+ ++ ≤ ⇔ + ≤  chia hai vế bất phương trình cho 5x  ta 

được: 20.2 133 10 2 250 50 20. 133.
5 5 5 5

xxx x

x x

  + ≤ ⇔ + ≤        
 (1) 

Đặt 2 , ( 0)
5

x

t t
 

= ≥  
 

 phương trình (1) trở thành: 2 25220 133 50 0
5 4

t t t− + ≤ ⇔ ≤ ≤  

Khi đó ta có: 
2 42 2 25 2 2 2 4 2

5 5 4 5 5 5

x x

x
−       ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤               

 nên 4, 2a b= − =  

Vậy 2 10b a− =  
Câu 54.   Tìm tất cả các giá trị thực của m để phương trình  có hai 

nghiệm  thỏa  
A. 2m = − . B. 1m = − . C.  1m . D. 2m =  

Lời giải 
Chọn C 
Đặt 3logt x= . Phương trình trở thành: 2 ( 2) 3 1 0t m t m− + + − = (*) 

( ) ( )2 22 4 3 1 8 8m m m m∆ = + − − = − +   
Với ( )1 2 3 1 2 3 1 3 2. 27 log . 3 log log 3x x x x x x= ⇒ = ⇒ + =  

ycbt⇔(*) có hai nghiệm t thỏa 1 2 3t t+ =
4 2 2

0
4 2 22 3

1

m

mS m
m

 ≥ +
∆ ≥ 

⇔ ⇔  ≤ −= + = 
=

Vậy m= 1 

Câu 55.   Phương trình 14 2.6 .9 0x x xm+ − + =  có 2  nghiệm thực phân biệt nếu 

A. 0m > . B. 0m < . C. 10
4

m< < . D. 1
4

m < . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: ( )
2

1 2 24 2.6 .9 0 4 2 0 1
3 3

x x
x x xm m+    − + = ⇔ ⋅ − ⋅ + =   

   
. 

Đặt 2 0
3

x

t  = > 
 

 phương trình trở thành: ( )24 2 0 2t t m− + = . 

Phương trình ( )1  có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi phương trình ( )2  có hai nghiệm dương phân 
biệt 

2
3 3log ( 2) log 3 1 0x m x m− + + − =

1 2,x x 1 2. 27x x =



1 4 0
1

1 10 04
2 40

0
4

m
m

S m
m

mP


′∆ = − >

 < ⇔ = > ⇔ ⇔ < < 
  > = >

. 

Câu 56.   Cho phương trình ( )2
3 3 3log 4log 5 log 1x x m x− − = +  với m  là tham số thực. Tìm tất cả các 

giá trị của m  để phương trình có nghiệm thuộc [ )27;+∞ . 

A. 0 2m< < . B. 0 2m< ≤ . C. 0 1m≤ ≤ . D. 0 1m≤ < . 
Lời giải 

Chọn D 
Đặt 3logt x= , với 27 3x t≥ ⇒ ≥ . 

Phương trình trở thành ( )2 4 5 1 .t t m t− − = +  ( )*  

Điều kiện xác định: 
1

5
t
t
≤ −

 ≥
. 

+) Với 0m <  thì phương trình vô nghiệm, do 
2 4 5 0, 5.
1 0

t t t
t

 − − ≥ ∀ ≥
+ >

 

+) Với 0m = , ta có 2 4 5 0t t− − = ⇔
 = −
 =

1 ( )
.

5 ( )
t loaïi
t thoûa maõn

 

+) Với 0m >  thì ( ) ( )22 2* 4 5 1t t m t⇔ − − = + ( ) ( )2 2 2 21 2 4 5 0m t m t m⇔ − − + − − = . (**) 

Nếu 1 1m t= ⇒ = −  không thỏa mãn. 

Nếu 1m ≠ , ta có (**) ( ) ( )2 21 1 5 0t m t m ⇔ + − − − = ⇔   
 = −


+ =
 −

2

2

1 ( )
5

1

t loaïi
mt

m

. 

Do đó, phương trình đã cho có nghiệm 
2 2

2 2

5 65 0 1 1
1 1
m m m

m m
+

⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ − < <
− −

, kết hợp 0m >  suy ra 

0 1m< < . 
Vậy với 0 1m≤ <  thì phương trình đã cho có nghiệm thuộc [27; )+∞ . 

Câu 57.   Tìm m để phương trình ( ) ( ) ( )22
1 1
2 2

11 log 2 4 5 log 4 4 0
2

m x m m
x

− − + − + − =
−  

có nghiệm trên 5 ,4 .
2
 
  

 

A. 73
3

m− ≤ ≤ . B. m∈ . C. m∈∅ . D. 73
3

m− < ≤ . 

Lời giải 
Đáp án: A 

Đặt ( )1
2

log 2t x= − . Do [ ]5 ;4 1;1
2

x t ∈ ⇒ ∈ −    
PT trở thành: ( ) 24 1 4( 5) 4 4 0m t m t m− + − + − = ( ) ( )21 5 1 0m t m t m⇔ − + − + − =  

( )2 21 5 1m t t t t⇔ + + = + + ( )
2

2

5 1 1
1

t tm
t t
+ +

⇔ =
+ +

 

Xét ( )
2

2

5 1
1

t tf t
t t
+ +

=
+ +

 với [ ]1;1t∈ −  



( )
( )

2

22

4 4 0
1

tf t
t t

−′ = ≥
+ +

[ ]1;1t∀ ∈ − ⇒  Hàm số đồng biến trên đoạn [ ]1;1−  

Phương trình đã cho có nghiệm ( ) 7( 1) 1 3 .
3

f m f m⇔ − ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤  

Câu 58.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình 2 12 .2 2 2 0x xm m− − + − =  có hai 

nghiệm thực phân biệt trong đoạn [ ]1;2 . 

A. ( ]2;3m∈ . B. ( )2;3m∈ . C. [ ]2;4m∈ . D. [ )2;3m∈ . 

Lời giải 
Chọn A 

2 1 22 .2 2 2 0 2 2 .2 4 4 0x x x xm m m m− − + − = ⇔ − + − =  
Đặt 2xt = , 0t > . 

Khi đó phương trình đã cho trở thành:  

( )( ) ( )
2 2

2 4 4 0 2 2 2 0
2 2 **

t
t mt m t t m

t m
=

− + − = ⇔ − − + = ⇔  = −
 ( )* . 

Yêu cầu bài toán tương đương với ( )**  phải có một nghiệm thuộc ( ]2;4  

2 2 2 4 2 3m m⇔ < − ≤ ⇔ < ≤ .  

Câu 59.   Gọi  là tập các giá trị của tham số  để phương trình  có đúng hai 

nghiệm thuộc khoảng . Tổng  là 

A. . B.  C. . D. . 

Lời giải 
Chọn D 

Đặt xt e= ; ( )0;ln 5x∈  tương ứng ( )1;5t∈ . 

Phương trình thành 22 8t t m− = . 
Xét hàm số ( ) 22 8f t t t= −  với ( )1;5t∈  có ( ) 4 8f t t′ = −  

 
Khi đó, phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thuộc khoảng ( )0;ln 5  khi phương trình 

( )f t m=  có hai nghiệm ( )1;5t∈  8 6m⇔ − < < − . 

Câu 60.   Cho phương trình ( )2 2
2 2log 4 log 12 0− + − =x m x m  ( m  là tham số thực). Số giá trị nguyên 

dương của m  để phương trình đã cho có nghiệm duy nhất thuộc nửa khoảng [ )1;2  là 

A. Vô số. B. 9. C. 7. D. 8 . 
Lời giải 

Chọn D 

( );a b m 22 8 0x xe e m− − =

( )0;ln 5 a b+

2 4 6− 14−



Điều kiện: 0x > . 
( )2

2 2

2
2 2 2

4 1 log log 12 0

4log 8log log 8 0(*)

⇔ + − + − =

⇔ + − + − =

pt x m x m

x x m x m
  

Đặt 2logt x= , vì [ )1;2∈x nên [ )0;1t∈   

Khi đó (*) trở thành 24 8 8 ( 1)t t m t+ − = −  
24 8 8

( )
1

t t
m f t

t
+ −

⇔ = =
−

  

Xét hàm số ( )f t  trên [ )0;1 , ta có 
( )

2

2

04 8
( ) 0

21

tt t
f t

tt

=−′ = = ⇔  =− 
  

BBT  

 
Từ BBT suy ra PT có nghiệm duy nhất thuộc[ )1;2  khi và chỉ khi đường thẳng y m=  cắt đồ thị hàm số 

[ )( ), 0;1y f t t= ∈  tại đúng 1 điểm 8m⇔ ≤ . Vậy, có 8 giá trị nguyên dương m thỏa ycbt 

Câu 61.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình 2 12 .2 2 2 0x xm m− − + − =  có hai 
nghiệm thực phân biệt trong đoạn [ ]1;2 . 

A. ( ]2;3m∈ . B. ( )2;3m∈ . C. [ ]2;4m∈ . D. [ )2;3m∈ . 
Lời giải 

Chọn A 
2 1 22 .2 2 2 0 2 2 .2 4 4 0x x x xm m m m− − + − = ⇔ − + − =  

Đặt 2xt = , 0t > . 
Khi đó phương trình đã cho trở thành:  

( )( ) ( )
2 2

2 4 4 0 2 2 2 0
2 2 **

t
t mt m t t m

t m
=

− + − = ⇔ − − + = ⇔  = −
 ( )* . 

Yêu cầu bài toán tương đương với ( )**  phải có một nghiệm thuộc ( ]2;4  
2 2 2 4 2 3m m⇔ < − ≤ ⇔ < ≤ .  

Câu 62.   Cho phương trình ( ) ( )2
3 32log  7  log 9 20 4 0+ − + − =x m x m . (m là tham số thực). Tập hợp tất cả 

giá trị của m để phương trình có 2 nghiệm phân biệt 1 2,x x  thỏa 1 23< <x x  là 

A. [ )1;+∞ . B. ( )2;+∞ . C. ( )1;− +∞ . D. ( )1;+∞  
Lời giải 

Chọn D 

Phương trình đã cho tương đương ( )2
3 32log  7  (log 2) 20 4 0+ − + + − =x m x m   

( )2
3 32log  7  log 6 2 0 ⇔ + − + − =x m x m .  

Đặt 3log=t x . Khi đó phương trình trở thành ( )22 7 6 2 0+ − + − =t m t m  (1) 

Ta dễ dàng nhẩm được 1 nghiệm của phương trình (1) là 2=t  nên nghiệm còn lại là 3
2
−

=
mt . 

Ta có 1 2 3 1 3 3 2 1 23  log log 3 log 1< < ⇔ < < ⇔ < <x x x x t t . 
Vậy ta đã có 1 nghiệm 2 2 1= >t  nên phương trình có 2 nghiệm thỏa điều kiện khi và chỉ khi 
3 1 1

2
mt m−

= < ⇔ >   



Câu 63.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình 2
3 3log 3 log 1 0x x m+ + − =  có đúng 2 

nghiệm phân biệt thuộc khoảng ( )0;1 . 

A. 90
4

m< < . B. 9
4

m > . C. 10
4

m< < . D. 9
4

m > − . 

Lời giải 
Chọn A 
Điều kiện: 0x > . 
Đặt ( ) ( )3log 0;1 ;0t x x t= ⇒ ∈ ⇒ ∈ −∞  

Khi đó ta có phương trình: ( )22
3 3 3 3 3log 3 log 1 0 log 3 log log 1x x m x x m+ + − = ⇔ + + − = −  

2 2
3 3log 3log 3x x m t t m⇔ + = − ⇔ + = −  (*) 

Phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thuộc ( )0;1 ⇔  phương trình ẩn t có hai nghiệm phân biệt 

thuộc ( );3−∞ . 

Xét hàm số: 2 3y t t= +  trên ( );3−∞  ta có: ' 2 3y t= +  

3' 0 2 3 0
2

y t t⇒ = ⇔ + = ⇔ = − . 

Ta có BBT: 

 
Để phương trình (*) có 2 nghiệm phân biệt thuộc ( );0−∞  thì đường thẳng y m=  cắt đồ thị hàm số 

( )y f t=  tại hai điểm phân biệt thuộc ( ) 9 9;0 0 0
4 4

m m−∞ ⇒ − < − < ⇔ < < . 

Câu 64.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình  

( ) ( )2 2 22 2 1 2 4 29.9 2 1 15 4 2 5 0x x x x x xm m− − + − +− + + − =  có 2 nghiệm thực phân biệt. 

A. 1 1
2

m< <   B. 3 6
2

m +
>  hoặc 3 6

2
m −
<   C. 1m >  hoặc 1

2
m <  

 D. 3 6 3 6
2 2

m− +
< <   

Lời giải 
Đáp án A 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 1 2 4 2

2 1 2 1 2 4 2

2 2
1 1 1 1

9.9 2 1 15 4 2 5 0

9 2 1 15 4 2 5 0

3 2 1 3 .5 4 2 5 0

x x x x x x

x x x x x x

x x x x

m m

m m

m m

− − + − +

− + − + − +

− − − −

− + + − =

⇔ − + + − =

⇔ − + + − =

  

( )

( )
( )2 22

1 13 32 1 4 2 0
5 5

x x

m m
− −     ⇔ − + + − =   

     
 (1) 

Đặt 
( )

( ) ( )( )
21

2 23 , (1) 2 1 4 2 0 2 2 1 0
2 15

x t
t t m t m t t m

t m

− =  = ⇔ − + + − = ⇔ − − + = ⇔   = −  
  



Chú ý rằng với 
( )

( )
21

2
3
5

32 2 1 log 2
5

x

t x
−

 = ⇔ = ⇔ − = 
 

, mà 3
5

log 2 0<  và ( )21 0x − ≥  nên phương 

trình này vô nghiệm 

Do đó 
( )213(1) 2 1

5

x

m
−

 ⇔ = − 
 

 (2) 

Xét hàm ( )
( )213

5

x

f x
−

 =  
 

 có ( )
( )

( ) ( )
213 3' .ln .2 1 , ' 0 1

5 5

x

f x x f x x
−

   = − = ⇔ =   
   

  

Bảng biến thiên hàm số ( )f x   

 
Dựa vào bảng biến thiên hàm ( )f x , ta thấy để phương trình (1) có 2 nghiệm thực x  phân biệt thì 

phương trình (2) phải có duy nhất 1 nghiệm thuộc khoảng ( )0;1 , nghiệm còn lại (nếu có) khác 1. Số 

nghiệm của (2) là số giao điểm của đồ thị hàm số 
( )213

5

x

y
−

 =  
 

 và đường thẳng 2 1y m= −  nên điều kiện 

của m thỏa mãn là 10 2 1 1 1
2

m m< − < ⇔ < <   

Câu 65.   Cho phương trình ( ) ( )2
2 2log 2 3 2 2 log 1x m x m x − − + − = +  , với m  là tham số. Có bao nhiêu 

giá trị nguyên của m  thuộc khoảng ( )0;8  để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt. 

A. 6 . B. 5 . C. 7 . D. 0 . 
Lời giải 

Chọn B 

Điều kiện xác định 1x > − . 

Khi đó phương trình trở thành 

( )2 2 3 2 2 1x m x m x− − + − = + , 1x∀ > − . 

( )( )1 2 3 0x x m⇒ − − + = , 1x∀ > −  

1
2 3

x
x m
=

⇒  = −
, 1x∀ > − . 

Phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thì 

( ) { }0;81 2 3 1 1 2 3;4;5;6;7m
mm m m∈
∈− < − ≠ ⇒ < ≠ → ∈ . 

Vậy có 5 giá trị nguyên thỏa mãn. 

Câu 66.   Phương trình 3 3 3 3 4 4 33 3 3 3 10x x x x+ − + −+ + + = có tổng các nghiệm là bao nhiêu? 
A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 0  

Lời giải 



Chọn D 
3 3 3 3 4 4 33 3 3 3 10x x x x+ − + −+ + + = ( )1  

( ) ( )3 3 3 3
3 3

27 81 1 11 27.3 81.3 10 27. 3 81. 3 10    1'
3 3 3 3

x x x x
x x x x

   ⇔ + + + = ⇔ + + + =   
   

 

Đặt 1 13 2 3 . 2
3 3

x x
x x

Côsi
t = + ≥ =  

3
3 3 2 3 3

2 3 3

1 1 1 1 13 3 3.3 . 3.3 . 3 3
3 3 3 3 3

x x x x x
x x x x xt t t ⇒ = + = + + + ⇔ + = − 

 
 

Khi đó: ( ) ( ) ( )
3

3 3 3 10 101' 27 3 81 10 2  
27 3

t t t t t N⇔ − + = ⇔ = ⇔ = >  

Với ( )10 1 103    1''
3 3 3

x
xt = ⇒ + =  

Đặt 3 0xy = > . Khi đó: ( )
( )

( )
2

3  
1 101'' 3 10 3 0 13  

3

y N
y y y

y y N

=
⇔ + = ⇔ − + = ⇔  =


 

Với 3 3 3 1xy x= ⇒ = ⇔ =  

Với 1 13 1
3 3

xy x= ⇒ = ⇔ = −  

Suy ra tổng các nghiệm bằng 0  
Câu 67.   Tính tổng tất cả các giá trị nguyên của tham số m  để phương trình ( ) ( )22log 1 log 8x mx− = −  

có hai nghiệm phân biệt? 
A. 12. B. 21. C. 18. D. 15 

Lời giải 
Chọn C  

Điều kiện: 
1

8
x
mx
>

 >
 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 22log 1 log 8 1 log 1 log 8x mx x mx− = − ⇔ − = −  

( ) ( )2 2 91 8 2 9 2 1⇔ − = − ⇔ − + = ⇔ − + = >x mx x x mx x m do x
x

 (2) 

Phương trình (1) có 2 nghiệm thực phân biệt ⇔  Phương trình (2) có 2 nghiệm thực phân biệt lớn hơn 
1 (*) 

Xét hàm số 92 , 1= − + >y x x
x

 có 2
9' 1 0 3= − = ⇔ =y x
x

 

Bảng biến thiên: 

 
(*) 4 8m⇔ < < . Mà { }5;6;7m m∈ ⇒ ∈ . 

Câu 68.   Cho phương trình ( ) ( ) ( )2 2 2
2 5log 1 .log 1 log 1 .mx x x x x x− − − − = + −  Có bao nhiêu giá trị 

nguyên dương khác 1 của m  sao cho phương trình đã cho có nghiệm x  lớn hơn 2 ? 
A. Vô số. B. 3 . C. 2 . D. 1. 

 

 

x          1               3                    +∞  
y’ -          0          + 
y                                                +∞                        

           8                         
                          4                                                  

 



Lời giải 

Chọn D  

Điều kiện xác định: 2 1x x> − 1x⇔ ≥ . 

Đặt ( )2
2log 1t x x= − −  thì 

2

2

1
11 .

ln 21

x
xt

x x

−
−′ =

− − ( )
2

2 2

1 1.
ln 21 1

x x

x x x

− −
=

− − −
 

2

1 0
1ln 2x

−
= <

−
 

BBT:  

 
Do 2x > ( )2log 2 3t⇒ < − . 

Phương trình trở thành 5
1.log 2 log
2

t
m tt = 5.log 2 log 2mt⇔ = − 5

1log m
t

⇔ = −  

Ycbt 
( )5

2

1log
log 2 3

m < −
−

( )2

1
log 2 35m

−
−

⇔ < . Do *m∈  và 1m ≠  nên 2m = . 

Câu 69.   Cho phương trình 2 2 2
4 2log 2 2 2 log 2 .x x m        Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  

để phương trình vô nghiệm? 

Câu 70.  #A. 3.   B. 4.  C. 5.   D. 6.  
Lời giải 

Chọn B 
Điều kiện: 2.m  Phương trình  2

4 2log 2 2 log 2x m      
  

 2 2

2 2 2 2 4
log 2 2 log 2 2 2 2 .

2 2 2 2

x x
x x

x x

m m
m m

m m

                     
  

Phương trình vô nghiệm 4 0 4
0 4.

0 0
m m

m
m m

               
 

 2 0;1;3;4 .m
m m
    

Câu 71.   Biết rằng phương trình ( )2
3 3log 2 log 3 1 0x m x m− + + − =  có hai nghiệm 1 2,x x  thỏa mãn 

1 2 27x x = .  

Khi đó tổng 1 2x x+  bằng? 

A. 34
3

. B. 6 . C. 1
3

. D. 12 . 

Lời giải 
Chọn D 
Xét: ( )2

3 3log 2 log 3 1 0x m x m− + + − =  ( )1  
Đk: 0x > . 



Đặt 3log 3tt x x= ⇒ = . 
Phương trình ( )1  trở thành: ( )2 2 3 1 0t m t m− + + − =  ( )2 . 

Phương trình ( )1  có hai nghiệm 1 2,x x  khi và chỉ khi phương trình ( )2  có hai nghiệm phân biệt 

2

0 1 0 4 2 2
0 8 8 0 4 2 2

a m
m m m

≠ ≠ < − 
⇔ ⇔ ⇔  ∆ > − + > > +  

. 

Xét 1 2
1 2 1 227 3 27 3 2 3 1t tx x t t m m+= ⇔ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ =  (nhận). 

Thay 1m =  vào ( )2 , ta được: 1 12

2 2

1 3
3 2 0

2 9
t x

t t
t x
= = 

− + = ⇔ ⇔ = = 
. 

Câu 72.   Cho phương trình ( ) ( )2 2
10log 10 2 log log 10 0xx m x x− − = . Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị 

nguyên của [ ]20;20m∈ −  để phương trình đã cho có đúng 3 nghiệm phân biệt. Số phần tử của tập S  là: 

A. 20 . B. 21. C. 38 . D. 19 . 
Lời giải 

Đáp án: A 

Điều kiện xác định: 
00
110 1

10

xx
x x

>> ⇔ ≠ ≠ 

. 

Ta có: ( ) ( )2 2
10log 10 2 log log 10 0xx m x x− − = .  

( ) ( )2 log1 log 2 1 2log 0
1 log

xx m x
x

⇔ + − − + =
+

 (1) 

Đặt: logt x= , { }\ 1t∈ − .  

Phương trình ( )1  trở thành:  

( ) ( ) ( )
2 3 2

2

021 1 2 0 2 0
2 0 21

tmtt t t t mt
f t t t mt
=

+ − − − = ⇔ + − = ⇔  = + − =+ 
 

Nhận xét: với mỗi giá trị của t  ta có duy nhất một giá trị của x ⇒yêu cầu bài toán tương đương với 
tìm m  để phương trình ( )2  có hai nghiệm phân biệt khác 0  và 1− . 

Suy ra: ( )
( )

1 8 0 1
0 2 0 8

01 2 0

m
m

f m
mf m

∆ = + >  > −= − ≠ ⇔ 
  ≠− = − ≠

. 

Vì m∈  và [ ]20;20m∈ −  nên { }1;2;...;20m∈ . Vậy có 20 giá trị của m . 

Câu 73.   Cho phương trình ( )2
2 2log 2 log 5 1 0x m x m− + + + =  (với m  là tham số thực). Tập hợp tất cả 

các giá trị của m  để phương trình đã cho có ít nhất một nghiệm thuộc [ )16;+∞  là 

A. ( ] [ ); 8 17;−∞ − ∪ +∞ . B. [ ]8;17− . C. [ ]9;16− .

 D. ( ] [ ); 9 16;−∞ − ∪ +∞ . 

Lời giải 
Chọn D 
Ta đặt 

2logt x= , vì [ )16;x∈ +∞  nên [ )4;t∈ +∞ . 

Phương trình đã cho trở thành ( ) ( )2 2 5 1 0 *t m t m− + + + = . 



Để phương trình ban đầu có ít nhất một nghiệm [ )16;x∈ +∞  thì phương trình ( )*  có ít nhất một nghiệm 

[ )4;t∈ +∞ . 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2* 2 5 1 0 5 2 1 5 2 1 **t mt t m m t t t m t t t⇔ − − + + = ⇔ − = − + − ⇔ − = − + . 

Với 5t = thì phương trình ( )**  trở thành 0 16( )sai= .  

Suy ra 5t =  không phải là nghiệm của ( )** . 

( )
2 2 1**

5
t tm

t
− +

⇔ =
−

. 

Đặt ( ) ( )
( )

( )
[ )
[ )

2 2

2

1 4;2 1 10 9 0
5 9 4;5

tt t t tf t f t f t
t tt

 = ∉ +∞− + − +′ ′= ⇒ = ⇒ = ⇔ 
− = ∈ +∞− 

. 

Bảng biến thiên 

 

Dựa vào bảng biến thiên suy ra: 
9

16
m
m
≤ −

 ≥
. 

Câu 74.   Tìm m  để phương trình 2 2
2 2log log 3x x m− + =  có nghiệm [1;8]x∈ . 

A. 6 9m≤ ≤  B. 2 3m≤ ≤  C. 2 6m≤ ≤  D. 3 6m≤ ≤  
Lời giải 

Chọn C 
2 2

2 2log log 3x x m− + =  (1) 
 Điều kiện: 0x >  (*) 
pt (1) ( )2

2 2log 2 log 3x x m− +⇔ =  
Cách 1: (Tự luận) 
 Đặt 2logt x= , với [1;8]x∈  thì [0;3]t∈ . 
Phương trình trở thành: 2 2 3t t m− + =  (2) 
 Để phương trình (1) có nghiệm [1;8]x∈  
⇔  phương trình (2) có nghiệm [0;3]t∈  

⇔  
[0;3] [0;3]
min ( )    max ( )f t m f t≤ ≤ , trong đó 2( ) 2 3f t t t= − +  

⇔ 2 6m≤ ≤ . (bấm máy tính) 
Cách 2: Thử các đáp án. 
 Chọn 2m = , ta có phương trình: ( )2

2 2 2log 2log 1 0  log 1  2 [1;8]x x x x− + = ⇔ = ⇔ = ∈  
 2m⇒ =  thỏa mãn ycbt ⇒  loại các đáp án A và D . 

 Chọn 6m = , ta có phương trình: ( )2 2
2 2

2

1log 1 [1;8]
log 2log 3 0   2

log 3 8 [1;8]

x x
x x

x x

= − = ∉ − − = ⇔ ⇔ = = ∈

 

 6m⇒ =  thỏa mãn ycbt ⇒  loại đáp án B . 
Vậy chọn đáp án C . 



Câu 75.   Cho phương trình ( )2
3 3 3log 4log 5 log 1x x m x− − = +  với m  là tham số thực. Tìm tất cả các 

giá trị của m  để phương trình có nghiệm thuộc [ )27;+∞ . 

A. 0 2m< < . B. 0 2m< ≤ . C. 0 1m≤ ≤ . D. 0 1m≤ < . 

Lời giải: 
Đặt 3logt x= , với 27 3x t≥ ⇒ ≥ . 

Phương trình trở thành ( )2 4 5 1 .t t m t− − = + ( )*  

Điều kiện xác định: 
1

5
t
t
≤ −

 ≥
. 

+) Với 0m <  thì phương trình vô nghiệm, do 
2 4 5 0, 5.
1 0

t t t
t

 − − ≥ ∀ ≥
+ >

 

+) Với 0m = , ta có 2 4 5 0t t− − = ⇔
 = −
 =

1 ( )
.

5 ( )
t loaïi
t thoûa maõn

 

+) Với 0m > thì ( ) ( )22 2* 4 5 1t t m t⇔ − − = + ( ) ( )2 2 2 21 2 4 5 0m t m t m⇔ − − + − − = . (**) 

Nếu 1 1m t= ⇒ = −  không thỏa mãn. 

Nếu 1m ≠ , ta có (**) ( ) ( )2 21 1 5 0t m t m ⇔ + − − − = ⇔ 

 = −


+ =
 −

2

2

1 ( )
5

1

t loaïi
mt

m

. 

Do đó, phương trình đã cho có nghiệm 
2 2

2 2

5 65 0 1 1
1 1
m m m

m m
+

⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ − < <
− −

, kết hợp 0m >  suy ra 

0 1m< < . 

Vậy với 0 1m≤ <  thì phương trình đã cho có nghiệm thuộc [27; )+∞ . 

Chọn D 

Câu 76.   Tập hợp các số thực m  để phương trình ( ) ( )2ln 3 1 ln 4 3x mx x x− + = − + −  có nghiệm là nửa 

khoảng [ );a b . Tổng của a b+  bằng 

A. 
10
3

. B. 4 . C. 
22
3

. D. 7 . 

Lời giải 

Chọn D 

Phương trình ( ) ( )2ln 3 1 ln 4 3x mx x x− + = − + −
2

2

4 3 0
3 1 4 3

x x
x mx x x

− + − >⇔ 
− + = − + −

 

2

1 3
4x m

x
x x
<

+

<

=
⇔

−



 ( )

2

1 3
4 *

x

x
xxm −

< <

=
+

⇔ 


. 

Xét hàm số ( )
2 4x xf x

x
− +

=  với 1 3x< < . 

Khi đó ( )
2

2' 4xf x
x
−

= ; ( )
2

' 0
2

x
f x

x
=

= ⇔  = −
. 



Bảng biến thiên của hàm số ( )
2 4x xf x

x
− +

=  trên khoảng ( )1;3  

 
Nhận xét: Phương trình ban đầu có nghiệm khi và chỉ khi phương trình ( )*  có nghiệm trên khoảng 

( )1;3 . 

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình ( )*  có nghiệm trên khoảng ( )1;3  khi và chỉ 

khi3 4m≤ <  hay [ )3;4m∈ . Do đó 3a = , 4b = . 

Vậy 7a b+ = . 

Câu 77.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình ( )2 2
2 2(log ) log 3 0x x m− + − =  có 

nghiệm [ ]1; 8 .x∈  

A. 2 6m≤ ≤ . B. 6 9m≤ ≤ . C. 3 6m≤ ≤ . D. 2 3m≤ ≤ . 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 2t log x= . Vì [ ]1; 8x∈  nên [ ]0; 3t∈ . Phương trình ( ) ( )2 2

2 2log log 3 0x x m− + − =  trở thành 
2 22 3 0 2 3t t m m t t− + − = ⇔ = − + , [ ]0 ; 3t∈ . 

Xét hàm số ( ) [ ]2 2 3, 0;3f t t t t= − + ∈  

Ta có bảng biến thiên của hàm số ( )f t  

 
Vậy [ ]2;6m∈ . 

Câu 78.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để bất phương trình 
5

2
5log log 0mx x− − ≥  nghiệm 

đúng với mọi giá trị (1;125)x∈  

A. 1
4

m ≤ . B. 1
4

m ≤ − . C. 1
4

m ≥ − . D. 1
4

m ≥ . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt 5logt x= , vì (1;125)x∈  nên (0;3)t∈ . Bất phương trình đã cho trở thành: 2 0t t m− − ≥  
Để thỏa mãn yêu cầu đề bài thì 2m t t≤ −  với mọi (0;3)t∈  



Tức là 
(0;3)
min ( )m f t≤ , với 2( )f t t t= − . 

Ta khảo sát nhanh hàm số 2( )f t t t= −  trên khoảng (0;3)  như sau:  

 

Từ đó suy ra 
(0;3)

1 1min ( )
2 4

m f t f  ≤ = = − 
 

. 

Câu 79.   Biết phương trình ( ) ( )2 2 2
2log 1 log 1 8 0x m x m+ − + + − =  có đúng ba nghiệm phân biệt. Hỏi m  

thuộc khoảng nào dưới đây? 

A. ( )1;9 . B. ( )9;15 . C. ( )15;21 . D. ( )21;28 . 
Lời giải 

Chọn A 

( ) ( )2 2 2
2 2log 1 log 1 8 0x m x m+ − + + − =  (1). 

Tập xác định D =  . 
Đặt ( )2

2log 1 0t x= + ≥  vì 2 1 1,x + ≥ ∀∈ . 

( Nếu 0 0t x= ⇒ = ; nếu 0 2 1tt x> ⇒ = ± − ). 
Khi đó phương trình có dạng 2 8 0t mt m− + − =  (2). 
Điều kiện cần để phương trình (1) có đúng ba nghiệm phân biệt là phương trình (2) có một nghiệm 

bằng 0 và một nghiệm dương. 
Phương trình (2) có một nghiệm bằng 0 8 0 8m m⇒ − = ⇔ = . 

Khi đó phương trình (2) có dạng 2
00

8 0
8 2 2

xt
t t

t x

 ==
− = ⇔ ⇔ = = ± 

 

Vậy phương trình (1) có đúng ba nghiệm phân biệt 8m⇔ = . 

Câu 80.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình ( ) ( )2 2
2 2log log 3 0x x m− + − =  có 

nghiệm [ ]1;8x∈ . 

A. 6 9m≤ ≤ . B. 2 3m≤ ≤ . C. 2 6m≤ ≤ . D. 3 6m≤ ≤ . 
Lời giải 

Chọn C 
Phương trình ( ) ( ) ( )2 22

2 2 2 2log log 3 0 log 2log 3x x m x x m− + − = ⇔ − + =  (Do [ ]1;8x∈ ) 

Đặt 2logt x= , vì [ ]1;8x∈ nên [ ]0;3t∈ . 

Khi đó ta cần tìm điều kiện của tham số thực m  để phương trình 2 2 3t t m− + = có nghiệm [ ]0;3t∈ . 
Lập bảng biến thiên của hàm số ( ) 2 2 3f t t t= − +  với [ ]0;3t∈  

 
Dựa vào bảng biến thiên ta có 2 6m≤ ≤  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 



Câu 81.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để phương trình ( )( )1 1 2 24 4 1 2 2 16 8x x x xm m+ − + −+ = + − + −  có 

nghiệm trên [ ]0;1 ? 

A. 2 . B. 3 . C. 5 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( )( )1 1 2 24 4 1 2 2 16 8x x x xm m+ − + −+ = + − + − ( )( ) ( )4 4 1 2 2 4 2 *x x x xm m− −⇔ + = + − + − . 

Đặt 22 2 2 4 4x x x xt t− −= − ⇒ + = + , vì [ ]0;1x∈  nên 30;
2

t  ∈  
. 

Khi đó: ( ) ( ) ( )( )2* 1 2 2 0 2 0t m t m t t m⇒ − + − + = ⇔ − − = . 

2t
t m

t m
=

⇔ = =
 suy ra 30;

2
m  ∈  

 nên 0m =  hoặc 1m = . 

Câu 82.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để phương trình ( )( )1 1 2 24 4 1 2 2 16 8x x x xm m+ − + −+ = + − + −  có 

nghiệm trên [ ]0;1 ? 
A. 2 . B. 3 . C. 5 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( )( )1 1 2 24 4 1 2 2 16 8x x x xm m+ − + −+ = + − + − ( )( ) ( )4 4 1 2 2 4 2 *x x x xm m− −⇔ + = + − + − . 

Đặt 22 2 2 4 4x x x xt t− −= − ⇒ + = + , vì [ ]0;1x∈  nên 30;
2

t  ∈  
. 

Khi đó: ( ) ( ) ( )( )2* 1 2 2 0 2 0t m t m t t m⇒ − + − + = ⇔ − − = . 

2t
t m

t m
=

⇔ = =
 suy ra 30;

2
m  ∈  

 nên 0m =  hoặc 1m = . 

Câu 83.   Cho phương trình ( )( )1 1 2 24 4 1 2 2 8 16 0x x x xm m+ − + −+ − + − + − =  ( là tham số thực). Tìm tất cả 

giá trị của tham số m để phương trình đã cho có nghiệm trên doạn [ ]0;1  là 

A. 
30;
2

 
  

. B. 
51;
2

 
  

. C. 
51;
2

 
 

. D. 
3 ;
2
 +∞ 

. 

Lời giải 
Chọn B  

Đặt 2 2x xt −= − , ( )' 2 2 0x xt x −= + >  [ ]0;1x∀ . Suy ra 
30;  
2

t  ∈   
 và 24 4 2x x t−+ = + . 

Phương trình trở thành: ( ) ( )2 22 1 4 2 0 1 2 2 0t t m m t t m m+ − + + − = ⇔ − + + − =  

( )( )2 1 0 1t t m t m⇔ − + − = ⇒ = − . Suy ra 
31 0;
2

m ∈ −   
, hay 

51;
2

m ∈ 
  

.  

Câu 84.   Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình ( )2

2 1
2

4 log log 0x x m− + =  có nghiệm 

thuộc khoảng ( )0;1 . 

A. ( ];0m∈ −∞ . B. 1;
4

m  ∈ −∞  
. C. 1 ;

4
m  ∈ +∞ 

. D. 10;
4

m  ∈  
. 

Lời giải 

m



Chọn B 

Tập xác định ( )0;D = +∞ . 

Ta có ( ) ( )
2 2

2 1 2 2
2

4 log log 0 log log 0 x x m x x m− + = ⇔ + + = . 

Đặt 2logt x= , bài toán trở thành tìm m  sao cho 2 20 t t m t t m+ + = ⇔ + = −  có ít nhất 1 nghiệm 0t < . 

Đặt 2 1( ) '( ) 2 1 0
2

f t t t f t t t −
= + ⇒ = + = ⇔ =  . 

BBT. 

. 

Để pt 2t t m+ = −  có ít nhất 1 nghiệm 0t <  thì 1 1 1;
4 4 4

m m m  − ≥ − ⇔ ≤ ⇔ ∈ −∞  
. 

Câu 85.   Cho phương trình ( )
2

2 2
1 2 1 1log 2 3 log 1 2 2
2

xx x x
x x
+  + + + = + + + + 

 
, gọi S  là tổng tất cả 

các nghiệm của nó. Khi đó, giá trị của S  là 

A. 2S = − . B. 1 13
2

S −
= . C. 2S = . D. 1 13

2
S +
= . 

Lời giải 
Chọn D 

Điều kiện 
12
2

0

x

x

− < < −


>

. 

Xét hàm số ( ) ( )2
2log 1f t t t= + − , 0t > . 

Ta có ( ) ( )1 2 1
ln 2

f t t
t

′ = + −
22 ln 2. 2 ln 2. 1 0
.ln 2

t t
t
− +

= > , 0t∀ > , do đó hàm số ( )f t  đồng biến trên 

khoảng ( )0;+∞ . 

Mặt khác ta có: 

( )
2

2 2
1 2 1 1log 2 3 log 1 2 2
2

xx x x
x x
+  + + + = + + + + 

 
 

⇔ ( )
2

2

2 2
1 1log 2 2 1 log 2 2 1x x
x x

    + + + − = + + + −        
 

⇔ ( ) 12 2f x f
x

 + = + 
 

 

⇒ 12 2x
x

+ = +  

⇔ 3 22 4 1 0x x x− − − =  



⇔

1

3 13
2

3 13
2

x

x

x


 = −


− =


+ =

 

Kết hợp với điều kiện ta được 
1

3 13
2

x

x

= −


+ =

. Vậy 1 13
2

S +
= . 

Câu 86.   Cho phương trình 
2 26 4 3 8.2 2 4.2− − − −+ = +x x x x xm m ( m  tham số). Tìm m để phương trình đã cho có 

hai nghiệm dương. 
A. m= 16 hoặc 0 m 1< ≤  B. m = 16. 
C. 0 m 1< <  D. m = 16, m =8 hoặc 0 m 1< ≤  

Lời giải 
Chọn D 
Phương trình 

2 26 4 3 8.2 2 4.2− − − −+ = +x x x x xm m
2 2(3 6) (4 ) 3 6 4(2 1) 2 2− − − − −⇔ − = −x x x x x xm  

2

2

3 6
3 6 4

4

2( 1) 2 2
2

−
− −

−
⇔ − = −

x
x x x

x x
m

 
2 2 2

2 2

3 6 4 3 6 4 4

3 6 4 4

(2 2 ) (2 2 )2

(2 2 )(2 ) 0

− − − − −

− − −

⇔ − = −

⇔ − − =

x x x x x x x x

x x x x x

m

m  

2

2

3 6 4

4

2 2 (1)

2 (2)

− −

−

 =
⇔ 

 =

x x x

x x m  

(1) 2 x 33x 6 4x x x 2 (loai)
=⇔ − = − ⇔ = −

 

Xét hàm số 
24x xy 2 −= , có 

24x xy ' (4 2x)2 .ln 2 0 x 2−= − = ⇔ =  
Bảng biến thiên 

  
 
 

x          0               2           3       +∞  
y’ +          0          - 
y 16 

                        8 
          1                                      0 

  
Để phương trình đã cho có hai nghiệm dương thì phương trình (2) chỉ có một nghiệm dương khác 3. 
Từ bảng biến thiên suy ra m = 16, m = 8 hoặc 0 m 1< ≤  
Vậy 8P = . 

Câu 87.   Tìm tập hợp các giá trị của tham số thực m  để phương trình 6 (3 )2 0x xm m+ − − =  có nghiệm 

thuộc khoảng ( )0;1 .  

A. ( )2;4 . B. ( )3;4 . C. [ ]3;4 . D. [ ]2;4 . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có: ( )6 3 2 0x xm m+ − − =  ( )1 ⇔  6 3.2
2 1

x x

x m+
=

+
. 

Xét hàm số ( ) 6 3.2
2 1

x x

xf x +
=

+
 xác định và liên tục trên  , 



Có ( )
( )2

12 .ln3 6 .ln 6 3.2 .ln 2 0,
2 1

x x x

x
f x x+ +′ = > ∀ ∈

+


 nên hàm số ( )f x  đồng biến trên  . 

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 2 4x f f x f f x< < ⇔ < < ⇔ < < . 

Vậy phương trình (1) có nghiệm thuộc khoảng ( )0;1  khi ( )2;4m∈ . 

Câu 88.   Tổng tất cả các nghiệm của phương trình ( )1
3log 4.3 1 2 1x x− − = −  bằng: 

A. 1. B. 2 . C. 7 . D. 3 . 
Lời giải: 

Chọn A 

Ta có: ( )1 1 2 1
3log 4.3 1 2 1 4.3 1 3x x xx− − −− = − ⇔ − =  2 3 1 01 43 3 1 0

13 3 3 3

x
x x

x

x
x

 = =
⇔ − + = ⇔ ⇔  == 

.  

Câu 89.   Tổng tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình ( )2

2
2 1 2

2 3
3 log 2 2x x x m

x x
x m− + − −

− +
= − +  có 

đúng ba nghiệm phân biệt là: 

A. 3 . B. 2 . C. 
7
2

. D. 1. 

Lời giải 
Chọn C 

Phương trình tương đương 
( )
( )

2 2 3 (2 2)
2

ln 2 2
3

ln 2 3
x x x m x m

x x
− + − − + − +

=
− +

 

( ) ( )2 2 22 3 23 .ln 2 3 3 .ln 2 2x mx x x x x m− +− +⇔ − + = − +  (*). 

Xét hàm đặc trưng ( ) 3 .ln , 2tf t t t= ≥  là hàm số đồng biến nên từ phương trình (*) suy ra 
2 2 3 2 2x x x m⇔ − + = − + ( ) 2 2 2 1 0g x x x x m⇔ = − − − + = . 

Có ( ) ( )
2

2

4 2 1 2 4
'

22 1
x x m khi x m x khi x m

g x g x
x khi x mx m khi x m

 − + + ≥ − ≥= ⇒ =  ≤− + ≤ 
 

và ( )
2

' 0
0

x khi x m
g x

x khi x m
= ≥

= ⇔  = ≤
. 

Xét các trường hợp sau: 
TH1: 0m ≤  ta có bảng biến thiên của ( )g x  như sau: 

 
Phương trình chỉ có tối đa 2 nghiệm nên không có m  thoả mãn. 
TH2: 2m ≥  tương tự. 
TH3: 0 2m< < , bảng biến thiên ( )g x  như sau: 

 



Phương trình có 3 nghiệm khi 
( )2 11 0

12 1 0 2 3
2

2 1 0 2 3 3
2

mm
m m m
m m

m


 = − =  − + = > − ⇔ = − + < = −   =


. 

Cả 3 giá trị trên đều thoả mãn, nên tổng bình phương của chúng bằng 7
2

 

Câu 90.   Cho phương trình ( ) ( )3 9 2 1 3 1 0x xm m m− + + − − = ( )1 . Biết rằng tập các giá trị của tham số m  

để phương trình có hai nghiệm phân biệt là một khoảng ( );a b . Tổng S a b= +  bằng 

A. 4 . B. 6 . C. 8 . D. 10 . 
Lời giải 

Chọn A 

Đặt 3xt = ( )0t > . 

Khi đó phương trình ( )1  trở thành ( ) ( )23 2 1 1 0m t m t m− + + − − = ( )* . 

Phương trình ( )1 có 2  nghiệm x  phân biệt ⇔  phương trình ( )* có 2  nghiệm t  dương phân biệt 

( )

( )

2

3 0
2 2 0

2 1
0

3
1

0
3

m
m

m
m
m

m

− ≠
 − >
− +⇔  >

−
− +
 >

−

 

3
1

1
1 3

m
m
m

m

≠
 < −⇔  >
− < <

 1 3m⇔ < < . 

Khi đó, 
1
3

a
b
=

 =
 4S⇒ = . 

Câu 91.   Cho phương trình ( )2 2
2 2log 3 log 3 0x m m x− − + = . Tìm m  để phương trình có hai nghiệm 

phân biệt 1x , 2x  thỏa mãn 1 2 16x x = . 

A. 
1
4

m
m
=

 =
. B. 

1
4

m
m
= −

 =
. C. 

1
1

m
m
= −

 =
. D. 

1
4

m
m
=

 = −
. 

Lời giải 

Chọn B  

( )2 2
2 2log 3 log 3 0x m m x− − + = (1) 

Đặt 2logt x= . Phương trình (1) trở thành: ( )2 2 3 3 0t m m t− − + =  (*). 

Phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt 1x , 2x  ⇒ 1 2, 0x x > . 
Do đó  

1 2. 16x x = ( )2 1 2 2log . log 16x x⇔ =  

2 1 2 2log log 4x x⇒ + = 1 2 4t t⇒ + = , với 1 2,t t  là hai nghiệm của (*). 
Để phương trình (1) có hai nghiệm thỏa thỏa mãn YCBT thì (*) có hai nghiệm phân biệt 1 2,t t  thỏa 

mãn 1 2 4t t+ =  



( )22

2

3 4.3 0

3 4

m m

m m


− − >


 − =

1
4

m
m
= −

⇔  =
.  

Câu 92.   Cho phương trình 
2 21 1 1 19 ( 2).3 2 1 0x xm m        . Tìm tất cả các giá trị m  để 

phương trình có nghiệm. 

A. 64
4

7
m  . B. 4 8m  . C. 64

3
7

m  . D. 64
7

m  . 

Lời giải 
Chọn A Điều kiện 1 1.x    Xét   21 13 xg x    với 1 1.x    

Khi đó:   21 1

2

2
' 3 . ln 3. .

1

x x
g x

x

  



 Suy ra  ' 0 0.g x x    

Từ bảng biến thiên của  .g x  

 
Đặt 

21 13 xt   Suy ra 1;1 3;9 .x t               

Phương trình đã cho trở thành    2 2 2 1 0  1t m t m     , 3;9 .t       

Ta có,  
2 2 1

1 , 3;9 .
2

t t
m t

t
          

 

Phương trình  1  có nghiệm khi và chỉ khi đường thẳng y m  và đồ thị hàm số 

 
2 2 1

, 3;9
2

t t
f t t

t
       

có điểm chung. 

Xét hàm số  
2 2 1

, 3;9
2

t t
f t t

t
       

:  
 

2

2

4 3
'

2

t t
f t

t

 



. 

Từ bảng biến thiên của  f x  suy ra phương trình  1  có nghiệm khi và chỉ khi 64
4

7
m  . 

Câu 93.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  trên khoảng ( )2020;2020−  để phương trình 

( )2 1 26.2 7 48 .2 2 16 0x xm m m− − − + − =  có hai nghiệm dương 1 2,  x x  thỏa mãn 1 2 15x x ≥ ? 

A. 1994.  B. 1996.  C. 3992.  D. 3988.  
Lời giải 

Chọn B 
Đặt 2xt =  vì 0 1.x t> ⇒ >  

Phương trình trở thành ( )2 2
2 16

3 7 48 2 16 0 .
3

t m
t m t m m mt

= −
− − + − = ⇔
 =


 

Để phương trình đã cho có hai nghiệm dương 1

2

2 16 11 17 .
1 21

3

mt
mmt

− >> ⇔ ⇔ ⇔ > > > 

 



Khi đó 
( )

( )
1 2

1 2 2 2
2 2

log 2 16
15 log 2 16 .log 15.

3log
3

x m
mx x mmx

= −
 ⇒ ≥ ⇔ − ≥

=

 ( )*  

Xét hàm ( ) ( )2 2log 2 16 .log
3
mf m m= −  là hàm đồng biến trên 17 ; .

2
 +∞ 
 

 

Nhận thấy ( )*  có dạng ( ) ( ) ( )2020;202024 24 m
mf m f m ∈
∈ −≥ ⇔ ≥ →  có 1996  giá trị. 

Câu 94.   Tìm tập hợp các giá trị của tham số thực m để phương trình ( )6 3 2 0x xm m+ − − =  có nghiệm 

thuộc khoảng ( )0;1 . 

A. [ ]3;4  B. [ ]2;4  C. ( )2;4  D. ( )3;4  
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: ( )6 3 2 0x xm m+ − − = ( )1 ⇔
6 3.2

2 1

x x

x m+
=

+
 

Xét hàm số ( ) 6 3.2
2 1

x x

xf x +
=

+
 xác định trên   

Ta có ( )
( )2

12 .ln 3 6 .ln 6 3.2 .ln 2 0,
2 1

x x x

x
f x x+ +′ = > ∀ ∈

+
   

Suy ra hàm số ( )f x  đồng biến trên   

Do đó: ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 2 4x f f x f f x< < ⇔ < < ⇔ < <  vì ( ) ( )0 2,  1 4.f f= =  

Vậy phương trình ( )1 có nghiệm thuộc khoảng ( )0;1  khi ( )2;4m∈ . 

Câu 95.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để phương trình 3 3log log 1 2 1 0x x m+ + − − =  có ít 

nhất một nghiệm thực trong đoạn [ ]1;27 . 

A. [ ]0;2m∈ . B. ( )0;2m∈ . C. [ ]2;4m∈ . D. ( )0;4m∈ . 

Lời giải 
Chọn A 
Điều kiện: 0x > . 

Đặt 3log 1t x= + . 

Khi đó phương trình đã cho trở thành: 2 22 2 0 2 2t t m t t m+ − − = ⇔ + = +  ( )* . 

Yêu cầu bài toán tương đương với ( )*  phải có ít nhất một nghiệm thuộc đoạn [ ]1;2 . 

Xét hàm số ( ) 2f t t t= +  trên đoạn [ ]1;2 . Ta có ( ) [ ]2 1 0, 1;2f t t t′ = + > ∀ ∈ . 

[ ]
( ) ( )

1;2
min 1 2f t f= = , 

[ ]
( ) ( )

1;2
max 2 6f t f= = . 

Để ( )*  có ít nhất một nghiệm thuộc đoạn [ ]1;2 thì 2 2 2 6 0 2m m≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

Câu 96.   Cho phương trình . (  là tham số thực). Tìm tập hợp tất cả 

các giá trị của  để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt thuộc đoạn . 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn D 

2
3 3log (3 ) ( 2) log 5 0x m x m− + + − = m

m [ ]1;9

( )2;4 [ ]2;4 ( )4;+∞ [2;4)



Xét phương trình  . Điều kiện:   

    

 ( thỏa đề bài) 

Yêu cầu bài toán  có nghiệm duy nhất trên   

. 

Câu 97.   Biết rằng các số thực a , b  thay đổi sao cho hàm số ( ) ( ) ( )3 33f x x x a x b= − + + + +  luôn đồng 

biến trên khoảng ( );−∞ +∞ . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 2 2 4 4 2P a b a b= + − − + . 

A. 2− . B. 2 . C. 4− . D. 0 . 
Lời giải 

Chọn A 
TXĐ: D =   

( ) ( ) ( )2 223 3 3f x x x a x b′ = − + + + + ( )2 2 23 6 3 3x a b x a b= + + + + . 

Do hàm số đồng biến trên ( );−∞ +∞  ( ) 0,f x x′⇔ ≥ ∀ ∈  và dấu bằng xảy ra tại hữu hạn điểm trên 

( );−∞ +∞  ( )2 2 22 0,x a b x a b x⇔ + + + + ≥ ∀ ∈  
0 0ab′⇔ ∆ ≤ ⇔ ≤  (*). 

Cách 1: Ta có ( ) ( )22 2 2 2 4 4 4 2 2P a b a b a b a b ab= + − − + = + − + + − −  

Hay ( )22 2 2 2P a b ab= + − − − ≥ − , do 0ab ≤  theo (*) và ( )22 0a b+ − ≥ . 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
2 0 2

0 0
a b a
ab b
+ − = = 

⇔ = = 
 hoặc 

0
2

a
b
=

 =
. 

Vậy min 2P = − . 
Cách 2: Do ( ) 0,f x x′ ≥ ∀ ∈  ( )2 0f ′⇒ − ≥ ( )2 2 4 4 0a b a b⇔ + − + + ≥  

( )2 2 4 2 2P a b a b⇒ = + − + + ≥ − . Dấu bằng xảy ra khi 
2
0

a
b
=

 =
 hoặc 

0
2

a
b
=

 =
. 

Vậy min 2P = − . 

Câu 98.   Tổng tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình ( )2

2
2 1 2

2 3
3 log 2 2x x x m

x x
x m+ + − −

+ +
= − +  có 

đúng ba nghiệm phân biệt là 
A. 3 . B. 2− . C. 3− . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có: ( ) ( )2 2

2 2
2 1 2 2 3 (2 2)

2 3 2 3
3 log 2 2 3 log 2 2x x x m x x x m

x x x x
x m x m+ + − − + + − − +

+ + + +
= − + ⇔ = − +  

Đặt 
2 2 3

2 2
a x x
b x m
 = + +


= − +
 ta có 1a > , khi đó phương trình đã cho có dạng 3 loga b

a b− = . 

+ Nếu a b>  thì 
3 1
log 1

a b

a b

− >


<
 không thỏa mãn. 

+ Nếu a b<  thì 
3 1
log 1

a b

a b

− <


>
 không thỏa mãn. 

Do đó a b= . Khi đó phương trình đã cho tương đương với 
( )

( ) ( )

2
2 2

2

2 1 2
2 3 2 2 2 1 2

2 1 2

x x x m
x x x m x x x m

x x x m

 + + = −
+ + = − + ⇔ + + = − ⇔
− + + = −

 

2
3 3log (3 ) ( 2) log 5 0x m x m− + + − = ( )1 0x >

( )1 ⇔ 2
3 3log log 4 0x m x m− + − = 3

3

log 2
log 2

x
x m
=

⇔  = −

3log 2 9x x= ⇔ =
2

3log 2 3mx m x −⇔ = − ⇔ = [1;9)
21 3 9 0 2 2 2 4m m m−⇔ ≤ < ⇔ ≤ − < ⇔ ≤ <



( )
( )

2

2

2 1 1

4 1 2 0 2

x m

x x m

 = − −
⇔ 

+ + − =
 

Vì phương trình đã cho có đúng ba nghiệm phân biệt nên ta xét ba trường hợp 
- Trường hợp 1: Phương trình ( )1  có hai nghiệm phân biệt và phương trình ( )2  có 1 nghiệm khác các 

nghiệm của ( )1 tức là: 
2

1
1 2
2 33 .0 22

54 2 1
2

m
m

mm

m m

 < − < −  ⇔ ⇔ = −= − ′∆ =    ≠ − −  ≠ −

 

- Trường hợp 2: Phương trình ( )2  có hai nghiệm phân biệt và phương trình ( )1  có 1 nghiệm khác các 

nghiệm của ( )2 tức là: 
2

1
1 2
2 13 .0 22

11 2 0
2

m
m

mm

m m

 = − = −  ⇔ ⇔ = −> − ′∆ >    − ≠  ≠

 

- Trường hợp 3: Phương trình ( )2  và phương trình ( )1 đều có hai nghiệm trong đó có 1 nghiệm chung. 
Giả sử 0x là một nghiệm chung của hai phương trình khi đó ta có 

2
0 2

0 0 02
0 0

2 1
2 4 2 0 1

4 2 1
x m

x x x
x x m

 = − − ⇒ + + = ⇒ = −
+ = −

. Thay vào hệ ta được 1m = − . Thử lại ta thấy thỏa mãn 

Vậy Tổng các giá trị của m  để phương trình ( )2

2
2 1 2

2 3
3 log 2 2x x x m

x x
x m+ + − −

+ +
= − +  có đúng ba nghiệm 

phân biệt là ( )3 1 1 3
2 2

 − + − + − = − 
 

. 

Câu 99.   Với giá trị của tham số m  thì phương trình ( ) ( )1 16 2 2 3 4 6 5 0x xm m m+ − − + + =  có hai 

nghiệm 
trái dấu? 

A. 4 1.m− < < −  B. Không tồn tại m . C. 31
2

m− < < . D. 51
6

m− < < − . 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt 4 0x t= > . Phương trình đã cho trở thành: ( ) ( )

( )

21 2 2 3 6 5 0.
f t

m t m t m+ − − + + =


 ( )*  

Yêu cầu bài toán ( )*⇔  có hai nghiệm 1 2,  t t  thỏa mãn 1 20 1t t< < <  

( ) ( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 0 1 0
1 1 0 1 3 12 0 4 1.

1 6 5 0 1 6 5 0

m m
m f m m m

m m m m

 + ≠ + ≠
 

⇔ + < ⇔ + + < ⇔ − < < − 
 + + > + + > 

 

Câu 100.   Phương trình 2 2
3 3log log 1 2 1 0x x m+ + − − =  có nghiệm trên ( 31;3 

  khi: 

A. [ )2;m∈ +∞ . B. ( );0m∈ −∞ . C. [ ]0;2m∈ . D. ( ]0;2m∈ . 
Lời giải 

Chọn D 



Đặt 2 2 2
3 3log 1 1 logt x t x= + ⇒ − = . Khi ( ( ]31;3 1;2x t∈ ⇒ ∈ . 

Bài toán trở thành: Tìm m  để phương trình 2 2 2t t m+ − =  (1) có nghiệm trên ( ]1;2 . 

Xét hàm số ( ) ( ]2 2; 1;2f t t t t= + − ∈ . Ta có ( ) ( ]2 1 0, 1;2f t t t′ = + > ∀ ∈ . 
Ta có bảng biến thiên: 

 

⇒phương trình (1) có nghiệm trên ( ]1;2  0 2 4 0 2m m⇔ < ≤ ⇔ < ≤ . 

Vậy ( ]0;2m∈  thỏa yêu cầu đề. 

Câu 101.   Cho phương trình ( ) ( ) ( )5 .3 2 2 .2 . 3 1 .4 0x x x xm m m− + − + − = , tập hợp tất cả các giá trị của 

tham số m để phương trình có hai nghiệm phân biệt là khoảng ( );a b . Tính S a b= + . 

A. 4S = . B. 5S = . C. 6S = . D. 8S = . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( ) ( ) ( )5 .3 2 2 .2 . 3 1 .4 0x x x xm m m− + − + − = ( )1  

( ) ( )3 35 . 2 2 . 1 0
4 2

xx

m m m
  ⇔ − + − + − =       

. 

Đặt 3
2

x

t
 

=   
 

, điều kiện 0t > . 

Khi đó phương trình trở thành: ( ) ( )25 2 2 1 0m t m t m− + − + − = , ( )2 . 

Do đó để phương trình ( )1  có hai nghiệm phân biệt thì phương trình ( )2 có hai nghiệm dương phân 

biệt ( )

50
0 3

3 5 3;5
0 1
0 1 5

ma
m

m m
P m
S m

≠≠
∆ > > ⇔ ⇔ ⇔ < < ⇔ ∈ > < 

 > < < 

. 

Vậy 3a = , 5b =  nên 8a b+ = . 

Câu 102.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình 4 .2 2 5 0x xm m− + − =  có hai nghiệm 
trái dấu. 

A. 50;
2

 
 
 

. B. 5 ;4
2

 
 
 

. C. ( )0;+∞ . D. 5 ;
2

 +∞ 
 

. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ( )24 .2 2 5 0 2 .2 2 5 0 1x x x xm m m m− + − = ⇔ − + − = . 

Đặt 2 , 0xt t= > . Phương trình ( )1  trở thành ( )2 2 5 0 2t mt m− + − = . 

Phương trình ( )1  có hai nghiệm trái dấu khi chỉ khi phương trình ( )2  có 2 nghiệm dương 1 2,t t  thỏa mãn 

1 20 1t t< < < . 



( ) ( )

( )2

2 1 2 1

2 1

0
4 2 5 0

0
0

2 5 00
1 0

1 1 0

m mb
ma

c m
a t t t t
t t

∆ >
  − − >
− > 

> ⇔ ⇔ 
− > >

  − + − > − − >

. 

( )

5 5
52 42
22 5 1 0 4 0

m m
m

m m m

 > > ⇔ ⇔ ⇔ < < 
 − − − > − + >

. 

Câu 103.   Tập các giá trị của m  để phương trình ( ) ( )4. 2 3 2 3 3 0
x x

m+ + − − + =  có đúng hai 

nghiệm âm phân biệt là 
A. ( ) ( ); 1 7;−∞ − ∪ +∞ . B. ( )7; 8 . C. ( ); 3−∞ . D. ( )7; 9 . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt ( )2 3
x

t = + , điều kiện: 0t > . 

Với 0 0 1x t< ⇔ < <  và mỗi ( )0; 1t∈  cho ta đúng một nghiệm 0x < . 

Khi đó phương trình đã cho được viết lại ( )14 3 *t m
t

+ + = . Suy ra bài toán trở thành tìm m  để 

phương trình ( )*  có đúng hai nghiệm phân biệt ( )0; 1t∈ . 

Xét hàm số ( ) 14 3f t t
t

= + +  với ( )0; 1t∈ . 

Có ( )
2

2 2

1 4 14 tf t
t t

−′ = − = ; ( )
( )

( )

1 0; 1
20

1 0; 1
2

t
f t

t

 = ∈
′ = ⇔ 

 = − ∉

. 

Bảng biến thiên của hàm số trên khoảng 

( )0;1 :  

Dựa vào bảng biến thiên ta có 7 8m< < . 

Câu 104.   Tính tổng T của các giá trị nguyên của tham số m để phương trình ( )2 2x xe m m e m−+ − =  có 

đúng hai nghiệm phân biệt nhỏ hơn 1 .
log e

  

A. 28T =  B. 20T =  C. 21T =  D. 27T =  

Lời giải 



Chọn D 

( )2 2 22 2 0x x x xe m m e m e me m m−+ − = ⇔ − + − =   

Đặt ( )0 ,xt e t= > phương trình trở thành 2 22 0t mt m m− + − =  (*). 

Ta có 
1

ln10log1 10.
log

x ex t e e e
e

< ⇔ = < = =   

Bài toán trở thành tìm điều kiện để phương trình (*) có 2 nghiệm thỏa mãn 1 20 10.t t< < <   

( )( )

2 2

2

1 2 2

0
' 0

0 10
0 2 20

1
0 0

10 10 0
10.2 100 0

m
m m m

m
S m

m
P m m m
t t

m m m

>
∆ = − + >  < < < = <  >⇔ ⇔  

= − >   < − − >  − − + >

  

2

1 10

21 411 10 21 4112 221 100 0
21 41

2

m

m m m
m m

m

< <

 +< < − >⇔ ⇔ ⇔ < < − + >  − <

  

Kết hợp điều kiện { }2;3;4;5;6;7 .m T∈ ⇒ =   

Vậy tổng các phần tử của T bằng 27. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

NGUYÊN HÀM TỪNG PHẦN 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

TOANMATH.com 



Câu 1.   Cho 
3

( )
3
xF x =  là một nguyên hàm của ( )f x

x
. Tính '( ). xf x e dx∫  

A. 23 6 6x x xx e xe e C− + +  B. 2 6 6x x xx e xe e C− + +  

C. 23 6x x xx e xe e C− + +  D. 23 6 6x xx xe e C+ + +  

Lời giải 

Chọn A 

Theo bài ra 

2 3

2

( ) ( )'( ) ( )

'( ) 3

f x f xF x x f x x
x x

f x x

= ⇔ = ⇔ =

⇒ =
 

Do đó để tính 2'( ). 3 .x xf x e dx x e dx=∫ ∫  ta đặt 
2 63

xx

du xdxu x
v edv e dx

= =  ⇒ 
== 

 

Ta được 
2 2

2

'( ). 3 . 3 6

3 6 6

x x x x

x x x

f x e dx x e dx x e xe

x e xe e C

= = −

= − + +

∫ ∫ ∫  

 

Câu 2.   Cho ( ) sinF x x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( ).2020xf x . Khi đó ( ).2020 dxf x x′∫  bằng 

A. sin cos sin .ln 2020x x x x x C+ − + . B. sin cos sin .ln 2020x x x x x C− − + . 
C. cos sin sin .ln 2020x x x x x C+ − + . D. cos sin .ln 2020x x x C− + . 

Lời giải 
Chọn A 

Xét ( ) ( ) ( ).2020 d ln 2020. sin cos sin .ln 2020xf x x F x F x C x x x x x C′ ′= − + = + − +∫ . 

 

Câu 3.   Cho ( ) ( )1 xF x x e= −  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2 .xf x e  Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) 2' ?xf x e  

A. ( )4 2 .xx e C− + . B. 2 .
2

xx e C−
+ . C. ( )2 .xx e C− + . D. ( )2 .xx e C− +  

Lời giải 
Chọn C 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2' 1 ' .x x x x x
x

xF x f x e x e f x e x e f x e f x
e

 = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =   

( ) 1' x
xf x

e
−

⇒ =  

Đặt ( ) ( )2' 1x xA f x e dx x e dx= = −∫ ∫  

Đặt ( )
1

2x
x x

u x du dx
A e x C

dv e dx v e
= − ⇒ =

⇒ = − +
= ⇒ =

. 



Câu 4.   Biết ( ) ( )2 xF x ax bx c e−= + +  là một nguyên hàm của hàm số ( ) ( )22 5 2 xf x x x e−= − +  trên  . 

Tính giá trị của biểu thức ( )0f F   . 

A. 1e−− . B. 220e . C. 9e . D. 3e . 
Lời giải 

Chọn C 
Ta có 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 22x x x xF x ax bx c e ax bx c e ax b e ax bx c e− − − −′ ′′ = + + + + + = + − + +  

( ) ( )2 2 xF x ax a b x b c e−′  = − + − + −   

Vì ( ) ( )2 xF x ax bx c e−= + +  là một nguyên hàm của hàm số ( ) ( )22 5 2 xf x x x e−= − +  trên   nên: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2, 2 2 5 2 ,x xF x f x x ax a b x b c e x x e x− −′  = ∀ ∈ ⇔ − + − + − = − + ∀ ∈    

2 2
2 5 1

2 1

a a
a b b

b c c

− = = − 
 ⇔ − = − ⇔ = 
 − = = − 

. 

Như vậy ( ) ( ) ( ) ( )2 2 02 1 0 2.0 0 1 1xF x x x e F e− −= − + − ⇒ = − + − = − . 

Bởi vậy ( ) ( ) ( )20 1 2.1 5.1 2 9f F f e e= − = + + =   . 

Câu 5.   Biết ( ) ( )2 xF x ax bx c e−= + +  là một nguyên hàm của hàm số ( ) ( )22 5 2 xf x x x e−= − +  trên  . 

Tính giá trị của biểu thức ( )0f F   . 

A. 1e−− . B. 220e . C. 9e . D. 3e . 
Lời giải 

Chọn C 
Ta có 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 22x x x xF x ax bx c e ax bx c e ax b e ax bx c e− − − −′ ′′ = + + + + + = + − + +  

( ) ( )2 2 xF x ax a b x b c e−′  = − + − + −   

Vì ( ) ( )2 xF x ax bx c e−= + +  là một nguyên hàm của hàm số ( ) ( )22 5 2 xf x x x e−= − +  trên   nên: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2, 2 2 5 2 ,x xF x f x x ax a b x b c e x x e x− −′  = ∀ ∈ ⇔ − + − + − = − + ∀ ∈    

2 2
2 5 1

2 1

a a
a b b

b c c

− = = − 
 ⇔ − = − ⇔ = 
 − = = − 

. 

Như vậy ( ) ( ) ( ) ( )2 2 02 1 0 2.0 0 1 1xF x x x e F e− −= − + − ⇒ = − + − = − . 

Bởi vậy ( ) ( ) ( )20 1 2.1 5.1 2 9f F f e e= − = + + =   . 

Câu 6.   Cho ( ) 2

1
2

F x
x

=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) lnf x x′ . 

A. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . B. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

′ = + +∫ . 

C. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . D. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

′ = + +∫ .
 



Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( )
2

1
2

f x f x
F x

x x x

′ ′ = ⇔ = 
 

 

( ) ( ) ( )2
3 2

1 1 1 .
2

f x f x
x f x

x x x x
−

′ ⇔ = ⇔ − = ⇔ = − 
 

 

Tính ( ) lnI f x xdx′= ∫  

Đặt 
( ) ( )

1lnu x du dx
x

dv f x dx v f x

 = = ⇒ ′=  =

 

Ta được: ( ) ( )
2 2 2

1 1 ln 1ln ln .
2 2

f x xI f x x dx x C C
x x x x x

 = − = − − + = − + + 
 ∫  

Câu 7.   Cho 2cos 3x −  là một nguyên hàm của '(cos ).sinf x x . Tính ( 7)f − biết (0) 2f =  
A. 46. B. - 47. C. - 46. D. 51. 

Lời giải 
Chọn B 

'(cos ).sin '(cos ). (cos ) (cos )f x xdx f x d x f x C= − = − +∫ ∫  

Đặt cosu x= . 
Khi đó 2 23 ( ) ( ) 3u f u C f u u C− = − + ⇔ = − + +  

(0) 2f = nên 1C = − . Suy ra 2( ) 2f u u= − + . 
Vậy ( 7) 47f − = −  

Câu 8.   Cho hàm số f  liên tục trên  . Nếu 
5

1

2 ( ) 2f x dx =∫  và 
3

1

( ) 7f x dx =∫  thì 
5

3

( )f x dx∫  có giá trị 

bằng: 
A. 5 . B. 6− . C. 9 . D. 9− . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có
5 1 5 3 5

3 3 1 1 1

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 7 6

2
f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx              . 

Câu 9.   Cho ( ) 2

1
2

F x
x

=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) lnf x x′ . 

A. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . B. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

′ = + +∫ . 

C. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . D. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

′ = + +∫ .
 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( )
2

1
2

f x f x
F x

x x x

′ ′ = ⇔ = 
 

 



( ) ( ) ( )2
3 2

1 1 1 .
2

f x f x
x f x

x x x x
−

′ ⇔ = ⇔ − = ⇔ = − 
 

 

Tính ( ) lnI f x xdx′= ∫  

Đặt 
( ) ( )

1lnu x du dx
x

dv f x dx v f x

 = = ⇒ ′=  =

 

Ta được: ( ) ( )
2 2 2

1 1 ln 1ln ln .
2 2

f x xI f x x dx x C C
x x x x x

 = − = − − + = − + + 
 ∫  

Câu 10.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết 2cos x  là một nguyên hàm của hàm số 2( ) e xf x , họ tất 

cả các nguyên hàm của hàm số ( ) 2' e xf x  là  

A. 2sin 2 2cosx x C− + .  B. 2sin 2 2cosx x C+ + . 
C. 2sin 2 2cosx x C− + + . D. 2sin 2 2cosx x C− − + . 

Lời giải 
Chọn D 
Vì 2cos x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2 xf x e  nên:  

( ) ( )2 2cos ' 2cos .sin sin 2xf x e x x x x⇒ = = − = − . 

Tính ( ) 2' xI f x e dx= ∫ . 

Đặt 
( ) ( )

2 22
'

x xu e du e dx
dv f x dx v f x
= =  ⇒ = =  

. 

( ) ( )2 2 2.e 2 sin 2 2cosx xI f x f x e dx x x C⇒ = − = − − +∫ . 

Câu 11.   Cho hàm số ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2

2cos 1
sin

xf x
x
−

=  trên khoảng ( )0;π . Biết 

rằng giá trị lớn nhất của ( )F x  trên khoảng ( )0;π  là 3 . Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau.  

A. 3 3 4
6

F π  = − 
 

. B. 2 3
3 2

F π  = 
 

. C. 3
3

F π  = − 
 

. D. 5 3 3
6

F π  = − 
 

. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: 

( ) 2 2 2

2cos 1 cos 1d d 2 d d
sin sin sin

x xf x x x x x
x x x
−

= = −∫ ∫ ∫ ∫  

( )
2 2

d sin 1 22 d cot
sin sin sin

x
x x C

x x x
= − = − + +∫ ∫  

Do ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2

2cos 1
sin

xf x
x
−

=  trên khoảng ( )0;π  nên hàm số ( )F x  có 

công thức dạng ( ) 2 cot
sin

F x x C
x

= − + +  với mọi ( )0;x π∈ . 

Xét hàm số ( ) 2 cot
sin

F x x C
x

= − + +  xác định và liên tục trên ( )0;π . 

( ) ( ) 2

2cos 1'
sin

xF x f x
x
−

= =  

Xét ( ) ( )2

2cos 1 1' 0 0 cos 2  
sin 2 3

xF x x x k k
x

π π−
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ± + ∈ . 



Trên khoảng ( )0;π , phương trình ( )' 0F x =  có một nghiệm 
3

x π
=   

Bảng biến thiên: 

 

( )
( )

0;
max 3

3
F x F C

π

π = = − + 
 

  

Theo đề bài ta có, 3 3 2 3C C− + = ⇔ = . 

Do đó, ( ) 2 cot 2 3
sin

F x x
x

= − + + . 

Khi đó, 3 3 4
6

F π  = − 
 

. 

Câu 12.   Cho ( )2( ) ln 1F x x x= + +  là một nguyên hàm của hàm số ( ).exf x . Khi đó ( ).exf x dx′∫  bằng 

A. ( )2

2

1 ln 1
1

x x C
x

− + + +
+

. B. ( )2

2

2 ln 1
1

x x x C
x

+ + + +
+

.  

C. ( )2
2

1 ln 1
1

x x C
x

− + + +
+

. D. ( )2

2

1 2ln 1
1

x x C
x

+ + + +
+

.  

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )2

2

1.e ln 1
1

xf x dx F x F x C x x C
x

′= − + = − + + +
+

∫ . 

Câu 13.   Cho ( ) . xF x x e=
 
là một nguyên hàm của hàm số ( ) 3. xf x e . Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) 3. dxf x e x′∫ . 

A. ( )1 .xe x C− +  B. ( )1 2 .xe x C+ +  C. ( )1 2 .xe x C− +  D. ( )1 .xe x C+ +  
Lời giải 

Chọn C 
Ta có: ( ) ( ) 3.x x xF x e xe f x e′ = + = . 

Xét ( ) 3. xI f x e dx′= ∫ . Đặt ( ) ( )
3 33. .x xu e du e dx

dv f x v f x
 = ⇒ =
 ′= ⇒ =

. 

Ta có: ( ) ( ) ( )3 3. 3 . 3 . 1 2 .x x x x x xI f x e f x e dx e xe x e C e x C′= − = + − + = − +∫ .  

Câu 14.   Cho ( )f x là hàm số liên tục trên { }\ 0R . Biết 2 3 2x x− +  là một nguyên hàm của hàm số  

( )xf x . Họ nguyên hàm của hàm số ( )f x là: 

A. 2x – 3lnx + C. B. 2  –  3   C.x ln x +  

C. 2  –  3   C.x ln x + . D.. 2  –  3   2020.x ln x +  
Lời giải 

Chọn C 



2 3 2x x− +  là một nguyên hàm của hàm số ( )xf x  nên  

2( 3 2) ' ( ) 2 3 . ( )
2 3( )

x x xf x x x f x
xf x
x

− + = ⇔ − =
−

⇒ =
  

Khi đó 2 3 3( ) (2 ) 2 3lnxf x dx dx dx x x C
x x
−

= = − = − +∫ ∫ ∫ .  

Câu 15.   Cho 3

1( )
3

= −F x
x

 là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

'( ) lnf x x . 

A. 3 5

ln 1'( ) ln
5

= + +∫
xf x xdx C

x x
. B. 3 5

ln 1'( ) ln
5

= − +∫
xf x xdx C

x x
. 

C. 3 3

ln 1'( ) ln
3

= + +∫
xf x xdx C

x x
. D. 3 3

ln 1'( ) ln
3

= − + +∫
xf x xdx C

x x
. 

Hướng dẫn giải 
Chọn C 

Ta có: 
2

6 4 3

1 3 1 ( ) 1'( ) . ( )
3

= = = ⇒ =
x f xF x f x
x x x x

. 

Xét '( ) ln= ∫I f x x . Đặt 
1ln

'( ) ( )

= = ⇔ =  =

u x du dx
x

dv f x dx v f x
. 

Ta có: 3 3

( ) ln 1ln . ( )
3

= − + = + +∫
f x xI x f x dx C C

x x x
. 

Câu 16.   Cho hàm số ( )y f x=  có đúng ba điểm cực trị là 0; 1; 2 và có đạo hàm liên tục trên R. Khi đó 

hàm số ( )24 4y f x x= −  có bao nhiêu điểm cực trị? 

A. 5   B. 2  C. 3 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 4 ' 4 4 '. ' 4 4 4 1 2 . ' 4 4 0f x x x x f x x x f x x − = − − = − − =  
  

2

2

2

1
1

2
2

4 4 0 0; 1

14 4 1
24 4 2

x
x

x x x x

x x
x

x x

 =  =  − =⇔ ⇔ = = − = = − =

  

Do đó hàm số ( )24 4y f x x= −  có ba điểm cực trị là 1
0; ;1.

2
  

Câu 17.   Cho ( ) 2

1
2

F x
x

=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) lnf x x′  

A. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . B. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

′ = + +∫ . 

C. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . D. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

′ = + +∫ . 



Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( )
2

1
2

f x f x
F x

x x x

′ ′ = ⇔ = 
 

 

( ) ( ) ( )2
3 2

1 1 1 .
2

f x f x
x f x

x x x x
−

′ ⇔ = ⇔ − = ⇔ = − 
 

 

Tính ( ) lnI f x xdx′= ∫  

Đặt 
( ) ( )

1lnu x du dx
x

dv f x dx v f x

 = = ⇒ ′=  =

 

Ta được: ( ) ( )
2 2 2

1 1 ln 1ln ln .
2 2

f x xI f x x dx x C C
x x x x x

 = − = − − + = − + + 
 ∫

 

Câu 18.   Cho 3

1( )
3

F x
x

= −  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

'( ) lnf x x . 

A. 3 5

ln 1'( ) ln
5

xf x xdx C
x x

= + +∫ . B. 3 5

ln 1'( ) ln
5

xf x xdx C
x x

= − +∫ . 

C. 3 3

ln 1'( ) ln
3

xf x xdx C
x x

= + +∫ . D. 3 3

ln 1'( ) ln
3

xf x xdx C
x x

= − + +∫ . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: ( ) ( ) ( )
3

1
3

f x f x
F x

x x x

′ ′ = ⇔ − = 
 

 

( ) ( ) ( )3
4 3

1 1 1 .
3

f x f x
x f x

x x x x
−

′ ⇔ − = ⇔ = ⇔ = 
 

 

Tính ( ) lnI f x xdx′= ∫  

Đặt ( ) ( )

1lnu x du dx
x

dv f x dx v f x

 = = ⇒ ′=  =

 

Ta được: ( ) ( )
3 3 3 3

1 1 ln 1ln ln .
3 3

f x xI f x x dx x C C
x x x x x

= − = + + = + +∫  

Câu 19.   Cho ( ) 2cos
xf x

x
=  trên ;

2 2
π π − 

 
 và ( )F x  là một nguyên hàm của ( )xf x′  thỏa mãn 

( )0 0F = . Biết ;
2 2

a π π ∈ − 
 

 thỏa mãn tan 3a = . Tính ( ) 210 3F a a a− + . 

A. 1 ln10
2

− . B. 1 ln10
4

− . C. 1 ln10
2

. D. ln10 . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: ( ) ( )dF x xf x x′= ∫ ( )dx f x= ∫  ( ) ( )dxf x f x x= − ∫  



Ta lại có: ( ) 2d d
cos

xf x x x
x

=∫ ∫  ( )= d tanx x∫ tan tan dx x x x= − ∫  sintan d
cos

xx x x
x

= − ∫  

( )1tan d cos
cos

x x x
x

= + ∫ tan ln cosx x x C= + + ( ) ( ) tan ln cosF x xf x x x x C⇒ = − − +  

Lại có: ( )0 0F = 0C⇒ = , do đó: ( ) ( ) tan ln cosF x xf x x x x= − − . 

( ) ( ) tan ln cosF a af a a a a⇒ = − −  

Khi đó ( ) 2cos
af a

a
= ( )21 tana a= + 10a=   

và 2
2

1 1 tan
cos

a
a
= + 10= 2 1cos

10
a⇔ =

1cos
10

a⇔ = . 

Vậy ( ) 210 3F a a a− + 2 2110 3 ln 10 3
10

a a a a= − − − + 1 ln10
2

= . 

Câu 20.   Cho ( ) 2 sinxF x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( ).exf x . Khi đó ( ).exf x dx′∫  bằng 

A. ( )2 sin .ln 2 cosx x x C+ + . B. 22 sin .ln cos
e

x x x C + + 
 

.  

C. 22 sin .ln cos
e

x x x C − + 
 

. D. 22 cos .ln sin
e

x x x C + + 
 

.  

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: ( ) ( ) ( ) 2.e C 2 sin .ln cos
e

x xf x dx F x F x x x C ′ ′= − + = + + 
 ∫ . 

Câu 21.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết exx  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2e xf x , họ tất cả 

nguyên hàm của hàm số ( ) 2e xf x′  là 

A. ( 3)exx C+ + . B. 
(3 2 ) e

4
xx C+
+ . C. ( 1)exx C− + . D. ( 1)exx C+ + . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có ( ) ( )2 2 1e d e e (1 )e ( )
e

x x x x
x

xf x x x C f x x f x +
= + ⇒ = + ⇒ =∫ . 

Lúc đó 2
2

e e (1 ) 2( ) ( ) e (2 )e
e e

x x
x x

x x

x xf x f x x+ + +′ ′= = ⇒ = +  

Tính ( ) ( )2e d 2 e dx xf x x x x′ = +∫ ∫  

Đặt 
2 d d

d e d ex x

u x u x
v x v
= + = 

⇒ 
= = 

 

( ) 2e d (2 )e e d (2 )e e ( 1)ex x x x x xf x x x x x C x C′⇒ = + − = + − + = + +∫ ∫ . 

Câu 22.   Cho a  là số thực dương. Biết rằng ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số 

( ) ( ) 1e lnxf x ax
x

 = + 
 

 thỏa mãn 1 0F
a

  = 
 

 và ( ) 20202020 eF = . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. 1 ;1
2020

a  ∈ 
 

. B. 10;
2020

a  ∈  
. C. [ )1;2020a∈ . D. [ )2020;a∈ +∞ . 



Lời giải 
Chọn A 

( ) ( )1 ee ln d e ln d d
x

x xI ax x ax x x
x x

 = + = + 
 ∫ ∫ ∫  (1) 

 Tính ( )e ln dx ax x∫ : 

Đặt 
( ) 1ln d d

d e d e
x

x

u ax u x
x

v x v

 = = ⇒ 
=  =

 ( ) ( ) ee ln d e ln d
x

x xax x ax x C
x

⇒ = − +∫ ∫  

 Thay vào (1), ta được: ( ) ( )e lnxF x ax C= + . 
Ta có: 

( ) 2020

1 0

2020 e

F
a

F

   =   
 = ( )

1

2020 2020

e .ln1 0
e ln .2020 e


a C

a C

 + =

 + =

( )
0

ln .2020 1


C
a
=

 =

e
2020

 a = . 

Câu 23.   Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên  \ 1;2  và thỏa mãn ( )' 1 2f x x x= − + − ,  

( ) ( )30 1; 4 2
2

f f f + = = 
 

. Giá trị của biểu thức ( ) ( ) 31 3
2

f f f  − + +  
 

 bằng 

A. 4− . B. 1
2

− . C. 3
2

− . D. 5− . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có: ( )
2 3 2

' 1 2 1 1 2
3 2 1

x khi x
f x x x khi x

x khi x

− >
= − + − = < <
 − <

 

Suy ra ( )

2

2

3 2
1 2

3 1

x x c khi x
f x x d khi x

x x e khi x

 − + >
= + < <
 − + <

 

Từ giả thiết ( ) ( )30 1; 4 2
2

f f f + = = 
 

 ta có 

   

3 1 3 12
2

4 2

3 3( 1) 3 4 1 4 5
2 2

e d
c e d

c

f f f e d c

                        
                       

 

Câu 24.   Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên  \ 1;2  và thỏa mãn ( )' 1 2f x x x= − + − ,  

( ) ( )30 1; 4 2
2

f f f + = = 
 

. Giá trị của biểu thức ( ) ( ) 31 3
2

f f f  − + +  
 

 bằng 

A. 4− . B. 1
2

− . C. 3
2

− . D. 5− . 

Lời giải 

Chọn D 



Ta có: ( )
2 3 2

' 1 2 1 1 2
3 2 1

x khi x
f x x x khi x

x khi x

− >
= − + − = < <
 − <

 

Suy ra ( )

2

2

3 2
1 2

3 1

x x c khi x
f x x d khi x

x x e khi x

 − + >
= + < <
 − + <

 

Từ giả thiết ( ) ( )30 1; 4 2
2

f f f + = = 
 

 ta có 

   

3 1 3 12
2

4 2

3 3( 1) 3 4 1 4 5
2 2

e d
c e d

c

f f f e d c

                        
                       

 

Câu 25.   Cho 3

1( )
3

F x
x

= −  là một nguyên hàm của hàm số 
( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

'( ) lnf x x . 

A. 3 3

ln 1'( ) ln
3

xf x xdx C
x x

= − + +∫ . B. 3 5

ln 1'( ) ln
5

xf x xdx C
x x

= − +∫ . 

C. 3 3

ln 1'( ) ln
3

xf x xdx C
x x

= + +∫ . D. 3 5

ln 1'( ) ln
5

xf x xdx C
x x

= + +∫ . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 
2

6 4 3

1 3 1 ( ) 1'( ) . ( )
3

= = = ⇒ =
x f xF x f x
x x x x

. 

Xét '( ) ln= ∫I f x x . Đặt 
1ln

'( ) ( )

= = ⇔ =  =

u x du dx
x

dv f x dx v f x
. 

Ta có: 3 3

( ) ln 1ln . ( )
3

= − + = + +∫
f x xI x f x dx C C

x x x
. 

Câu 26.   Có bao nhiêu giá trị thực của m để phương trình ( ) ( )2sin 1 2cos 2 1 cos 0x x m x m − − + + =   có 

đúng bốn nghiệm thực phân biệt thuộc đoạn [ ]0;2π ? 

A. 3 B. 1 C. 2 D. 4 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: sin 1 2
2

x x kπ π= ⇔ = + , phương trình này có 1 nghiệm thuộc đoạn [ ]0;2π  là 
2

x π
=   

Lại có: ( ) ( )( )22cos 2 1 cos 0 2cos 1 cos 0x m x m x x m− + + = ⇔ − − =   

( )( )cos 2cos 1 0x m x⇔ − − =   

Xét PT: 2cos 1x =  có 2 nghiệm ;
3 3

x xπ π5
= =  trên đoạn [ ]0;2π   

Để PT có đúng 4 nghiệm phân biệt khi: 



+) cos x m=  có duy nhất 1 nghiệm khác 5; ;
2 3 3

x x xπ π π
= = =  khi đó 1m = − . 

+) cos x m=  có 2 nghiệm trong đó có 1 nghiệm trùng với 1 trong 3 nghiệm 5; ;
2 3 3

x x xπ π π
= = = . 

Suy ra 0m = . Kết hợp 2 trường hợp suy ra có 2 giá trị của m. 

Câu 27.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm trên { }\ 0  thỏa mãn ( ) ( ) 2f x
f x x

x
′ + =  và ( )1 1f = − . Giá trị 

của 3
2

f  
 
 

 bằng  

A. 1
96

. B. 1
64

. C. 1
48

. D. 1
24

. 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

2 3 3 3

4
f x xf x x xf x f x x xf x x xf x x dx C

x
′′ ′+ = ⇔ + = ⇔ = ⇒ = = +   ∫ . 

( ) 51 1
4

f C= − ⇒ = − . Khi đó ( )
4 5 3 1
4 2 96

xf x f
x
−  = ⇒ = 

 
. 

Câu 28.   Cho hàm số ( )f x  xác đinh trên  . Biết rằng sin 2x  là một nguyên hàm của ( ).exf x , họ tất cả 

các nguyên hàm của hàm số ( ).exf x′  là 

A. 2cos 2 sin 2I x x C= − + . B. 2cos 2 sin 2I x x C= − + + . 
C. 2cos 2 sin 2I x x C= − − + . D. 2cos 2 sin 2I x x C= + + . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( ).e d e d .e .e dx x x xI f x x f x f x f x x′= = = −∫ ∫ ∫ . 

Lại có ( ) ( ) ( ).e d sin 2 .e sin 2 2cos 2x xf x x x C f x x x′= + ⇒ = =∫ . 

Vậy 2cos 2 sin 2I x x C= − + . 

Câu 29.   Cho 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 là một nguyên hàm của hàm số 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 𝑒𝑒𝑥𝑥. Khi đó ∫𝑓𝑓′(𝑥𝑥). 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 bằng 
A. 2𝑥𝑥(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 𝑙𝑙𝑠𝑠 2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 + sin 𝑥𝑥) + 𝐶𝐶. B. 2𝑥𝑥(𝑙𝑙𝑠𝑠2. 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 − sin 𝑥𝑥) + 𝐶𝐶.  

C. 2𝑥𝑥 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 𝑙𝑙𝑠𝑠 2
𝑒𝑒
− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥� + 𝐶𝐶. D. 2𝑥𝑥 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 . 𝑙𝑙𝑠𝑠 2

𝑒𝑒
+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥� + 𝐶𝐶.  

Lời giải 
Chọn B 
Theo bài có ∫ 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥).𝑑𝑑𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥. 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥 
Ta có: 𝐼𝐼 = ∫𝑓𝑓′(𝑥𝑥). 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥. 

Đặt � 𝑢𝑢 = 𝑒𝑒𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ �𝑑𝑑𝑢𝑢 = 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  

Nên: 𝐼𝐼 = ∫𝑓𝑓′(𝑥𝑥). 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 =  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥) − ∫𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 =  𝑒𝑒𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 2𝑥𝑥. sin 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶 (*) 
Do 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 là một nguyên hàm của hàm số 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 𝑒𝑒𝑥𝑥. 
Nên có 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 𝑒𝑒𝑥𝑥 = (2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥)′ = 2𝑥𝑥 𝑙𝑙𝑠𝑠2. sin 𝑥𝑥 +  2𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 (2*) 
Thay (2*) vào (*) ta có : 

𝐼𝐼 = 2𝑥𝑥 𝑙𝑙𝑠𝑠2. sin 𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥. sin 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶  = 2𝑥𝑥 (𝑙𝑙𝑠𝑠2. sin 𝑥𝑥 +  cos 𝑥𝑥 − sin 𝑥𝑥) + 𝐶𝐶 

Câu 30.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết ( )2e 2 3x x x− +  là một nguyên hàm của hàm số 

( )exf x , họ tất cả các nguyên hàm của hàm số ( )'' exf x  là  

A. 2 e 2ex xx C− + . B. 2ex C+ . 



C. 2 2e x x C+ + . D. 22ex x C+ + . 
Lời giải 

Chọn B  
Ta có: ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2e 2 3 '=f e e 1 =f e 1x x x xx x x x x f x x− + ⇔ + ⇔ = + . 

Vậy ( )f '' e d = 2e dx=2e +Cx x xx x∫ ∫ . 

Câu 31.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết ( )2e 2 3x x x− +  là một nguyên hàm của hàm số 

( )exf x , họ tất cả các nguyên hàm của hàm số ( )'' exf x  là  

A. 2 e 2ex xx C− + . B. 2ex C+ . 
C. 2 2e x x C+ + . D. 22ex x C+ + . 

Lời giải 
Chọn B  
Ta có: ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2e 2 3 '=f e e 1 =f e 1x x x xx x x x x f x x− + ⇔ + ⇔ = + . 

Vậy ( )f '' e d = 2e dx=2e +Cx x xx x∫ ∫ . 

Câu 32.   Cho ( )2( ) ln 1F x x x= + +  là một nguyên hàm của hàm số ( ).exf x . Khi đó ( ).exf x dx′∫  bằng 

A. ( )2

2

1 ln 1
1

x x C
x

− + + +
+

. B. ( )2

2

2 ln 1
1

x x x C
x

+ + + +
+

.  

C. ( )2
2

1 ln 1
1

x x C
x

− + + +
+

. D. ( )2

2

1 2ln 1
1

x x C
x

+ + + +
+

.  

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )2

2

1.e ln 1
1

xf x dx F x F x C x x C
x

′= − + = − + + +
+

∫ . 

Câu 33.   Cho ( )f x  liên tục và có đạo hàm xác định trên 2[e;e ] , cho 
2e(e)

2
f =  và 

) ln(( ) ln
ln

′ = + +
f xf x x xx

x x
. Tính 2(e )?f  

A. 2 4 2(e ) e 2e 2e= + −f . B. 2 4 2(e ) e 2e 2e= + +f . 
C. 2 4 2(e ) e 2e 2e= − −f . D. 2 4 2(e ) e 2e 2e= − +f . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ) ln(( ) ln
ln

′ = + +
f xf x x xx

x x
( )( ) lnln
ln

′⇔ − = +
f xf x x xx

x x
 

2 22( ).ln ( ) ln ln′⇔ − = +xf x x f x xxx x 221( ).ln nln. ( ) l′⇔ − = +f x x f xx x x
x

2

1( ).ln . ( )
1

ln

′ −
⇔ = +

f x x f x
x x

x
( )

( )2

( ).ln ln . ( )
1

ln

′′ −
⇔ = +

f x x x f x
x

x
 

( ) 1
ln

′ 
⇔ = + 

 

f x x
x

( )
2( ) 1 d

ln 2
⇒ = + = + +∫

f x xx x x C
x

 



Mặt khác 
2e(e) e

2
= ⇒ = −f C . 

Suy ra 
2 ln( ) ln e ln
2

= + −
x xf x x x x . 

Vậy 2 4 2(e ) e 2e 2e= + −f . 
Câu 34.   Cho hàm số ( )f x  xác đinh trên  . Biết rằng tan x  là một nguyên hàm của ( ).exf x , họ tất cả 

các nguyên hàm của hàm số ( ).exf x′  là 

A. 2tan 1 tanI x x C= − − + . B. 2tan 1 tanI x x C= − − − + . 
C. 2tan 1 tanI x x C= + − + . D. 2tan 1 tanI x x C= + + + . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( ).e d e d .e .e dx x x xI f x x f x f x f x x′= = = −∫ ∫ ∫ . 

Lại có ( ) ( ) ( ) 2.e d tan .e tan 1 tanx xf x x x C f x x x′= + ⇒ = = +∫ . 

Vậy 2tan 1 tanI x x C= − − + . 

Câu 35.   Cho a  là số thực khác 0 , ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) ( ) 1lnxf x e ax
x

 = + 
 

 thỏa 

mãn 1 0F
a

  = 
 

 và ( ) 20182018F e= . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. [ )2018;a∈ +∞ . B. 
1 ;1

2018
a  ∈ 

 
. C. 10;

2018
a  ∈ 

 
. D. [ )1;2018a∈ . 

Lời giải 
Chọn B 

Xét ( ) ( ) ( )1 1 1ln d ln d . d . dx x x xF x e ax x e ax x e x M e x
x x x

 = + = + = + 
 ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Xét ( )ln dxM e ax x= ∫ . Đặt 
( ) 1ln d

dx
x

u ax du x
x

dv e x v e

 = = ⇒ 
=  =

 

Khi đó ( ) ( ) 1ln d .ln . dx x xM e ax x e ax e x
x

= = −∫ ∫ ( ) ( )lnxF x e ax C⇒ = + . 

Vì 1 0 0F C
a

  = ⇔ = 
 

 suy ra ( ) ( )lnxF x e ax= . 

Lại có ( ) ( ) ( )2018 20182018 ln 2018 ln 2018 1F e a e a= = ⇔ =  

2018
2018

ea e a⇔ = ⇔ = . Vậy 
1 ;1

2018
a  ∈ 

  . 

Câu 36.   Cho a  là số thực khác 0 , ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) ( ) 1lnxf x e ax
x

 = + 
 

 thỏa 

mãn 1 0F
a

  = 
 

 và ( ) 20182018F e= . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. [ )2018;a∈ +∞ . B. 
1 ;1

2018
a  ∈ 

 
. C. 10;

2018
a  ∈ 

 
. D. [ )1;2018a∈ . 

Lời giải 
Chọn B 



Xét ( ) ( ) ( )1 1 1ln d ln d . d . dx x x xF x e ax x e ax x e x M e x
x x x

 = + = + = + 
 ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Xét ( )ln dxM e ax x= ∫ . Đặt 
( ) 1ln d

dx
x

u ax du x
x

dv e x v e

 = = ⇒ 
=  =

 

Khi đó ( ) ( ) 1ln d .ln . dx x xM e ax x e ax e x
x

= = −∫ ∫ ( ) ( )lnxF x e ax C⇒ = + . 

Vì 1 0 0F C
a

  = ⇔ = 
 

 suy ra ( ) ( )lnxF x e ax= . 

Lại có ( ) ( ) ( )2018 20182018 ln 2018 ln 2018 1F e a e a= = ⇔ =  

2018
2018

ea e a⇔ = ⇔ = . Vậy 
1 ;1

2018
a  ∈ 

  . 

Câu 37.   Cho 
3

( )
3
xF x =  là một nguyên hàm của ( )f x

x
. Tính '( ). xf x e dx∫  

A. 23 6 6x x xx e xe e C− + +  B. 2 6 6x x xx e xe e C− + +  
C. 23 6x x xx e xe e C− + +  D. 23 6 6x xx xe e C+ + +  

Lời giải 
Chọn A 
Theo bài ra 

2 3

2

( ) ( )'( ) ( )

'( ) 3

f x f xF x x f x x
x x

f x x

= ⇔ = ⇔ =

⇒ =
 

Do đó để tính 2'( ). 3 .x xf x e dx x e dx=∫ ∫  ta đặt 
2 63

xx

du xdxu x
v edv e dx

= =  ⇒ 
== 

 

Ta được 
2 2

2

'( ). 3 . 3 6

3 6 6

x x x x

x x x

f x e dx x e dx x e xe

x e xe e C

= = −

= − + +

∫ ∫ ∫  

Câu 38.   Hàm số ( ) 2 3 12x xf x + +=  có đạo hàm là 

A. ( ) ( )
2 3 12 2 3 ln 2x xf x x+ +′ = + . B. ( ) 2 3 1

2 3

2x x
xf x
+ +

+′ = . 

C. ( ) ( )
2 3 12 2 3x xf x x+ +′ = + . D. ( ) 2 3 1

2 3

2 ln 2x x
xf x

+ +

+′ = . 

Lời giải 
Chọn A 

( ) ( )2 23 1 3 1 22 2 . 3 1 .ln 2x x x x x x+ + + +′ ′= + + ( )
2 3 12 . 2 3 .ln 2x x x+ += + . 

Câu 39.   Biết ( )f x  là hàm số liên tục trên { }\ 0R  và 3
1( )

3
F x

x
= −  là một nguyên hàm của hàm số 

( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số ( )( ) ln 0f x x x′ > . 

A. 3 3

ln 1( ) ln
3

xf x xdx C
x x

′ = − + +∫ . B. 3 5

ln 1( ) ln
5

xf x xdx C
x x

′ = − +∫ . 

C. 3 3

ln 1( ) ln
3

xf x xdx C
x x

′ = + +∫ . D. 3 5

ln 1( ) ln
5

xf x xdx C
x x

′ = + +∫ . 



Lời giải 
Chọn C 

Ta có: 
2

6 4 3
1 3 1 ( ) 1( ) . ( )
3

x f xF x f x
x x x x

′ = = = ⇒ = . 

Xét ( ) lnI f x xdx′= ∫ . Đặt 
1ln d

d ( ) ( )

u x u dx
x

v f x dx v f x

= = ⇔ ′=  =

. 

Ta có: 3 3
( ) ln 1ln . ( ) d

3
f x xI x f x x C C

x x x
= − + = + +∫ . 

Câu 40.   Cho hàm số ( )y f x= xác định trên { }\ 1  thỏa mãn ( ) 1
1

f x
x

′ =
−

, ( )0 2018f = , ( )2 2019f = . 

Giá trị của ( ) ( )3 1f f− − bằng 

A. 1. B. ln 4 . C. ln 4037 . D. 0 . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có ( ) ( )
( )
( )

1

2

ln 1 ,khi  > 11d d ln 1 .
1 ln 1 ,khi  < 1

− +′= = = − + = − − +
∫ ∫

x C x
f x f x x x x C

x x C x
 

+ Xét trên ( );1−∞ , ta có ( ) 10 2018 2018= ⇒ =f C . 

+ Xét trên ( )1;+∞ , ta có ( ) 22 2019 2019= ⇒ =f C . 

Do đó, ( )
( )
( )

ln 1 2019,khi  > 1

ln 1 2018,khi  < 1

− += 
− +

x x
f x

x x
 

Vậy ( ) ( ) ( ) ( )3 1 ln 2 2019 ln 2 2018 1.− − = + − + =f f  

Câu 41.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên   thoả mãn ( ) ( ) ( )2 1 xf x f x x e′ − = +  và 

( )0 2f = − . Tổng tất cả các nghiệm thực của phương trình ( ) 0f x =  có giá trị là 

A. 2− . B. 2 . C. 1. D. 1− . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có ( ) ( ) ( )2 1 xf x f x x e′ − = + ( ) ( ) . 2 1xf x f x e x−′⇔ − = +    

( ) ( ) ( ). . 2 1x xf x e f x e x− − ′′⇔ + = + ( )( ). 2 1xf x e x− ′⇔ = +

( ) ( ) ( ) 2. 2 1 d .x xf x e x x f x e x x C− −⇒ = + ⇒ = + +∫  (1). 

Do ( )0 2f = −  nên từ (1) ta có 0 22. 0 0 2e C C− = + + ⇒ = − . 

Khi đó ( ) ( )2 2 . xf x x x e= + − . 

( ) ( )2 20 2 . 0 2 0xf x x x e x x= ⇔ + − = ⇔ + − =
1

2
x
x
=

⇔  = −
. 

Vậy tổng tất cả các nghiệm thực của phương trình ( ) 0f x =  là 1 2 1− = − . 



. 

Câu 42.   Cho hàm số ( )y f x= = 3 2ax bx cx d   , ( ), , , , 0a b c d a∈ ≠ . Biết đồ thị  C  của hàm 

số ( )y f x= tiếp xúc với trục hoành tại điểm có hoành độ dương. Đồ thị  y f x  như hình vẽ. Tính 

diện tích S của hình phẳng tạo bởi đồ thị  C  với trục hoành. 

 

A. S = 21
4

. B. S = 25
4

. C. S = 35
4

. D. S = 27
4

. 

Lời giải 

Chọn D 
Đồ thị y =  'f x  đi qua các điểm (0; 0), (2; 0), (1; –3) nên  'f x  = 23 6x x . 

⇒ f(x) =  'f x dx  = 3 23x x C  . 

Vì đồ thị (C) tiếp xúc với trục hoành tại điểm có hoành độ 0x  dương nên  

  02
0 0 0 0 0

0

0 ( )
' 0, 0 3 6 0, 0

2 (
x KTM

f x x x x x
x TM
 
        

 

Khi đó    3 2 3 22 0 3.2 0 4 3 4f z C C f x x x            

   
22 2 4

3 2 3

1 1 1

27d 3 4 d 4
4 4
xS f x x x x x x x

  

               . Đáp án D. 

Câu 43.   Biết ( )F x  là một nguyên hàm của 
3

2
1 sin( )

sin
xf x

x
−

=  và 2
4 2

F π  = 
 

. Khi đó có bao nhiêu số  

thực ( )x 0;2020∈ π  để ( ) 1F x = .  
A. 1010 . B. 1009 . C. 2020 . D. 2018 . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: 
3

2 2
1 sin 1( ) x sin d cot  +cos  +C

sin sin
−  = = − = − 

 ∫ ∫
xF x d x x x x

x x
  

Do 2 2 21 1
4 2 2 2

  = ⇔ − + + = ⇔ = 
 

F C Cπ  

Suy ra ( ) cot cos   +1F x x x= − +   

Khi đó: 
cos  =01( ) 1 cot cos 0 cos 1 0 sin 1
sin  =1sin

x
F x x x x x

xx
 = ⇔ − + = ⇔ − − = ⇔ ⇔ =    

  

2 ,
2

⇔ = + ∈x k kπ π .  

O
x

y

3

1 2



Do ( )x 0;2020∈ π  nên 0 2 2020
2

< + <kπ π π  

{ }1 4039 1009,75 0;1;2;...;1009
4 4

∈⇔ − < < = → ∈kk k   

Vậy có 1010 giá trị của k ⇒  có 1010 giá trị của x .  

Câu 44.   Cho ( ) 2 sinxF x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( ).exf x . Khi đó ( ).exf x dx′∫  bằng 

A. ( )2 sin .ln 2 cosx x x C+ + . B. 
22 sin .ln cos
e

x x x C + + 
 

.  

C. 
22 sin .ln cos
e

x x x C − + 
 

. D. 
22 cos .ln sin
e

x x x C + + 
 

.  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: ( ) ( ) ( ) 2.e C 2 sin .ln cos
e

x xf x dx F x F x x x C ′ ′= − + = + + 
 ∫ . 

Câu 45.   Cho biết  là một nguyên hàm của . Tìm nguyên hàm của 

. 

A. . B.  

C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có . 

Do  là một nguyên hàm của  nên . 

 

Đặt  

 

Câu 46.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên ( )0;+∞ . Biết ln 2x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) xf x e . Họ 

tất cả các nguyên hàm của hàm số ( )' xf x e là 

A. 
1 ln 2

2
x C

x
− + . B. 

1 ln− +x C
x

. C. 
2 ln 2x C
x
+ + . D. 

1 1 ln 2
2

− +x C
x

. 

( ) 31 12
3

F x x x
x

= + − ( ) ( )22

2

x a
f x

x
+

=

( ) cosg x x ax=

sin cosx x x C− + 1 1sin 2 cos 2
2 4

x x x C− +

sin cosx x C+ + 1 1sin 2 cos 2
2 4

x x x C+ +

( ) ( )22
2

2 2

112
x

F x x
x x

+
′ = + + =

( )F x ( ) ( )22

2

x a
f x

x
+

= 1a =

( )d cos dg x x x x x=∫ ∫

d d
d cos d sin
u x u x

v x x v x
= = 

⇒ = = 

( )d cos d sin sin d sin cosg x x x x x x x x x x x x C= = − = + +∫ ∫ ∫



Lời giải 
Chọn B 

Dùng nguyên hàm từng phần: Đặt 
( ) ( )'

 = = ⇒ 
= =  

x xu e du e dx
dv f x dx v f x

. 

( ) ( ) 1( ) (ln 2 ) '′⇒ = − = −∫ ∫ ∫x x xf x e dx f x e f x e dx x dx
x

, (vì ( ) ( )ln 2 ' xx f x e= ) 

1 1ln 2 ln= − + = − +x C x C
x x

. Chọn B 

Câu 47.   Cho ( ) 2 sinxF x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( ).exf x . Khi đó ( ).exf x dx′∫  bằng 

A. ( )2 sin .ln 2 cosx x x C+ + . B. 22 sin .ln cos
e

x x x C + + 
 

.  

C. 22 sin .ln cos
e

x x x C − + 
 

. D. 22 cos .ln sin
e

x x x C + + 
 

.  

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: ( ) ( ) ( ) 2.e C 2 sin .ln cos
e

x xf x dx F x F x x x C ′ ′= − + = + + 
 ∫ . 

Câu 48.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết ( )
3

3
=

xF x  là một nguyên hàm của ( )f x
x

, họ tất cả các 

nguyên hàm của hàm số ( )' . xf x e  là: 

A. 23 6 6− + +x x xx e xe e C . B. 2 6 6− + +x x xx e xe e C . 
C. 23 6− + +x x xx e xe e C . D. 23 6 6+ + +x xx xe e C . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2' ' 3 .= ⇔ = ⇔ = ⇒ =
f x f x

F x x f x x f x x
x x

 

Do đó: ( ) 2' . 3 .∫ = ∫x xf x e dx x e dx . 

Đặt 
2 6 d3 = = 

⇒  == 
xx

du x xu x
v edv e dx

. 

Khi đó, ( )2 2 23 . d 3 6 dx  3 6∫ = − ∫ = − − +x x x x x xx e x x e xe x e xe e C 23 6 6 .= − + +x x xx e xe e C  

Câu 49.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn 
( ) ( )1 2 1 3

d
51

f x x
x C

xx

+ + +
= +

++∫ . Nguyên 

hàm của hàm số ( )2f x  trên tập +
  là: 

A. 
( )2

3
2 4

x C
x
+

+
+

. B. 2

3
4

x C
x
+

+
+

. C. 
( )2

2 3
4 1

x C
x
+

+
+

. D. 
( )2

2 3
8 1

x C
x
+

+
+

. 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )2

1 2 1 3 2 1 3
d 2 1 d 1

51 1 4

f x x x
x C f x x C

xx x

+ + + + +
= + ⇔ + + = +

++ + +
∫ ∫ . 

Đặt 1x t+ =  ta được: ( ) ( ) ( )2 2

2 3 32 d d
4 4

t tf t t C f t t C
t t
+ + ′= + ⇒ = +
+ +∫ ∫ . 



Suy ra ( ) ( ) ( )
( ) 12 2

1 1 2 3 2 32 d 2 d 2
2 2 8 82 4

x xf x x f x x C C
xx

 + +
= = + = + 

  ++ 
∫ ∫  

Câu 50.   Cho 2

1( )
2

F x
x

=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) lnf x x′  

A. 2 2

ln 1( ) ln
2

xf x xdx C
x x

 ′ = − + + 
 ∫

 
B. 2 2

ln 1( ) ln xf x xdx C
x x

′ = + +∫  

C. 2 2

ln 1( ) ln xf x xdx C
x x

 ′ = − + + 
 ∫  D. 2 2

ln 1( ) ln
2

xf x xdx C
x x

′ = + +∫  
Lời giải 

1'( ).lnx ln (x) ( ).lnx ( ) ln ( ).lnx ( ) (1)f x dx xdf f x f x d x f x f x dx
x

= = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

Lại có 2

1( )
2

F x
x

= là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

nên  

2 3 3

2

( ) 1 2 1[ ]'
2 2

1( ) (2)

f x
x x x x

f x
x

− −
= = =

−
⇔ =

 

Thay (2) vào (1) ta được  
2'( ). xf x e dx =∫ 2 2 2 3 2 2

1 1 1 ln 1 ln 1.lnx .
2

x xdx dx C
x x x x x x x
− − − − −

− = − = − +∫ ∫  2 2

ln 1
2

x C
x x

 = − + + 
   

Chọn A 

Câu 51.   Cho ( ) 2cos
xf x

x
=  trên ;

2 2
π π − 

 
 và ( )F x  là một nguyên hàm của ( ). 'x f x  thỏa mãn 

( )0 0F = . Tính 
3

F π 
 
 

? 

A. 
2 3 ln 2

36 3
π π

− + . B. 
24 3 ln 2

9 3
π π

− − . 

C. 
24 3 ln 2

9 3
π π

− + . D. 
2 3 ln 2

36 3
π π

− − . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 2. ' dx= d dx= dx
cos cos

x xF x x f x x f x xf x f x
x x

= = − −∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 dx tan .tan tan .tan ln cos
cos

x xd x x x xdx x x x C
x

= = − = + +∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

2 2

2

tan ln cos 0 0
cos

4 3tan ln cos ln 2
3 9 3cos

xF x x x x C F C
x

xF x x x x F
x

π π π

⇒ = − − + ⇒ = =

 ⇒ = − − ⇒ = − + 
 

 

Câu 52.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết sin x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2xf x e , họ tất 

cả  
các nguyên hàm của hàm số ( ) 2xf x e′  là 
A. sin 2 cosx x C− + + . B. 2sin cosx x C− + . 



C. 2sin cosx x C− + + . D. sin 2cosx x C− + + . 
Lời giải 

Chọn C 
Ta có: sin x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2xf x e   

( )
( )

2

2

(sin )

osx

x

x

f x e x

f x e c

′⇒ =

⇔ =
  

Lại có: ( ) 2 sinxf x e dx x=∫   

Đặt 22

( )( )
1
2

xx

du f x dxu f x
v edv e dx

′== ⇒ 
== 

  

( ) 2 2 2

2 2

2

1 1sin ( ). . ( )
2 2

1 1( ). ( ).
2 2

1 1sin osx ( ).
2 2

x x x

x x

x

x f x e dx f x e e f x dx

f x e f x e dx

x c f x e dx C

′⇒ = = −

′= −

′⇔ = − +

∫ ∫

∫

∫

 

2( ). 2sin osx+Cxf x e dx x c′⇔ = − +∫  

Câu 53.   Cho ( ) 2

1
2

F x
x

=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) lnf x x′ . 

A. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . B. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

′ = + +∫ . 

C. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . D. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

′ = + +∫ .
 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( )
2

1
2

f x f x
F x

x x x

′ ′ = ⇔ = 
 

 

( ) ( ) ( )2
3 2

1 1 1 .
2

f x f x
x f x

x x x x
−

′ ⇔ = ⇔ − = ⇔ = − 
 

 

Tính ( ) lnI f x xdx′= ∫  

Đặt 
( ) ( )

1lnu x du dx
x

dv f x dx v f x

 = = ⇒ ′=  =

 

Ta được: ( ) ( )
2 2 2

1 1 ln 1ln ln .
2 2

f x xI f x x dx x C C
x x x x x

 = − = − − + = − + + 
 ∫ . 

Câu 54.   Cho hàm số ( )f x  xác định trên { }\ 1  thỏa mãn ( ) 1
1

f x
x

′ =
−

, ( )0 2019f = ,, ( )2 2020f = . 

Tính ( )( ) ( )( )3 2019 1 2020S f f= − − − . 

A. 1S = . B. 21 ln 2S = + . C. 2ln 2S = . D. 2ln 2S = . 



Lời giải 

Chọn D  

Ta có ( ) 1 d
1

f x x
x

=
−∫ ln 1x C= − +

( )
( )

1

2

ln 1   khi  1

ln 1   khi  1

x C x

x C x

 − + >= 
− + <

. 

Lại có ( )0 2019f = ( ) 2ln 1 0 2019C⇒ − + = 2 2019C⇒ = . 

( )2 2020f = ( ) 1ln 2 1 2020C− + = 1 2020C⇒ = . 

Do đó ( ) ( )( )ln 3 1 2020 2020 ln 1 1 2019 2019S   = − + − − − + −   
2ln 2= . 

Câu 55.   Cho hàm số ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2

2cos 1
sin

xf x
x
−

=  trên khoảng ( )0;π . Biết 

rằng giá trị lớn nhất của ( )F x  trên khoảng ( )0;π  là 3 . Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau.  

A. 3 3 4
6

F π  = − 
 

. B. 2 3
3 2

F π  = 
 

. C. 3
3

F π  = − 
 

. D. 5 3 3
6

F π  = − 
 

. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: 

( ) 2 2 2

2cos 1 cos 1d d 2 d d
sin sin sin

x xf x x x x x
x x x
−

= = −∫ ∫ ∫ ∫  

( )
2 2

d sin 1 22 d cot
sin sin sin

x
x x C

x x x
= − = − + +∫ ∫  

Do ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) 2

2cos 1
sin

xf x
x
−

=  trên khoảng ( )0;π  nên hàm số ( )F x  có 

công thức dạng ( ) 2 cot
sin

F x x C
x

= − + +  với mọi ( )0;x π∈ . 

Xét hàm số ( ) 2 cot
sin

F x x C
x

= − + +  xác định và liên tục trên ( )0;π . 

( ) ( ) 2

2cos 1'
sin

xF x f x
x
−

= =  

Xét ( ) ( )2

2cos 1 1' 0 0 cos 2  
sin 2 3

xF x x x k k
x

π π−
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ± + ∈ . 

Trên khoảng ( )0;π , phương trình ( )' 0F x =  có một nghiệm 
3

x π
=   

Bảng biến thiên: 

 

( )
( )

0;
max 3

3
F x F C

π

π = = − + 
 

  

Theo đề bài ta có, 3 3 2 3C C− + = ⇔ = . 



Do đó, ( ) 2 cot 2 3
sin

F x x
x

= − + + . 

Khi đó, 3 3 4
6

F π  = − 
 

. 

Câu 56.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết sin3x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) xf x e− . Họ tất 

cả các nguyên hàm của hàm số ( )' xf x e−  là? 

A. 
1 cos3 sin 3
3

x x C+ + . B. 3sin 3 3cos3x x C+ + . 

C. 3cos3 sin 3x x C+ + . D. 
13cos3 sin 3
3

x x C− + . 

Lời giải 
Chọn C 
Tính '( ). xI f x e−= ∫ .  

Đặt
'( ) ( )

x xu e du e dx
dv f x dx v f x

− − = = −
⇒ 

= = 
 

. ( ) ( ). ( )

(sin3 ) ' sin3
3cos3 sin3

x xI e f x f x e d x

x x C
x x C

− −= +

= + +
= + +

∫
 

Câu 57.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết sinx x là một nguyên hàm của hàm số ( ) xf x e− . Họ tất 

cả các nguyên hàm của hàm số ( )' xf x e− là 

A. ( )sin cos sin .x x x x C+ − +   B. ( )sin cos sin .x x x x C+ + +   

C. ( )sin cos sin .x x x x C− + − +  D. ( )sin cos sin .x x x x C− − +  

Lời giải 
Đáp án: B 
Bằng phương pháp nguyên hàm từng phần đặt e ; '( ) e d ; ( )x xu dv f x du x v f x− −= = ⇒ = − =  

'( )e d

e ( ) ( )e d e ( ) sin

sin cos sin sin (cos sin ) .

x

x x x

f x x

f x f x x f x x x C

x x x x x C x x x x C

−

− − −= + = + +

= + + + = + + +

∫
∫  

Câu 58.   Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( ) ,xf x f x e x′ −+ = ∀ ∈  và (0) 2f = . Tất cả các nguyên hàm 

của 2( )e xf x  là  

A. ( 2) x xx e e C− + + . B. 2( 2) x xx e e C+ + + . 

C. ( 1) xx e C− + . D. ( 1) xx e C+ + . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có  

( ) ( ) xf x f x e′ −+ = ( )e ( )e 1x xf x f x′⇔ + = ( )( )e 1xf x
′

⇔ = ( )exf x x C⇔ = +
 



Vì (0) 2f = 02 e C⇔ ⋅ = 2C⇔ = 2( )e ( 2)ex xf x x⇒ = + . 

Vậy 2( ) xf x e dx∫ ( 2)e dxx x= +∫ ( )( 2)d exx= +∫ ( 2)e e d( 2)x xx x= + − +∫  

( 2)e e dx xx x= + − ∫ ( 2)e ex xx C= + − + ( 1)exx C= + + . 

Phân tích: Bài toán cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn điều kiện chứa tổng của ( )f x  và ( )f x′  đưa ta tới 

công thức đạo hàm của tích ( . )u v u v u v′ ′ ′= ⋅ + ⋅  với ( )u f x= . Từ đó ta cần chọn hàm D  cho phù hợp 

Tổng quát: Cho hàm số ( )y f x=  và ( )y g x=  liên tục trên K , thỏa mãn ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x k x′ + =  
(Chọn ( )G xv e= ).  

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x k x′ + = ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )G x G x G xe f x g x e f x k x e′⇔ + = . 

( )( ) ( )( ) ( )G x G xe f x k x e
′

⇔ = ( ) ( )( ) ( )G x G xe f x k x e dx⇒ = ∫ ( ) ( )( ) ( )G x G xf x e k x e dx−⇔ = ∫ . 

Với ( )G x  là một nguyên hàm của ( )g x . 

Bản chất của bài toán là cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn điều kiện chứa tổng của ( )f x  và ( )f x′ liên 

quan tới công thức đạo hàm của tích ( . ) .u v u v u v′ ′ ′= + với ( )u f x= . Khi đó ta cần chọn hàm D  thích hợp. 
Cụ thể, với bài toán tổng quát:  

Cho hàm số ( )y f x= , ( )y g x= , ( )y h x= , ( )y k x=  liên tục trên K , ( ) 0g x ≠  với x K∀ ∈ và thỏa 

mãn ( ) ( ) ( ) ( ) ( ). .g x f x h x f x k x′ + =   

Ta sẽ đi tìm v  như sau: ( )
( )

( )
( )

h x h xv v
v g x v g

dx dx
x

⇒
′

= =
′

∫ ∫   

Khi đó: 
( )
( )

( )
( )ln

x
h x
g x

d
dx e

h x
v v

g x
∫

= ⇔ =∫   

Câu 59.   Cho 
3

1( )
3

F x
x

= −  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

'( ) lnf x x . 

A. 
3 5

ln 1'( ) ln d
5

xf x x x C
x x

= + +∫ . B. 
3 3

ln 1'( ) ln d
3

xf x x x C
x x

= − + +∫ . 

C. 
3 3

ln 1'( ) ln d
3

xf x x x C
x x

= + +∫ . D. 
3 5

ln 1'( ) ln d
5

xf x x x C
x x

= − +∫ . 

Lời giải 

Ta có 
( ) ( ) ( )3 4 3

1 1 1
3

f x
F x f x

x x x x

′− ′= = = ⇒ = 
 

.Do đó 
4

3'( ) ln d ln df x x x x x
x
−

=∫ ∫  

Đặt 
4

3

1ln d d
3 1d d

u x u x
x

v x vx x

= =  ⇒− 
=  = 

. 

Suy ra 
4 3 4 3 3

3 ln 1 ln 1ln d d
3

x xx x x C
x x x x x
−

= − = + +∫ ∫ . 



Câu 60.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên  . Biết ( ) ( )
1

0

3 1, 3 1f xf x dx= =∫ , khi đó 

( )
3

2

0

x f x dx′∫  bằng 

A.3.  B. 7.  C. 9.−  D. 
25 .
3

−  

Lời giải: 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

2 2 3
0

0 0 0

2 9 2 .I x f x dx x f x xf x dx xf x dx′= = − = −∫ ∫ ∫
 

Mặt khác, ( )
1

0

3 1xf x dx =∫ . Đặt 3 3u x du dx= ⇒ = , với 0 0; 1 3x u x u= ⇒ = = ⇒ = . Khi đó  

( ) ( ) ( ) ( )
1 3 3 3

0 0 0 0

13 1 1 9 9
9

xf x dx uf u du uf u du xf x dx= ⇔ = ⇔ = ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Thay vào I ta được: ( )
3

0

9 2 9 2.9 9.I xf x dx= − = − = −∫
 

Chọn C 

Câu 61.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn ( ) ( )3 2  ,f x f x x= − x∀ ∈  và ( )
1

0

d 5f x x =∫ . Giá 

trị ( )
3

1

df x x∫  bằng 

A. 4 . B. 10 . C. 7 . D. 12 . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

3 2 3 d 2 df x f x x f x x f x x x= − ⇒ = −  ∫ ∫  

( ) ( )
1 1 1

0 0 0

3 d d 2 df x x f x x x x⇔ = −∫ ∫ ∫ ( )
1

12

0
0

3 d 5f x x x⇔ = −∫ ( )
1

0

3 d 4f x x⇔ =∫ (1) 

Mặt khác ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 3 3

0 0 0 0

1 1 13 d 3 d 3 d d
3 3 3

f x x f x x f t t f x x= = =∫ ∫ ∫ ∫ (2) 

Từ (1) và (2) suy ra ( ) ( )
3 1

0 0

d 3 3 d 3.4 12f x x f x x= = =∫ ∫ . 

Do đó ( ) ( ) ( )
3 3 1

1 0 0

d d d 12 5 7f x x f x x f x x= − = − =∫ ∫ ∫ . 

Câu 62.   Cho hàm số ( )f x có đạo hàm liên tục trên khoảng (0; )+∞ . Biết; 

2( ) (2 4) ( ) 0; ( ) 0, 0f x x f x f x x′ + + = > ∀ >  và ( ) 12
15

f = . Tính (1) (2) (3)f f f+ + . 



A. 7
15

. B. 11
15

. C. 7
30

. D. 11
30

. 

Lời giải 
Chọn C 

Từ giả thiết ta có ( ) ( ) ( )22 4 0f x x f x′ + + =  ( )
( )2 2 4

f x
x

f x
′

⇔ = − − . 

Lấy nguyên hàm hai vế ta có ( )
( ) ( )2 d 2 4 d

f x
x x x

f x
′

= − −∫ ∫ ( )1 . 

Đặt ( )t f x=  ( )d dt f x x′⇒ =  ( )
( )2 2

dd
f x tx
f x t
′

⇒ =∫ ∫ ( )
1 1C C
t f x

= − + = − + . 

Thay vào ( )1  ta có 
( )

2
1

1 4C x x C
f x

− + = − − +
( )

2
1

1 4x x C C
f x

⇒ = + + − . 

Do ( ) 12
15

f = 115 12 C C⇒ = + −  1 3C C⇒ − = . 

Khi đó ( ) 2 2
1

1 1
4 4 3

f x
x x C C x x

= =
+ + − + +

 

( ) ( ) ( ) 1 1 1 71 2 3
8 15 24 30

f f f⇒ + + = + + = . 

Câu 63.   Cho ( )f x là hàm số liên tục trên { }\ 0R . Biết 2 3 2x x− +  là một nguyên hàm của hàm số  

( )xf x . Họ nguyên hàm của hàm số ( )f x là: 

A. 2x – 3lnx + C. B. 2  –  3   C.x ln x +  

C. 2  –  3   C.x ln x + . D.. 2  –  3   2020.x ln x +  
Lời giải 

Chọn C 

2 3 2x x− +  là một nguyên hàm của hàm số ( )xf x  nên  

2( 3 2) ' ( ) 2 3 . ( )
2 3( )

x x xf x x x f x
xf x
x

− + = ⇔ − =
−

⇒ =
  

Khi đó 2 3 3( ) (2 ) 2 3lnxf x dx dx dx x x C
x x
−

= = − = − +∫ ∫ ∫ .  

Câu 64.   Họ nguyên hàm của hàm số ( ) .sin 2f x x x=  là  

A. 1 1cos 2 sin 2
2 4

x x− + . B. 1cos 2 sin 2
2 4
x x x C− + + . 

C. 1 1cos 2 sin 2
2 4

x x C− + + . D. 1cos 2 sin 2
2 4
x x x+ .  

Lời giải 
Chọn B 

Ta tính sin 2 dI x x x= ∫ . 



Đặt 
d d

1d sin 2 d cos 2
2

u xu x
v x x v x

== ⇒ = = − 

. 

Do đó 1 1cos 2 cos 2 d cos 2 sin 2
2 2 2 4
x xI x x x x x C= − + = − + +∫ .  

Câu 65.   Cho 3

1( )
3

F x
x

= −  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

'( ) lnf x x . 

A. 3 5

ln 1'( ) ln
5

xf x xdx C
x x

= + +∫ . B. 3 5

ln 1'( ) ln
5

xf x xdx C
x x

= − +∫ . 

C. 3 3

ln 1'( ) ln
3

xf x xdx C
x x

= + +∫ . D. 3 3

ln 1'( ) ln
3

xf x xdx C
x x

= − + +∫ . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: ( ) ( ) ( )
3

1
3

f x f x
F x

x x x

′ ′ = ⇔ − = 
 

 

( ) ( ) ( )3
4 3

1 1 1 .
3

f x f x
x f x

x x x x
−

′ ⇔ − = ⇔ = ⇔ = 
 

 

Tính ( ) lnI f x xdx′= ∫  

Đặt 
( ) ( )

1lnu x du dx
x

dv f x dx v f x

 = = ⇒ ′=  =

 

Ta được: ( ) ( )
3 3 3 3

1 1 ln 1ln ln .
3 3

f x xI f x x dx x C C
x x x x x

= − = + + = + +∫  

Câu 66.   Cho 3

1( )
3

F x
x

= −  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

'( ) lnf x x . 

A. 3 5

ln 1'( ) ln
5

xf x xdx C
x x

= + +∫ . B. 3 5

ln 1'( ) ln
5

xf x xdx C
x x

= − +∫ . 

C. 3 3

ln 1'( ) ln
3

xf x xdx C
x x

= + +∫ . D. 3 3

ln 1'( ) ln
3

xf x xdx C
x x

= − + +∫ . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: ( ) ( ) ( )
3

1
3

f x f x
F x

x x x

′ ′ = ⇔ − = 
 

 

( ) ( ) ( )3
4 3

1 1 1 .
3

f x f x
x f x

x x x x
−

′ ⇔ − = ⇔ = ⇔ = 
 

 

Tính ( ) lnI f x xdx′= ∫  



Đặt 
( ) ( )

1lnu x du dx
x

dv f x dx v f x

 = = ⇒ ′=  =

 

Ta được: ( ) ( )
3 3 3 3

1 1 ln 1ln ln .
3 3

f x xI f x x dx x C C
x x x x x

= − = + + = + +∫  

Câu 67.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên ( )0;+∞ . Biết ln 2x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) xf x e . 

Họ tất cả các nguyên hàm của hàm số ( )' xf x e là 

A. 1 ln 2
2

x C
x
− + . B. 1 1 ln 2

2
x C

x
− + . 

C. 2 ln 2x C
x
+ + . D. 1 ln 2x C

x
− + . 

Lời giải 
Chọn D 

Nguyên hàm từng phần: Đặt ( ) ( )'

x xu e du e dx
dv f x dx v f x
 = = ⇒ 

= =  
. (Chú ý ( ) ( )ln 2 ' xx f x e= ) 

( ) ( ) 1( ) (ln 2 ) 'x xI x udv uv vdu f x e f x e dx x dx
x

⇒ = = − = − = −∫ ∫ ∫ ∫ .  

Hay ta có 1( ) ln 2I x x C
x

= − + .  

Câu 68.   Cho ( ) 2

1
2

F x
x

=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) lnf x x′ . 

A. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . B. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

′ = + +∫ . 

C. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . D. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

′ = + +∫ .
 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( )
2

1
2

f x f x
F x

x x x

′ ′ = ⇔ = 
 

 

( ) ( ) ( )2
3 2

1 1 1 .
2

f x f x
x f x

x x x x
−

′ ⇔ = ⇔ − = ⇔ = − 
 

 

Tính ( ) lnI f x xdx′= ∫  

Đặt 
( ) ( )

1lnu x du dx
x

dv f x dx v f x

 = = ⇒ ′=  =

 

Ta được: ( ) ( )
2 2 2

1 1 ln 1ln ln .
2 2

f x xI f x x dx x C C
x x x x x

 = − = − − + = − + + 
 ∫

 



Câu 69.   Cho đồ thị ( ) ( ):C y f x x= = . Gọi ( )H  là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị ( )C , đường thẳng 

9x =  và trục Ox . Cho điểm M  thuộc đồ thị ( )C  và điểm ( )9;0A . Gọi 1V  là thể tích khối tròn xoay khi 

cho ( )H  quay quanh trục Ox , 2V  là thể tích khối tròn xoay khi cho tam giác AOM  quay quanh trục 

Ox . Biết rằng 1 22V V= . Tính diện tích S  phần hình phẳng giới hạn bởi đồ thị ( )C  và đường thẳng OM . 

 

A. 3S = . B. 27 3
16

S = . C. 3 3
2

S = . D. 
4
3

S = . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có ( )
9 2

1
0

π dV x x= ∫ =
81

2
π

. 

Gọi H  là hình chiếu của M  lên trục Ox , đặt OH m=  (với 0 9m< ≤ ), ta có ( );M m m , MH m=  

và 9AH m= − . 

Suy ra 2 2
2

1 1π. . π. .
3 3

V MH OH MH AH= + 21 π. .
3

MH OA= = 3 πm . 

Theo giả thiết, ta có 1 22V V=  nên 
81π 6 π

2
m= ⇔

27
4

m = . Do đó 27 3 3;
4 2

M
 
  
 

. 

Từ đó ta có phương trình đường thẳng OM  là 2 3
9

y x= . 

Diện tích S  phần hình phẳng giới hạn bởi đồ thị ( )C  và đường thẳng OM  là 
27
4

0

2 3 d
9

S x x x
 

= −  
 
∫

27
4

2

0

2 3
3 9

x x x
 

= −  
 

=
27 3

16
. 

Câu 70.   Cho hàm số ( )f x  liên tục tên R. Biết xe  là một nguyên hàm của hàm số 2

( )
cos
f x

x
, họ tất cả các 

nguyên hàm của hàm số '( ). tanf x x  là: 

A. sin 2( 1)
2

x xe C− + . B. (sin 2 1)xe x C− + . C. sin 2( 1)
2

x xe C+ + . D. Đáp án khác. 

Lời giải 
Chọn A 

xe  là một nguyên hàm của hàm số 2

( )
cos
f x

x
, nên 

( ) 'xe = 2
2 2

( ) ( ) ( ) .cos
cos cos

x xf x f xe f x e x
x x
⇒ = ⇔ =  

Đặt A= '( ). tanf x xdx∫  

2
2

1tan ( )tan . ( )cos
'( ) cos( )

u x du dx f xA x f x dxx
dv f x dx xv f x

= = ⇒ ⇒ = − =  =
∫  



2 sin 2tan . .cos ( 1)
2

x x x xA x e x e C e C= − + = − +  

Câu 71.   Cho hàm số ( )f x  có bảng xét dấu của đạo hàm như sau: 

x   −∞  1 2 3 4 +∞  
( )'f x    - 0 + 0 + 0 - 0 + 

Hàm số ( ) 33 2 3y f x x x= + − +  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ( )1;+∞   B. ( ); 1−∞ −   C. (-1;0) D. (0;2) 
Lời giải 

Ta có ( ) ( )2 2' 0 3 ' 2 3 3 0 ' 2 1.y f x x f x x> ⇔ + − + > ⇔ + > −   

Đặt 2,t x= +  bất phương trình trở thành: 2'( ) ( 2) 1.f t t> − −  Không thể giải trực tiếp bất phương 
trình: 

Ta sẽ chọn t sao cho 
( )2 1 2 1 1 3 1 22 1 0 .

(1;2) (2;3) (4; ) (1;2) (2;3) (4; ) 2 3'( ) 0

t t tt
t t tf t

 − < − < < < < <  − − < ⇔ ⇔ ⇔   ∈ ∪ ∪ +∞ ∈ ∪ ∪ +∞ < <>   
  

Khi đó 
1 2 2 1 0

.
2 2 3 0 1

x x
x x

< + < − < < 
⇔ < + < < < 

 Vậy hàm số đã cho đồng biến trên các khoảng (-1;0); (0;1). Đối 

chiếu đáp án chọn C. 

Câu 72.   Cho ( ) 2

1
2

F x
x

=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x
x

. Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) lnf x x′ . 

A. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . B. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

′ = + +∫ . 

C. ( ) 2 2

ln 1ln d xf x x x C
x x

 ′ = − + + 
 ∫ . D. ( ) 2 2

ln 1ln d
2

xf x x x C
x x

′ = + +∫ .
 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( )
2

1
2

f x f x
F x

x x x

′ ′ = ⇔ = 
 

( ) ( )3 2

1 1 .
f x

f x
x x x

⇔ − = ⇔ = −  

Tính ( ) lnI f x xdx′= ∫ , đặt 
( ) ( )

1lnu x du dx
x

dv f x dx v f x

 = = ⇒ ′=  =

 

Ta được: ( ) ( )
2 2 2

1 1 ln 1ln ln .
2 2

f x xI f x x dx x C C
x x x x x

 = − = − − + = − + + 
 ∫  

Câu 73.   Cho ( ) 3

1
3

F x
x

= −  là một nguyên hàm của hàm số ( ) .
f x

x
 Tìm nguyên hàm của hàm số 

( ) ln .f x x′  

A. ( ) 3 5

ln 1ln .
5

xf x xdx C
x x

′ = + +∫  B. ( ) 3 3

ln 1ln .
3

xf x xdx C
x x

′ = − + +∫  

C. ( ) 3 3

ln 1ln .
3

xf x xdx C
x x

′ = + +∫  D. ( ) 3 5

ln 1ln .
5

xf x xdx C
x x

′ = − +∫  

Lời giải 
Chọn C 



Ta có 
( ) ( ) ( )3 4 3

1 1 1 .
3

f x
F x f x

x x x x

′− ′= = = ⇒ = 
 

 

Do đó ( ) 4

3ln ln .f x xdx xdx
x
−′ =∫ ∫  

Đặt 
4

3

1ln
.3 1

u x du dx
x

dv dx vx x

= =  ⇒− 
=  = 

 Suy ra 4 3 4 3 3

3 ln 1 ln 1ln .
3

x xxdx dx C
x x x x x
−

= − = + +∫ ∫  

Câu 74.   Cho hàm số ( )f x
 liên tục trên { }\ 1;0−  thỏa mãn điều kiện ( ) l1 2 n 2f = − và 

( ) ( ) ( ) 21 xx x f f x x x′+ + = + . Biết ( ) ( )ln 3 ,2f a b a b= + ∈ . Giá trị của ( )2 22 a b+  là: 

A. 27
4

. B. 9 . C. 3
4

. D. 9
2

.
 

Lời giải 
Chọn B 
Xét trên đoạn [ ]1;2 ta có 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2

2
1

1 1

1

1

x x f f x x xx
x xf x f x

x xx
′⋅ + ⋅ =

+

′+

⇔
+

= +

+

+

 

( )
1 1

x xf x
x x

′ ⇔ ⋅ = + + 
 

( ) 1d 1 d
1 1 1

x xf x x x
x x x

 ⇔ ⋅ = = − + + + ∫ ∫  

( ) ( )ln 1  2
1

x f x x x C
x

⇔ ⋅ = − + +
+

. 

Theo giả thiết, ( )1 2ln 2f = −  nên thay 1x =  vào phương trình ( )2 , ta được: 

( )1 1 1 ln 2 ln 2 1 ln 2 1
2

f C C C= − + ⇔ − = − + ⇔ = − . 

Thay 2x =  vào ( )2 , ta được: 

( ) ( )2 3 32 2 ln 3 1 2 ln 3
3 2 2

f f= − − ⇔ = − . 

3 3,  
2 2

a b⇒ = = − . Vậy ( )2 22 9a b+ = . 

Câu 75.   Cho hàm số ( )f x  xác đinh trên  . Biết rằng sin 2x  là một nguyên hàm của ( ).exf x , họ tất cả 

các nguyên hàm của hàm số ( ).exf x′  là 

A. 2cos 2 sin 2I x x C= − + . B. 2cos 2 sin 2I x x C= − + + . 
C. 2cos 2 sin 2I x x C= − − + . D. 2cos 2 sin 2I x x C= + + . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( ).e d e d .e .e dx x x xI f x x f x f x f x x′= = = −∫ ∫ ∫ . 

Lại có ( ) ( ) ( ).e d sin 2 .e sin 2 2cos 2x xf x x x C f x x x′= + ⇒ = =∫ . 

Vậy 2cos 2 sin 2I x x C= − + . 



Câu 76.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  . Biết sin 3x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) xf x e , họ tất 

cả các nguyên hàm của hàm số ( )' xf x e là 

A. sin 3 3cos3x x C− + . B. sin 3 3cos3x x C− + + . 
C. sin 3 3cos3x x C− − + . D. sin 3 3cos3x x C+ + .  

Lời giải 
Chọn D 
Từ giả thiết  ( )s in3 ' ( ) 3cos3xx f x e x= = −   

. Xét '( ) xI f x e dx= ∫   

Đặt 
'( ) ( )

x xu e du e dx
dv f x dx v f x
= ⇒ =
= ⇒ =

,  

Ta có: ( ) ( ) 3cos3 3 cos3 3cos3 s in3x xI f x e f x e dx x xdx x x C= − = − = − +∫ ∫ . 

Câu 77.   Tổng tất cả các giá trị nguyên của m để phương trình: 
 

( )33 3 3 2 33 9 24 .3 3 1x m x x xx x x m− + − −+ − + + = +  có 3 nghiệm phân biệt là 

A. 45  B. 34  C. 27  D. 38  
Lời giải 

Chọn C 

 
( )

( )

( ) ( )

( )

3

3

3

3 3 3 2 3

33 3 3

33 3 3

3

3 3 3 3

3 9 24 .3 3 1

3 3 27 3 .3 3 1

3 3 3 27 3 3 1

3 ; 3
1 3 27 27. 3 3 3

x m x x x

x m x x x

m x x

b a b a

x x x m

x m x

x m x

a x b m x
b a b a

− + − −

− + − −

− −

+ − + + = +

 ⇔ + − + + − = + 

⇔ + − + − + = +

= − = −

⇔ + + − = + ⇔ + = +

 

Xét ( ) ( )3 23 ' 3 .ln 3 3 0t tf t t f t t t R= + ⇒ = + ≥ ∀ ∈  

( ) ( )
( )

3

3 3 2

3 3

3 3 9 24 27

f a f b a b x m x

m x x x x x

⇒ = ⇔ = ⇔ − = −

⇔ = − + = − + − +
 

( ) ( )
( )

3 2 29 24 27 ' 3 18x 24

' 0 2 4

f x x x x f x x

f x x x

= − + − + ⇒ = − + −

= ⇔ = ∨ =
 

Dựa vào đồ thị: { }7 11 8;9;10m m< < ⇒ ∈ . 

⇒

( ) 3cos3xf x e x⇒ =
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Câu 1.   Cho hàm số ( )f x có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ]0;2020π  của phương trình ( )sin 2 0f x − =  là 

A. 1010 . B. 2019 . C. 2021. D. 2020 . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có 1 sin 1x− ≤ ≤ x∀ , nên từbảng biến thiên suy ra ( )sin 2 0f x − =  

( )sin 2f x⇔ =
( )
( )

sin 1 1

sin 1 2

x

x

= −
⇔ 

=
.  

+ Phương trình (1): sin 1 2
2

x x kπ π= − ⇔ = − + . Mà [ ]0;2020x π∈ => có 1010 giá trị với 

k=1,2,3,…,1010 
(1) có 1010 nghiệm. 

+ Phương trình (2): sin 1 2
2

x x kπ π= ⇔ = + . Mà [ ]0;2020x π∈ [ ]0;2020x π∈ => có 1010 giá trị với 

k=0,2,3,…,1009 
(2) có 1010 nghiệm. 
Vậy số nghiệm của phương trình là 2020 nghiệm. 

Câu 2.   Cho hàm số ( )3 22 4= + − +y x m x m có đồ thị ( )C . Có tất cả bao nhiêu giá trị của tham số m  

để đồ thị ( )C  cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt ( )2;0 , ,−A B C  sao cho 2 2 12?+ =AB AC  

A. 0. B. 1. C. 2. D. 3. 

Lời giải 
Chọn B 
Phương trình hoành độ giao điểm: ( ) ( )( )3 2 22 4 0 2 2 0+ − + = ⇔ + − + =x m x m x x mx m  

Đồ thị hàm số cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt khi phương trình ( )2 2 0 1− + =x mx m  có hai nghiệm 

phân biệt khác 2−  
20 8 0

4 2 2 0 1
∆ >  − >

⇔ ⇔ + + ≠ ≠ − 

m m
m m m

 

Khi đó: gọi 1 2,x x  là hai nghiệm của phương trình ( )1 .   

Theo Viet ta có: 1 2

1 2 2
+ =

 =

x x m
x x m

 

Giả sử ( ) ( )1 2;0 , ;0B x C x . Ta có ( ) ( )2 22 2
1 22 , 2= + = +AB x AC x  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 12 4 4 0 2 4 4 0⇒ + + + = ⇔ + + + − = ⇔ + − + + − =x x x x x x x x x x x x  

2 2 24 4 4 0 4 0 4 2⇔ − + − = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =m m m m m m (loại) hoặc 2= −m (thích hợp) 



Câu 3.   Cho hàm số  có đồ thị  cắt trục Ox tại ba điểm có hoành độ  như 
hình vẽ. Mệnh đề nào dưới đây là đúng? 

A. . 
B. . 

C. . 

D.  
Lời giải 

Chọn D 

Từ đồ thị hàm , suy ra  có ba nghiệm phân biệt  

Ta có bảng biến thiên của hàm số  như sau 

 

Từ đây, suy ra . 

Câu 4.   Cho hàm số ( ) 3 23 2f x x x= − +  có đồ thị là đường cong trong hình bên.  

 

Hỏi phương trình ( ) ( )3 23 2 3 23 2 3 3 2 2 0x x x x− + − − + + =  có bao nhiêu nghiệm thực dương phân biệt? 

A. 3 . B. 5 . C. 7 . D. 1. 

Lời giải 
Chọn B  

Đặt 3 23 2t x x= − + , ta có phương trình 3 23 2 0t t− + =

1

1 3

1 3

t

t

t

=


⇔ = +
 = −

. 

( )y f x= ( )y f x′= a b c< <

( ) ( ) ( ).f c f b f a> >

( ) ( ) ( ).f a f b f c> >

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) 0.f b f a f b f c− − <

( ) ( ) 2 ( ) 0.f c f a f b+ − >

( )y f x′= ( ) 0f x′ = ,  ,  x a x b x c= = =

( )y f x=

f(b)

+ +

f(c)f(a)

b ca

00

y

y'

x

0

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0.
f a f b

f a f c f b f a f c f b
f c f b

> ⇒ + > ⇒ + − >
>

x

y

cba
O



 
Với 1t = ( ) 1f x⇒ = . Quan sát đồ thị hàm số ( )y f x= , ta thấy đường thẳng 1y =  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x=  tại 3  điểm phân biệt trong đó có hai điểm có hoành độ dương nên phương trình 1t =  có hai 

nghiệm x  dương phân biệt. 
Với 1 3t = + . Quan sát đồ thị hàm số ( )y f x= , ta thấy đường thẳng 1 3y = +  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x= tại một điểm và là điểm có hoành độ dương nên phương trình 1 3t = +  có một nghiệm x  

dương. 
Với 1 3t = − . Quan sát đồ thị hàm số ( )y f x= , ta thấy đường thẳng 1 3y = −  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x=  tại 3  điểm phân biệt trong đó có hai điểm có hoành độ dương nên phương trình 1 3t = −  có 

hai nghiệm x  dương phân biệt. 
Vậy phương trình bài ra có 5  nghiệm phân biệt dương. 

Câu 5.   Cho hàm số ( ) 3 23 2f x x x= − +  có đồ thị là đường cong trong hình bên.  

 

Hỏi phương trình ( ) ( )3 23 2 3 23 2 3 3 2 2 0x x x x− + − − + + =  có bao nhiêu nghiệm thực dương phân biệt? 

A. 3 . B. 5 . C. 7 . D. 1. 

Lời giải 
Chọn B  

Đặt 3 23 2t x x= − + , ta có phương trình 3 23 2 0t t− + =

1

1 3

1 3

t

t

t

=


⇔ = +
 = −

. 



 
Với 1t = ( ) 1f x⇒ = . Quan sát đồ thị hàm số ( )y f x= , ta thấy đường thẳng 1y =  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x=  tại 3  điểm phân biệt trong đó có hai điểm có hoành độ dương nên phương trình 1t =  có hai 

nghiệm x  dương phân biệt. 
Với 1 3t = + . Quan sát đồ thị hàm số ( )y f x= , ta thấy đường thẳng 1 3y = +  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x= tại một điểm và là điểm có hoành độ dương nên phương trình 1 3t = +  có một nghiệm x  

dương. 
Với 1 3t = − . Quan sát đồ thị hàm số ( )y f x= , ta thấy đường thẳng 1 3y = −  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x=  tại 3  điểm phân biệt trong đó có hai điểm có hoành độ dương nên phương trình 1 3t = −  có 

hai nghiệm x  dương phân biệt. 
Vậy phương trình bài ra có 5  nghiệm phân biệt dương. 

Câu 6.   Cho hàm số ( )f x có bảng biến thiên như sau: 

 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ]2 ;2π π−  của phương trình ( )sin 1 0f x − =  là: 
A. 4.  B. 3.  C. 5 . D. 6 . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có 1 sin 1x− ≤ ≤ x∀ , nên từ bảng biến thiên suy ra ( )sin 1 0f x − =  

( )sin 1f x⇔ = sin 0x⇔ = ⇔ = ∈x k k Zπ  
Mà [ ]2 ;2 2 ; ;0; ;2x xπ π π π π π∈ − ⇒ = − −  
Vậy số nghiệm của phương trình là 5 nghiệm. 

Câu 7.   Cho hàm số ( )=y f x  có đồ thị như hình vẽ bên: 

. 



Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 

A. 14 . B. 12 . C. 10 . D. 15 . 
Lời giải 

Chọn C 

Xét phương trình ( )3 s inx cos 1 0 2s in x + 1
6

f x f π  + − = ⇔ =    
 

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2s in x +  0;1 s in x +  0;1      1
6 6 2

2s in x +  2;3 s in x +  2;3      2
6 6 2

2s in x +  1;0 s in x +  1;0    3
6 6 2

aa a a

bb

cc

π π

π π

π π

    = ∈ = ∈       
    ⇒ = ∈ ⇒ = ∈    

   
    = ∈ − = ∈ −    

    

víi víi 

víi b víi b

víi c víi c








 

+ Xét phương ttrình ( )s in x +  0;1
6 2

a aπ  = ∈ 
 

víi . Phương trình này có 4 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

+ Xét phương trình ( )s in x +  2;3
6 2

bπ  = ∈ 
 

víi b . Phương trình vô nghiệm. 

+ Xét phương trình ( )s in x +  1;0
6 2

cπ  = ∈ − 
 

víi c . Phương trình có 6 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

Vậy Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 10 nghiệm 

Câu 8.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ bên. Phương trình 

( )( )1 0f f x − =  có tất cả bao nhiêu nghiệm thực phân biệt? 

 
A. 6 . B. 5 . C. 7 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có ( )
( )
( )
( )

1

2

3

2; 1
0 1;0

1;2

x x
f x x x

x x

= ∈ − −
= ⇔ = ∈ −
 = ∈

 

Khi đó: ( )( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

2

3

1 2; 1
1 0 1 1;0

1 1;2

f x x
f f x f x x

f x x

− = ∈ − −
− = ⇔ − = ∈ −
 − = ∈

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

2

3

1 1;0
1 0;1
1 2;3

f x x
f x x
f x x

= + ∈ −
⇔ = + ∈
 = + ∈

 

+ Ta thấy hai phương trình ( ) ( )11 1;0f x x= + ∈ − ; ( ) ( )21 0;1f x x= + ∈ đều có ba nghiệm phân biệt. 

Phương trình ( ) ( )31 2;3f x x= + ∈ có một nghiệm. 

Vậy phương trình ( )( )1 0f f x − =  có 7  nghiệm.  

Câu 9.   Cho hàm số ( )f x có bảng biến thiên như sau: 



 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ]0;2020π  của phương trình ( )sin 1 0f x + =  là 

A. 1010 . B. 2020 . C. 1011. D. 2021. 
Lời giải 

Chọn A 
Ta có 1 sin 1x− ≤ ≤ x∀ , nên từ bảng biến thiên suy ra ( )sin 1 0f x + =  

( )sin 1f x⇔ = − sin 1x⇔ = − 2
2

x kπ π⇔ = − +  ( k∈ ) 

Mà [ ]0;2020x π∈ 0 2 2020
2

kπ π π⇒ ≤ − + ≤  

 10 2 2020
2

k⇔ ≤ − + ≤  

 0,5 2 2020,5k⇔ ≤ ≤  
 0, 25 1010,25k⇔ ≤ ≤  
Vì k∈ nên 1;2;...;1010k = . 
Vậy số nghiệm của phương trình là 1010 nghiệm. 

Câu 10.   Cho hàm số có bảng biến thiên như sau: 

 
Số nghiệm đoạn [ ]2 ;2π π− của phương trình ( )4 cos 5 0+ =f x là  
A. 4.   B. 6.  C. 3.  D. 8.  

Lời giải 
Chọn D 

Từ ( ) ( ) ( )54 cos 5 0 cos 1
4

+ = ⇒ = −f x f x  

Đặt cos=t x với [ ]2 ;2π π∈ −x thì [ ]1;1∈ −t  

( ) ( ) ( )51 2
4

⇔ = −f t  

Xét hàm số ( ) [ ]cos ; 2 ;2h x x x π π= ∈ −  ta có BBT: 

 
Với 1= −t thì PT có 2 nghiệm 
Với 1 1− < <t thì PT có 4  nghiệm 



Với thì PT có 3  nghiệm 

Xét ( ) ( )5 2
4

= −f t với [ ]1;1∈ −t  

 

Nhìn vào BBT PT ( ) ( )3 2
2

= −f t có hai nghiệm  

Vậy tất cả có 8  nghiệm  

Câu 11.   Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn 3;
2
ππ −  

 của phương trình ( )2 2cos 9 0f x − =  là 

A. 5 . B. 2 . C. 3 . D. 6 . 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 2cost x= , [ ]2;2t∈ −  thì ( )2 2cos 9 0f x − = trở thành ( ) ( ) ( )92 9 0 1
2

f t f t− = ⇔ = . 

Nhận xét: Số nghiệm của phương trình là ( )1  số giao điểm của hai đồ thị: ( ) ( ):C y f t=  và đường 

thẳng ( ) 9:
2

d y = . 

Bảng biến thiên hàm số ( )y f t=  trên đoạn [ ]2;2− : 

 



Dựa vào bảng biến thiên, số nghiệm [ ]2;2t∈ −  của ( )2  là 2 nghiệm phân biệt ( ) ( )1 22;0 , 0;2t t∈ − ∈ . 

Ta có đồ thị hàm số cosy x=  trên 3;
2
ππ −  

: 

 

Với ( ) ( ) ( )1
1 12;0 2cos 2;0 cos 1;0

2
tt x t x∈ − ⇒ = ∈ − ⇒ = ∈ − .  

Dựa vào đồ thị hàm số cosy x=  trên 3;
2
ππ −  

 ta thấy phương trình ( )1cos 1;0
2
tx = ∈ −  có  

3 nghiệm phân biệt: 1 2 3
3

2 2 2
x x xπ π ππ π− < < − < < < < < T ( )1 có 3 nghiệm 3;

2
x ππ ∈ −  

. 

Với ( ) ( ) ( )2
2 20;2 2cos 0;2 cos 0;1

2
tt x t x∈ ⇒ = ∈ ⇒ = ∈ .  

Dựa vào đồ thị hàm số cosy x=  trên 3;
2
ππ −  

 ta thấy phương trình ( )2cos 0;1
2
tx = ∈  có 2 nghiệm 

phân biệt 4 50
2 2

x xπ π
− < < < < .  

Vậy số nghiệm thuộc đoạn 3;
2
ππ −  

 của phương trình ( )2 2cos 9 0f x − = là 2 3 5+ = . 

Câu 12.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau: 

A.  B.  C.  D.  

 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ];2π π− của phương trình ( )22 sin 1 0f x + = là 

A.  B.  C.  D.  
Lời giải 

Chọn C 

Đặt [ ]( )3s inx cos , 0 , ; ;2
2 2 2

t t x t x k k x Do xπ π ππ π π ′ ′= ⇒ = = ⇔ = + ∈ ⇔ ∈ ± ∈ − 
 

    

1. 2. 0. 1.−

1. 2. 0. 1.−



 
Từ bảng biến thiên suy ra [ ]1;1t∈ − . 

Ứng với mỗi ( ]1;0t∈ −  cho ta 4 nghiệm x , ứng với mỗi ( ) { }0;1 1t∈ ∪ −  cho ta 2 nghiệm 

x , ứng với 1t =  cho ta 1 nghiệm x . (*) 

Đặt [ ]( )2 0;1u t u= ∈  

Khi đó phương trình trở thành ( ) ( ) 12 1 0
2

f u f u −
+ = ⇔ = . 

Dựa vào bảng biến thiên đã cho, suy ra trên đoạn [ ]0;1  thì phương trình có duy nhất 1 nghiệm  

là ( )0;1u∈ cho hai nghiệm ( )1;0t a= ∈ −  và ( )0;1t b= ∈ . 

Theo (*) nghiệm ( )1;0t a= ∈ −  cho 4 nghiệm x ; nghiệm ( )0;1t b= ∈  cho 2 nghiệm x . 

Vậy phương trình đã cho có 6 nghiệm. 

Câu 13.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ. Tập hợp tất cả các giá trị của m  

để phương trình 2

2
1

xf f m
x

   =  +  
 có nghiệm là 

 
A. [ ]1;2− . B. [ ]0;2 . C. [ ]1;1− . D. [ ]2;2− . 

Lời giải 
Chọn D 

Vì: 2
2 2

2 21 2 1 1 1
1 1

x xx x
x x

+ ≥ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤
+ +

 

Từ đồ thị thấy 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

1;1 ( ) 2;2

2;2 ( ) 2;2

x f x

x f x

∈ − ⇒ ∈ −

∈ − ⇒ ∈ −
 

Xét phương trình 

2

2
1

xf f m
x

   =  +  
. Đặt 2

2
1

xt
x

=
+

; 2

2
1

xu f
x

 =  + 
. 

Vì [ ] [ ] [ ]1;1 2;2 ( ) 2;2t u f u∈ − ⇒ ∈ − ⇒ ∈ −  

Vậy để phương trình ban đầu có nghiệm thì ( )f u m=  có nghiệm thuộc đoạn [ ]2;2−  



nên [ ]2;2m∈ − . 

Câu 14.   Cho hàm số ( )f x có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ]0;2020π  của phương trình ( )cos 2 0f x − =  là: 

A. 1010 . B. 2019 . C. 2020 . D. 2021. 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có 1 os 1c x− ≤ ≤ x∀ , nên từ bảng biến thiên suy ra ( )cos 2 0f x − =  

( )cos 2f x⇔ =
( )
( )

cos 1 1

cos 1 2

x

x

= −
⇔ 

=
.  

+ Phương trình (1): cos 1 2x x kπ π= − ⇔ = + . Mà [ ]0;2020 ;3 ;...;2019x xπ π π π∈ ⇒ = . 
(1) có 1010 nghiệm. 
+ Phương trình (2): cos 1 2x x kπ= ⇔ = . Mà [ ]0;2020 0;2 ;...;2020x xπ π π∈ ⇒ = . 
(2) có 1011 nghiệm 
Vậy số nghiệm của phương trình là 2021 nghiệm. 

Câu 15.   Cho hàm số  có bảng biến thiên như hình vẽ  

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để phương trình  = có nghiệm thực? 
A. 6 . B. 7 . C. 4 . D.5 . 
Lờigiải 
Chọn B 
Xét phương trình ( ) ( ) ( )1 2sin 1f x f m− =  

Đặt 1 2sint x= −  khi đó phương trình ( )1  trở thành ( ) ( )f t f m= . 

Do ( )
[ 1;3]

: 1 sin 1 1 1 2sin 3 1 3 min 2x x x t f t
−

∀ ∈ − ≤ ≤ ⇒ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ = −
, ( )

[ 1;3]
max 2f t
−

= . 

Từ bảng biến thiên suy ra phương trình ( )1  có nghiệm thực khi và chỉ 

khi ( ) ( ) ( )
[ 1;3] [ 1;3]
min maxf x f m f x
− −

≤ ≤ ⇔ ( )2 2f m− ≤ ≤ 1 3 3 3m m⇔ − ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤ . 

Do m∈  nên { }3; 2; 1;0;1;2;3m∈ − − − . Chọn phương án B. 

Câu 16.   Cho hàm số bậc ba ( ) 3 2f x ax bx cx d= + + +  có đồ thị như hình vẽ bên dưới: 

( )y f x=

(1 2sin )f x− ( )f m



 

Hỏi đồ thị hàm số ( ) ( )
( ) ( )

2

2

x 3x 2 x 1
g x

x f x f x

− + −
=

 − 
 có bao nhiêu đường tiệm cận đứng? 

A. 5   B. 3  C. 6  D. 4  

Lời giải 
Đáp án B 
Dễ thấy x 0= không là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số vì TXĐ: x 1≥  

Ta xét phương trình: ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
f x 0 1

f x f x 0 .
f x 1 2

=
− = ⇔ 

=
  

Dựa vào đồ thị hàm số, ta thấy rằng 
 Phương trình (1), có hai nghiệm phân biệt là 1 2x 1; x 2< = (nghiệm kép) 
 Phương trình (2), có ba nghiệm phân biệt là ( )3 4 5x 1; x 1;2 ; x 2= ∈ >   

Do đó ( ) ( ) ( )( ) ( )2f x f x x 1 x 2 .h x− = − − suy ra ( ) ( )
x 1g x

x.h x
−

=   

Mà ( )h x 0= có 3 nghiệm lớn hơn 1 ( )4 52; x ; x ⇒  ĐTHS ( )y g x=  có 3 đường TCĐ. 

Câu 17.   Cho hàm số ( )=y f x  có đồ thị như hình vẽ bên: 

. 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 

A. 14 . B. 12 . C. 10 . D. 15 . 

Lời giải 
Chọn C 

Xét phương trình ( )3 s inx cos 1 0 2s in x + 1
6

f x f π  + − = ⇔ =    
 

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2s in x +  0;1 s in x +  0;1      1
6 6 2

2s in x +  2;3 s in x +  2;3      2
6 6 2

2s in x +  1;0 s in x +  1;0    3
6 6 2

aa a a

bb

cc

π π

π π

π π

    = ∈ = ∈       
    ⇒ = ∈ ⇒ = ∈    

   
    = ∈ − = ∈ −    

    

víi víi 

víi b víi b

víi c víi c








 



+ Xét phương ttrình ( )s in x +  0;1
6 2

a aπ  = ∈ 
 

víi . Phương trình này có 4 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

+ Xét phương trình ( )s in x +  2;3
6 2

bπ  = ∈ 
 

víi b . Phương trình vô nghiệm. 

+ Xét phương trình ( )s in x +  1;0
6 2

cπ  = ∈ − 
 

víi c . Phương trình có 6 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

Vậy Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 10 nghiệm 

Câu 18.   Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ bên. Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để 

phương trình  2sin
2
mf x f

    
 có 12  nghiệm phân biệt thuộc đoạn  ;2   ? 

 
A. 2 .  B. 3 .  C. 4 . D. 5 . 

Lời giải 
Chọn A 
 
 
 
Đặt  2 sin  0 2 .t x t    Ta thấy 0t   cho ta 4  nghiệm 
 ;2 ,x     mỗi  0;2t   cho ta 6  nghiệm  

 ;2 ,x     2t   cho ta 3  nghiệm  ;2 .x     
Dựa vào đồ thị ta thấy phương trình  

2
mf t f

    
 có tối đa 2  nghiệm t  (đường thẳng 

2
my f

    
  

cắt đồ thị tối đa hai điểm). Do đó để phương trình đã cho có đúng 12  nghiệm x  phân biệt thuộc  

khi và chỉ khi phương trình  
2
mf t f

    
 có đúng 2  nghiệm t  phân biệt thuộc  0;2  

27 0,
16 2

mf
     

 suy ra  
0 2 0 42 1;2 .

3 3
2 2

m

m
m

m
m m



            

  Chọn A 

Câu 19.   Cho hàm số ( )f x có bảng biến thiên như sau: 

 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ]2 ;2π π−  của phương trình ( )sin 1 0f x − =  là 

A. 4.  B. 3.  C. 5.  D. 6.  
Lời giải 

Chọn C 
Ta có 1 sin 1x− ≤ ≤ x∀ , nên từ bảng biến thiên suy ra ( )sin 1 0f x − =  



( )sin 1f x⇔ = sin 0x⇔ = x kπ⇔ =  

Mà [ ]2 ;2 2 ; ;0; ;2x xπ π π π π π∈ − ⇒ = − −  

Vậy số nghiệm của phương trình là 5 nghiệm. 

Câu 20.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có bảng biến thiên như sau 

 

Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  sao cho phương trình ( )2 sin cos 1f x x m− = −  có hai 

nghiệm phân biệt trên khoảng 3;
4 4
π π − 

 
? 

A. 13.  B. 12.  C. 11.  D. 21.  

Lời giải 

Chọn A 

Đặt sin cos 2 sin
4

t x x x π = − = − 
 

.  

Với 3;
4 4

x π π ∈ − 
 

 ;
4 2 2

x π π π ⇒ − ∈ − 
 

 ( )2; 2t⇒ ∈ − . 

Khi đó phương trình đã cho trở thành ( )2 1f t m= −  ( ) 1
2

mf t −
⇔ = .   

Với mỗi giá trị của ( )0 2; 2t ∈ −  có duy nhất một giá trị 0
3;

4 4
x π π ∈ − 

 
 sao cho 

0 02 sin
4

t x π = − 
 

. 

Do đó phương trình ( )2 sin cos 1f x x m− = −  có hai nghiệm phân biệt trên khoảng 3;
4 4
π π − ⇔ 

 
 

phương trình ( ) 1
2

mf t −
= có hai nghiệm phân biệt trên khoảng ( )2; 2− . 

Từ bảng biến thiên suy ra 14 3
2

m −
− < <  7 7m⇔ − < < . 

Vậy có 13  giá trị nguyên của tham số m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 21.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như sau: 



 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ];π π−  của phương trình ( )3 2 cos 2 0f x + =  là 

A. 4 . B. 5 . C. 2 . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 2 cost x= . Vì [ ];x π π∈ −  nên [ ]0;2t∈ . 

( ) ( )
3

3 2 0 2f t f t⇒ + = ⇔ = − . 

Dựa vào bảng biến thiên, phương trình ( ) 2
3

f t = −  có 1 nghiệm ( )0 0;1t ∈ . 

Suy ra 0 1cos 0;
2 2
tx  = ∈ 

 
. 

Với 0cos
2
tx =  thì phương trình đã cho có 2 nghiệm 1 20

2 2
x xπ π−

< < < < . 

Với 0cos
2
tx = −  thì phương trình đã cho có 2 nghiệm 3 4;

2 2
x xπ ππ π− < < − < < . 

Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ];π π− . 

Câu 22.   Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn 3;
2
ππ −  

 của phương trình ( )2 2cos 9 0f x − =  là 

A. 2 . B. 5 . C. 3 . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn B 

Đặt 2cost x= , [ ]2;2t∈ −  thì ( )2 2cos 9 0f x − = trở thành ( ) ( ) ( )92 9 0 1
2

f t f t− = ⇔ = . 



Nhận xét: Số nghiệm của phương trình là ( )1  số giao điểm của hai đồ thị: ( ) ( ):C y f t=  và đường 

thẳng ( ) 9:
2

d y = . 

Bảng biến thiên hàm số ( )y f t=  trên đoạn [ ]2;2− : 

 

Dựa vào bảng biến thiên, số nghiệm [ ]2;2t∈ −  của ( )2  là 2 nghiệm phân biệt ( ) ( )1 22;0 , 0;2t t∈ − ∈ . 

Ta có đồ thị hàm số cosy x=  trên 3;
2
ππ −  

: 

 

Với ( ) ( ) ( )1
1 12;0 2cos 2;0 cos 1;0

2
tt x t x∈ − ⇒ = ∈ − ⇒ = ∈ − .  

Dựa vào đồ thị hàm số cosy x=  trên 3;
2
ππ −  

 ta thấy phương trình ( )1cos 1;0
2
tx = ∈ −  có  

3 nghiệm phân biệt: 1 2 3
3

2 2 2
x x xπ π ππ π− < < − < < < < <   

( )1 có 3 nghiệm 3;
2

x ππ ∈ −  
. 

Với ( ) ( ) ( )2
2 20;2 2cos 0;2 cos 0;1

2
tt x t x∈ ⇒ = ∈ ⇒ = ∈ .  

Dựa vào đồ thị hàm số cosy x=  trên 3;
2
ππ −  

 ta thấy phương trình ( )2cos 0;1
2
tx = ∈  có 2 nghiệm 

phân biệt 4 50
2 2

x xπ π
− < < < < .  

Vậy số nghiệm thuộc đoạn 3;
2
ππ −  

 của phương trình ( )2 2cos 9 0f x − = là 2 3 5+ = . 

Câu 23.   Cho hàm sô ( )f x  có bảng biến thiên sau: 



 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để phương trình ( )2sin 2 0f x m+ + =  có đúng 6 nghiệm 

phân biệt thuộc [ ]0;3π  

A. 0 . B. 2 . C. 3 . D. 1. 
Lời giải 

Chọn B 

( ) ( )
1sin2sin 1 22sin 2 0 2sin 2

2sin 1 1sin
2

mxx m
f x m f x m

x m mx

− − =+ = −
+ + = ⇔ + = − ⇔ ⇔  + = − +  =

. 

 

Nhận xét 
1 1 1

2 2
m m− + − −

− = . 

Để phương trình ( )2sin 2 0f x m+ + =  có đúng 6 nghiệm phân biệt thuộc [ ]0;3π  thì  

( )

( )

1sin 1
2

1sin 2
2

mx

mx

− − =


− + =

 có 6 nghiệm phân biệt thuộc [ ]0;3π . 

( )1⇔  có 4 nghiệm phân biệt và ( )2  có 2 nghiệm phân biệt thuộc [ ]0;3π  hoặc ( )1  có 2 nghiệm phân 
biệt và ( )2  có 4 nghiệm phân biệt thuộc [ ]0;3π . 

Dựa vào đồ thị hàm số siny x= , để ( )1  có 4 nghiệm phân biệt và ( )2  có 2 nghiệm phân biệt thuộc 

[ ]0;3π  hoặc ( )1  có 2 nghiệm phân biệt và ( )2  có 4 nghiệm phân biệt thuộc [ ]0;3π  thì 

1 0
2

1 11
2 1 11 1

11 0 1 1
2

10 1
2

m

m m
mm

m
m

m

 − − =− + = −= ⇔ ⇔ − ≤ <− < < − −  − < < − < ≤
 − + ≤ <


. 

Vậy có 2 giá trị nguyên của m  là 0; 1m m= = −  để phương trình ( )2sin 2 0f x m+ + =  có đúng 6 
nghiệm phân biệt thuộc [ ]0;3π . 



Câu 24.   Cho hàm số  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ];2π π−  của phương trình ( )4 cos2x 5 0f + =  là 
A. 12 . B. 6 . C. 9 . D. 10 . 

Lời giải 

Chọn A 
Đặt [ ]cos 2 1;1x t= ∈ − .  

Trước hết xét ( ) ( ) 54 5 0
4

f t f t+ = ⇔ = −  có hai nghiệm đối nhau là ( )1;1= ± ∈ −t a .  

+ Trở về phương trình ( ) [ ]cos 2 1;0 , ;2π π= − ∈ − ∈ −x a x , phương trình này có 6 nghiệm  

+ Trở về phương trình ( ) [ ]cos 2 0;1 , ;2x a x π π= ∈ ∈ − , phương trình này có 6 nghiệm. 

Câu 25.   Cho hàm số  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ];2π π−  của phương trình ( )4 cos2x 5 0f + =  là 
A. 12 . B. 6 . C. 9 . D. 10 . 

Lời giải 

Chọn A 
Đặt [ ]cos 2 1;1x t= ∈ − .  

Trước hết xét ( ) ( ) 54 5 0
4

f t f t+ = ⇔ = −  có hai nghiệm đối nhau là ( )1;1= ± ∈ −t a .  

+ Trở về phương trình ( ) [ ]cos 2 1;0 , ;2π π= − ∈ − ∈ −x a x , phương trình này có 6 nghiệm  

+ Trở về phương trình ( ) [ ]cos 2 0;1 , ;2x a x π π= ∈ ∈ − , phương trình này có 6 nghiệm. 

Câu 26.   Cho hàm số ( )y f x= liên tục trên  có đồ thị như hình vẽ 

 

 

( )f x

( )f x



Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để phương trình ( )( ) ( )1f f x m f x m+ + = +  có đúng 3 

nghiệm phân biệt trên[ ]1;1−  
A. 1. B. 2. C. 3. D. 4. 

Lời giải 

Chọn A 
Ta có ( )( ) ( ) ( )1 1f f x m f x m f t t+ + = + ⇔ = −  
Với  t f x m   

Dựa vào đồ thị ta có  
 
 
 

f x mt
f t t t f x m

t f x m

               

22

1 0

2 2

 

Dựa vào đồ thị trên  ;1 1 , phương trình ( )( ) ( ) ( )1 1f f x m f x m f t t+ + = + ⇔ = − có đúng 3 
nghiệm phân biệt khi 

m m
m m m
m m

                              

3 2 1 3 1

3 1 1 3 1

3 2 1 1 5

 

Câu 27.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá 

trị nguyên của tham số m  để phương trình ( )2sin 1f x m− =  có nghiệm thuộc khoảng ( )0;π . Tính số 

phần tử của tập S . 

 
A. 2 . B. 5 . C. 4 . D. 3 . 

Lời giải 
Chọn C 
Xét phương trình ( )2sin 1f x m− = ( )1  

Đặt 2sin 1t x= − . Với ( )0;x π∈  ta được ( ]1;1t∈ − . 

Phương trình ( )1  trở thành ( )f t m= ( )2  

Từ đồ thị của hàm số ( )y f x=  suy ra đồ thị của hàm số ( )y f x=  



 
Với ( ]1;1x∈ −  ta được ( ) [ ]0;3f x ∈ . Từ đó suy ra, để phương trình ( )2  có nghiệm ( ]1;1t∈ −  thì 

[ ]0;3m∈ . Do m  nguyên nên { }0;1;2;3m∈ . 
Vậy có bốn giá trị của m  nguyên thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
Ghi chú: Dựa vào đồ thị có thể tìm được hàm số gốc ( ) 3 3 1f x x x= − −  rồi bấm máy tính. 

Câu 28.   Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên như sau: 

 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ];π π−  của phương trình ( )3 2sin 1 0f x + =  là 

A. 4 . B. 5 . C. 2 . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 2sint x= . Vì [ ];x π π∈ −  nên. [ ]2;2t∈ − . 

( ) ( )
3

3 1 0 1f t f t⇒ + = ⇔ = − . 

Dựa vào bảng biến thiên, phương trình ( ) 1
3

f t = −  có 2 nghiệm ( )1 2;0t ∈ −  và ( )2 0;2t ∈ . 

Suy ra ( )1sin 1;0
2
tx = ∈ −  và ( )2sin 0;1

2
tx = ∈ . 

Với ( )1sin 1;0
2
tx = ∈ −  thì phương trình có 2 nghiệm 1 2 0x xπ− < < < . 

Với ( )2sin 0;1
2
tx = ∈  thì phương trình có 2 nghiệm 3 40 x x π< < < . 

Vậy phương trình có 4 nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ];π π− . 

Câu 29.   Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên như sau: 

 



Số nghiệm thuộc đoạn [ ];3π π−  của phương trình ( )2 cos 3 0f x − =  là 

A. 7 . B. 9 . C. 6 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn D 

 

Ta có: ( )2 cos 3 0f x − = ( ) 3cos
2

f x⇔ =  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

3 3

4 4

cos ; 1 1

cos 1;0 2

cos 0;1 3

cos 1; 4

x a a

x a a

x a a

x a a

= ∈ −∞ −


= ∈ −
 = ∈
 = ∈ +∞

. 

Dễ thấy các phương trình ( )1  và ( )4  đều vô nghiệm. 

Xét đồ thị hàm số cosy x=  trên [ ];3π π−   

 
Ta thấy phương trình ( )2  có 4 nghiệm phân biệt và phương trình ( )3  có 4 nghiệm phân biệt đồng thời 

trong số chúng không có các nghiệm nào trùng nhau. Vậy phương trình đã cho có 8 nghiệm phân biệt 
thuộc đoạn [ ];3π π− . 

Câu 30.   Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên như sau: 

 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ];3π π−  của phương trình ( )2 cos 3 0f x − =  là 

A. 7 . B. 9 . C. 6 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn D 

 



Ta có: ( )2 cos 3 0f x − = ( ) 3cos
2

f x⇔ =  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

3 3

4 4

cos ; 1 1

cos 1;0 2

cos 0;1 3

cos 1; 4

x a a

x a a

x a a

x a a

= ∈ −∞ −


= ∈ −
 = ∈
 = ∈ +∞

. 

Dễ thấy các phương trình ( )1  và ( )4  đều vô nghiệm. 

Xét đồ thị hàm số cosy x=  trên [ ];3π π−   

 
Ta thấy phương trình ( )2  có 4 nghiệm phân biệt và phương trình ( )3  có 4 nghiệm phân biệt đồng thời 

trong số chúng không có các nghiệm nào trùng nhau. Vậy phương trình đã cho có 8 nghiệm phân biệt 
thuộc đoạn [ ];3π π− . 

Câu 31.   Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn 
3;
2
ππ −  

 của phương trình ( )2 2cos 9 0f x − =  là 

A. 5 . B. 2 . C. 3 . D. 6 . 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 2cost x= , [ ]2;2t∈ −  thì ( )2 2cos 9 0f x − = trở thành ( ) ( ) ( )92 9 0 1
2

f t f t− = ⇔ = . 

Nhận xét: Số nghiệm của phương trình là ( )1  số giao điểm của hai đồ thị: ( ) ( ):C y f t=  và đường 

thẳng ( ) 9:
2

d y = . 

Bảng biến thiên hàm số ( )y f t=  trên đoạn [ ]2;2− : 



 

Dựa vào bảng biến thiên, số nghiệm [ ]2;2t∈ −  của ( )2  là 2 nghiệm phân biệt ( ) ( )1 22;0 , 0;2t t∈ − ∈ . 

Ta có đồ thị hàm số cosy x=  trên 
3;
2
ππ −  

: 

 

Với 
( ) ( ) ( )1

1 12;0 2cos 2;0 cos 1;0
2
tt x t x∈ − ⇒ = ∈ − ⇒ = ∈ −

.  

Dựa vào đồ thị hàm số cosy x=  trên 
3;
2
ππ −  

 ta thấy phương trình ( )1cos 1;0
2
tx = ∈ −  có  

3 nghiệm phân biệt: 1 2 3
3

2 2 2
x x xπ π ππ π− < < − < < < < < T ( )1 có 3 nghiệm 

3;
2

x ππ ∈ −  
. 

Với 
( ) ( ) ( )2

2 20;2 2cos 0;2 cos 0;1
2
tt x t x∈ ⇒ = ∈ ⇒ = ∈

.  

Dựa vào đồ thị hàm số cosy x=  trên 
3;
2
ππ −  

 ta thấy phương trình ( )2cos 0;1
2
tx = ∈  có 2 nghiệm 

phân biệt 4 50
2 2

x xπ π
− < < < < .  

Vậy số nghiệm thuộc đoạn 
3;
2
ππ −  

 của phương trình ( )2 2cos 9 0f x − = là 2 3 5+ = . 

Câu 32.   Cho hàm số  có bảng biến thiên như hình vẽ  

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để phương trình  =  có nghiệm thực? 
A. 6 . B. 5 . C. 4 . D. 7. 

Lời giải 

( )y f x=

(1 2sin )f x− ( )f m



Chọn D 
Đặt  phương trình trở thành  có nghiệm  

Dựa trên bảng biến thiên để đường thẳng  cắt đồ thị hàm số  trên đoạn  ta 

phải có 2 ( ) 2 3f m m− ≤ ≤ ⇔ ≤  Vì vậy . 

Câu 33.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ. Tập hợp tất cả các giá trị của m  

để phương trình 2

2
1

xf f m
x

   =  +  
 có nghiệm là 

 
A. [ ]1;2− . B. [ ]0;2 . C. [ ]1;1− . D. [ ]2;2− . 

Lời giải 
Chọn D 

Vì: 2
2 2

2 21 2 1 1 1
1 1

x xx x
x x

+ ≥ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤
+ +

 

Từ đồ thị thấy 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

1;1 ( ) 2;2

2;2 ( ) 2;2

x f x

x f x

∈ − ⇒ ∈ −

∈ − ⇒ ∈ −
 

Xét phương trình 

2

2
1

xf f m
x

   =  +  
. Đặt 2

2
1

xt
x

=
+

; 2

2
1

xu f
x

 =  + 
. 

Vì [ ] [ ] [ ]1;1 2;2 ( ) 2;2t u f u∈ − ⇒ ∈ − ⇒ ∈ −  

Vậy để phương trình ban đầu có nghiệm thì ( )f u m=  có nghiệm thuộc đoạn [ ]2;2−  

nên [ ]2;2m∈ − . 

Câu 34.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ bên. Gọi S  là tập hợp tất cả các 

số nguyên m  để phương trình ( )sin 3sinf x x m= +  có nghiệm thuộc khoảng ( )0;π . Tổng các phần tử 

của S  bằng 

[ ]1 2sinx 1;3 ,t x= − ∈ − ∀ ( ) ( )f t f m= [ 1;3].t∈ −

( )y f m= ( )y f t= [ 1;3]−

{ }3, 2 1,0,1,2,3m∈ − − −



 
A. 5− . B. 8− . C. 6− . D. 10− . 

Lời giải 
Chọn D 

Đặt ( ) ( ), , ,ax bf x a b c d
cx d

+
= ∈

+
 , m .  

Khi đó yêu cầu bài toán trở thành phương trình ( )f x m= có nghiệm 2m ≥ . 

Xét 1m ≤ (dựa vào đồ thị đề cho). 
Suy ra hàm số 0 1m< <  nghịch biến trên khoảng 2m > . Hay 1m < . 
Vậy 1m > . 
Tổng các phần tử ( )f x m=  bằng ( )f x m= . 

Câu 35.   Cho hàm số ( )y f x= . Hàm số ( )y f x′=  có bảng biến thiên như sau: 

 

Bất phương trình ( ) 2xf x m> +  đúng với mọi ( )1;1x∈ −  khi và chỉ khi: 

A. ( )1 2m f> − . B. ( )1 2m f≤ − . C. ( ) 11
2

m f≤ − − . D. ( ) 11
2

m f> − − . 

Lời giải 
Chọn B 
( ) 2xf x m> + , ( )1;1x∀ ∈ − ( ) 2xf x m⇔ − > ( ) 2xf x m⇔ − > . 

Xét hàm số ( ) ( ) 2xg x f x= −  trên ( )1;1− . 

Ta có: ( ) ( ) 2 .ln 2xg x f x′ ′= − . 

Ta thấy: ( )1;1x∀ ∈ −  thì ( ) 0f x′ ≤  và 2 .ln 2 0x > . 

Do đó ( ) ( ) 2 .ln 2 0xg x f x′ ′= − < , ( )1;1x∀ ∈ − . 

Bảng biến thiên 



 

Từ bảng biến thiên ta có: ( ) ( )1 1 2m g m f≤ ⇔ ≤ − . 

Câu 36.   Cho hàm số ( )y f x= . Hàm số ( )y f x′=  có bảng biến thiên như sau: 

 

Bất phương trình ( ) 2xf x m> +  đúng với mọi ( )1;1x∈ −  khi và chỉ khi: 

A. ( )1 2m f> − . B. ( )1 2m f≤ − . C. ( ) 11
2

m f≤ − − . D. ( ) 11
2

m f> − − . 

Lời giải 
Chọn B 
( ) 2xf x m> + , ( )1;1x∀ ∈ − ( ) 2xf x m⇔ − > ( ) 2xf x m⇔ − > . 

Xét hàm số ( ) ( ) 2xg x f x= −  trên ( )1;1− . 

Ta có: ( ) ( ) 2 .ln 2xg x f x′ ′= − . 

Ta thấy: ( )1;1x∀ ∈ −  thì ( ) 0f x′ ≤  và 2 .ln 2 0x > . 

Do đó ( ) ( ) 2 .ln 2 0xg x f x′ ′= − < , ( )1;1x∀ ∈ − . 

Bảng biến thiên 

 

Từ bảng biến thiên ta có: ( ) ( )1 1 2m g m f≤ ⇔ ≤ − . 

Câu 37.   Cho hàm số  có đồ thị như hình vẽ bên. Số nghiệm của phương trình  

thuộc đoạn ? 

A. . B. . C. . D. . 

( )y f x= ( )3 3 1f x x− = −

[ ]1;2−

3 2 6 7



 
Lời giải 

Đặt  

 

Bảng biến thiên của hàm số  trên  

 
Suy ra với , có  giá trị của  thuộc đoạn . 

, có  giá trị của  thuộc đoạn . 

Phương trình  có  nghiệm phân biệt thuộc đoạn  

Câu 38.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau: 

 
Tìm số điểm cực trị của hàm số 2( 2 )y f x x= +  ? 
A. 7.  B. 5.  C. 3.  D. 9.  

Lời giải 
Chọn A  
Xét hàm số: ( )2 2y f x x= + trên R . Ta có: ( ) ( )2' 2 2 ' 2 .y x f x x= + +  

Dựa vào bảng biến thiên của hàm ( )'f x ta được 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
2

22

2 2

2
2

11
1 1 12

' 0 2 1 1 2
2 1 1 3
2 1 1 4

xx
x ax x a

y x x b x b
x x c x c
x x d x d

 = −= − 
  + = ++ = 
= ⇔ + = ⇔  + = +
 
 + = + = +
 + = + = +

, trong 

đó 1 0 1 .a b c d< − < < < < <  

( ) [ ]3 3 ,  1;2t g x x x x= = − ∈ −

( ) 2 1
3 3 0

1
x

g x x
x
=′ = − = ⇔  = −

( )g x [ ]1;2−

2t = − 1 x [ ]1;2−

[ 2;2]t∈ − 2 x [ ]1;2−

( )3 3 1f x x− = − 6 [ ]1;2−



Do 1 0 1a b c d< − < < < < < nên 

1 0
1 0

.
1 0
1 0

a
b
c
d

+ <
 + <
 + <
 + <

 Khi đó, phương trình ( )1 vô nghiệm. Các phương trình 

( ) ( ) ( )2 , 3 , 4 mỗi phương trình đều có 2 nghiệm phân biệt và khác nhau, cùng khác 1− . 

' 0PT y⇒ = có 7 nghiệm đơn. Vậy hàm số ( )2 2y f x x= + có 7 điểm cực trị. 

Câu 39.   Cho hàm số  có đồ thị (C) như hình vẽ.Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để 

phương trình  có đúng 2 nghiệm phân biệt trên đoạn  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

A. 1 1
3

m− ≤ ≤ . B. 1 1
3

m− ≤ < . C. 1 1
2 3

m− ≤ < . D. 1 1
2 3

m− ≤ ≤ . 

Lời giải 
Chọn C 
Đặt t=sinx, Vì [ ]0;x π∈  nên [ ]0;1t∈  

Ta có phương trình 2 1 (*)
2

t m
t
−

=
+

là phương trình hoành độ giao điểm của (C) và đường thẳng y=m với 

[ ]0;1t∈  thì (C) cắt (d) khi và chỉ khi 1 1
2 3

m− ≤ ≤   

Mặt khác, để phương trình 2sin 1
sin 2

x m
x
−

=
+

 có hai nghiệm phân biệt thì 0 1t≤ <  

Suy ra 1 1
2 3

m− ≤ < . Chọn C 

Câu 40.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như hình dưới. 

 
Số giá trị nguyên của tham số m  để phương trình ( )f x m=  có 6 nghiệm phân biệt là 

A. 2 . B. 0 . C. 3 . D. 1. 
Lời giải 

Chọn A 
Từ bảng biến thiên của hàm số ( )y f x=  ta có bảng biến thiên của hàm số ( )y f x=  như sau: 

2 1
2

xy
x
−

=
+

2sin 1
sin 2

x m
x
−

=
+

[ ]0;π

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1

1
2
3
4
5
6
7
8

x

y

 



 
Số nghiệm của phương trình ( )f x m=  

chính bằng số giao điểm của đồ thị hàm số ( )y f x=  và 

đường thẳng có phương trình y m= . 

Từ bảng biến thiên trên ta suy ra đường thẳng y m=  cắt đồ thị hàm số ( )y f x=  tại 6 điểm phân biệt 

khi và chỉ khi 2 5m< <  
Do { }3;4m m∈ ⇒ ∈ . Vậy có 2 giá trị nguyên của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 41.   Cho hàm số có bảng biến thiên như hình vẽ. 
 

x  −∞   2−   3   +∞  
'y   +   0 −   0 +   

y  
 
 

−∞   

 
4    

 
 
2−   
 

 

+∞  

Số nghiệm của phương trình ( )1 2f x − =  là: 
A. 5 . B. 4 . C. 2 . D. 3 . 

Lời giải 
Chọn A 
Từ bảng biến thiên của hàm số đã cho ta suy ra bảng biến thiên của hàm số  

( )1y f x= −  như sau : 
 
 
 
 
 
Dựa vào bảng biến 

thiên ta thấy phương trình 
( )1 2f x − = có 5 

nghiệm. 

Câu 42.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 4mxy
m x





 nghịch biến trên khoảng 

 3;1 ? 

A. 2 . B. 3 . C. 1. D. 4 . 
Lời giải 

Chọn C 

Tập xác định:  \D m ; 
 

2

2
4my

m x



. 

 

        
 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 



Để hàm số nghịch biến trên khoảng  3;1 
 

2 4 0
3;1

m
m

    


2 2
3

1

m
m
m

    

 1 2m  . 

Do m  nên 1m  . Vậy có 1 giá trị nguyên của tham số m  thỏa yêu cầu bài toán. 

Câu 43.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ. Tổng tất cả giá trị nguyên của 

tham số m  để phương trình ( )( )2 cosf f x m=  có nghiệm ; .
2

x π π ∈  
 

 
A. 1− . B. 0 . C. 1. D. 2− . 

Lời giải 
Chọn D 

+) Đặt cost x= , do ;
2

x π π ∈  
 nên suy ra ( ]1;0 .t∈ −  

Trên khoảng ( )1;0−  hàm số nghịch biến nên suy ra 

Với ( ]1;0t∈ −  thì ( ) ( ) ( )0 1f f t f≤ < −  hay ( )0 2.f t≤ <  

+) Đặt ( )2 cosu f x=  thì ( ) [ )2 , 0;2 .u f t u= ∈  Khi đó bài toán trở thành: 

Tìm m  để phương trình ( )f u m=  có nghiệm [ )0;2 .u∈  

Quan sát đồ thị ta thấy rằng với [ )0;2u∈  thì ( ) [ )2;2 2 2.f u m∈ − ⇒ − ≤ <  

Vì { }2; 1;0;1 .m m∈ ⇒ ∈ − −  Vậy có 4 giá trị của .m  

Tổng các giá trị của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán là 2− . 

Câu 44.   Cho hàm số ( )=y f x . Đồ thị hàm số ( )'=y f x  như hình vẽ dưới đây. Xét hàm số 

( ) ( ) 3 21 3 3 2020
3 4 2

g x f x x x x= − − + + . Hàm số ( )g x  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

 
A. ( ); 2−∞ −  B. ( )3; 1− − . C. ( )1;1− . D. ( )1;+∞ . 

Lời giải 

 

 

 

 

  
1

1−

2

2O

 

y

1

2− x

1−

2−



Chọn C 

Ta có: ( ) ( ) ( )2 23 3 3 3' ' '
2 2 2 2

 = − − + = − + − 
 

g x f x x x f x x x  

( ) ( ) 2 3 3' 0 '
2 2

⇒ = ⇔ = + −g x f x x x . Ta xét thêm đồ thị hàm số 2 3 3
2 2

= + −y x x  

 

Dựa nào đồ thị ( )
3

' 0 1
1

= −
⇒ = ⇔ = −
 =

x
g x x

x
 

Bảng biến thiên 
x –∞–3–11+∞ 

( )'g x  +0–0+0– 

( )g x  0 

Từ bảng biến thiên của ( )g x , ta chọn đáp án C. 

Câu 45.   Cho hàm số bậc ba ( )y f x có đồ thị như hình vẽ dưới đây. 

 
Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của tham số m  để phương trình ( ( ) )f f x m 1  có 3 

nghiệm. Tìm số phần tử của tập S . 

A. 3 .  B. 1. C. 2 . D. 4 . 
Lời giải 

Đáp án: C 
Dựa vào đồ thị hàm số ta có: 

 
( ) ( ) ( )

( ( ) ) *
( ) ( ) ( )

f x m f x m
f f x m

f x m f x m
    
         

2 2 1
1

1 1 2
 

( )1  và ( )2  là các phương trình bậc 3 nên chúng có ít nhất 1 nghiệm. 



Do đó phương trình có 3 nghiệm khi và chỉ khi (1) có 2 nghiệm và (2) có 1 nghiệm hoặc (1) có 1 
nghiệm và (2) có 2 nghiệm. 

Phương trình (1) có 2 nghiệm 
m m
m m
   
      

2 1 3

2 3 1
 

Phương trình (2) có 2 nghiệm 
m m
m m
   
      

1 1 0

1 3 4
 

TH1: m  3 : Phương trình (1) có 2 nghiệm, phương trình (2) là ( )f x  4  có 1 nghiệm ( thỏa mãn). 

TH2: m 1: Phương trình (1) có 2 nghiệm, phương trình (2) là ( )f x  0  có 3 nghiệm ( không thỏa 
mãn). 

TH3: m  0 : Phương trình (2) có 2 nghiệm, phương trình (1) là ( )f x 2  có 3 nghiệm ( không thỏa 
mãn). 

TH4: m 4 : Phương trình (2) có 2 nghiệm, phương trình (2) là ( )f x 6  có 1 nghiệm ( thỏa 
mãn). 

Vậy có 2 giá trị m nguyên thỏa mãn bài toán. 

Câu 46.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như sau: 

 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ];π π−  của phương trình ( )3 2 cos 2 0f x + =  là 

A. 4 . B. 5 . C. 2 . D. 6 . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 2 cost x= . Vì [ ];x π π∈ −  nên [ ]0;2t∈ . 

( ) ( )
3

3 2 0 2f t f t⇒ + = ⇔ = − . 

Dựa vào bảng biến thiên, phương trình ( ) 2
3

f t = −  có 1 nghiệm ( )0 0;1t ∈ . 

Suy ra 0 1cos 0;
2 2
tx  = ∈ 

 
. 

Với 0cos
2
tx =  thì phương trình đã cho có 2 nghiệm 1 20

2 2
x xπ π−

< < < < . 

Với 0cos
2
tx = −  thì phương trình đã cho có 2 nghiệm 3 4;

2 2
x xπ ππ π− < < − < < . 

Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ];π π− . 



Câu 47.   Cho hàm số  liên tục trên  và có đồ thị như hình vẽ dưới đây. Tập hợp tất cả các giá 

trị thực của tham số  để phương trình  có nghiệm thuộc khoảng . 

 
A. . B.  C. . D. . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt . Với  

Phương trình  có nghiệm thuộc khoảng  khi và chỉ khi phương trình  có 

nghiệm thuộc khoảng . 

Câu 48.   Cho hàm số ( )f x  có đồ thị như hình vẽ. Số giá trị nguyên m  để phương trình 

( )3 3f x x m− = có hai nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ]1;2−  là  

 
A. 1. B. 3 . C. 5 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn D 
Đặt [ ]3( ) 3 , 1;2t g x x x x= = − ∈ − , ta có 2( ) 3 3 0 1g x x x′ = − = ⇔ = ±   

BBT của hàm số g(x)  

 
Từ BBT ta thấy: Với 2t = − có 1 [ ]1;2x∈ − , với mỗi ( ]2;2t∈ − cho 2 giá trị [ ]1;2x∈ −   

( )y f x= R

m ( )exf m= ( )0;ln 2

1

( )3;0− ( )3;3−  0;3 [ ]3;0−

ext = ( ) ( )0;ln 2 1;2x t∈ ⇒ ∈

( )exf m= ( )0;ln 2 ( )f t m=

( )1;2 3 0m⇔ − < <



PT ( )3 3f x x m− =  có hai nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ]1;2−  khi và chỉ khi pt ( )f x m=  có 1 

nghiệm thuộc ( ]2;2− . Dựa vào đồ thị hàm số y = f(t) và m nguyên, ta có { }1;2;3;4m∈  thỏa yêu cầu bài 
toán 
Câu 49.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như sau: 

 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ];π π−  của phương trình ( )3 2 cos 2 0f x + =  là 
A. 4 . B. 5 . C. 2 . D. 6 . 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt 2 cost x= . Vì [ ];x π π∈ −  nên [ ]0;2t∈ . 

( ) ( )
3

3 2 0 2f t f t⇒ + = ⇔ = − . 

Dựa vào bảng biến thiên, phương trình ( ) 2
3

f t = −  có 1 nghiệm ( )0 0;1t ∈ . 

Suy ra 0 1cos 0;
2 2
tx  = ∈ 

 
. 

Với 0cos
2
tx =  thì phương trình đã cho có 2 nghiệm 1 20

2 2
x xπ π−

< < < < . 

Với 0cos
2
tx = −  thì phương trình đã cho có 2 nghiệm 3 4;

2 2
x xπ ππ π− < < − < < . 

Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ];π π− . 

Câu 50.   Cho hàm số ( )=y f x  liên tục trên   và có bảng biến thiên như hình vẽ 

 

Số nghiệm của phương trình ( )3 cos 2 0− =f x  trên khoảng 3;
2 2
π π − 

 
 là: 

A. 2  B. 0  C. 6  D. 4  
Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( ) ( ) 23 cos 2 0 cos
3

− = ⇔ =f x f x  

∞ ∞

33

∞∞

0
+

+
11

y

y'

x 0
0 0 +

1



 

Dựa vào bảng biến thiên ta có 

( )
( )
( )
( )

1

2

3

4

cos ; 1
cos 1;0
cos 0;1

cos 1;

 = ∈ −∞ −
 = ∈ −
 = ∈
 = ∈ +∞

x a
x a
x a

x a

  

Phương trình 1cos ;=x a 4cos =x a  vô nghiệm.  

Xét đồ thị hàm số cos=y x  trên khoảng 3;
2 2
π π − 

 
  

 

Ta có phương trình 2cos =x a  có hai nghiệm trên khoảng 3;
2 2
π π − 

 
; phương trình 3cos =x a  có hai 

nghiệm trên khoảng 3;
2 2
π π − 

 
 và các nghiệm không trùng nhau nên phương trình ( )3 cos 2 0− =f x  có 

4 nghiệm trên khoảng 3;
2 2
π π − 

 
. 

Câu 51.   Cho hàm số  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn 70;
2
π 

  
 của phương trình ( )2 cos 5 0f x + =  là 

A. 7 . B. 6 . C. 5 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn A  
Đặt [ ]cos 1;1x t= ∈ − .  

Ta được phương trình: ( ) ( ) 52 5 0
2

f t f t+ = ⇔ = −  có hai nghiệm đối nhau là t a= ±  với ( )0;1a∈ . 

+ Phương trình ( ) 7cos 1;0 , 0;
2

x a x π = − ∈ − ∈  
, phương trình này có 4 nghiệm. 

+ Trở về phương trình ( ) 7cos 0;1 , 0;
2

x a x π = ∈ ∈  
, phương trình này có 3 nghiệm. 

Vậy có 7 nghiệm. 

y =  
2
3

∞ ∞

33

∞∞

0
+

+
11

y

y'

x 0
0 0 +

1

x

y

y =  a2

y =  a3

π
2

π
3π
2

-π
2

1

O 1

1

( )f x

-
   



Câu 52.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên  và có bảng biến thiên như sau: 

 

Phương trình ( ) 13cos
3

f x =  có bao nhiêu nghiệm thuộc khoảng ;
2 2
π π − 

 
? 

A. 0 . B. 1. C. 2 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn C 

Đặt cost x= , ( ]; 0;1
2 2

x tπ π ∈ − ⇒ ∈ 
 

. 

Phương trình ( ) 13cos
3

f x =  trở thành ( ) 13
3

f t =  

Dựa vào bảng biến thiên trên ta có phương trình ( ) 13
3

f t =  có đúng một nghiệm ( )0;1t∈  

Với một nghiệm ( )0;1t∈ , thay vào phép đặt ta được phương trình cosx t=  có hai nghiệm phân biệt 

thuộc thuộc khoảng ;
2 2
π π − 

 
. 

Vậy phương trình ( ) 13cos
3

f x =  có hai nghiệm phân biệt thuộc thuộc khoảng ;
2 2
π π − 

 
. 

Câu 53.   Cho hàm số 3 22 3y x x= − , có đồ thị như hình vẽ. 

x

y

1

-1
2

4

 
Sử dụng đồ thị đã cho tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình 

( ) ( )33 2 2 216 12 1 1x x x m x− + = +  có nghiệm.  

A. m∀ ∈ . B. 1 4.m− ≤ ≤ . C. 1 0.m− ≤ ≤ . D. 1 4.m≤ ≤ . 
Lời giải 

Chọn C 

Hướng dẫn giải:  



Phương trình 
3 2 3 2

2 2 2 2

2 216 12 2 3
1 1 1 1

x x x xm m
x x x x

   − = ←→ − =   + + + +   
. 

Đặt 2

2 0
1

xt
x

= ≥
+

. Ta có 2
2

21 2 1
1

xx x t
x

+ ≥ → = ≤
+

. Do đó 0 1t≤ ≤ . 

Phương trình trở thành ( )3 22 3    *t t m− = . Đây là phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số 
3 22 3y x x= −  (chỉ xét trong phần [ ]0;1x∈ ) và đường thẳng y m=  (cùng phương với trục hoành). 

Dựa vào đồ thị, ta thấy để phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi phương trình ( )*  có nghiệm 

thuộc đoạn [ ]0;1 1 0.m←→− ≤ ≤  

Câu 54.   Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên như sau: 

 
 Số nghiệm thuộc đoạn [ ];2π π−  của phương trình ( )3 cos2 3 0f x − =  là 
A. 4 .  B. 6 . C. 3 . D. 8 . 

Lời giải 
Chọn B 
Phương trình ( ) ( )3 cos2 3 0 cos2 1(*)f x f x− = ⇔ =  có nghiệm trên  đường thẳng 1y =  

cắt đồ thị hàm số ( )cos2y f x=  tại các điểm trên   

Đặt [ ] [ ] [ ] [ ]t=cos2 ;2 2 2 ;4 1;1 ( ) 0;1x x x t f tπ π π π⇒ ∈ − ⇒ ∈ − ⇒ ∈ − ⇒ ∈   

Theo BBT ta có:  
đường thẳng 1y =  cắt đồ thị hàm số  tại 1 điểm  

Ta có (*) cos2 0x⇔ =   

Xét trên đường tròn lượng giác ta thấy phương trình cos2 0x =  có 6 nghiệm phân biệt thuộc ,  

Vậy phương trình đã cho có 6 nghiệm phân biệt.  

Câu 55.   Cho hàm số ( )=y f x  có đồ thị như hình vẽ bên: 

. 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 

A. 14 . B. 12 . C. 10 . D. 15 . 
Lời giải 

Chọn C 

Xét phương trình ( )3 s inx cos 1 0 2s in x + 1
6

f x f π  + − = ⇔ =    
 

[ ;2 ]π π− ⇔

[ ;2 ]π π−

( )y f t=

[ ];2π π−



( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2s in x +  0;1 s in x +  0;1      1
6 6 2

2s in x +  2;3 s in x +  2;3      2
6 6 2

2s in x +  1;0 s in x +  1;0    3
6 6 2

aa a a

bb

cc

π π

π π

π π

    = ∈ = ∈       
    ⇒ = ∈ ⇒ = ∈    

   
    = ∈ − = ∈ −    

    

víi víi 

víi b víi b

víi c víi c








 

+ Xét phương ttrình ( )s in x +  0;1
6 2

a aπ  = ∈ 
 

víi . Phương trình này có 4 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

+ Xét phương trình ( )s in x +  2;3
6 2

bπ  = ∈ 
 

víi b . Phương trình vô nghiệm. 

+ Xét phương trình ( )s in x +  1;0
6 2

cπ  = ∈ − 
 

víi c . Phương trình có 6 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

Vậy Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 10 nghiệm. 

Câu 56.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau 

 
Phương trình ( )24 2 0f x x− − =  có bao nhiêu nghiệm thực phân biệt? 

A. 2 . B. 6 . C. 4 . D. 0 . 

Lời giải 
Chọn C  

Ta có ( )24 2 0f x x− − = ( )24 2f x x⇒ − =  

Số nghiệm của phương trình trên bằng số giao điểm của hai đồ thị hàm số ( )24

2

y f x x

y

 = −


=
. 

Xét ( ) ( )24y f x x g x= − = . 

( ) 0g x′ = ( )24 0f x x ′ ⇒ − =  ( ) ( )2 24 4 0x x f x x′ ′⇔ − − =  

( ) ( )24 2 4 0x f x x′⇔ − − = 2

2

4 2 0
4 0
4 4

x
x x
x x

− =
⇔ − =
 − = 4

  2( )
0

nghiem b ix
x

o le

x

=
⇒ =
 =

. 

Ta có bảng biến thiên sau: 

 



Đường thẳng 2y =  cắt đồ thị tại 4  điểm phân biệt nên phương trình có 4  nghiệm phân biệt. 

Câu 57.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để phương trình ( ) 33 ( )f f x m x m+ = −  có 

nghiệm [ ]1;2x∈  biết 5 3( ) 3 4f x x x m= + − . 
A. 16. B. 15. C. 17. D. 18. 

Lời giải  
Chọn A 
Đặt 33 ( ) ( )t f x m t f x m= + → = + . Ta được hệ phương trình sau: 

3 3 33

3 3

( ) ( ) ( ) (*)( )
( ) ( ) ( )

f t x m f t t f x xf t x m
t f x m f x t m f x t m

 = − + = + = −  ⇔ ⇔  
= + = − = −   

. 

Vì 5 3 4 2( ) 3 4 , '( ) 5 9 0,f x x x m f x x x x= + − = + ≥ ∀ ∈   nên hàm số 3( ) ( )h x f x x= + đồng biến trên  . 
Do đó: (*) x t⇔ = . 

Khi đó ta được: 3 5 3 5 3 5 31 2( ) 3 4 2 3 ( ) (**)
3 3

f x x m x x m x x m g x x x m= − = + − ⇔ + = ⇔ = + = . 

Dễ thấy 5 31 2( )
3 3

g x x x= +  đồng biến trên [ ]1;2  nên phương trình (**) có nghiệm trên đoạn [ ]1;2  khi 

và chỉ khi: (1) (2) 1 16.g m g m≤ ≤ ⇔ ≤ ≤   
Vì m  thuộc số nguyên nên có 16 số thỏa mãn bài toán. 

Câu 58.   Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên sau: 

 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ; ]π π−  của phương trình ( )2 3 0f x − =  là? 
A. 4 . B. 6 . C. 3 . D. 8 . 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt [ ]cos 1;1x t= ∈ −   

1

2

( 1;0)3( )
(0;1)2

t t
pt f t

t t
= ∈ −

⇔ = − ⇔  = ∈
suy ra phương trình có 4 nghiệm thỏa mãn 

 
 

Câu 59.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ. Tập hợp tất cả các giá trị của 

tham số m  để phương trình ( )cos 2 1f x m= − +  có nghiệm thuộc khoảng 0;
2
π 

 
 

 là 

x – ∞ −1 0 1 + ∞ 
f'(x) –  0 +  0 –  0 +  

f(x) 
+ ∞ 

−2 
−1 

−2 

+ ∞ 



 

A. ( ]1;1 .−   B. ( )0;1 . C. ( )1;1 .−  D. ( ]0;1 . 

Lời giải 
Đáp án: B 

Đặt cost x=  vì hàm số cost x=  nghịch biến trên 0;
2
π 

 
 

 nên 0 1t< < phương trình đã cho trở thành 

( ) 2 1f t m= − + , ( )0;1t∈ . Để phương trình có nghiệm thì đồ thị hàm số ( ) ( ), 0;1y f t t= ∈  và đường 
2 1y m= − +  phải có điểm chung. Dựa vào đồ thị hàm số đã cho ta có 1 2 1 1 0 1m m− < − + < ⇔ < <  

Câu 60.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ]0;2π  của phương trình ( )cos 2f x = −  là: 

A. 3 . B. 0 . C. 2 . D. 1. 
Lời giải 

Chọn A  

Nhìn vào đồ thị ta xét phương trình ( )
1

2
1

x
f x

x
=

= − ⇔  = −
 

Nên từ đó ta có :  

( ) ( )
cos 1

cos 2
cos 1

x
f x x k k

x
π

=
= − ⇔ ⇔ = ∈ = −



 Để phương trình có nghiệm thuộc đoạn [ ]0;2π  0 2 0 2k kπ π⇒ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤   

mà { }0;1;2k k∈ ⇒ ∈   

Vậy phương trình đã cho có 3  nghiệm thuộc khoảng [ ]0;2π . 

Câu 61.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên. Có bao nhiêu số nguyên m để  

phương trình ( )3 3f x x m− =  có 6  nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ 1;2]− ?  

1

y

x

3

 
1

1

 
1



 
A. 3  B. 2  C. 6  D. 7  

Lời giải 
Chọn B 
Đặt 3 3t x x= − , với [ 1;2]x∈ − ta có bảng biến thiên 

 
Với ( 2;2]t∈ − thì có 2 nghiêm [ 1;2]x∈ −  

Để phương trình có 6 nghiệm thì phương trình ( )f t m= có 3 nghiệm ( 2;2]t∈ −  
Dựa vao đồ thị ta có 0; 1m m= = −  

Câu 62.   Cho hàm số  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ];2π π−  của phương trình ( )3 s in2x 5 0f − =  là 

A. 10 . B. 8 . C.12 . D. 9 . 
Lời giải: 

Đặt sin 2t x= . Khi đó: ( )3 s in2x 5 0f − =  trở thành ( ) ( ) ( )53 5 0 1
3

f t f t− = ⇔ =  

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình (1) có 4 nghiệm: 

( )
( )
( )
( )

( )( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

2

3

4

sin 2 ; 1 1'; 1
sin 2 1;0 2 '1;0

0;1 sin 2 0;1 3'
1; sin 2 1; 4 '

x at a
x bt b

t c x c
t d x d

= ∈ −∞ −= ∈ −∞ −


= ∈ −= ∈ − ⇔  = ∈ = ∈
 = ∈ +∞ = ∈ +∞ 

 

Ta thấy: 

+) (1’) vô nghiệm. 

( )f x



+) Với [ ];2x π π∈ −  thì (2’) có 6 nghiệm.. 

+) Với [ ];2x π π∈ −  thì (3’) có 6 nghiệm.. 

+) (4’) vô nghiệm. 

Vậy, với [ ];2x π π∈ −  thì phương trình ( )3 s in2x 5 0f − = có tất cả 12 nghiệm. 

Chọn C 

Câu 63.   Cho hàm số bậc ba ( )y f x=  có đồ thị như hình sau 

 

Số nghiệm của phương trình ( )2cos 1f x =  trong khoảng 30;
2

x π ∈ 
 

 là 

A. 4 . B. 3 . C. 5 . D. 2 . 

Lời giải 

Chọn C 

Đặt [ ]2 cos , 0;2t x t= ∈ , ta có phương trình ( ) 1f t = .  

 
Dựa vào đồ thị hàm số ( )y f x= , ta có phương trình ( ) 1f t =  có 3 nghiệm phân biệt 1 2 3, ,t t t  thỏa mãn 

1 2 32 0 2t t t− < < < < <  nhưng chỉ có một giá trị 2t  thỏa mãn. 



Vậy 
( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

cos 0;1 1
2cos

2 cos 1;0 2
2

txtx
tx

 = ∈
= ⇔ 

 = − ∈ −

 

Phương trình (1) có 1 nghiệm thuộc khoảng 30;
2
π 

 
 

 

Phương trình (2) có 2 nghiệm thuộc khoảng 30;
2
π 

 
 

 

Suy ra phương trình ( )2cos 1f x =  có 3 nghiệm thỏa mãn điều kiện đề bài. 

Câu 64.   Cho hàm số  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn ;4
2
π π 
  

 của phương trình ( )2 cos 1 5 0f x + − =  là 

A. 5 . B. 6 . C. 3 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn D 
Đặt [ ]cos 1 , 0;2x t t+ = ∈ . Phương trình trở thành 

( ) ( )
1 1

2 2

3 3

, 0
52 5 0 , 0 1
2

, 2

t t t
f t f t t t t

t t t

= <
− = ⇔ = ⇔ = < <
 = >

 

 

 

 (Từ bảng biến thiên) 

Với 1 1, 0t t t= <  ( loại vì [ ]0;2t∉ ) 

Với 3 3, 2t t t= >  ( loại vì [ ]0;2t∉ ) 

Với ( )2 2 2cos 1 cos 1 1;0 .t t x t x t= ⇔ + = ⇔ = − ∈ −  Suy ra phương trình có 4 nghiệm. 

Câu 65.   Cho hàm số ( )f x có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ]0;2020π  của phương trình ( )cos 2 0f x − =  là: 

A. 1010 . B. 2019 . C. 2020 . D. 2021. 
Lời giải 

Chọn D 

( )f x



Ta có 1 os 1c x− ≤ ≤ x∀ , nên từ bảng biến thiên suy ra ( )cos 2 0f x − =  

( )cos 2f x⇔ =
( )
( )

cos 1 1

cos 1 2

x

x

= −
⇔ 

=
.  

+ Phương trình (1): cos 1 2x x kπ π= − ⇔ = + . Mà [ ]0;2020 ;3 ;...;2019x xπ π π π∈ ⇒ = . 
(1) có 1010 nghiệm. 
+ Phương trình (2): cos 1 2x x kπ= ⇔ = . Mà [ ]0;2020 0;2 ;...;2020x xπ π π∈ ⇒ = . 
(2) có 1011 nghiệm 
Vậy số nghiệm của phương trình là 2021 nghiệm. 

Câu 66.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ bên dưới: 

 
Tập hợp tất cả giá trị thực của tham số m  để phương trình ( )2sin 1f x m+ =  có nghiệm thuộc nửa 

khoảng 0;
6
π 
 

 là 

A. ( ]2;0− . B. ( ]0;2 . C. [ )2;2− . D. ( )2;0− .  

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 2sin 1x t+ = . Khi 0;
6

x π ∈  
 thì [ )1;2t∈ . Bài toán trở thành tìm điều kiện của m  để phương 

trình ( )f t m=  có nghiệm trên nửa khoảng [ )1;2 . Từ đồ thị hàm số ( )f x  ta suy ra đồ thị của hàm số 

( )f t  trên [ )1;2  như sau:  

 

Dựa vào đồ thị: Phương trình ( )f t m=  có nghiệm trên [ )1;2  khi và chỉ khi 2 0m− < ≤ . 

2

1

2

1

-2

O
-1

y

x



Vậy tập hợp tất cả giá trị thực của tham số m  để phương trình ( )2sin 1f x m+ =  có nghiệm thuộc nửa 

khoảng 0;
6
π 
 

 là ( ]2;0− . 

Câu 67.   Cho hàm số ( )=y f x  có đồ thị như hình vẽ bên: 

. 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 

A. 14 . B. 12 . C. 10 . D. 15 . 

Lời giải 
Chọn C 

Xét phương trình ( )3 s inx cos 1 0 2s in x + 1
6

f x f π  + − = ⇔ =    
 

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2s in x +  0;1 s in x +  0;1      1
6 6 2

2s in x +  2;3 s in x +  2;3      2
6 6 2

2s in x +  1;0 s in x +  1;0    3
6 6 2

aa a a

bb

cc

π π

π π

π π

    = ∈ = ∈       
    ⇒ = ∈ ⇒ = ∈    

   
    = ∈ − = ∈ −    

    

víi víi 

víi b víi b

víi c víi c








 

+ Xét phương ttrình ( )s in x +  0;1
6 2

a aπ  = ∈ 
 

víi . Phương trình này có 4 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

+ Xét phương trình ( )s in x +  2;3
6 2

bπ  = ∈ 
 

víi b . Phương trình vô nghiệm. 

+ Xét phương trình ( )s in x +  1;0
6 2

cπ  = ∈ − 
 

víi c . Phương trình có 6 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

Vậy Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 10 nghiệm 

Câu 68.   Cho hàm số ( )=y f x  có đồ thị như hình vẽ bên: 

. 



Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 

A. 14 . B. 12 . C. 10 . D. 15 . 

Lời giải 
Chọn C 

Xét phương trình ( )3 s inx cos 1 0 2s in x + 1
6

f x f π  + − = ⇔ =    
 

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2s in x +  0;1 s in x +  0;1      1
6 6 2

2s in x +  2;3 s in x +  2;3      2
6 6 2

2s in x +  1;0 s in x +  1;0    3
6 6 2

aa a a

bb

cc

π π

π π

π π

    = ∈ = ∈       
    ⇒ = ∈ ⇒ = ∈    

   
    = ∈ − = ∈ −    

    

víi víi 

víi b víi b

víi c víi c








 

+ Xét phương ttrình ( )s in x +  0;1
6 2

a aπ  = ∈ 
 

víi . Phương trình này có 4 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

+ Xét phương trình ( )s in x +  2;3
6 2

bπ  = ∈ 
 

víi b . Phương trình vô nghiệm. 

+ Xét phương trình ( )s in x +  1;0
6 2

cπ  = ∈ − 
 

víi c . Phương trình có 6 nghiệm thuộc [ ];4π π−  

Vậy Số nghiệm thuộc đoạn [ ];4π π−  của phương trình ( )3 s inx cos 1 0f x+ − =  là 10 nghiệm 

Câu 69.   Cho hàm số  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ];2π π−  của phương trình ( )4 cos2x 5 0f + =  là 
A. 12 . B. 6 . C. 9 . D. 10 . 

Lời giải 
Chọn A  
Đặt [ ]cos 2 1;1x t= ∈ − . Trước hết xét ( ) ( ) 54 5 0

4
f t f t+ = ⇔ = −  có hai nghiệm đối nhau là 

( )1;1t a= ± ∈ − .  

+ Phương trình ( ) [ ]cos 2 1;0 , ;2x a x π π= − ∈ − ∈ − , phương trình này có 6 nghiệm.  

+ Phương trình ( ) [ ]cos 2 0;1 , ;2x a x π π= ∈ ∈ − , phương trình này có 6 nghiệm. 

(Vẽ đồ thị hàm số cos 2y x=  trên đoạn [ ];2π π−  các nghiệm này phân biệt). 

(Các em có thể lấy 1
2

a = ±  để thử). 

Câu 70.   Cho hàm số ( )f x có bảng biến thiên như sau: 

( )f x



 

Số nghiệm thuộc đoạn [ ]0;2020π  của phương trình ( )sin 1 0f x + =  là 

A. 1010 . B. 2020 . C. 1011. D. 2021. 
Lời giải 

Chọn A 
Ta có 1 sin 1x− ≤ ≤ x∀ , nên từ bảng biến thiên suy ra ( )sin 1 0f x + =  

( )sin 1f x⇔ = − sin 1x⇔ = − 2
2

x kπ π⇔ = − +  ( k∈ ) 

Mà [ ]0;2020x π∈ 0 2 2020
2

kπ π π⇒ ≤ − + ≤  

 10 2 2020
2

k⇔ ≤ − + ≤  

 0,5 2 2020,5k⇔ ≤ ≤  
 0, 25 1010,25k⇔ ≤ ≤  
Vì k∈ nên 1;2;...;1010k = . 
Vậy số nghiệm của phương trình là 1010 nghiệm. 

Câu 71.   Cho hàm số 4 22 4 4= − + −y x mx m  ( m  là tham số thực). Xác định m  để hàm số đã cho có 3  
cực trị tạo thành tam giác có diện tích bằng 1. 

A. 1=m . B. 3=m . C. 5=m . D. 7=m . 
Lời giải 

Chọn A  
Ta có 34 4y x mx′ = − . 

2

0
0

x
y

x m
=

′ = ⇔  =
. 

Hàm số có ba cực trị khi 0m > .  
Tọa độ ba điểm cực trị là ( )0; 4 4A m − , ( )2; 4 4B m m m− + − , ( )2; 4 4C m m m− − + − . 

Tam giác ABC  cân tại ( )0; 4 4A m −  nên 

( ) ( )11 , . 1 , . 2
2ABCS d A BC BC d A BC BC= ⇔ = ⇔ =  

BC : 2 4 4y m m= − + − . 

( ) 2 2,d A BC m m= = . 

( )2 ;0 2BC m BC m= − ⇒ =


 

( ) 2, . 2 1 1d A BC BC m m m= ⇔ = ⇔ =  

Kết hợp với điều kiện 0m >  ta có 1m = .  

Câu 72.   Cho hàm số ( ) 4 2. .f x a x b x c= + +  có đồ thị như sau: 



 

Số nghiệm thuộc đoạn ;
2
ππ −  

 của phương trình ( )( )cos 1 0f f x + =  là 

A. 0.  B. 3.  C. 2.  D. 1.  
Lời giải 

Chọn A 

Đặt [ ]cos , 1;1 ;
2

t x t do x ππ  = ∈ − ∈ −    
 thì PT ( )( )cos 1 0f f x + =  trở thành 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 0;1
1 0 1 , 1;2

1 3; 2

f t a
f f t f t a a

f t a

= − ∈
+ = ⇔ + = ± ∈ ⇔ 

= − − ∈ − −
 

Từ đồ thị hàm số ( ) 4 2. .f x a x b x c= + +  ta suy ra đồ thị hàm số ( )f t như sau: 

 
Quan sát đồ thị ta thấy: PT ( ) 1f t a= − −  vô nghiệm với ( )1 3; 2a− − ∈ − −  

PT ( ) 1f t a= − , với ( )1 0;1a − ∈ , có 2 nghiệm phân biệt [ ]1;1t∉ − . 

Vậy PT ( )1  vô nghiệm. 

Câu 73.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên R và có đồ thị như hình vẽ bên. Bất phương trình 
3 22 ( ) 2 3f x x m x+ > +  nghiệm đúng với mọi ( 1;3)x∈ −  khi và chỉ khi 

 

A. m < -5 B. m < -1 C. m < -3 D. m < -2 



Lời giải 
Bất phương trình tương đương với:  

( )

3 2

1;3

3( ) , ( 1;3) min ( ),
2 2
x xycbt f x m x m g x

−
⇔ + − > ∀ ∈ − ⇔ <   

Trong đó ( ) ( )
3 23 .

2 2
x xg x f x= + −   

Quan sát đồ thị hàm số có 
( )1;3
min ( ) (2) 3f x f
−

= = −  và 
3 2

( 1;3)

3min ( ) (2) 2.
2 2
x xh x h

−

 
= − = = − 

 
  

Vì vậy 
( 1;3)
min ( ) (2) 5.g x g
−

= = −   

Vậy m < -5 là các giá trị cần tìm. 
Chọn đáp án#A. 

Câu 74.   Cho hàm số ( )f x có bảng biến thiên như sau: 

 
Số nghiệm thuộc đoạn [ ]0;2020π  của phương trình ( )cos 2 0f x − =  là: 

A. 1010 . B. 2019 . C. 2020 . D. 2021. 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có 1 cos 1x− ≤ ≤  với x∀ ∈ , nên từ bảng biến thiên suy ra ( )cos 2 0f x − =  

( )cos 2f x⇔ =
( )
( )

cos 1 1

cos 1 2

x

x

= −
⇔ 

=
.  

+ Phương trình (1): cos 1 2x x kπ π= − ⇔ = + . Mà [ ]0;2020 ;3 ;...;2019x xπ π π π∈ ⇒ = . Phương 

trình (1) có 1010 nghiệm. 

+ Phương trình (2): cos 1 2x x kπ= ⇔ = . Mà [ ]0;2020 0;2 ;...;2020x xπ π π∈ ⇒ = . Phương trình (2) 

có 1011 nghiệm. 

Vậy số nghiệm của phương trình là 2021 nghiệm. 

Câu 75.   Cho hàm số ( )f x , hàm số ( )y f x′=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ. bất phương 

trình ( )f x x m< +  ( m  là tham số thực) nghiệm đúng với mọi ( )1;0x∈ −  khi và chỉ khi 

 
A. ( )1 1m f≥ − + . B. ( )0m f≥ . C. ( )1 1m f> − + . D. ( )0m f> . 

Lời giải: 

x

x

1

O 1
-1



Chọn A 
Ta có: ( ) ( )f x x m f x x m< + ⇔ − <  

YCBT 
[ ]

( )
[ ]

( ) [ ]
1;0 1;0

max max , 1;0h x f x x m x
− −

⇔ = − ≤ ∀ ∈ −    

( ) ( ) [ ]' ' 1 0, 1;0h x f x x= − ≤ ∀ ∈ −  ( )h x⇒  nghịch biến trên [ ]1;0−  

[ ]
( ) ( ) ( )

1;0
max 1 1 1h x h f m
−

= − = − + ≤ .  

Câu 76.   Cho hàm số ( )y f x= . Hàm số ( )y f x′=  có bảng biến thiên như sau 

 
Bất phương trình ( ) sinf x x m> +  có nghiệm trên khoảng ( )1;1−  khi và chỉ khi 
A. ( )1 sin1m f> − . B. ( )1 sin1m f≥ − . C. ( )1 sin1m f≤ − + . D. ( )1 sin1m f< − + . 

Lời giải 
Chọn D 
Xét hàm số ( ) ( ) sing x f x x= − . 

( ) ( ) cosg x f x x′ ′= −  

Với ( )1;1x∀ ∈ − , ta có ( ) ( ) ( )1 cos 1 cos 0 0f x f x x x g x′ ′ ′< − ⇒ − < − − < ⇒ < . 

Suy ra hàm số ( )g x  nghịch biến trên khoảng ( )1;1−  nên ( ) ( ) ( )1 1 sin1g x g f< − = − + . 

Do đó bất phương trình ( ) sinf x x m> +  có nghiệm trên khoảng ( )1;1−  khi và chỉ khi 

bất phương trình ( ) sinm f x x< −  có nghiệm trên khoảng ( )1;1− . 

[ ]
( ) ( )

1;1
max 1 sin1m g x m f
−

⇔ < ⇔ < − + . 

Vậy ( )1 sin1m f< − + . 

Câu 77.   Cho hàm số ( ) 4 3 2= = + + + +y f x ax bx cx dx e  với ( , , , , )∈a b c d e . Biết hàm số ( )′=y f x  có 

đồ thị như hình vẽ, đạt cực trị tại điểm ( )0;0O  và cắt truc hoành tại ( )3;0A . Có bao nhiêu giá trị nguyên 

của m trên [ ]12;12−  để phương trình ( )2 2− + + =f x x m e  có bốn nghiệm phân biệt. 

 
A. 0.  B. 9.  C. 8.  D. 10.  

Lời giải 
Chọn B 
Quan sát đồ thị ( )'f x  như hình vẽ. Ta thấy rằng đây là hàm bậc 3  qua 0  không đổi dấu và qua 3  đổi 

dấu 1 lần. Nên suy ra 
( ) ( ) ( )2' . 3 0= − <f x k x x k  (vì ( )lim

→+∞
= −∞

x
f x  nên 0<k ) 

Do ( ) ( ) 3 21 1 3' 2 1 4 1 ' .
4 4 4
−

= ⇒ − = ⇔ = → = − +f k k f x x x  

y

O
3

1

1

2 x



Suy ra ( ) 4 3 31 1 1 1 1 .
16 4 4 4
−  = + + = − − + 

 
f x x x e x x e  

Mà theo đề ta có phương trình 

( ) ( )
232 2 22 2 1 0

4
 − + +

− + + = ⇔ − + + − = 
 

x x mf x x m e x x m  

( )
( )

2

2

2 0 1
2 4 0 2

− + + =
⇔ − + + − =

x x m
x x m

 

Để phương trình ( )2 2− + + =f x x m e  có 4 nghiệm phân biệt thì phương trình (1) và (2) lần lượt có 2 

nghiệm phân biệt 1

2

1 0
3.

1 4 0
∆ = + >

⇒ ⇔ >∆ = + − >

m
m

m
 

Mà [ ] { }4;5;6;7;8;9;10;11;12 .
12;12

m
m

m
∈

⇒ ∈ ∈ −



 Vậy có 9 giá trị nguyên m  thoả mãn bài toán. 

Câu 78.   Cho hàm số  có đạo hàm liên tục trên khoảng , biết 

,  và . Tính giá trị của 

. 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn A 
TH1:  trái giả thiết. 
TH2: 

.

. 

Ta có: . 

. 

Câu 79.   Cho hàm số ( ) 3 23 2f x x x= − +  có đồ thị là đường cong trong hình bên.  

 

Hỏi phương trình ( ) ( )3 23 2 3 23 2 3 3 2 2 0x x x x− + − − + + =  có bao nhiêu nghiệm thực dương phân biệt? 

A. 3 . B. 5 . C. 7 . D. 1. 

( )y f x= ( )0;+∞

( ) ( ) ( )22 1 0f x x f x′ + + = ( ) 0, 0f x x′ > ∀ > ( ) 12
6

f =

( ) ( ) ( )1 2 ... 2019P f f f= + + +

2019
2020

2018
2019

2021
2020

2020
2019

( ) 0f x = ( ) 0f x′⇒ =

( ) 0f x ≠ ( ) ( ) ( )22 1 .f x x f x′⇒ = − +
( )
( ) ( )2 2 1

f x
x

f x
′

⇒ = − +
( )
( ) ( )2 d 2 1 d

f x
x x x

f x
′

⇒ = − +∫ ∫

( ) ( )21 x x C
f x
−

⇒ = − + +

( ) 12
6

f = 0C⇒ = ( ) 2

1 1 1
1

f x
x x x x

⇒ = = −
+ +

1 1 1 1 1 2019.....
1 2 2 3 2020 2020

P⇒ = − + − + − =



Lời giải 
Chọn B 

Đặt 3 23 2t x x= − + , ta có phương trình 3 23 2 0t t− + =

1

1 3

1 3

t

t

t

=


⇔ = +
 = −

. 

 
Với 1t = ( ) 1f x⇒ = . Quan sát đồ thị hàm số ( )y f x= , ta thấy đường thẳng 1y =  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x=  tại 3  điểm phân biệt trong đó có hai điểm có hoành độ dương nên phương trình 1t =  có hai 

nghiệm x  dương phân biệt. 
Với 1 3t = + . Quan sát đồ thị hàm số ( )y f x= , ta thấy đường thẳng 1 3y = +  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x= tại một điểm và là điểm có hoành độ dương nên phương trình 1 3t = +  có một nghiệm x  

dương. 
Với 1 3t = − . Quan sát đồ thị hàm số ( )y f x= , ta thấy đường thẳng 1 3y = −  cắt đồ thị hàm số 

( )y f x=  tại 3  điểm phân biệt trong đó có hai điểm có hoành độ dương nên phương trình 1 3t = −  có 

hai nghiệm x  dương phân biệt. 
Vậy phương trình bài ra có 5  nghiệm phân biệt dương. 

Câu 80.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như hình vẽ. 

 
Phương trình ( )1 3 1 3f x− + =  có bao nhiêu nghiệm ? 
A. 4 . B. 3 . C. 6 . D. 5 . 

Lời giải 
Chọn A 

( ) ( ) ( )1 3 1 3 2 hay 4t x f t f t f t= − ⇒ + = ⇔ = = −  
Nhận xét 1 nghiệm t  cho ta 1 nghiệm .x  
Bảng biến thiên trên ta có thể xem là BBT của hàm ( ).f t  
Nhìn vào BBT ta thấy  
( ) 2f t =  có 3 nghiệm phân biệt .t  

( ) 4f t = −  có 1 nghiệm .t  



Nên phương trình đã cho có 4  nghiệm phân biệt. 

Câu 81.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên. 

 
Phương trình ( )2 2f x π− − =  có bao nhiêu nghiệm thực phân biệt? 
A. 4.   B. 2.   C. 6.   D. 3.   

Lời giải 
Chọn B  
Cách 1: 
+ Tịnh tiến đồ thị ( )y f x=  theo vectơ ( )2;0u =



 ta được đồ thị hàm số ( )2y f x= −  (hình a) 

+ Tịnh tiến đồ thị ( )2y f x= −  theo vectơ ( )0; 2v = −


 ta được đồ thị hàm số ( )2 2y f x= − −  (hình b) 

+ Vẽ đồ thị hàm số ( )2 2y f x= − −  như hình#c. 

 
Dựa vào đồ thị hàm số ( )2 2y f x= − −  suy ra phương trình ( )2 2f x π− − =  có hai nghiệm thực 

phân biệt.  
Cách 2: Số giao điểm của đồ thị hàm số ( )y f x=  với đường thẳng y k=  và số giao điểm của đồ thị 

hàm số ( )y f x p= +  với đường thẳng y k=  luôn như nhau. 

Do đó số nghiệm của phương trình ( )2 2f x π− − =  cũng chính là số nghiệm của phương trình 

( ) 2f x π− =  

Phương trình 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 1

2 2 2

f x f x

f x f x

π π

π π

− = = + 
⇔ ⇔ 

− = − = −  
 

Xét ( )1 : Vì 2 4π+ > nên pt có 1 nghiệm 

Xét ( )2 : Vì 2 0π− < nên pt có 1 nghiệm 
KL: PT đã cho có 2 nghiệm. 

Câu 82.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên. Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để 

phương trình ( )2sin
2
mf x f  =  

 
 có 12  nghiệm phân biệt thuộc đoạn [ ];2π π−  ? 

Hình a. 

O x

y 4

1− 1

2

3 

Hình c. 

O x

y

1− 1 

2−

2

Hình b. 

O x

y
4

1− 1 3 

2−

y π=

O  x

y
4

1− 1

2



 
A. 2.  B. 3.  C. 4.  D. 5.  

Lời giải 
Chọn A 
Đặt ( )2 sin  0 2 .t x t= ≤ ≤  Ta thấy 0t =  cho ta 4  nghiệm [ ];2 ,x π π∈ −  mỗi ( )0;2t∈  cho ta 6  

nghiệm [ ];2 ,x π π∈ −  2t =  cho ta 3  nghiệm [ ];2 .x π π∈ −  

 

Dựa vào đồ thị ta thấy phương trình ( )
2
mf t f  =  

 
 có tối đa 2  nghiệm t  (đường thẳng 

2
my f  =  

 
 cắt 

đồ thị tối đa hai điểm). Do đó để phương trình đã cho có đúng 12  nghiệm x  phân biệt thuộc [ ];2π π−  khi 

và chỉ khi phương trình ( )
2
mf t f  =  

 
 có đúng 2  nghiệm t  phân biệt thuộc ( )0;2  

27 0,
16 2

mf  →− < < 
 

 suy ra { }
0 2 0 42 1;2 .

3 3
2 2

m

m
m

m
m m

∈

 < < < < ⇔ → =  ≠ ≠


  

Câu 83.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ bên. Phương trình 

( )( )1 0f f x − =  có tất cả bao nhiêu nghiệm thực phân biệt? 

 
A. 6 . B. 5 . C. 7 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có ( )
( )

( )

1

2

2; 1
0 0

1;2

x x
f x x

x x

= ∈ − −


= ⇔ =
 = ∈

 

Khi đó: ( )( )
( ) ( )
( )
( ) ( )

1

2

1 2; 1

1 0 1 0

1 1;2

f x x

f f x f x

f x x

− = ∈ − −


− = ⇔ − =
 − = ∈

( ) ( )
( )
( ) ( )

1

2

1 1;0

1

1 2;3

f x x

f x

f x x

= + ∈ −


⇔ =
 = + ∈

 

Từ đồ thị hàm số ( )y f x= ta suy ra: 



Phương trình ( ) ( )11 1;0f x x= + ∈ − có 3 nghiệm phân biệt. 

Phương trình ( ) 1f x =  có 3 nghiệm phân biệt. 

Phương trình ( ) ( )21 2;3f x x= + ∈ có 1 nghiệm. 

Vậy phương trình ( )( )1 0f f x − =  có 7  nghiệm. 

Câu 84.   Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn 
3;
2
ππ −  

 của phương trình ( )2 2cos 9 0f x − =  là 

A. 5 . B. 2 . C. 3 . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn A 

Đặt 2cost x= , [ ]2;2t∈ −  thì ( )2 2cos 9 0f x − = trở thành ( ) ( ) ( )92 9 0 1
2

f t f t− = ⇔ = . 

Nhận xét: Số nghiệm của phương trình là ( )1  số giao điểm của hai đồ thị: ( ) ( ):C y f t=  và đường 

thẳng ( ) 9:
2

d y = . 

Bảng biến thiên hàm số ( )y f t=  trên đoạn [ ]2;2− : 

 
Dựa vào bảng biến thiên, số nghiệm [ ]2;2t∈ −  của ( )2  là 2 nghiệm phân biệt ( ) ( )1 22;0 , 0;2t t∈ − ∈ . 

Ta có đồ thị hàm số cosy x=  trên 
3;
2
ππ −  

: 

 

Với ( ) ( ) ( )1
1 12;0 2cos 2;0 cos 1;0

2
tt x t x∈ − ⇒ = ∈ − ⇒ = ∈ − . 

Dựa vào đồ thị hàm số cosy x=  trên 
3;
2
ππ −  

 ta thấy phương trình ( )1cos 1;0
2
tx = ∈ −  có 



3 nghiệm phân biệt: 1 2 3
3

2 2 2
x x xπ π ππ π− < < − < < < < < T ( )1 có 3 nghiệm 

3;
2

x ππ ∈ −  
. 

Với ( ) ( ) ( )2
2 20;2 2cos 0;2 cos 0;1

2
tt x t x∈ ⇒ = ∈ ⇒ = ∈ . 

Dựa vào đồ thị hàm số cosy x=  trên 
3;
2
ππ −  

 ta thấy phương trình ( )2cos 0;1
2
tx = ∈  có 2 nghiệm 

phân biệt 4 50
2 2

x xπ π
− < < < < . 

Vậy số nghiệm thuộc đoạn 
3;
2
ππ −  

 của phương trình ( )2 2cos 9 0f x − = là 2 3 5+ = . 

Câu 85.   Cho hàm số ( )f x có bảng biến thiên như sau: 

 

Số nghiệm thuộc đoạn 3 ;2
2
π π −  

của phương trình ( )2 cos 3 0f x − =  là 

A. 4 . B. 7 . C. 6 . D. 8 . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( )

( )
( )
( )
( )

cos ; 1

cos 1;032 cos 3 0 cos
2 cos 0;1

cos 1;

x a

x b
f x f x

x c

x d

= ∈ −∞ −


= ∈ −− = ⇔ = ⇔ = ∈
 = ∈ +∞

 

Vì [ ]cos 1;1x∈ −  nên ( )cos ; 1x a= ∈ −∞ −  và ( )cos 1;x d= ∈ +∞  vô nghiệm. 

Xét đồ thị hàm số cosy x=  trên 3 ;2
2
π π −    

 

Phương trình ( )cos 1;0x b= ∈ −  có 4  nghiệm phân biệt. 

Phương trình ( )cos 0;1x c= ∈  có 3nghiệm phân biệt, không trùng với nghiệm nào của phương trình 

( )cos 1;0x b= ∈ − . 

Vậy phương trình đã cho có 7  nghiệm phân biệt thuộc đoạn 3 ;2
2
π π −  

. 



Câu 86.   Người ta cần trồng một vườn hoa Cẩm Tú Cầu theo hình giới hạn bởi một đường Parabol và nửa 
đường tròn có bán kính 2  mét (phần tô trong hình vẽ). Biết rằng: để trồng mỗi 2m  hoa cần ít nhất là 
250000  đồng, số tiền tối thiểu để trồng xong vườn hoa Cẩm Tú Cầu gần bằng 

A. 809000  đồng. B. 559000  đồng. C. 893000  đồng. D. 476000  đồng. 

 
Lời giải 

Chọn A 

Nửa đường tròn ( )T  có phương trình 22y x= − . 

Xét parabol ( )P  có trục đối xứng Oy  nên có phương trình dạng: 2y ax c= + . 

( )P  cắt Oy  tại điểm ( )0; 1−  nên ta có: 1c = − . 

( )P  cắt ( )T  tại điểm ( )1;1  thuộc ( )T  nên ta được: 1 2a c a+ = ⇒ = . 

Phương trình của ( )P  là: 22 1y x= − . 

Diện tích miền phẳng D  (tô màu trong hình) là: 

( ) ( )
1 1 1

2 2 2 2

1 1 1

2 2 1 2 2 1S x x dx x dx x dx
− − −

= − − + = − + − +∫ ∫ ∫ . 

( )
11

2 3
1

1 1

2 22 1
3 3

I x dx x x
− −

 = − + = − + = 
 ∫ . 

Xét 
1

2
2

1

2I x dx
−

= −∫ , đặt 2 sin , ;
2 2

x t t π π = ∈ −  
 thì 2 costdx dt=  

Đổi cận: 1x = −  thì 
4

t π
= − , với 1x =  thì 

4
t π
= , ta được: 

( )

/4 /4
2 2

2
/4 /4

/4/4

/4 /4

2 2sin 2 cos 2cos

11 cos 2 sin 2 1
2 2

I t tdt tdt

t dt t t

π π

π π

ππ

π π

π

− −

− −

= − =

 = + = + = + 
 

∫ ∫

∫
 

Suy ra ( )2
1 2

5
3 2

S I I mπ
= + = + . 

Số tiền trồng hoa tối thiểu là: 5250000 809365
3 2

π + ≈ 
 

 đồng. 

Câu 87.   Cho hàm số có bảng biến thiên như sau: 



 
Số nghiệm đoạn [ ]2 ;2π π− của phương trình ( )4 cos 5 0+ =f x là  
A. 4.   B. 6.  C. 3.  D. 8.  

Lời giải 
Chọn D 

Từ ( ) ( ) ( )54 cos 5 0 cos 1
4

+ = ⇒ = −f x f x  

Đặt cos=t x với [ ]2 ;2π π∈ −x thì [ ]1;1∈ −t  

( ) ( ) ( )51 2
4

⇔ = −f t  

Xét hàm số ( ) [ ]cos ; 2 ;2h x x x π π= ∈ −  ta có BBT: 

 
Với 1= −t thì PT có 2 nghiệm 
Với 1 1− < <t thì PT có 4  nghiệm 
Với thì PT có 3  nghiệm 

Xét ( ) ( )5 2
4

= −f t với [ ]1;1∈ −t  

 

Nhìn vào BBT PT ( ) ( )3 2
2

= −f t có hai nghiệm  

Vậy tất cả có 8  nghiệm  

Câu 88.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có bảng biến thiên như hình vẽ 

 



Tập hợp các giá trị m  để phương trình ( )cos 2 2 1 0f x m− − =  có nghiệm thuộc khoảng ;
3 4
π π− 

 
 

 là: 

A. 10;
2

 
  

 B. 10;
2

 
  

 C. 1 1;
4 2

 
  

 D. 2 2 1;
4 4

 − +
  
 

 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 1cos 2 , ; ;1
3 4 2

x t x tπ π−   = ∈ ⇒ ∈ −      
. 

Yêu cầu đề bài tương đương với phương trình ( ) 2 1f t m= +  có nghiệm 1 ;1
2

t  ∈ −  
. 

Từ bảng biến thiên suy ra yêu cầu 11 2 1 2 0
2

m m⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

Câu 89.   Cho hàm số ( )=y f x  liên tục trên R và có đồ thị như hình vẽ bên. 

Số nghiệm thực phân biệt của phương trình ( )( ) ( )=f f x f x  bằng 

A. 7.  B. 3.  
C. 6.  D. 9.  

Lời giải: 

Đặt ( )=t f x phương trình trở thành: 
2

( ) 0
2

= −
= ⇔ =
 =

t
f t t t

t
 vì đồ thị ( )f t  cắt 

đường thẳng y = t tại ba điểm có hoành độ 2; 0; 2.= − = =t t t  Vậy: 

( ) 2 1; 2
( ) 0 0; ( 2; 1); (1;2).
( ) 2 1; 2

= − = = − 
 = ⇔ = = ∈ − − = ∈ 
 = = − = 

f x x x
f x x x a x b
f x x x  

Chọn#A. 

Câu 90.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên. Tìm số nghiệm thực  

 

của phương trình 3 1( 3 )
2

f x x− =  ? 

A. 3.  B. 12.  
C. 6.  D. 10.  

Lời giải 
Chọn D 

Ta có: 3 1( 3 )
2

f x x− =  

Đặt 3 23 ' 3 3t x x t x= − ⇒ = −  



1 2
' 0

3 2
x t

t
x t
= ⇒ = −

= ⇔  = − ⇒ =
 

Suy ra BBT 

 
Dựa vào BBT, ta có: 

Với 2a < −  thì phương trình t a=  có 1 nghiệm t . Với mỗi giá trị t  thì 1( )
2

f t =  có 1 nghiệm. 

Suy ra: 3 3 ( 2)x x a a− = < − có 1 nghiệm. 

Với 2 2b− < <  thì phương trình t b=  có 3 nghiệm t . Với mỗi giá trị t  thì 1( )
2

f t =  có 2 nghiệm 

phân biệt. 
Suy ra: 3 3 ( 2 2)x x b b− = − < < có 6 nghiệm phân biệt. 

Với 2c >  thì phương trình t c=  có 1 nghiệm t . Với mỗi giá trị t  thì 1( )
2

f t =  có 3 nghiệm phân biệt. 

Suy ra: 3 3 (c 2)x x c− = > có 3 nghiệm phân biệt. 
Vậy phương trình đã cho có 10 nghiệm phân biệt. 
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Câu 1.   Hình vẽ dưới đây là đồ thị của hàm số  y f x . 

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của tham số m  để hàm số  1y f x m    có 5  điểm cực trị? 

A. 0 . B. 3 . C. 2 . D. 1. 
Lời giải 

Chọn B 
Đồ thị của hàm số  1y f x m    được suy ra từ đồ thị  C  ban đầu như sau: 

+ Tịnh tiến  C  sang trái một đơn vị, sau đó tịnh tiến lên trên (hay xuống dưới) m  đơn vị. Ta được đồ 

thị    : 1C y f x m    . 

+ Phần đồ thị  C   nằm dưới trục hoành, lấy đối xứng qua trục Ox  ta được đồ thị của hàm số 

 1y f x m   . 

Ta được bảng biến thiên của của hàm số  1y f x m    như sau. 

 
Để hàm số  1y f x m    có 5  điểm cực trị thì đồ thị của hàm số    : 1C y f x m     phải cắt 

trục Ox  tại 2  hoặc 3  giao điểm. 

+ TH1: Tịnh tiến đồ thị    : 1C y f x m     lên trên. Khi đó 
0

3 0
6 0

m
m
m

     

 3 6m  . 

+ TH2: Tịnh tiến đồ thị    : 1C y f x m     xuống dưới. Khi đó 
0

2 0
m

m
   

 2m . 

Vậy có ba giá trị nguyên dương của m  là 3;4;5 . 

Câu 2.   Cho hàm số bậc ba ( )y f x=  có đồ thị như hình dưới đây. Số điểm cực trị của hàm số 

( ) ( )4 28 1g x f x x= − + là 



 
A. 5 . B. 7 . C.9 . D. 11 

Lời giải 
Chọn C 

Dựa vào đồ thị ( )y f x= ta có: ( ) 0f x′ =
( )
( )

1;1

2;3

x a

x b

= ∈ −
⇔ 

= ∈
. 

Ta có: ( ) ( ) ( )3 4 2' 4 16 ' 8 1g x x x f x x= − − + . 

( ) 0g x′ =
( )

( )

3 2

4 2

4 16 0 4 0

8 1 0

x x x x

f x x

 − = ⇔ − =
⇔
 ′ − + = ( ) ( )

( ) ( )

4 2

4 2

2
0

2
8 1 1;2 1

8 1 2;3 2

x
x
x
x x a

x x b

 =
=

⇔ = −
 − + = ∈ −


− + = ∈

. 

Xét hàm số: ( ) 4 28 1h x x x= − +  

Ta có ( ) 34 16h x x x′ = − , ( ) ( )2

2
0 4 0 0 0

2

x
h x x x x

x

=
′ = ⇔ − = = ⇔ =
 = −

. 

Bảng biến thiên  

 
Dựa vào bảng biến thiên  
Phương trình ( )1 có bốn nghiệm phân biệt. 

Phương trình ( )2 có hai nghiệm phân biệtkhông trùng với ba ngiệm của pt (1). 

Vậy phương trình ( ) 0g x′ =  có 9  nghiệm bội lẻ phân biệt nên hàm số có 9  điểm cực trị. 

Câu 3.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm trên  . Hàm số ( )′=y f x  có đồ thị như hình vẽ. 



 
Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( 2018) 2019 2020g x f x x= − − +  là 
A. 0 . B. 1. C. 3 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có 

( )
( )

( 2018) 2019

0 ( 2018) 2019 (1)

′ ′= − −

′ ′= ⇔ − =

g x f x

g x f x
 

Số nghiệm của phương trình  bằng số giao điểm của đồ thị hàm số ( 2018)′= −y f x  và đường 
thẳng 2019y = . 

Đồ thị ( 2018)′= −y f x  được vẽ bằng cách tịnh tiến đồ thị hàm số ( )′=y f x  về bên phải 2018 đơn vị 

theo phương của trục .Ox  Do đó, số nghiệm của phương trình ( )1  bằng số nghiệm của phương trình 
'( ) 2019f x = . 
Từ đồ thị hàm số ( )′=y f x suy ra đường thẳng 2019y =  cắt đồ thị hàm số ( )2018′= −y f x  tại một 

điểm duy nhất, tức là phương trình (1) có nghiệm duy nhất. 
Phương trình ( ) 0′ =g x  không có nghiệm bội chẵn nên hàm số ( )′=y g x  đổi dấu một lần. 
Vậy hàm số ( ) ( 2018) 2019 2020g x f x x= − − +  có một điểm cực trị. 

Câu 4.   ) Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm ( )f x′  trên khoảng ( );−∞ +∞ . Đồ thị của hàm số ( )y f x=  

như hình vẽ 

 
Đồ thị của hàm số ( )( )2

y f x=  có bao nhiêu điểm cực đại, cực tiểu ? 

A. 2  điểm cực đại, 3  điểm cực tiểu. B. 1 điểm cực đại, 3  điểm cực tiểu. 
C. 2  điểm cực đại, 2  điểm cực tiểu. D. 3  điểm cực đại, 2  điểm cực tiểu. 

Lời giải 
Chọn A 
Từ đồ thị hàm số ta có bảng biến thiên 

( )1



 

( )( )2
y f x= ( ) ( )2 . 0y f x f x′ ′⇒ = =

( )
( )

0

0

f x

f x

=
⇔ 

′ =
. 

Quan sát đồ thị ta có ( )
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Từ đó ta lập được bảng biến thiên của hàm số ( )( )2
y f x=  

 
Suy ra hàm số có 2  điểm cực đại, 3  điểm cực tiểu. 

Câu 5.   ) Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm ( )f x′  trên khoảng ( );−∞ +∞ . Đồ thị của hàm số ( )y f x=  

như hình vẽ 

 
Đồ thị của hàm số ( )( )2

y f x=  có bao nhiêu điểm cực đại, cực tiểu ? 

A. 2  điểm cực đại, 3  điểm cực tiểu. B. 1 điểm cực đại, 3  điểm cực tiểu. 
C. 2  điểm cực đại, 2  điểm cực tiểu. D. 3  điểm cực đại, 2  điểm cực tiểu. 

Lời giải 
Chọn A 
Từ đồ thị hàm số ta có bảng biến thiên 
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Từ đó ta lập được bảng biến thiên của hàm số ( )( )2
y f x=  

 
Suy ra hàm số có 2  điểm cực đại, 3  điểm cực tiểu. 

Câu 6.   Cho hàm số  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. Số điểm cực trị của hàm số 

 là  

 
A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn C 
Từ đồ thị ta thấy hàm số  có  điểm cực trị dương  

 hàm số  có  điểm cực trị 

 f x

    2018g x f x 

2. 3. 5. 7.

 f x 2

  f x 5



 
 hàm số  có  điểm cực trị (vì phép tịnh tiến không làm thay đổi số cực trị của một 

hàm số).  

Câu 7.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x= có đồ thị như hình dưới đây. Số điểm cực trị của hàm 

số ( ) ( )3 3 1g x f x x= − + là 

 
A. 5 . B. 7  C. 9 . D. 11 
Lờigiải 
Chọn C 

Dựa vào đồ thị ( )y f x= ta có: ( ) 0f x′ =

( )

( )

2; 1
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1;2

x a
x
x b

= ∈ − −


⇔ =
 = ∈
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Ta có: ( ) ( ) ( )2 33 3 3 1g x x f x x′ ′= − − + . 

( ) 0g x′ = ( )
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3
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x
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x
x
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Xét hàm số: ( ) 3 3 1h x x x= − +  

Ta có ( ) 23 3h x x′ = − , ( ) 2 1
0 1 0

1
x

h x x
x
=′ = ⇔ − = ⇔  = −

. 

Đồ thị hàm số h(x) 

Câu 8.   Cho hàm số ( )y f x= có bảng biến thiên như hình vẽ bên. Hàm số ( )2y f x= đạt cực đại tại 

   2018f x  5



 
A. 1

2
x = . B. 1x = − . C. 1x = . D. 2x = − . 

Lời giải 
Chọn C 
Đặt ( ) ( ) ( ) ( )2 ' 2 ' 2g x f x g x f x= ⇒ =  

( ) ( )

12 1
2

' 0 2 ' 2 0 2 0 0
2 2 1

x x

g x f x x x
x x

 = − ⇒ = −


= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
 = ⇒ =



 

Với ( ) ( )1 ' 1 2 ' 2 0.x g f= − ⇒ − = − >  

Với 1 1 1' 2 ' 0.
4 4 2

x g f   = − ⇒ − = − <   
   

 

Với ( )1 1' 2 ' 1 0.
2 2

x g f = ⇒ = > 
 

 

Với ( ) ( )2 ' 2 2 ' 4 0.x g f= ⇒ = <  
Ta có BBT sau: 

 
Vậy hàm số đạt cực đại tại

1
2

x = − và 1.x =   

Câu 9.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên 

 
 Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )3 23 4g x f x x= − +  là 

A. 5. B. 3. C. 7. D. 11. 
Lời giải 

Chọn C 
Tập xác định của hàm số là D =   
Ta có ( ) ( ) ( )2 3 23 6 3 4g x x x f x x′ ′= − − + ; 



( ) ( ) ( ) ( )
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Mặt khác, từ đồ thị hàm số ta thấy ( ) ( )
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Do đó ( )
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Xét hàm số 3 23 4u x x= − + , 23 6u x x′ = − , 
0

0
2

x
u

x
=′ = ⇔  =

 

Bảng biến thiên  

 
Từ đó ta có 
Với 0a < , phương trình ( )2  có một nghiệm duy nhất nhỏ hơn 1−  
Với ( )0;4b∈ , phương trình ( )3 có ba nghiệm lần lượt thuộc các khoảng ( ) ( ) ( )1;0 ; 0;2 ; 2;3−  
Với 4c > , phương trình ( )4  có một nghiệm duy nhất lớn hơn 3  
Vậy ( ) 0g x′ =  có 7 nghiệm đơn nên hàm số có 7 điểm cực trị. 

Câu 10.   Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên   và  0 0,f   đồng thời đồ thị hàm số  y f x  
như hình vẽ bên dưới 

 
Số điểm cực trị của hàm số    2g x f x  là 
A. 1.  B. 2.  C. 3.  D. 4.  

Lời giải 
Chọn C 

Dựa vào đồ thị, ta có  
 

2
0 .

1 nghiem kep
x

f x
x

 
    

 

Bảng biến thiên của hàm số  y f x  

 



Xét        
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Bảng biến thiên của hàm số  g x  

 
Vậy hàm số  g x  có 3  điểm cực trị.  
Chú ý: Dấu của  g x  được xác định như sau: Ví dụ chọn  0 2;x b    
    theo do thi '0 0 0.f xx f      1  
 Theo giả thiết  0 0.f    2  
Từ  1  và  2 ,  suy ra  0 0g   trên khoảng  2; .b  
Nhận thấy 2;  ;  x x a x b    là các nghiệm đơn nên  g x  đổi dấu khi qua các nghiệm này. Nghiệm 
1x   là nghiệm kép nên  g x  không đổi dấu khi qua nghiệm này, trong bảng biến thiên ta bỏ qua nghiệm 
1x   vẫn không ảnh hưởng đến quá trình xét dấu của  .g x  

Câu 11.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và có đồ thị như hình v 

 
Gọi m  là số nghiệm của phương trình ( )( ) 1f f x = . Khẳng định nào sau đây là đúng? 
A. 6m = . B. 7m = . C. 5m = . D. 9m = . 

Lời giải 
Chọn B 
Đặt ( )f x u=  khi đó nghiệm của phương trình ( )( ) 1f f x =  chính là hoành độ giao điểm của đồ thị 

( )f u  với đường thẳng 1y = . 

 

Dựa vào đồ thị ta có ba nghiệm 
( )
( )
( )
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f x u

f x u

f x u

=


=
 =

 với ( )1 1;0u ∈ − , ( )2 0;1u ∈ , 3
5 ;3
2

u  ∈ 
 

. 



Tiếp tục xét số giao điểm của đồ thị hàm số ( )f x  với từng đường thẳng 1y u= , 2y u= , 3y u= . 

 
Dựa vào đồ thị ta có được 7  giao điểm. Suy ra phương trình ban đầu ( )( ) 1f f x =  có 7  nghiệm. 

Câu 12.   Cho hàm số bậc năm ( )y f x=  có đồ thị ( )y f x′=  như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số 

( ) ( )3 2 3 23 2 6g x f x x x x= + − −  là 

 
A. 5 . B. 7 . C. 10 . D. 11. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2 2 3 23 6 . 3 6 12 3 6 3 2g x x x f x x x x x x f x x ′ ′ ′= + + − − = + + −  .  

( ) ( )
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x x
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f x x

 + =
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′ + =
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Phương trình 2 0
3 6 0

2
x

x x
x
=
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Phương trình ( ) ( )
( )

3 2
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3 2

3 3

3 0
3 0;2

3 2
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3 4

x x a
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f x x
x x c
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Hàm số ( ) 3 23h x x x= +  có ( ) 2 0
3 6 0

2
x

h x x x
x
=′ = + = ⇔  = −

. 

Bảng biến thiên của hàm ( )h x : 



 
Dựa vào bảng biên thiên của hàm ( )h x , ta có 

Phương trình 3 23 0x x a+ = <  có duy nhất một nghiệm 1 3x < − .  
Phương trình 3 23 4x x d+ = >  có duy nhất một nghiệm 2 1x > .  
Phương trình ( )3 23 0;2x x b+ = ∈  có ba nghiệm phân biệt không trùng với các nghiệm trên.  
Phương trình ( )3 23 2;4x x c+ = ∈  có ba nghiệm phân biệt không trùng với các nghiệm trên.  
Do đó, phương trình ( ) 0g x′ =  có mười nghiệm đơn phân biệt nên hàm số ( )y g x=  có mười điểm 

cực trị. 

Câu 13.   Cho hàm số  có đạo hàm  có đồ thị như hình vẽ. 

 

Hàm số  đạt cực đại tại điểm nào? 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: . 

 ( Như hình vẽ). 

 

( )f x ( )f x′

3
2( ) ( ) 2

3
xg x f x x x= − + − +

2x = 0x = 1x = 1x = −

( ) ( ) 2' ' 2 1g x f x x x= − + −

( )' 0g x = ( ) 2' 2 1f x x x⇔ = − +
0
1
2

x
x
x

=
⇔ =
 =



Bảng xét dấu của : 

 
Từ bảng xét dấu của  ta suy ra hàm số  đạt cực đại tại . 

Câu 14.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm ( )22( ) ( 1) 4f x x x x′ = + − .Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của 

tham số m  để hàm số ( )2( ) 2 12g x f x x m= − +  có đúng 5 điểm cực trị ? 

A. 18.  B. 17.  C. 16.  D. 19.  
Lời giải. 

Chọn B 
Ta có: 

( )2 2

1
( ) 0 ( 1) 4 0 0

4

x
f x x x x x

x

= −
′ = ⇔ + − = ⇔ =
 =

, trong đó 1x = −  là nghiệm kép. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2( ) 2 12 4 12 2 12g x f x x m g x x f x x m′ ′= − + ⇒ = − − +  

Xét ( ) ( ) ( )24 120 2 12 0x fx xg x m′ = ′ − +⇔ − =  (*) 

( )
( )

22

22

2 2

33
2 12 1 ( )2 12 1
2 12 12 12 0

2 12 4 2 12 4 2

xx
x x m lx x m
x x mx x m

x x m x x m

==
 − + = −− + = − ⇔ ⇔  − = −− + = 
 − + = − = − 

 

( Điểm cực trị của hàm số ( )g x  là nghiệm bội lẻ của phương trình (*) nên ta loại phương trình 
22 12 1x x m− + = − ) 
Xét hàm số 22 12y x x= −  có đồ thị (C). 

' 4 12y x= −  
Ta có bảng biến thiên  

 
Để ( )g x  có đúng 5 điểm cực trị thì mỗi phương trình ( ) ( )1 ; 2  đều có hai nghiệm phân biệt khác 3 . 
Do đó, mỗi đường thẳng 4y m= −  và y m= −  phải cắt đồ thị (C) tại 2 điểm phân biệt có hoành độ 

khác 3. Nhận xét: đường thẳng 4y m= −  luôn nằm trên đường thẳng y m= − . 
Ta có: 18 m− < −  18m⇔ < . Vậy có 17  giá trị m  nguyên dương. 

Câu 15.   Cho hàm số  có đồ thị hàm số như hình bên. Hàm số  có bao nhiêu 

điểm cực trị ? 

( )'g x

( )'g x ( )g x 1x =

 y f x    2 3g x f x x  

x  −∞   3   +∞  
y′   – 0  +   

y  
+∞   

 
   

+∞  

       18−  



 
A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn C 
Ta có  

 

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên và đối chiếu với các đáp án, ta chọn C. 

Câu 16.   Cho hàm số ( )f x , bảng biến thiên của hàm số ( )f x′  như sau: 

 
Số điểm cực trị của hàm số ( )2 2y f x x= +  là 
A.3 . B.9 . C.5 . D. 7 . 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có ( )2(2 2) 2y x f x x′ ′= + + . 

Cho 0y′ = ( )2

2 2 0

2 0

x

f x x

+ =
⇔ 

′ + =

2

2

2

2

1
2 ( ; 1)
2 ( 1;0)
2 (0;1)
2 (1; )

x
x x a
x x b
x x c
x x d

= −
 + = ∈ −∞ −
⇔ + = ∈ −
 + = ∈
 + = ∈ +∞

. 

* 2 2 0x x a+ − =  có 1 0a′∆ = + < ( ; 1)a∀ ∈ −∞ −  nên phương trình vô nghiệm. 
* 2 2 0x x b+ − =  có 1 0b′∆ = + > ( 1;0)b∀ ∈ −  nên phương trình có 2 nghiệm phân biệt. 
* 2 2 0x x c+ − =  có 1 0c′∆ = + > (0;1)c∀ ∈  nên phương trình có 2 nghiệm phân biệt. 
* 2 2 0x x d+ − =  có 1 0d′∆ = + > (1; )d∀ ∈ +∞  nên phương trình có 2 nghiệm phân biệt. 

3. 4. 5. 6.

     22 3 . 3 ;g x x f x x     

   
 theo do thi 2

2
2

3
3

2
22 3 0 3 170 3 2 .

3 0 2
3 0 0

3

f x

x
x

x
g x x x x

f x x
x x x

x


 
 
                       
  



Nhận xét: 7 nghiệm trên khác nhau đôi một nên phương trình 0y′ =  có 7 nghiệm phân biệt. 
Vậy hàm số ( )2 2y f x x= +  có 7 cực trị. 

Câu 17.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m thuộc khoảng ( )2019;2019−  để hàm số  

3 2sin 3cos sin 1y x x m x= − − −  đồng biến trên đoạn 0;
2
π 

  
.  

A. 2020.  B. 2019.  C. 2028.  D. 2018.  
Lời giải 

Chọn A 

( )
3 2

3 2

3 2

sin 3cos sin 1

sin 3 1 sin sin 1

sin 3sin sin 4

y x x m x

x x m x

x x m x

= − − −

= − − − −

= + − −

  

Đặt sint x= , với [ ]0; 0;1
2

x tπ ∈ ⇒ ∈  
. 

Bài toán trở thành tìm m để hàm số 3 23 4y t t mt= + − −  đồng biến trên [ ]0;1 . 

TXĐ: D =  . Ta có 2' 3 6y t t m= + − . 

Để hàm số đồng biến trên [ ]0;1  

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ]

[ ]
( )

2 2

2

0;1

' 0 t 0;1 3 6 0 0;1 3 6 0;1

3 6 0;1 min

y t t m t m t t t

m f t t t t m f t

⇒ ≥ ∀ ∈ ⇒ + − ≥ ∀ ∈ ⇔ ≤ + ∀ ∈

⇒ ≤ = + ∀ ∈ ⇔ ≤
  

Xét hàm số ( ) 23 6f t t t= + ta có TXĐ:  

Kết hợp điều kiện đề bài 
( ]2019;0m

m
 ∈ −⇒ ⇒

∈ 

 Có 2019 giá trị của m thỏa mãn. 

Câu 18.   Cho hàm số 3 21
1.

3
y x mx x m      Tìm m  để khoảng cách giữa các điểm cực đại và 

cực tiểu là nhỏ nhất? 
A. 1m = −  B. 1m =  C. 0m =  D. 2m =  

Lời giải 
Đáp án C 
Ta có: 2' 2 1 0 .y x mx m        Hàm số luôn có cực đại và cực tiểu. 

Gọi hai điểm cực trị là: 2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
, ( 1) 1 , , ( 1) 1 .

3 3 3 3
A x m x m B x m x m
                     

 

2
2 2 2 2 2

2 1 2 1

2 4
( ) ( 1)( ) 2 ( 1) 1 ( 1)

3 9
AB x x m x x m m

                       
 

Đặt 2 34
1 1 2 .

9
t m AB t t       

Xét hàm số 34
( )

9
g t t t   liên tục trên nửa khoảng [1; ). 24

'( ) 1 0 1.
3

g t t t      

Suy ra ( )g t  đồng biến trên nửa khoảng [1; ). Do đó: 
[1; )

13
min ( ) (1) .

9
g t g


   



Vậy 13 2 13
min 2 1 0.

9 3
AB t m       

Câu 19.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau: 

 

Hàm số ( ) ( ) ( )3 22 6 1g x f x f x= − −  có bao nhiêu điểm cực tiểu? 

A. 3 . B. 4 . C. 5 . D. 6 . 

Lời giải 
Chọn A 

Có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
( )

2

0

0 6 12 0 0

2

f x

g x f x f x f x f x f x

f x

′ =


′ ′ ′= ⇔ − = ⇔ =
 =

. 

Phương trình ( ) 0f x′ =  có hai nghiệm 0 ; 3 , phương trình ( ) 0f x =  có nghiệm 4 3x >  và phương 

trình ( ) 2f x =  có ba nghiệm 1 2 3 40 3x x x x< < < < < . 

Hàm số ( )g x  có xét dấu của ( )g x′  như sau: 

 
Dựa vào bảng xét dấu ta có hàm số ( )g x  có 3 điểm cực tiểu và 3 điểm cực đại. 

Câu 20.   Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ bên. Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để  

hàm số     22018g x f x m    có 5  điểm cực trị ? 
A. 1.  B. 2.  C. 4.  D. 5.  

 
Lời giải 

Chọn B 
Vì hàm  f x  đã cho có 3  điểm cực trị nên   22018 f x m  cũng luôn có 3  điểm cực trị (do phép  
tịnh tiến không làm ảnh hưởng đến số cực trị). 
Do đó yêu cầu bài toán   số giao điểm của đồ thị   22018 f x m  với trục hoành là 2.   
Để số giao điểm của đồ thị   22018 f x m  với trục hoành là 2,  ta cần  
 Tịnh tiến đồ thị  f x  xuống dưới tối thiểu 2  đơn vị 2 2 : m  vô lý 
 Hoặc tịnh tiến đồ thị  f x  lên trên tối thiểu 2  đơn vị nhưng phải nhỏ hơn 6  đơn vị  

 2 2 6
2 6 2;2 .

6 2


        
  

mm
m m

m
 Chọn B 



Câu 21.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị hàm số như hình bên. Hàm số ( ) ( )2 3g x f x x= − +  có bao 

nhiêu điểm cực đại? 

 

A. 3.  B. 4.  C. 5.  D. 6.  
Lời giải 

Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( )22 3 . 3g x x f x x′ ′= − + − +   

( ) ( ) 22

2

3
23

2 3 0 2 3 170 3 23 0 2
03 0
3

x
xx

g x xx xf x x
xx x
x

 =  = − + = ± ′ = ⇔ ⇔ ⇔ =− + = −′ − + =    =− + = 
 =

 

Bảng biến thiên 

 

Vậy hàm số ( )g x  đã cho có 3 điểm cực đại. 

Câu 22.   Cho hàm số ( )f x  xác định trên   và có đồ thị ( )′f x  như hình vẽ. Đặt ( ) ( )= −g x f x x . Hàm 

số ( )g x  đạt cực đại tại điểm nào sau đây? 

 

A. 2=x . B. 1= −x . C. 0=x . D. 1=x . 
Lời giải 

Chọn B 

1−

 

   

 

O1− 1 2 x

1

2
y



Ta có ( ) ( ) 1′ ′= −g x f x . Do đó đồ thị của hàm số ( )′g x  có được bằng cách tịnh tiến đồ thị của hàm số 

( )′f x  đi xuống 1 đơn vị. 

 
Quan sát đồ thị ( )′g x  ta thấy ( )′g x  đổi dấu từ dương sang âm khi đi qua điểm 1= −x . 

Do đó ( )g x  đạt cực đại tại 1= −x .  

Câu 23.   Cho hàm số bậc năm ( )y f x=  có đồ thị ( )y f x′=  như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số 

( ) ( )3 23g x f x x= +  là 

 
A. 4 . B. 7 . C. 6 . D. 11. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ( ) ( ) ( )2 3 23 6 . 3g x x x f x x′ ′= + + .  

( ) ( )
2

3 2

3 6 0
0

3 0

x x
g x

f x x

 + =
′ = ⇔ 

′ + =
. 

Phương trình 

2 0
3 6 0

2
x

x x
x
=

+ = ⇔  = − . 

Phương trình 

( )

3 2

3 2
3 2

3 2

3 3

3 0
3 0

3 0
3 4
3 4

x x a
x x

f x x
x x
x x b

 + = <


+ =′ + = ⇔  + =
 + = > . 

Ta thấy: ( )3 2 23 0 3 0 0; 3x x x x x x+ = ⇔ + = ⇔ = = −  

O

y

1 2

1

2

1−

1−

 

   

 

x   

 
2−

( )y f x′=
( )y g x′=



Và ( )( )23 23 4 1 2 0 1; 2x x x x x x+ = ⇔ − + = ⇔ = = − . 

Hàm số ( ) 3 23h x x x= +  có ( ) 2 0
3 6 0

2
x

h x x x
x
=′ = + = ⇔  = −

. 

Bảng biến thiên của hàm ( )h x : 

 
Dựa vào bảng biên thiên của hàm ( )h x , ta có 
Phương trình 3 23 0x x a+ = <  có duy nhất một nghiệm 1 3x < − .  
Phương trình 3 23 4x x c+ = >  có duy nhất một nghiệm 2 1x > .  
Do đó, phương trình ( ) 0g x′ =  có bốn nghiệm đơn phân biệt và hai nghiệm bội ba nên hàm số 

( )y g x=  có sáu điểm cực trị. 

Câu 24.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên   và có bảng xét dấu của đạo hàm ( )'f x  như sau : 

  
 

( ) ( )2 2g x f x x= −  Hỏi hàm số 
có bao nhiêu điểm cực tiểu ? 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 
Ta có 2'( ) (2 2) '( 2 )g x x f x x= − −  

2

2 2

2

2 2 0 1
2 2 0 2 2 1 2'( ) 0

'( 2 ) 0 2 1 1
32 3

x x
x x x xg x

f x x x x x
xx x

− = = 
 − = − = − = ± = ⇔ ⇔ ⇔  − = − = = −  

= − = 

 

Do 1 2x = ±  là nghiệm kép nên ta có bảng biến thiên sau 

 
Dựa vào bảng biến thiên và đối chiếu với các đáp án, ta chọn A 

Câu 25.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ dưới đây.  

 



Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )3 23 4g x f x x= + −  là 

A. 6.  B. 9.  C. 7.  D. 12.  
Lời giải 

Fb: Võ Đức Toàn  
Chọn B  
Ta có ( )2 3 2'( ) (3 6 ). ' 3 4g x x x f x x= + + − . 

( )
2

3 2

3 6 0
'( ) 0

' 3 4 0

x x
g x

f x x

 + =
= ⇔ 

+ − =
⇔ 3 2

1 1
3 2

2 2
3 2

3 3

2
0
3 4    ( 1.5 1)        (1)
3 4    ( 1 0)  (2)
3 4    (0 0.5)      (3)

x
x
x x t t
x x t t
x x t t

 = −


=
 + − = − < < −

 + − = − < <


+ − = < <

 

Xét hàm số 3 2( ) 3 4h x x x= + − . 

2'( ) 3 6h x x x= + . 
2

'( ) 0
0

x
h x

x
= −

= ⇔  =
. 

Bảng biến thiên: 

 
Dựa vào bảng biến thiên: 

•Phương trình (1) có 3  nghiệm phân biệt 1 2 32, 2 0, 0x x x< − − < < > . 
•Phương trình (2) có 3 nghiệm phân biệt 4 5 62, 2 0, 0x x x< − − < < > . 
•Phương trình (3) có 1 nghiệm 7 0x > . 
Vậy phương trình '( ) 0g x =  có 9  nghiệm phân biệt ( 1 4 5 2 3 6 72 0x x x x x x x< < − < < < < < < ) và đều là 

nghiệm đơn. Suy ra hàm số ( )g x  có 9  điểm cực trị. 

Câu 26.   Cho hàm số  có đồ thị  cắt trục Ox tại ba điểm có hoành độ  như 
hình vẽ.  

 
Mệnh đề nào dưới đây là đúng? 
A.  

( )y f x= ( )y f x′= a b c< <

( ) ( ) ( ).f c f a f b> >



B.  
C.  
D.  

Lời giải 
Chọn A 
Đồ thị của hàm số  liên tục trên các đoạn  và , lại có  là một nguyên hàm 

của . 

Do đó diện tích của hình phẳng giới hạn bởi các đường:  là:  

. 

Vì    

Tương tự: diện tích của hình phẳng giới hạn bởi các đường:  là:  

. 

.  

Mặt khác, dựa vào hình vẽ ta có:  . 

Từ (1), (2) và (3) ta chọn đáp án#A.  
( có thể so sánh  với dựa vào dấu của  trên đoạn  và so sánh  với 

dựa vào dấu của  trên đoạn ) 

Câu 27.   Cho hàm số bậc bốn ( )=y f x  có đồ thị như hình vẽ.  

Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )3 23g x f x x= −  là  

A. 5 . B. 3 . C. 7 . D. 9 . 
Lời giải 

Chọn C 
Đặt 3 2 23 ' 3 6t x x t x x= − ⇒ = − . Trước hết xét ( )f t  có ba cực trị, hoành độ các điểm cực trị tương 

ứng là ( )4, 4;0 , 0t a t b t c= < − = ∈ − = > .  

Ta có ( ) ( )
' 0

' '. ' 0
=

= = ⇔  = ∨ = ∨ =

t
g x t f t

t a t b t c
 

Đồ thị t(x) là  

( ) ( ) ( ).f c f b f a> >

( ) ( ) ( ).f a f b f c> >

( ) ( ) ( ).f b f a f c> >

( )y f x′= [ ];a b [ ];b c ( )f x

( )f x′

( )
0

y f x
y
x a
x b

′=
 =
 =
 =

( ) ( ) ( )1 ( )d ( )d
b b

b

a
a a

S f x x f x x f x f a f b′ ′= = − = − = −∫ ∫

( ) ( )1 0S f a f b> ⇒ > ( )1

( )
0

y f x
y
x b
x c

′=
 =
 =
 =

( ) ( ) ( )2 ( )d ( )d
c c

c

b
b b

S f x x f x x f x f c f b′ ′= = = = −∫ ∫

( ) ( )2 0S f c f b> ⇒ > ( )2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2S S f a f b f c f b f a f c< ⇔ − < − ⇔ < ( )3

( )f a ( )f b ( )f x′ [ ];a b ( )f b

( )f c ( )f x′ [ ];b c



 
Từ đó suy ra ( )' 0f t =  có 5 nghiệm x khác nhau và đều khác 0; 2 nên ( )'g x  đổi dấu 7 lần nên có 7 

cực trị.  

Câu 28.   Cho hàm số bậc bốn ( )=y f x  có đồ thị như hình vẽ.  

Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )3 23g x f x x= −  là  

A. 5 . B. 3 . C. 7 . D. 9 . 
Lời giải 

Chọn C 
Đặt 3 2 23 ' 3 6t x x t x x= − ⇒ = − . Trước hết xét ( )f t  có ba cực trị, hoành độ các điểm cực trị tương 

ứng là ( )4, 4;0 , 0t a t b t c= < − = ∈ − = > .  

Ta có ( ) ( )
' 0

' '. ' 0
=

= = ⇔  = ∨ = ∨ =

t
g x t f t

t a t b t c
 

Đồ thị t(x) là  

 
Từ đó suy ra ( )' 0f t =  có 5 nghiệm x khác nhau và đều khác 0; 2 nên ( )'g x  đổi dấu 7 lần nên có 7 

cực trị.  

Câu 29.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x= có đồ thị như hình dưới đây 

 
 
 

hàm số ( ) ( )3 23g x f x x= − là Số điểm cực trị của 
A. 5. B. 6. C. 7. D. 9. 

Lời giải 

Chọn C 
Xét hàm số u x x 3 23  có bảng biến thiên nhua sau: 
 

Ta có      ' 'g x x x f x x  2 3 23 6 3  



 
 

'
'

;x x x x
g x

f x x

         

2

3 2

3 6 0 0 2
0

3 0
 

 
 
 
 

 y f x , ta có: Từ đồ thị hàm số 

 
 

   
   

' ;

;

x x

f x x x x x

x x x

  
      


  

3 2

3 2 3 2
1

3 2
2

3 0 1

3 0 3 3 0 2

3 1 3 3

 

Dựa vào bảng biến thiên của hàm số u x x 3 23  ta thấy: 
(1) có 2 nghiệm phân biệt, trong đó x  0  là nghiệm kép. 
(2) có 3 nghiệm phân biệt khác với các nghiệm trên. 
(3) có nghiệm duy nhất khác với tất cả các nghiệm trên. 
Suy ra  'g x  0 có 7 nghiệm phân biệt và  'g x đổi dấu qua các nghiệm này ( trong đó x  0 là 

nghiệm bội 3) nên hàm số  g x có 7 điểm cực trị. 

Câu 30.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm ( ) ( )( )2 1 4f x x x′ = − −  với mọi x∈ . Hàm số 

( ) ( )3g x f x= −  có bao nhiêu điểm cực đại? 

A. 0.  B. 1. C. 2.  D. 3.  
Lời giải 

Chọn B 
Từ giả thiết, ta có bảng biến thiên của hàm số ( )f x  

 
Ta có ( ) ( )3g x f x= − ⇒ ( ) ( )3g x f x′ ′=− − . 
Từ bảng biến thiên của hàm số ( )f x  ta có 

( ) 0g x′ ≥ ( )3 0f x′⇔ − ≤
3 1 4
1 3 4 1 2

x x
x x

− ≤ − ≥ 
⇔ ⇔ ≤ − ≤ − ≤ ≤ 

. 

Như thế ta có bảng biến thiên của hàm số ( )g x  



 
Từ bảng biến thiên, ta nhận thấy hàm số ( )g x  có một điểm cực đại. 

Câu 31.   Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên   và có đồ thị của hàm số ( )'f x  

và các khẳng định sau: 
(1). Hàm số ( )y f x=  đồng biến trên khoảng ( )1;+∞   

(2). Hàm số ( )y f x=  nghịch biến trên khoảng ( ); 2−∞ −   

(3). Hàm số ( )y f x=  nghịch biến trên khoảng ( )2;1− . 

(4). Hàm số ( )2y f x=  đồng biến trên khoảng ( )1;0−  

(5). Hàm số ( )2y f x=  nghịch biến trên khoảng ( )1;2   

Số khẳng định đúng là 
A. 4 B. 3 C. 2 D. 5 

Lời giải 
Chọn B 

Dựa vào đồ thị hàm số ( )'y f x=  ta có: ( )
2

' 0
1

x
f x

x
< −

> ⇔  >
  

Do đó hàm số ( )y f x=  đồng biến trên các khoảng ( ); 2−∞ −  và ( )1;+∞   

Hàm số ( )y f x=  nghịch biến trên khoảng ( )2;1−   

Giả sử ( ) ( )( )( )2' 2 1 2f x x x x= + − −   

Xét hàm số ( ) ( ) ( )( )( )22 2 2 2 2 1
' 2 . ' 2 . 2 1 2 0

1 0
x

y f x y x f x x x x x
x

>
= ⇒ = = + − − > ⇔ − < <

  

Do đó hàm số ( )2y f x=  đồng biến trên khoảng ( )1;0−  và ( )1;+∞   

Suy ra có 3 khẳng định đúng là 1, 3 và 4. 

Câu 32.   Cho hàm số  f x  có đồ thị hàm số như hình bên. Hàm số    2 3g x f x x    có bao nhiêu 

điểm cực đại ? 

 
A. 3. B. 4. C. 5. D. 6. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( )22 3 . 3g x x f x x′ ′= − + − +  



( ) ( )
( )theo do thi 2

2
2

3
3

2
22 3 0 3 170 3 2 .

3 0 2
3 0 0

3

f x

x
x

x
g x x x x

f x x
x x x

x

 = = − + =  ±′ = ⇔ ←→ − + = − ⇔ =  ′ − + =  − + = =   =

 

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên và đối chiếu với các đáp án, ta chọn#A. 

Câu 33.   Cho hàm số ( ) 3 2f x ax bx cx d= + + +  có đồ thị như hình vẽ bên.  

 

Số điểm cực trị của hàm số ( )22 4y f x x= − +  là: 

A. 3 . B. 4 . C. 2 . D. 5 .  

Lời giải 
Chọn D 
Quan sát đồ thị ( )f x , hàm số có hai điểm cực trị 2x = − ; 0x =  vì vậy ( ) 23 2f x ax bx c′ = + +  có hai 

nghiệm 2x = − ; 0x =  nên ( ) ( )3 2f x a x x′ = + . 
Ta có: 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )2 2 2 24 4 2 4 3 4 4 2 4 2 4 2 48 2 1 2 1y x f x x a x x x x x ax x x x x′ ′= − + − + = − + − + − + + = − − − − −

đổi dấu khi qua các điểm 0x = ; 2x = ; 1x = ; 1 2x = ± . 
Vậy hàm số đã cho có 5 điểm cực trị.  

Câu 34.   Cho hàm số 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) có đồ thị như sau: 

 
Số nghiệm thuộc đoạn [−𝜋𝜋;𝜋𝜋] của phương trình 3𝑓𝑓(2|𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥|) + 2 = 0 là 
A. 4. B. 5. C. 2. D. 6. 



Lời giải 
Chọn A 
Đặt 𝑡𝑡 = 2|𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥|. Vì 𝑥𝑥 ∈ [−𝜋𝜋;𝜋𝜋] nên 𝑡𝑡 ∈ [0; 2]. 

⇒ 3𝑓𝑓(𝑡𝑡) + 2 = 0 ⇔ 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = −2
3
. 

Dựa vào bảng biến thiên, phương trình 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = −2
3
 có 1 nghiệm 𝑡𝑡0 ∈ (0; 1). 

Suy ra |𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥| = 𝑡𝑡0
2
∈ �0; 1

2
�. 

Với 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡0
2

 thì phương trình đã cho có 2 nghiệm −𝜋𝜋
2

< 𝑥𝑥1 < 0 < 𝑥𝑥2 < 𝜋𝜋
2
. 

Với 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥 = − 𝑡𝑡0
2

 thì phương trình đã cho có 2 nghiệm −𝜋𝜋 < 𝑥𝑥3 < −𝜋𝜋
2

; 𝜋𝜋
2

< 𝑥𝑥4 < 𝜋𝜋. 

Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt thuộc đoạn [−𝜋𝜋;𝜋𝜋]. 

Câu 35.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình dưới đây 

 
Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )3 3g x f x x= −  là 

A. 7 . B. 9 . C. 10 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn A 
Do ( )y f x=  là hàm số bậc bốn nên là hàm số liên tục và có đạo hàm luôn xác định tại x∀ ∈ . 

Theo đồ thị hàm số ta có được ( ) 0f x′ =
1 1

2 2

3 3

, 2
, 2 2
, 2

x x x
x x x
x x x

= < −
⇔ = − < <
 = >

. 

Mặt khác ( ) ( ) ( )2 33 3 3g x x f x x′ = − −  nên ( ) 0g x′ = ( )
2

3

3 3 0

3 0

x

f x x

 − =
⇔ 

′ − =

3
1

3
2

3
3

1
3
3
3

x
x x x
x x x
x x x

= ±
 − =⇔  − =

 − =

. 

Xét hàm số ( ) 3 3h x x x= −  trên  . 

Ta có ( ) 23 3h x x′ = − , ( ) 0h x′ =
1

1
x
x
=

⇔  = −
, từ đó ta có bảng biến thiên của ( )y h x=  như sau 

 
Từ bảng biến thiên của hàm số ( ) 3 3h x x x= −  nên ta có ( ) 1h x x=  có đúng một nghiệm, ( ) 2h x x=  có 

đúng 3  nghiệm, ( ) 3h x x=  có đúng một nghiệm phân biệt và các nghiệm này đều khác 1 và 1− . Vì thế 



phương trình ( ) 0g x′ =  có đúng bảy nghiệm phân biệt và đều là các nghiệm đơn nên hàm số ( )y g x=  
có 7  cực trị. 

 

Câu 36.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình dưới đây 

 
Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )3 3g x f x x= −  là 

A. 7 . B. 9 . C. 10 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn A 
Do ( )y f x=  là hàm số bậc bốn nên là hàm số liên tục và có đạo hàm luôn xác định tại x∀ ∈ . 

Theo đồ thị hàm số ta có được ( ) 0f x′ =
1 1

2 2

3 3

, 2
, 2 2
, 2

x x x
x x x
x x x

= < −
⇔ = − < <
 = >

. 

Mặt khác ( ) ( ) ( )2 33 3 3g x x f x x′ = − −  nên ( ) 0g x′ =
( )
2

3

3 3 0

3 0

x

f x x

 − =
⇔ 

′ − =

3
1

3
2

3
3

1
3
3
3

x
x x x
x x x
x x x

= ±
 − =⇔  − =

 − =

. 

Xét hàm số ( ) 3 3h x x x= −  trên  . 

Ta có ( ) 23 3h x x′ = − , ( ) 0h x′ =
1

1
x
x
=

⇔  = −
, từ đó ta có bảng biến thiên của ( )y h x=  như sau 

 



Từ bảng biến thiên của hàm số ( ) 3 3h x x x= −  nên ta có ( ) 1h x x=  có đúng một nghiệm, ( ) 2h x x=  có 

đúng 3  nghiệm, ( ) 3h x x=  có đúng một nghiệm phân biệt và các nghiệm này đều khác 1 và 1− . Vì thế 

phương trình ( ) 0g x′ =  có đúng bảy nghiệm phân biệt và đều là các nghiệm đơn nên hàm số ( )y g x=  
có 7  cực trị. 

 

Câu 37.   Cho hàm số bậc năm ( )y f x=  có đồ thị ( )y f x′=  như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số 

( ) ( )3 2 3 23 2 6g x f x x x x= + − −  là 

 
A. 5 . B. 7 . C. 10 . D. 11. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2 2 3 23 6 . 3 6 12 3 6 3 2g x x x f x x x x x x f x x ′ ′ ′= + + − − = + + −  .  

( ) ( )
2

3 2

3 6 0
0

3 2

x x
g x

f x x

 + =
′ = ⇔ 

′ + =
. 

Phương trình 2 0
3 6 0

2
x

x x
x
=

+ = ⇔  = −
. 

Phương trình ( ) ( )
( )

3 2

3 2
3 2

3 2

3 3

3 0
3 0;2

3 2
3 2;4

3 4

x x a
x x b

f x x
x x c

x x d

 + = <


+ = ∈′ + = ⇔  + = ∈
 + = >

. 

Hàm số ( ) 3 23h x x x= +  có ( ) 2 0
3 6 0

2
x

h x x x
x
=′ = + = ⇔  = −

. 

Bảng biến thiên của hàm ( )h x : 



 
Dựa vào bảng biên thiên của hàm ( )h x , ta có 

Phương trình 3 23 0x x a+ = <  có duy nhất một nghiệm 1 3x < − .  

Phương trình 3 23 4x x d+ = >  có duy nhất một nghiệm 2 1x > .  

Phương trình ( )3 23 0;2x x b+ = ∈  có ba nghiệm phân biệt không trùng với các nghiệm trên.  

Phương trình ( )3 23 2;4x x c+ = ∈  có ba nghiệm phân biệt không trùng với các nghiệm trên.  

Do đó, phương trình ( ) 0g x′ =  có mười nghiệm đơn phân biệt nên hàm số ( )y g x=  có mười điểm 
cực trị. 

Câu 38.   Cho hàm số  y f x  có đồ thị hàm số như hình bên. Hàm số 2( ) ( 4 )g x f x x    có bao nhiêu 
điểm cực đại? 

A. 1. B. 7  C. 3 . D. 5 . 

 
Lời giải 

Chọn C 

. Ta có    2

2

2 4 . 4 ;
2 4

xg x f x x
x x

           
 

   
 

 

 

2
theo do thi 

2 2
1

2
2

2 2
2 4 0 4 1;0 2 3

0 .
4 0 (2 3;2)4 1

(2 3; 4)4 1;2

f x

x x
x x x a x

g x
f x x x bx x

x bx x b

                                         

 

Bảng xét dấu g’(x) (các nghiệm của phương trình   0g x   là các nghiệm bội lẻ nên  g x  qua nghiệm 
đổi dấu) 

x 0  2 3−  1b  2  2 3+  2b  4  

'( )g x  || + 0  - 0  + 0  - 0  + 0  - || 
=>đáp án C 

 

Câu 39.   Cho hàm số  y f x  có đồ thị hàm số như hình 

bên. Hàm số    2 3g x f x x    có bao nhiêu điểm cực đại ? 

A. 3.  B. 4.  
C. 5.  D. 6.  

 
Lời giải 



Chọn A 
Ta có      22 3 . 3 ;g x x f x x       

   
 theo do thi 2

2
2

3
3

2
22 3 0 3 170 3 2 .

3 0 2
3 0 0

3

f x

x
x

x
g x x x x

f x x
x x x

x


 
 
                       
  

 

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên và đối chiếu với các đáp án, ta chọn#A. 

Chú ý: Dấu của  g x  được xác định như sau: Ví dụ chọn 3 174 ;
2

x
       

  

 2 3 5 0.x      1   
    theo do thi 2 3 4 4 0f xx x f        ( vì f  đang tăng). 2  

Từ  1  và  2 ,  suy ra      22 3 3 0g x x f x x        trên khoảng 3 17 ; .
2

      
 

Nhận thấy các nghiệm của phương trình   0g x   là các nghiệm bội lẻ nên  g x  qua nghiệm đổi dấu. 

Câu 40.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm ( )22( ) ( 1) 4f x x x x′ = + − .Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của 

tham số m  để hàm số ( )2( ) 2 12g x f x x m= − +  có đúng 5 điểm cực trị ? 

A. 18.  B. 17.  C. 16.  D. 19.  
Lời giải. 

Chọn B 
Ta có: 

( )2 2

1
( ) 0 ( 1) 4 0 0

4

x
f x x x x x

x

= −
′ = ⇔ + − = ⇔ =
 =

, trong đó 1x = −  là nghiệm kép. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2( ) 2 12 4 12 2 12g x f x x m g x x f x x m′ ′= − + ⇒ = − − +  

Xét ( ) ( ) ( )24 120 2 12 0x fx xg x m′ = ′ − +⇔ − =  (*) 

( )
( )

22

22

2 2

33
2 12 1 ( )2 12 1
2 12 12 12 0

2 12 4 2 12 4 2

xx
x x m lx x m
x x mx x m

x x m x x m

==
 − + = −− + = − ⇔ ⇔  − = −− + = 
 − + = − = − 

 

( Điểm cực trị của hàm số ( )g x  là nghiệm bội lẻ của phương trình (*) nên ta loại phương trình 
22 12 1x x m− + = − ) 
Xét hàm số 22 12y x x= −  có đồ thị (C). 

' 4 12y x= −  
Ta có bảng biến thiên  



 
Để ( )g x  có đúng 5 điểm cực trị thì mỗi phương trình ( ) ( )1 ; 2  đều có hai nghiệm phân biệt khác 3 . 
Do đó, mỗi đường thẳng 4y m= −  và y m= −  phải cắt đồ thị (C) tại 2 điểm phân biệt có hoành độ 

khác 3. Nhận xét: đường thẳng 4y m= −  luôn nằm trên đường thẳng y m= − . 
Ta có: 18 m− < −  18m⇔ < . Vậy có 17  giá trị m  nguyên dương. 

Câu 41.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục rên   và đồ thị hàm số ( )f x′  như hình vẽ bên. Có bao 

nhiêu số nguyên m  để hàm số ( )2y f x m= +  có đúng 3  điểm cực trị. 

 

A. 2 . B. Vô số. C. 4  D. 3 . 

Lời giải 
Chọn D 

( )22 .y x f x m′ ′= + . 

( )
2

2 2

2

0
0 0

0
0 1

3

x
x x m

y
f x m x m

x m

=
= + =′ = ⇔ ⇔ ′ + = + = 
 + =

. 

Do đồ thị hàm số ( )y f x′=  tiếp xúc với trụ hoành tại điểm có hoành độ bằng 1.  

Vì vậy y′  chỉ có thể đổi dấu qua các điểm 2 20; ; 3x x m x m= = − = − + . 

Ta thấy nếu 
0 0
3 0 3

m m
m m

− ≠ ≠ 
⇔ − + ≠ ≠ 

 thì 0x =  là nghiệm đơn, còn 
0 0
3 0 3

m m
m m

− = = 
⇔ − + = = 

 thì nghiệm 

0x =  là nghiệm bội 3  suy ra 0x =  là một điểm cực trị, do vậy các nghiệm cần hai nghiệm qua đó đạo 
hàm đổi dấu. 

x  −∞   3   +∞  
y′   – 0  +   

y  
+∞   

 
   

+∞  

       18−  



Vì 3m m− < − +  nên hàm số có 3  cực trị khi 
0 0

0 3
3 0 3

m m
m

m m
− ≤ ≥ 

⇔ ⇔ ≤ < − + > < 
 mặt khác m nguyên 

nên { }0;1;2m∈ . 
Vậy có 3  giá trị nguyên của m  để hàm số có 3  cực trị. 

Câu 42.   Cho hàm số ( )f x  biết ( ) ( ) ( )32 21 2 6f x x x x mx m′ = − − + + . Số giá trị nguyên của tham số m  

để hàm số đã cho có đúng một điểm cực trị là 
A. 7 . B. 5 . C. 6 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn A 

Cho ( ) 0f x′ =  
2

0
1
2 6 0

x
x
x mx m

 =
⇒ =
 − + + =

. 

Trong đó 0x =  là nghiệm bội chẵn, 1x =  là nghiệm bội lẻ. 

Để hàm số đã cho có đúng một điểm cực trị thì ( ) 0f x′ =  chỉ đổi dấu 1 lần. 

Trường hợp: 2 2 6 0x mx m− + + ≥ , x∀ ∈ . 

2 6 0 2 3m m m⇔ − − ≤ ⇔ − ≤ ≤ . 

Do m∈  nên { }2; 1;0;1;2;3m∈ − − . Suy ra có 6 giá trị nguyên của m  thỏa mãn. 

Trường hợp: tam thức 2 2 6x mx m− + +  có hai nghiệm phân biệt trong đó một nghiệm là 1x = . Khi 
đó 21 2 .1 6 0 7m m m− + + = ⇒ = . 

Vậy { }2; 1;0;1;2;3;7m∈ − − . 

Câu 43.   Cho hàm số ( )f x  biết ( ) ( ) ( )32 21 2 6f x x x x mx m′ = − − + + . Số giá trị nguyên của tham số m  

để hàm số đã cho có đúng một điểm cực trị là 
A. 7 . B. 5 . C. 6 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn A 

Cho ( ) 0f x′ =  
2

0
1
2 6 0

x
x
x mx m

 =
⇒ =
 − + + =

. 

Trong đó 0x =  là nghiệm bội chẵn, 1x =  là nghiệm bội lẻ. 

Để hàm số đã cho có đúng một điểm cực trị thì ( ) 0f x′ =  chỉ đổi dấu 1 lần. 

Trường hợp: 2 2 6 0x mx m− + + ≥ , x∀ ∈ . 

2 6 0 2 3m m m⇔ − − ≤ ⇔ − ≤ ≤ . 

Do m∈  nên { }2; 1;0;1;2;3m∈ − − . Suy ra có 6 giá trị nguyên của m  thỏa mãn. 



Trường hợp: tam thức 2 2 6x mx m− + +  có hai nghiệm phân biệt trong đó một nghiệm là 1x = . Khi 
đó 21 2 .1 6 0 7m m m− + + = ⇒ = . 

Vậy { }2; 1;0;1;2;3;7m∈ − − . 

Câu 44.   Cho hàm số bậc bốn . Đồ thị hình bên dưới là đồ thị của đạo hàm . Hàm số 

 có bao nhiêu điểm cực trị ? 

 
A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có . 

Suy ra . 

Bảng xét dấu 

 
Từ đó suy ra hàm số  có  điểm cực trị. 

 

Câu 45.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên R. Đường cong hình vẽ bên là đồ 

thị hàm số ( )y f x′=  và liên tục trên R. Xét hàm số ( ) ( )2 2g x f x= − . Mệnh đề 

nào dưới đây là sai?  

 
A. Hàm số ( )y g x=  đồng biến trên ( )2; 1− − . 

B. Hàm số ( )y g x=  đồng biến trên ( )2;+∞ .  

C. Hàm số ( )y g x=  nghịch biến trên ( )1;0− .  

 

( )=y f x ( )'f x

( ) ( )= + +2 2 2g x f x x

1 2 3 4

( ) ( )+′ ′= + +
+ +

2

2

1 2 2
2 2

xg x f x x
x x

( ) ( )
 + =
′ =
′ + + =


2

1 0
0

2 2 0

x
g x

f x x

 + =


+ + = −
⇒ 

+ + =


+ + =

2

2

2

1 0

2 2 1

2 2 1

2 2 3

x

x x

x x

x x

1

1 2 2

1 2 2

x

x

x

 = −


⇔ = − +
 = − −

( ) ( )= + +2 2 2g x f x x 3



D. Hàm số ( )y g x=  nghịch biến trên ( )0;2 .  
Lời giải 

Chọn C  
Xét hàm ( ) ( )2 2g x f x= −  có tập xác định D = R 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2g x f x xf x xf t′ ′ ′ ′= − = − =   với 2 2t x= −   

( )g x đồng biến 2'( ) 0 . '( 2) 0g x x f x⇒ > ⇔ − >  
TH1: 0x >  
Suy ra: 2'( 2) 0f x − >  

Dựa vào đồ thị 2 2
2 2

2
x

x
x
>

⇒ − > ⇔  < −
  

Kết hợp điều kiện 0x > suy ra: (2; )x∈ +∞  (1) 

TH2: 0x <  
Suy ra: 2'( 2) 0f x − <  

Dựa vào đồ thị 2 2 2 2 2x x⇒ − < ⇔ − < <   
Kết hợp điều kiện 0x < suy ra: ( 2;0)x∈ − (2) 
Từ (1) và (2) suy ra hàm số ( )g x  đồng biến trên mỗi khoảng (-2;0) và (2;+∞ ). 
Tương tự hàm số ( )g x  nghịch biến trên mỗi khoảng (-∞ ;-2) và (0;2).  

Câu 46.   Cho hàm số ( )y f x= với đạo hàm ( )f x′  có đồ thị như hình vẽ. Hàm 

số ( ) ( )
3

2 2
3
xg x f x x x= − + − +  đạt cực đại tại điểm nào ?  

A. 1.x = −  B. 1.x =  
C. 0.x =  D. 2.x =  

Lời giải 
Chọn B  

Xét hàm số ( ) ( )
3

2 2,
3

x
g x f x x x= − + − +  có ( ) ( ) 2' ' 2 1;g x f x x x x R= − + − ∀ ∈   

Ta có ( ) ( ) ( )2' 0 ' 1g x f x x= ⇔ = −  (*) 

Từ đồ thị hàm số ( )'f x  ta thấy: ( ) ( )2' 0 1 0 1f = = −  nên 0x =  là một nghiệm của ( )'g x . 

( ) ( )2' 1 0 1 1 1f x= = − ⇒ =  là nghiệm của ( )' .g x   

( ) ( )2' 2 1 2 1 2f x= = − ⇒ =  là nghiệm của ( )' .g x   
Vậy phương trình (*) có ba nghiệm phân biệt 1 2 30; 1; 2.x x x= = =   



Vẽ đồ thị hàm số ( )21y x= −  trên cùng mặt tọa độ với ( )'y f x=  ta thấy: 

Trong khoảng (0;1) thì đồ thị hàm số ( )'y f x=  nằm phía trên đồ thị hàm số ( )21y x= −  nên 

( ) ( )' 0, 0;1 .g x x> ∀ ∈   

Trong khoảng (1;2) thì đồ thị hàm số ( )'y f x=  nằm phía trên đồ thị hàm số ( )21y x= −  nên 

( ) ( )' 0, 1;2 .g x x< ∀ ∈   

Vậy 1x =  là điểm cực đại của hàm số ( ).y g x=   

Câu 47.   Cho hàm số  liên tục trên R và đạo hàm y=f’(x) có đồ thị như hình vẽ 

 
 
Xét hàm số ( )2( ) 3g x f x= − . Mệnh đề nào dưới đây sai? 

A. Hàm số g(x) nghịch biến trên khỏang (0;2) 
B. Hàm số g(x) nghịch biến trên ( ); 2−∞ −  
C. Hàm số đồng biến trên (-1;0) 
D. Hàm số g(x) nghịch biến trên khoảng (-2;-1) 

Lời giải 
Chọn A 
 

2

2

0 0
'( ) 0 3 1 2

13 2

x x
g x x x

xx

= =
 = ⇒ − = − ⇒ = ± 
  = ±− = 

 

Mặt khác: 2 2'(3 ) 0 3 2 1 1f x x x− > ⇒ − > ⇔ − < <  
 
 
 
Dựa vào bảng biến thiên, chọn A  

Câu 48.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm ( ) ( ) ( ) ( )4 5 3' 1 3f x x x m x= + − + với mọi x∈ . Có bao 

nhiêu giá trị nguyên của tham số [ ]5;5m∈ − để hàm số ( ) ( )g x f x=  có 3 điểm cực trị? 

A. 3.  B. 6.  C. 5.  D. 4.  
Lời giải 

Chọn C 
Đồ thị hàm ( )f x  được suy ra từ đồ thị hàm số ( )f x bằng cách. 

- Bỏ phần bên trái trục .Oy  
- Giữ và lấy đối xứng phần đồ thị nằm bên phải trục Oy  qua trục .Oy  

Ta thấy 0x = là một điểm cực trị của hàm số ( )f x . 

( )y f x=

2'( ) 2 . '(3 )g x x f x= − −

  
x -∞            -2            -1           0                 1                 2                           

+∞ 
f’(3-x2)           -      0         -   0      +   |       +         0          -     0  - 
g’           -      0        -    0     +   0       -         0       +       0        + 
  
  
  



Do đó hàm số ( ) ( )g x f x=  có 3 điểm cực trị khi phần đồ thị bên phải trục Oy  có một điểm cực 

trị ( )'f x⇒  đổi dấu 1 lần với 0 0x m> ⇒ > . 

Mà [ ]5;5m∈ −  và { }1;2;3;4;5 .m m∈ ⇒ ∈  

Câu 49.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên  . Biết hàm số có đồ thị ( )'y f x=  như hình vẽ. Hàm 

số ( ) ( )g x f x x= +  đạt cực tiểu tại điểm. 

 
A. 1.x =  B. 2.x =  C. không có điểm cực tiểu. D. 0.x =  

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( )' ' 1.g x f x= + Khi đó ( ) ( )' 0 ' 1g x f x= ⇔ = −  (1). 

Nghiệm của (1) là hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số ( )'y f x=  và đường thẳng 1y = − . 

Dựa vào đồ thị hàm số ( )'y f x= , ta thấy đồ thị hàm số ( )'y f x=  và đường thẳng 1y = −  có 

ba điểm chung có hoành độ là 0;1;2 . Do đó ( )
0

' 1 1 .
2

x
f x x

x

=
= − ⇔ =
 =

 

Suy ra ( )
0

' 0 1 .
2

x
g x x

x

=
= ⇔ =
 =

 

Trên ( );1−∞  đường thẳng 1y = −  tiếp xúc hoặc nằm trên đồ thị hàm số ( )'y f x= . 

Trên ( )1;2  đường thẳng 1y = −  nằm dưới đồ thị hàm số ( )'y f x= . 

Trên ( )2;+∞  đường thẳng 1y = −  nằm trên đồ thị hàm số ( )'y f x= . 

Ta có bảng biến thiên 

 
Từ bảng biến thiên suy ra hàm số ( )g x đạt cực tiểu tại điểm 1.x =  

Câu 50.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm ( )f x′  trên khoảng ( );−∞ +∞ . Đồ thị của hàm số ( )y f x=  

như hình vẽ: 



 
Đồ thị của hàm số ( )( )2

y f x=  có bao nhiêu điểm cực đại, cực tiểu? 
A. 2  điểm cực đại, 3  điểm cực tiểu. B. 1 điểm cực đại, 3  điểm cực tiểu. 
C. 2  điểm cực đại, 2  điểm cực tiểu. D. 3  điểm cực đại, 2  điểm cực tiểu. 

Lời giải 
Chọn A 
Từ đồ thị hàm số ta có bảng biến thiên của hàm số ( )y f x=  

 

Ta có: ( )( )2
y f x= ( ) ( )2 . 0y f x f x′ ′⇒ = =

( )
( )

0

0

f x

f x

=
⇔ 

′ =
. 

Quan sát đồ thị ta có ( )
0

0 1
3

x
f x x

x

=
= ⇔ =
 =

 và ( )
1

2

0 1
x x

f x x
x x

=
′ = ⇔ =
 =

 với ( )1 0;1x ∈  và ( )2 1;3x ∈ . 

Suy ra 

( )
( )
( )
( )

0

0
0

0

0

f x

f x
y

f x

f x

 >
 ′ >′ > ⇔ 

<
 ′ <

( )
( ) ( )1 2

3;

0; 1;

x

x x x

∈ +∞
⇔ 

∈∈ ∪
( ) ( ) ( )1 20; 1; 3;x x x⇔ ∈ ∪ ∪ +∞  

Từ đó ta lập được bảng biến thiên của hàm số ( )( )2
y f x=  

 
Suy ra đồ thị hàm số ( )( )2

y f x= có 2  điểm cực đại, 3  điểm cực tiểu. 

Câu 51.   Cho hai hàm số ( ) ( ),y f x y g x= =  liên tục và có đạo hàm trên   và có đồ thị lần lượt là 

( ) ( )1 2,C C  như hình vẽ bên. Hàm số ( ) ( ).y f x g x=  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ( );0−∞ . B. ( )4;5 . C. ( )2;3 . D. ( )0;1 . 



 
Lời giải 

Chọn C 

 
Ta xét khoảng ( )2;3 , với mọi ( )1 2 1 2, 2;3 ,x x x x∈ <  ta có: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

0 0

0 0

. . . .

f x f x f x f x

g x g x g x g x

f x g x f x g x f x g x f x g x

y x y x

< < < <  ⇒ 
> > < − < −  

⇒ − < − ⇒ >      
⇒ >

 

Hay hàm số nghịch biến trên ( )2;3 . 

Câu 52.   Cho hàm số đa thức bậc bốn ( )=y f x , biết hàm số có ba điểm cực trị 3, 3, 5= − = =x x x . Có 

tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  sao cho hàm số ( ) ( )3 23+= −x xg x f e m  có đúng 7  điểm cực 

trị 
A. 3 . B. 4 . C. 5 . D. 6  

Lời giải 
Chọn D 

Ta có ( ) ( ) ( )3 2 3 22 3 33 6 .+ +′ + −′= x x x xg x x x e f e m  

( ) ( ) ( )3 2 3 22 3 30 3 6 . 0+ +′ ′= ⇔ + − =x x x xg x x x e f e m  

3 2

3 2

3 2

3

3

3

0    
2

3

3

5

+

+

+










=
= −

⇔ − = −

− =

− =

x x

x x

x x

x
x

e m

e m

e m

 ( )
( )
( )

3 2

3 2

3 2

3

3

3

0
2

3, 1   

3, 2

5, 3

+

+

+

 =
 = −


⇔ = −


= +


= +

x x

x x

x x

x
x

e m

e m

e m

. 

Hàm số ( )g x  có 7  điểm cực trị khi và chỉ khi tổng số nghiệm đơn và bội lẻ, khác 0  và 2−  của các 

phương trình ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3  là 5 . 



Xét hàm số ( ) 3 23+= x xh x e  có ( ) ( ) 3 22 33 6 +′ = + x xh x x x e . 

Ta có ( ) 0
0

2
=

= ⇔ 


′
= −

x
h x

x
. 

Bảng biến thiên: 

 
Khi đó có 3  trường hợp sau: 
Trường hợp 1: 

 

Khi đó: 
4 4

4 4

3         3 51,6        
1 3 4 3 57,6

 + ≥ ≥ − ≈
⇔ 

< − < < < + ≈ 

m e m e
m e m e

 

Do  m nguyên nên { }52;53;54;55;56;57∈m . 

Trường hợp 2: 

 

Khi đó: 

4 4

4 4

5 5 49,6
1 3 2 3
0 3 1 3 4

 + ≥ > − ≈
 
< + < ⇔ − < < − ⇔ ∈∅ 

 < − ≤ < ≤ 

m e m e
m e m e m
m m

. 

Trường hợp 3: 



 

Khi đó: 

41 5
3 1          
3 0         

 < + <
 + ≤
 − >

m e
m
m

44 5 49,6
2

3

− < < − ≈
⇔ ≤ − ⇔ ∈∅
 >

m e
m m
m

. 

Vậy có 6  giá trị nguyên của tham số m  thỏa yêu cầu bài toán. 

Câu 53.   Cho hàm ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên   và đồ thị của hàm số ( )'y f x=  như hình vẽ. 

 
Đặt ( ) ( ) ( )21 1 2020

2
g x f x m x m= − − − − +  với m  là tham số thựC. Gọi S  là tập các giá trị nguyên 

dương của m  để hàm số ( )y g x=  đồng biến trên khoản ( )5;6 . 

Tổng các phần tử của S  bằng: 
A. 4. B. 11. C. 14. D. 20. 

Lời giải 

Chọn C 
Ta có ( ) ( ) ( )' ' 1g x f x m x m= − − − −  

Đặt ( ) ( ) ( )' 1h x f x x= − − . Từ đồ thị ( )'y f x=  và đồ thị 1y x= −  trên hình vẽ ta suy ra 

( )
1 1

0
3

x
h x

x
− ≤ ≤

≥ ⇔  ≥
 

 

Ta có ( ) ( )
1 1 1 1

' 0
3 3

x m m x m
g x h x m

x m x m
− ≤ − ≤ − ≤ ≤ + 

= − ≥ ⇔ ⇔ − ≥ ≥ + 
 

Do đó hàm số ( )y g x=  đồng biến trên các khoảng ( )1; 1m m− +  và ( )3;m + + ∞  

Do vậy, hàm số ( )y g x=  đồng biến trên khoảng ( )5;6
1 5

5 6
1 6

2
3 5

m
m

m
m

m

 − ≤
≤ ≤⇔ ⇔+ ≥  ≤ + ≤

 

y

xy O

-2

1

2

3

y = x - 1
( )y = f' x

y

xy O

-2

1

2

3

( )y = f' x



Do m  nguyên dương nên { }1;2;5;6m∈ , tức { }1;2;5;6S = . 
Tổng các phần tử của S  bằng 14. Đáp án C. 

Câu 54.   Cho hàm số ( )=y f x  có bảng biến thiên như sau : 

 

Hàm số ( )3= −y f x có bao nhiêu điểm cực trị? 

#A. 5 . B. 3 . C. 2 . D. 1. 
Lời giải 

Đáp án: B 
Xét hàm số ( ) ( )3y g x f x= = −  

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )3 3 . 3′ ′ ′ ′= − = − − g x f x x f x  ( )3 3
3

− ′= −
−

x f x
x

. 

Có ( )g x′  không xác định tại 3x = . 

( ) ( )0 3 0g x f x′ ′= ⇔ − =  
3 2

3 4

x

x

 − = −
⇔ 

− =

7
1

x
x
=

⇔  = −
 ( 3 2x − = −  loại) 

Bảng biến thiên: 

 
Dựa vào BBT ta thấy hàm số ( )3= −y f x  có 3  cực trị. 

Câu 55.   Cho hàm số bậc năm ( )y f x=  có đồ thị ( )y f x′=  như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số 

( ) ( )3 23g x f x x= +  là 

 
A. 4 . B. 7 . C. 6 . D. 11. 

 ∞

+∞6
+ +f '(x)

f (x)

x
0

2

0
4 2 +∞ ∞

+∞CĐ

CTCT

+
3 ∞ +∞ 1 7

0 0
x

g(x)

g'(x) +
+∞



Lời giải 
Chọn C 

Ta có ( ) ( ) ( )2 3 23 6 . 3g x x x f x x′ ′= + + .  

( ) ( )
2

3 2

3 6 0
0

3 0

x x
g x

f x x

 + =
′ = ⇔ 

′ + =
. 

Phương trình 2 0
3 6 0

2
x

x x
x
=

+ = ⇔  = −
. 

Phương trình ( )

3 2

3 2
3 2

3 2

3 3

3 0
3 0

3 0
3 4
3 4

x x a
x x

f x x
x x
x x b

 + = <


+ =′ + = ⇔  + =
 + = >

. 

Ta thấy: ( )3 2 23 0 3 0 0; 3x x x x x x+ = ⇔ + = ⇔ = = −  

Và ( )( )23 23 4 1 2 0 1; 2x x x x x x+ = ⇔ − + = ⇔ = = − . 

Hàm số ( ) 3 23h x x x= +  có ( ) 2 0
3 6 0

2
x

h x x x
x
=′ = + = ⇔  = −

. 

Bảng biến thiên của hàm ( )h x : 

 

Dựa vào bảng biên thiên của hàm ( )h x , ta có 

Phương trình 3 23 0x x a+ = <  có duy nhất một nghiệm 1 3x < − .  

Phương trình 3 23 4x x c+ = >  có duy nhất một nghiệm 2 1x > .  

Do đó, phương trình ( ) 0g x′ =  có bốn nghiệm đơn phân biệt và hai nghiệm bội ba nên hàm số 

( )y g x=  có sáu điểm cực trị. 

Câu 56.   Cho hàm số  có đồ thị như hình vẽ bên dưới 

 
Tìm tất cả các giá trị của tham số  để đồ thị hàm số  có đúng  điểm 

cực trị. 
A. . B.  C. . D. . 

( )y f x=

m ( ) ( ) ( )2 2 2h x f x f x m= + + 3

1m > 1m ≥ 2m ≤ 2m >



Lời giải 
Chọn B 

Số cực trị của hàm số  bằng số cực trị của hàm 

số  cộng với số giao điểm (khác điểm cực trị) của đồ thị hàm số 

 và . 

Xét hàm số  

 

 

BBT 

 

Hàm số  có 3 điểm cực trị . Đáp án B là gần kết quả nhất 

Câu 57.   Cho hàm đa thức ( )y f x=  đạo hàm trên  , (0) 0f <  và có đồ thị hàm số ( )f x′  như hình vẽ 

 
Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( ) 3= +g x f x x  là 
A. 5 . B. 6 . C. 4 . D. 3 . 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt ( ) ( ) 3 ,h x f x x x= + ∀ ∈   

Ta có ( ) ( ) 3; ( ) 0 ( ) 3h x f x h x f x′ ′ ′ ′= + = ⇔ = −  

1

0

1

2(2 )

x

x

x

x n

= −
 =⇔
 =
 =

  

Dựa vào đồ thị hàm ( )f x′ ta có BBT của hàm số ( )h x như sau 

 

( ) ( ) ( )2 2 2h x f x f x m= + +

( ) ( ) ( )2 2 2= + +y x f x f x m

( ) ( ) ( )2 2 2= + +y x f x f x m 0y =

( ) ( ) ( )2 2 2g x f x f x m= + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1g x f x f x f x f x f x.  ′ ′ ′ ′= + = + 

( ) ( )
( ) ( )

10
0 3

1
0

xf x
g x x

f x
x α α

 = ′ = 
′ = ⇔ ⇔ =

′ =  = <

( )h x
12 0
2

m m⇔ ≥ ⇔ ≥



Ta có (0) (0) 3.0 0h f= + < , suy ra (1) 0h < , do đó trong khoảng (1; )+∞  tồn tại giá trị 0x  sao cho 
( )0 0h x = . Từ đó ta có BBT của hàm số ( )g x  như sau 

 
Suy ra hàm số ( )g x có 5 điểm cực trị 

Câu 58.   Cho hàm số bậc năm ( )y f x=  có đồ thị ( )y f x′=  như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số 

( ) ( )3 23g x f x x= +  là 

 
A. 4 . B. 7 . C. 6 . D. 11. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ( ) ( ) ( )2 3 23 6 . 3g x x x f x x′ ′= + + .  

( ) ( )
2

3 2

3 6 0
0

3 0

x x
g x

f x x

 + =
′ = ⇔ 

′ + =
. 

Phương trình 

2 0
3 6 0

2
x

x x
x
=

+ = ⇔  = − . 

Phương trình 

( )

3 2

3 2
3 2

3 2

3 3

3 0
3 0

3 0
3 4
3 4

x x a
x x

f x x
x x
x x b

 + = <


+ =′ + = ⇔  + =
 + = > . 

Ta thấy: ( )3 2 23 0 3 0 0; 3x x x x x x+ = ⇔ + = ⇔ = = −  

Và ( )( )23 23 4 1 2 0 1; 2x x x x x x+ = ⇔ − + = ⇔ = = − . 

Hàm số ( ) 3 23h x x x= +  có ( ) 2 0
3 6 0

2
x

h x x x
x
=′ = + = ⇔  = −

. 

Bảng biến thiên của hàm ( )h x : 

 
Dựa vào bảng biên thiên của hàm ( )h x , ta có 
Phương trình 3 23 0x x a+ = <  có duy nhất một nghiệm 1 3x < − .  
Phương trình 3 23 4x x c+ = >  có duy nhất một nghiệm 2 1x > .  



Do đó, phương trình ( ) 0g x′ =  có bốn nghiệm đơn phân biệt và hai nghiệm bội ba nên hàm số 

( )y g x=  có sáu điểm cực trị. 

Câu 59.   Cho hàm số ( )=y f x  xác định, liên tục trên   và có đúng hai điểm cực trị 1 1= −x , 2 1=x  và 

có đồ thị như hình vẽ sau: 

 
Hỏi hàm số ( ) ( )2 2 1 2019= − + +g x f x x  có bao nhiêu điểm cực trị? 
A. 4. B. 3. C. 1. D. 2. 

Lời giải 
Chọn B 

Do hàm số ( )=y f x  có đúng hai điểm cực trị 1 1= −x , 2 1=x  nên phương trình ( ) 0′ =f x  có hai 
nghiệm bội lẻ 1 1= −x , 2 1=x . 

Ta có ( ) ( ) ( )22 2 2 1′ ′= − − +g x x f x x . 

( ) 2

2

2 2 0 1
0 2 1 1 0

2 1 1 2

− = = 
 = ⇔ − + = − ⇔ = 
 

′

− + = = 

x x
g x x x x

x x x
. 

Ta có  

( )
( )

( )

2
2

2

2
2

12 2 0
2 1 1' 2 1 0

2 1 10
2 2 0

1
' 2 1 0

1 2 1 1

 > − >    − + >− + >   − + < −> ⇔ ⇔ − <  < − + <  − < − + <

′



xx
x xf x x

x xg x
x

x
f x x

x x

 

1
2

2
0

0 1
1

0 2

 >
  > > <⇔ ⇔  < <
 <
 < <

x
x

x
x

x
x

x

. 

Do đó ta có bảng biến thiên: 

 



Từ bảng biến thiên ta suy ra hàm số ( ) ( )2 2 1 2019= − + +g x f x x  có 3 cực trị. 

Câu 60.   Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên  và có đồ thị ( )f x′  như hình vẽ bên dưới. Hàm số 

( ) ( )g x f x x= −  đạt cực đại tại 

.  
A. 1x = −  B. 2x =  C. 1x =  D. 0x =  

Lời giải 
Chọn A  
Ta có ( ) ( )' ' 1g x f x= −  ⇒ ( ) ( )' 0 ' 1g x f x= ⇔ =  

Suy ra số nghiệm của phương trình ( )' 0g x =  chính là số giao điểm giữa đồ thị của hàm số ( )'f x  và 

đường thẳng 1y =  

  

Dựa vào đồ thị ta suy ra ( )
1

' 0 1
2

x
g x x

x

= −
= ⇔ =
 =

.  

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy ( )g x  đạt cực đại tại 1x = −  

Chọn A 
Chú ý. Cách xét dấu bảng biến thiên như sau: Ví dụ trên khoảng  ta thấy đồ thị hàm ( )'f x  

nằm phía trên đường 1y =  nên ( )'g x  mang dấu + . 

Câu 61.   Cho hàm số  với đạo hàm  có đồ thị như hình vẽ. Hàm 

số đạt cực đại tại điểm nào? 

A.  
B.  
C.  
D.  

Lời giải 



 ; 1 

( )y f x= ( )'f x

( ) ( )
3

2 2
3
xg x f x x x= − + − +

1.x = −
1.x =
0.x =
2.x =



Chọn B 
Dựa vào bảng biến thiên của hàm số để kết luận điểm cực trị 

Xét hàm số có  

Ta có:  

Từ đồ thị hàm số  ta thấy: nên là một nghiệm của  

là một nghiệm của  

 là một nghiệm của  

Vậy phương trình (*) có ba nghiệm phân biệt  

Vẽ đồ thị hàm số  trên cùng mặt phẳng tọa độ với ta thấy: 

Trong khoảng  thì đồ thị hàm số  nằm phía trên đồ thị hàm số  nên 
 

Trong khoảng  thì đồ thị hàm số nằm phía dưới đồ thị hàm số nên 
. 

Vậy  là điểm cực đại của hàm số  

Câu 62.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x= . Đồ thị hàm số ( )y f x′=  như hình dưới. Số điểm cực trị của 

hàm  

số ( ) ( )2 2 2g x f x x= + +  là 

 
A. 3  B. 5  C. 7  D. 11 

Lời giải 
Chọn A 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2

2 22 2 ( ) 2 2 2 2 2 2
2 2 2

xg x f x x g x x x f x x f x x
x x

′ +′ ′ ′= + + ⇒ = + + + + = + +
+ +

. 

( ) ( )2 2

2 2 0 1
( ) 0

2 2 0 2 2 0

x x
g x

f x x f x x

+ = = − 
 ′⇒ = ⇔ ⇔

′ ′+ + = + + = 
 

 

Theo đồ thị của hàm số ( )y f x′=  ta có 
2

2

2

1
1

2 2 1
( ) 0 1 2

2 2 1
1 2

2 2 3

x
x

x x
g x x

x x
x

x x

= −
= − 

+ + = − 
′ = ⇔ ⇔ = − + 

+ + =  = − −
+ + =

 

Ta có bảng xét dấu  

 

( )
3

2( ) 2,
3
xg f xx x x= − + − + ( ) 2'( ) ' 2 1; .g f x x x xx = − + − ∀ ∈

( ) ( ) ( )2'( ) 0 ' 1 *g f xx x= ⇔ = −

( )'f x ( ) ( )2' 0 1 0 1f = = − 0x = '( ).g x

( ) ( )2' 1 0 1 1 1f x= = − ⇒ = '( ).g x

( ) ( )2' 2 1 2 1 2f x= = − ⇒ = '( ).g x

1 2 30, 1, 2.x x x= = =

( )21y x= − '( )y f x=

(0;1) '( )y f x= ( )21y x= −

' 0,) );( 0 1(g x x< ∀ ∈

(1;2) '( )y f x= ( )21y x= −

' 0,) );( 1 2(g x x< ∀ ∈
1x = ( .)y g x=



 Theo bảng xét dấu ta có điểm cực trị của hàm số ( ) ( )2 2 2g x f x x= + +  là: 3 

Câu 63.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình bên. Đồ thị của hàm số ( ) ( ) 2
g x f x=     có bao nhiêu 

điểm cực đại, bao nhiêu điểm cực tiểu? 
A. 1 điểm cực đại, 3 điểm cực tiểu. B. 2 điểm cực đại, 2 điểm cực tiểu. 
C. 2 điểm cực đại, 3 điểm cực tiểu. D. 3 điểm cực đại, 2 điểm cực tiểu. 

Lời giải 
Chọn C 
Dựa vào đồ thị, ta có 

( )
0

0 1
3

(nghieäm keùp)
x

f x x
x

=
= ⇔ =
 =

 và ( )
( )

( )

0 1
0 1

1 3

x a a
f x x

x b b

= < <
′ = ⇔ =
 = < <

  

 

Ta có  

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên, ta kết luận  có  điểm cực đại,  điểm cực tiểu. 
Chọn.C.  

Câu 64.   Có bao nhiêu số nguyên m  để hàm số 3 23 4y x x mx= − − +  có hai điểm cực trị thuộc khoảng 

( )3;3 .−  

A. 12 . B. 11. C. 13 . D. 10 . 

Lời giải 

Chọn B  

Ta có 23 6y x x m′ = − −  

       
 
 

 

 

 

0 1
1

0 1 3
2 . ;   0 .

0 0
1 nghiem boi 2
3

x a a
x

f x x b b
g x f x f x g x

f x x
x
x

   
 
              
 
 

 g x 2 3



Hàm số có hai điểm cực trị thuộc khoảng ( )3;3−  khi và chỉ khi phương trình 0y′ =  có hai nghiệm 

phân biệt ( )1 2, 3;3x x ∈ − . 

23 6 0x x m⇔ − − =  có hai nghiệm phân biệt ( )1 2, 3;3x x ∈ − . 

23 6m x x⇔ = −  có hai nghiệm phân biệt ( )1 2, 3;3x x ∈ − . 

Xét hàm số ( ) 23 6f x x x= − . 

Ta có ( ) 6 6f x x′ = − ; ( ) 0 1f x x′ = ⇔ = .  

Bảng biến thiên 

 

Dựa vào bảng biến thiên ta có 3 9m− < < . 

Vậy { }2; 1;0;...;8m∈ − − . 

Câu 65.   Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên   và  0 0,f   đồng thời đồ thị hàm số  y f x  
như hình vẽ bên dưới 

 
Số điểm cực trị của hàm số    2g x f x  là 
A. 1.  B. 2.  C. 3.  D. 4.  

Lời giải 
Chọn C 

Dựa vào đồ thị, ta có  
 

2
0 .

1 nghiem kep
x

f x
x

 
    

 

Bảng biến thiên của hàm số  y f x  

 

Xét        
 
 

   
 
 

theo BBT 

2
1  nghiem kep0

2 ;    0 .
20

0

f x

x
xf x

g x f x f x g x
x a af x
x b b

 

            
  

 

Bảng biến thiên của hàm số  g x  



 
Vậy hàm số  g x  có 3  điểm cực trị.  
Chú ý: Dấu của  g x  được xác định như sau: Ví dụ chọn  0 2;x b    
    theo do thi '0 0 0.f xx f      1  
 Theo giả thiết  0 0.f    2  
Từ  1  và  2 ,  suy ra  0 0g   trên khoảng  2; .b  
Nhận thấy 2;  ;  x x a x b    là các nghiệm đơn nên  g x  đổi dấu khi qua các nghiệm này. Nghiệm 
1x   là nghiệm kép nên  g x  không đổi dấu khi qua nghiệm này, trong bảng biến thiên ta bỏ qua nghiệm 
1x   vẫn không ảnh hưởng đến quá trình xét dấu của  .g x  

Câu 66.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên và có đồ thị hình bên dưới. Hỏi hàm 

số ( ) ( )2 3g x f x x= − +  có bao nhiêu điểm cực đại? 

 
A. 3. B. 4. C. 5. D. 6. 

Lời giải 
Chọn A 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2

3
3

2
22 3 0 3 172 3 . 3 0 3 2 .

3 0 2
3 0 0

3

x
x

x
g x x f x x x x x

f x x
x x x

x

 = = − + =  ±′ ′= − + − + = ⇔ ⇔ − + = − ⇔ =  ′ − + =  − + = =   =

 

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên và đối chiếu với các đáp án, ta chọn A 

Chú ý: Dấu của ( )g x′  được xác định như sau: Ví dụ chọn 3 174 ;
2

x
 +

= ∈ +∞  
 

  

 2 3 5 0.x− + = − <  ( )1   

 ( ) ( )theo do thi 2 3 4 4 0f xx x f ′− + = − → − >  ( vì f  đang tăng). ( )2  



Từ ( )1  và ( )2 ,  suy ra ( ) ( ) ( )22 3 3 0g x x f x x′ ′= − + − + <  trên khoảng 3 17 ; .
2

 +
+∞  

 
 

Nhận thấy các nghiệm của phương trình ( ) 0g x′ =  là các nghiệm bội lẻ nên ( )g x′  qua nghiệm đổi 
dấu. 

Câu 67.    Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ dưới đây 

 

Giá trị cực đại của hàm số ( ) ( ) 1g x f x= +  là 

A. 2 . B. 5
2

. C. 4 . D. 
9
2  

Lời giải 
Đáp án: D 

Ta có: ( )g x′ = ( ) ( )1f x f x′ ′+ =   . 

Từ đồ thị của hàm số ta thấy ( )f x  đạt cực đại tại 2x = và đạt cực tiểu tại 4x = nên hàm số ( ) 1f x +  
cũng đạt cực đại tại 2x = .  

Vậy giá trị cực đại của ( )g x là ( ) 7 92 1 1
2 2

f + = + = . 

Câu 68.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên: 

 
Tìm số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )2019 2020f x f xy = + . 
A. 2 . B. 3 . C. 5 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ( )f x  xác định trên  . 
Ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).2019 ln 2019 .2020 ln 2020 2019 ln 2019 2020 ln 2020f x f x f x f xy f x f x f x  ′ ′ ′ ′= + = +  . 

Xét ( )0 0y f x′ ′= ⇔ =  (do ( ) ( )2019 ln 2019 2020 ln 2020 0f x f x+ > , x∀ ∈ ). 

Dựa vào đồ thị hàm số ta thấy ( ) 0f x′ =  có 3  nghiệm phân biệt. Vậy hàm số ( ) ( )2019 2020f x f xy = +  
có 3  điểm cực trị. 



Câu 69.   Cho hàm số  y f x  xác định trên   và hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ. Tìm số điểm 

cực trị của hàm số  2 3y f x  . 

 
 
A. 4  B. 2      

Lời giải 
Chọn D 
Quan sát đồ thị ta có  

đổi dấu từ âm sang dương qua 
 nên hàm số  có 

một điểm cực trị là 2x  . 

Ta có    2 23 2 . 3y f x x f x       
2

2

0 0
0 3 2 1

23 1

x x
x x

xx

               

. 

Mà 2x   là nghiệp kép, còn các nghiệm còn lại là nghiệm đơn nên hàm số  2 3y f x   có ba cực 
trị. 

Câu 70.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau 

 

Hàm số ( ) ( )2 2g x f x x= −  có bao nhiêu điểm cực trị 

A. 5 . B. 2 . C. 3 . D. 4 . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( ) ( ) ( )2' 2 2 ' 2g x x f x x= − −   

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2 2 0
' 0 2 2 . ' 2 0

' 2 0

x
g x x f x x

f x x

− =
= ⇔ − − = ⇔ 

− =
  

Với 2 2 0 1x x− = ⇔ =  

Với ( )
2

2
2

1 2
2 1

' 2 0 1
2 3 3

x
x x

f x x x
x x x

 = ±
 − = 

− = ⇔ ⇔ = − − =  =

 

Bảng xét dấu 

 

Vậy hàm số ( )g x  có 3  điểm cực trị là 1, 1, 3x x x= − = =   

 y f x

2x    y f x

x

y

-2

2

O
1



Câu 71.   Cho hàm số bậc ba ( )=y f x  có đồ thị như hình vẽ. 

 

Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )2 2 3g x f x x= − +  là 

A. 3 . B. 5 . C. 4 . D. 2 . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 . 2 3 2 2 . 2 3g x x x f x x x f x x′′ ′ ′= − + − + = − − +  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2 2 0
0 2 2 . 2 3 0

2 3 0

x
g x x f x x

f x x

− =
′ ′= ⇔ − − + = ⇔  ′ − + =

 

2 2 0 1x x− = ⇔ =  

( )
2

12
2

2

2 3
2 3 0

2 3
x x x

f x x
x x x

 − + =
′ − + = ⇔ 

− + =
 

( 1x , 2x  là 2 điểm cực trị của hàm số ( )=y f x , với 1 2x < , 22 4x< < ) 

Xét phương trình 2 2
1 12 3 2 3 0x x x x x x− + = ⇔ − + − =  (1) 

Ta có ( )1 11 3 2 0x x′∆ = − − = − <  suy ra phương trình (1) vô nghiệm 

Xét phương trình 2 2
2 22 3 2 3 0x x x x x x− + = ⇔ − + − = (2) 

Ta có ( )2 21 3 2 0x x′∆ = − − = − >  suy ra phương trình (2) có 2 nghiệm phân biệt 

Mặt khác thay x = 1 vào (2) không thỏa mãn. Do đó (2) có 2 nghiệm phân biệt khác 1 
Vậy hàm số ( ) ( )2 2 3g x f x x= − +  có 3 điểm cực trị 

Câu 72.   Cho hàm số  có bảng biến thiên như hình vẽ bên dưới 

 
Hỏi hàm số  có bao nhiêu điểm cực trị ? 
A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn B 
Ta có  

 y f x

   2 1g x f x 

0. 1. 2. 3.

   22 . 1 ;g x x f x  



. 

Vậy  có duy nhất nghiệm bội lẻ  nên hàm số  có  điểm cực trị.  

Câu 73.   Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên   và hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình vẽ. Tìm số 

điểm cực trị của hàm số ( )2 3y f x= − . 

 
A. 2 . B. 1. C. 5 . D. 3 . 

Lời giải 
Chọn D 
Cách 1 : 

Ta có ( ) ( )2 23 2 3y f x xf x′ ′ ′= − = −   

( )2

0
0

3 0

x
y

f x

=
′ = ⇔ 

′ − =
. 

Từ đồ thị hàm số ( )y f x′=  ta có 

( )
2

2
2

3 1 2
3 0

13 2
x x

f x
xx

 − = = ±′ − = ⇔ ⇔  = ±− = − 
. 

 
Từ bảng xét dấu ta thấy có 3 điểm mà đạo hàm đổi đấu qua đó nên ta có 3 điểm cực trị. 
Cách 2 : Dự đoán đồ thị 
Từ đồ thị ta suy ra hàm số ( ) ( ) ( )21 2y f x x x′= = − + . 

( ) ( ) ( )
2 2

2

0
3 2 3 0

3 0

x
f x xf x

f x

=′  ′− = − = ⇔   ′ − =
. 

( ) ( )22 2

00
1

3 1 3 2 0 2

xx
x

x x x

== ⇔ ⇔ = ±   − − − + =     = ±

. 

Bảng xét dấu 

 

   
 
 

 theo BBT 2
2

2

0
0 0 nghiem don

0 1 2 0 nghiem boi 3
1 0 nghiem kep

1 1

x
x x

g x x x
f x x

x

                     
  0g x  0x   g x 1



Từ bảng xét dấu ta thấy có 3 điểm mà đạo hàm đổi đấu qua đó nên ta có 3 điểm cực trị. 

Câu 74.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên   và có đồ thị là đường cong như hình vẽ. Đặt 

( ) ( )( )3 4g x f f x= + . Tìm số điểm cực trị của hàm số ( )?g x  

 
A. 2 . B. 8 . C. 10 . D. 6 . 

Lời giải 

 

( ) ( )( ) ( )3 .g x f f x f x′ ′ ′= . 

( ) ( )( ) ( )0 3 . 0g x f f x f x′ ′ ′= ⇔ =
( )( )

( )
0

0

f f x

f x

 ′ =
⇔ 

′ =

( )
( )

0

0

f x

f x a
x
x a

=


=⇔  =
=

, ( )2 3a< < . 

( ) 0f x =  có 3 nghiệm đơn phân biệt 1x , 2x , 3x  khác 0  và a . 

Vì 2 3a< <  nên ( )f x a=  có 3 nghiệm đơn phân biệt 4x , 5x , 6x  khác 1x , 2x , 3x , 0 , a . 

Suy ra ( ) 0g x′ =  có 8 nghiệm đơn phân biệt. Do đó hàm số ( ) ( )( )3 4g x f f x= + có 8 điểm cực trị. 

Câu 75.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên   và có đồ thị là đường cong như hình vẽ. Đặt 

( ) ( )( )3 4g x f f x= + . Tìm số điểm cực trị của hàm số ( )?g x  

O
1− 1 2 3 4

3

y

x



 
A. 2 . B. 8 . C. 10 . D. 6 . 

Lời giải 

 

( ) ( )( ) ( )3 .g x f f x f x′ ′ ′= . 

( ) ( )( ) ( )0 3 . 0g x f f x f x′ ′ ′= ⇔ =
( )( )

( )
0

0

f f x

f x

 ′ =
⇔ 

′ =

( )
( )

0

0

f x

f x a
x
x a

=


=⇔  =
=

, ( )2 3a< < . 

( ) 0f x =  có 3 nghiệm đơn phân biệt 1x , 2x , 3x  khác 0  và a . 

Vì 2 3a< <  nên ( )f x a=  có 3 nghiệm đơn phân biệt 4x , 5x , 6x  khác 1x , 2x , 3x , 0 , a . 

Suy ra ( ) 0g x′ =  có 8 nghiệm đơn phân biệt. Do đó hàm số ( ) ( )( )3 4g x f f x= + có 8 điểm cực trị. 

Câu 76.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ.  

Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )3 23g x f x x= −  là  

A. 5 . B. 3 . 
C. 9 . D. 7 . 

Lời giải 
Chọn D 
Đặt 3 2 23 ' 3 6t x x t x x= − ⇒ = − . Trước hết xét ( )f t  có ba cực trị, hoành độ các điểm cực trị tương 

ứng là ( )4, 4;0 , 0t a t b t c= < − = ∈ − = > .  

O
1− 1 2 3 4

3

y

x



Ta có ( ) ( )
' 0

' '. ' 0
t

g x t f t
t a t b t c
=

= = ⇔  = ∪ = ∪ =
 và ta cần tìm các nghiệm t(x) = a, t(x) = b, t(x) = c 

khác nhau và khác 0; 2. Đồ thị t(x) là  

 
Từ đó suy ra ( )' 0f t =  có 5 nghiệm x khác nhau và đều khác 0; 2 nên ( )'g x  đổi dấu 7 lần nên có 7 

cực trị.  
Câu 77.   Cho hàm số bậc bốn ( )=y f x có đồ thị như hình vẽ. Số điểm cực trị của hàm 

số ( ) ( )3 2g x f x x= + là 

 
A. 3 . B. 4 . C. 5 . D. 6 . 

Lời giải 
Chọn A 
Xét ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3' 3x 2 . ' 2x ' 0 ' 2x 0g x f x g x f x= + + ⇒ = ⇒ + =  

( ) ( )
( ) ( )

( )

3

3

3

2x 0;1       1

2x  1;2       2

2x 2                           3

x a a

x b b

x

 + = ∈


⇒ + = ∈


+ =

 víi 

víi  

Xét hàm số 3 22x y' = 3x 2 0 = + ⇒ + > ∀ ∈y x x  nên hàm số đồng biến trên  . 
Suy ra cả ba phương trình trên đều có nghiệm duy nhất nên ( )' 0g x =  có 3 nghiệm phân biệt. Vậy hàm 

số ( ) ( )3 2g x f x x= +  có 3 điểm cực trị. 

Câu 78.   Cho hàm số 24 3 2y x x mx= + − + − . Gọi S  là tập chứa tất cả các giá trị nguyên của m  để hàm 

số đã cho có đúng hai điểm cực tiểu và tổng hai giá trị cực tiểu tương ứng lớn hơn 1. Tổng tất cả các phần 
tử của S  bằng  

A. 9 . B. 10 . C. 5 . D. 7 . 
Lời giải 

Chọn A 
Ta có 2 24 3 2 3 4 2y x x mx x x mx= + − + − = − − + −  



Phá trị tuyệt đối: 
 

 

2

2

2

1
3 6

43 4 2

3 2 1 4

x
x m x nÕu

xx x mx

x m x nÕu x

y

               



  

 

Hàm số 2 3 4 2y x x mx= − − + −  có hai điểm cực tiểu khi và chỉ khi: 

( )31 4 5 5 *
2

m m+
− < < ⇔ − < < . 

Hai giá trị cực tiểu sẽ là hai giá trị của hàm số tại 1; 4x x= − = . 

Suy ra điều kiện: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )51 4 1 2 4 2 1 **
3

y y m m m− + > ⇔ − − + − > ⇔ > . 

Kết hợp ( )* với ( )** , suy ra giá trị m  nguyên thỏa mãn là { }2;3;4m∈ . 

Tổng tất cả các phần tử của S  bằng 9 .  

Câu 79.   Cho hàm số bậc ba ( )y f x= có đồ thị như hình dưới đây. Số điểm cực trị của hàm 

số ( ) ( )4 28 1g x f x x= − + là 

 
A. 5 . B. 7 . C. 9 . D. 11 

Lời giải 
Chọn C 

Dựa vào đồ thị ( )y f x= ta có: ( ) 0f x′ =
( )
( )

1;1

2;3

x a

x b

= ∈ −
⇔ 

= ∈
. 

Ta có: ( ) ( ) ( )3 4 2' 4 16 ' 8 1g x x x f x x= − − + . 

( ) 0g x′ =
( )

( )

3 2

4 2

4 16 0 4 0

8 1 0

x x x x

f x x

 − = ⇔ − =
⇔
 ′ − + = ( ) ( )

( ) ( )

4 2

4 2

2
0

2
8 1 1;2 1

8 1 2;3 2

x
x
x
x x a

x x b

 =
=

⇔ = −
 − + = ∈ −


− + = ∈

. 

Xét hàm số: ( ) 4 28 1h x x x= − +  

Ta có ( ) 34 16h x x x′ = − , ( ) ( )2

2
0 4 0 0 0

2

x
h x x x x

x

=
′ = ⇔ − = = ⇔ =
 = −

. 

Bảng biến thiên 



 
Dựa vào bảng biến thiên 
Phương trình ( )1  có bốn nghiệm phân biệt. 

Phương trình ( )2  có hai nghiệm phân biệt không trùng với ba nghiệm của pt (1). 

Vậy phương trình ( ) 0g x′ = có9 nghiệm bội lẻ phân biệt nên hàm số có 9 điểm cực trị. 

Câu 80.   Cho hàm số  có đồ thị như hình dưới đây 

 
Đồ thị của hàm số [ ]2( ) ( )g x f x=  có bao nhiêu điểm cực đại, bao nhiêu điểm cực tiểu ? 
A. 1 điểm cực đại, 3 điểm cực tiểu. B. 2 điểm cực đại, 2 điểm cực tiểu. 

C. 2 điểm cực đại, 3 điểm cực tiểu. D. 3 điểm cực đại, 2 điểm cực tiểu. 

Lời giải 
Chọn C 
Dựa vào đồ thị, ta có  

0
( ) 0 1 (nghiem kep)

3

x
f x x

x

=
= ⇔ =
 =

 và 
(0 1)

( ) 0 1
(1 3)

x a a
f x x

x b b

= < <
′ = ⇔ =
 = < <

  

Ta có 

(0 1)
1

( ) 0 (1 3)
( ) 2 ( ). ( ); ( ) 0

( ) 0 0
1 (nghiem boi 2)
3

x a a
x

f x x b b
g x f x f x g x

f x x
x
x

= < <
 =

′ = = < <′ ′ ′= = ⇔ ⇔  = = 
 =


=

 

Bảng biến thiên  

 

 y f x



Dựa vào bảng biến thiên, ta kết luận ( )g x  có 2 điểm cực đại, 3 điểm cực tiểu. 

Câu 81.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị ( )f x′  như hình vẽ bên. 

 

Đặt ( ) ( )
4

35 6
2 3
xy g x f x x x= = + − + . Hàm số ( )y g x=  đồng biến trên khoảng nào? 

A. ( )1;1− . B. ( )1;2 . C. ( )2; 1− − . D. ( )0;1 . 
Lời giải: 

Chọn A 

Xét hàm số ( ) ( )
4

35 6
2 3
xy g x f x x x= = + − +  có ( ) ( ) 3 22 5 6y g x f x x x′ ′ ′= = + − +  

( ) ( )3 22 5 6f x x x′= − − + −  

Đặt ( ) 3 22 5 6h x x x= − + − . Khi đó đồ thị ( )h x  là một đường đứt khúc như hình sau 

 
Đồ thị hàm số ( )y f x′=  cắt đồ thị hàm số ( )y h x=  tại 3 điểm có hoành độ lần lượt là 

1; 1; 2x x x= − = = . 
0y′ >  khi đồ thị của hàm số ( )f x′  nằm phía trên đồ thị hàm số ( )y h x= . 

Vậy ( )1;1x∈ −  thì hàm số đồng biến.  

Câu 82.   Cho hàm số ( 1)y f x′= −  có đồ thị như hình vẽ 

 
Hàm số ( )2 4f x xy π −=  đạt cực tiểu tại điểm nào? 
A. 0x = . B. 2x = . C. 1x = − . D. 1x = . 

Lời giải: 

x

y

-1

1

2

-2
-3

O 1

x

y

-1

1

2

-2
-3

O 1



Chọn A 
Ta có: ( ) ( )2 42 4 lnf x xy f x π π−′ ′= −   . 

( ) ( )0 2 4 0 2y f x f x′ ′ ′= ⇔ − = ⇔ = . 
Đồ thị hàm số ( )y f x′=  nhận được từ việc tịnh tiến đồ thị hàm số ( )1y f x′= − sang trái 1 đơn vị 

 

nên ( ) 2f x′ =
2

0
1

x
x
x

= −
⇔ =
 =

. 

Do 2x = −  và 1x =  là nghiệm bội chẵn nên ta có bảng biến thiên sau 

 
Từ bảng biến thiên ta có hàm số đạt cực tiểu tại 0x = . 

Câu 83.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   có đồ thị ( )y f x′=   

cho như hình dưới đây. Đặt ( ) ( ) ( )22 1g x f x x= − + . Mệnh đề nào dưới đây đúng. 

 
A. 

[ ]
( ) ( )

3;3
min 1g x g
−

= . B. 
[ ]

( ) ( )
3;3

max 1g x g
−

= . 

C. 
[ ]

( ) ( )
3;3

max 3g x g
−

= . D. Không tồn tại giá trị nhỏ nhất của ( )g x  trên đoạn [ ]3;3− . 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ( ) ( ) ( )22 1g x f x x= − +  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0 1g x f x x f x x′ ′ ′⇒ = − + = ⇔ = + . Quan sát trên đồ thị ta có hoành độ giao điểm của 

( )f x′  và 1y x= +  trên khoảng ( )3;3−  là 1x = . 



Vậy ta so sánh các giá trị ( )3g − , ( )1g , ( )3g  

 

Xét ( ) ( ) ( )
1 1

3 3

d 2 1 d 0g x x f x x x
− −

′ ′= − + >  ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )1 3 0 1 3g g g g⇔ − − > ⇔ > − . 

Tương tự xét ( ) ( ) ( )
3 3

1 1

d 2 1 d 0g x x f x x x′ ′= − + <  ∫ ∫ ( ) ( ) ( ) ( )3 1 0 3 1g g g g⇔ − < ⇔ < . 

Xét ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 3

3 3 1

d 2 1 d 2 1 d 0g x x f x x x f x x x
− −

′ ′ ′= − + + − + >      ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )3 3 0 3 3g g g g⇔ − − > ⇔ > − . Vậy ta có ( ) ( ) ( )1 3 3g g g> > − . 
Vậy 

[ ]
( ) ( )

3;3
max 1g x g
−

= . 

Câu 84.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm '( )f x  trên  . Đồ thị của hàm số ( )y f x=  như hình vẽ. Đồ 

thị của hàm số ( )3( )y f x=  có bao nhiêu điểm cực trị? 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 8 . 

 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ( )3 2( ) ' 3 '( ). ( )y f x y f x f x= ⇒ = . 

Từ đồ thị ta có: '( ) 0f x =  tại 1, 1x x= − = . Bởi 2( )f x  không đổi dấu trên  . 

Từ đó suy ra ( )3( )y f x=  có hai điểm cực trị là 1, 1x x= − = . 

Câu 85.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm ( )f x′  trên  , phương trình ( ) 0f x′ =  có 4  nghiệm thực và 

đồ thị hàm số ( )f x′  như hình vẽ. Tìm số điểm cực của hàm số ( )2y f x= .  



 
A. 3 . B. 4 . C. 5 . D. 6 . 

Lời giải 
Chọn C  
Ta có: ( )22 .y x f x′ ′=  

0y′ =  

2

2

2

2

2 0
0
1
2
4

x
x
x
x
x

=
 =
⇔ =


=


=

 

0
0

1

2
2

x
x
x

x
x

 =


=
⇔ = ±

 = ±
 = ±

  

( )2 0f x′ >  
2

2

4
0 1
x

x

 >
⇔ 

< <
 

2
2

1 1

x
x

x

>
⇔ < −
− < <

  

 
x  −∞   2−   2−    1−    0    1   2    2    +∞  
2x    −    −   −   −  0   +   +   +   +   
( )2f x′   +  0  −  0  −   0  +   0  +  0  −   0  −  0  +    

y′   −  0  +   0  +  0  −  0  +   0  −   0  −   0  +    

 
Vậy hàm số có 5 điểm cực trị. 

Câu 86.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị hàm số như hình bên. Hàm số ( )2 3y f x x= − +  có bao nhiêu điểm 

cực đại ? 
A. 3.  B. 4.  C. 5.  D. 6.  

 
Lời giải 

Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( )22 3 . 3 ;g x x f x x′ ′= − + − +  

( ) ( )
( )theo do thi 2

2
2

3
3

2
22 3 0 3 170 3 2 .

3 0 2
3 0 0

3

f x

x
x

x
g x x x x

f x x
x x x

x

 = = − + =  ±′ = ⇔ ←→ − + = − ⇔ =  ′ − + =  − + = =   =

 

Bảng biến thiên 

O x

y

44
2



 
Dựa vào bảng biến thiên và đối chiếu với các đáp án, ta chọn#A. 

Chú ý: Dấu của ( )g x′  được xác định như sau: Ví dụ chọn 3 174 ;
2

x
 +

= ∈ +∞  
 

 

 2 3 5 0.x− + = − <  ( )1  

 ( ) ( )theo do thi 2 3 4 4 0f xx x f ′− + = − → − >  (vì f  đang tăng). ( )2  

Từ ( )1  và ( )2 ,  suy ra ( ) ( ) ( )22 3 3 0g x x f x x′ ′= − + − + <  trên khoảng 3 17 ; .
2

 +
+∞  

 
 

Nhận thấy các nghiệm của phương trình ( ) 0g x′ =  là các nghiệm bội lẻ nên ( )g x′  qua nghiệm đổi 
dấu. 
Câu 87.   Cho hàm số ( )y f x= có bảng biến thiên như hình vẽ bên. Hàm số ( )2y f x= đạt cực đại tại 

 
A. 1

2
x = . B. 1x = − . C. 1x = . D. 2x = − . 

Lời giải 
Chọn C 
Đặt ( ) ( ) ( ) ( )2 ' 2 ' 2g x f x g x f x= ⇒ =  

( ) ( )

12 1
2

' 0 2 ' 2 0 2 0 0
2 2 1

x x

g x f x x x
x x

 = − ⇒ = −


= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
 = ⇒ =



 

Với ( ) ( )1 ' 1 2 ' 2 0.x g f= − ⇒ − = − >  

Với 1 1 1' 2 ' 0.
4 4 2

x g f   = − ⇒ − = − <   
   

 

Với ( )1 1' 2 ' 1 0.
2 2

x g f = ⇒ = > 
 

 

Với ( ) ( )2 ' 2 2 ' 4 0.x g f= ⇒ = <  
Ta có BBT sau: 



 
Vậy hàm số đạt cực đại tại 1

2
x = − và 1.x =  

Câu 88.   Cho hàm số bậc năm ( )y f x=  có đồ thị ( )y f x′=  như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số 

( ) ( )3 2 3 23 2 6g x f x x x x= + − −  là 

 
A. 5 . B. 7 . C. 10 . D. 11. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2 2 3 23 6 . 3 6 12 3 6 3 2g x x x f x x x x x x f x x ′ ′ ′= + + − − = + + −  . 

( ) ( )
2

3 2

3 6 0
0

3 2

x x
g x

f x x

 + =
′ = ⇔ 

′ + =
. 

Phương trình 2 0
3 6 0

2
x

x x
x
=

+ = ⇔  = −
. 

Phương trình ( ) ( )
( )

3 2

3 2
3 2

3 2

3 3

3 0
3 0;2

3 2
3 2;4

3 4

x x a
x x b

f x x
x x c

x x d

 + = <


+ = ∈′ + = ⇔  + = ∈
 + = >

. 

Hàm số ( ) 3 23h x x x= +  có ( ) 2 0
3 6 0

2
x

h x x x
x
=′ = + = ⇔  = −

. 

Bảng biến thiên của hàm ( )h x : 

 
Dựa vào bảng biên thiên của hàm ( )h x , ta có 



Phương trình 3 23 0x x a+ = <  có duy nhất một nghiệm 1 3x < − . 

Phương trình 3 23 4x x d+ = >  có duy nhất một nghiệm 2 1x > . 

Phương trình ( )3 23 0;2x x b+ = ∈  có ba nghiệm phân biệt không trùng với các nghiệm trên. 

Phương trình ( )3 23 2;4x x c+ = ∈  có ba nghiệm phân biệt không trùng với các nghiệm trên. 

Do đó, phương trình ( ) 0g x′ =  có mười nghiệm đơn phân biệt nên hàm số ( )y g x=  có mười điểm 

cực trị. 

Câu 89.   Cho hàm số đa thức ( )y f x=  có đạo hàm trên  , ( )0 0f <  và đồ thị hình bên dưới là đồ thị 

của đạo hàm ( )f x′ . Hỏi hàm số ( ) ( ) 3g x f x x= +  có bao nhiêu điểm cực trị ? 

 
A. 4 . B. 5 . C. 3 . D. 6 . 

Lời giải 
Chọn B 
Xét hàm số ( ) ( ) 3h x f x x= + , x∈ . 

( ) ( ) 3h x f x′ ′= + , x∈ . 

( ) ( )

1
0

0 3
1
2

x
x

h x f x
x
x

= −
 =′ ′= ⇔ = − ⇔
 =
 =

. 

Với 2x =  là nghiệm kép vì qua nghiệm 2x =  thì ( )h x′  không đổi dấu. 

Dựa vào đồ thị hàm số của ( )f x′ , ta có: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 ; 1 0;1

3 1;0 1;2 2;

f x x

f x x

′ < − ∀ ∈ −∞ − ∪
 ′ > − ∀ ∈ − ∪ ∪ +∞

. 

Mặt khác ( ) ( )0 0 3.0 0h f= + < . 

Bảng biến thiên của hàm ( ) ( ) 3h x f x x= + : 

 
Từ đó ta suy ra bảng biến thiên của hàm số ( ) ( ) ( )3g x f x x h x= + = : 



 
⇒  Hàm số ( ) ( ) ( )3g x f x x h x= + =  có 5  điểm cực trị. 

Câu 90.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như hình vẽ 

 
Có bao nhiêu số nguyên m  để phương trình ( ) ( )2sin 1f x+ f m=  có nghiệm thực? 
A. 5 . B. 4 . C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt 2sin 1t x= +  suy ra [ ]1;3t∈ − với x∀ ∈ . 

Phương trình ( ) ( )2sin 1f x+ f m= có nghiệm ( ) ( )f t f m⇔ =  có nghiệm thuộc [ ]1;3− . 

[ ]
( ) ( )

[ ]
( )

1;3 1;3
Min f t f m Max f t
− −

⇔ ≤ ≤ . 

Từ bảng biến thiên suy ra ( )2 2 1 3f m m− ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤ . 
Suy ra có 5 giá trị nguyên của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 91.   Cho hai hàm số ( )y f x= , ( )y g x=  có đạo hàm là ( )f x′ , ( )g x′ . Đồ thị hàm số ( )y f x′=  và 
( )g x′  được cho như hình vẽ bên dưới. 

 

Biết rằng ( ) ( ) ( ) ( )0 6 0 6f f g g− < − . Giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 

( ) ( ) ( )h x f x g x= −  trên đoạn [ ]0;6  lần lượt là: 

A. ( )6h , ( )2h . B. ( )2h , ( )6h . C. ( )0h , ( )2h . D. ( )2h , ( )0h . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( )h x f x g x′ ′ ′= − . 



( ) 0 2h x x′ = ⇔ =  

Từ đồ thị ta có bảng biến thiên: 

 
Và ( ) ( ) ( ) ( )0 6 0 6f f g g− < −  ( ) ( ) ( ) ( )0 0 6 6f g f g⇔ − < − . 

Hay ( ) ( )0 6h h< . 

Vậy 
[ ]

( ) ( )
0;6

max 6h x h= ;
 [ ]

( ) ( )
0;6

min 2h x h= . 

Câu 92.   Cho hàm số bậc bốn ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ bên 

 
 Số điểm cực trị của hàm số ( ) ( )3 23 4g x f x x= − +  là 

A. 5. B. 3. C. 7. D. 11. 
Lời giải 

Chọn C 
Tập xác định của hàm số là D =   
Ta có ( ) ( ) ( )2 3 23 6 3 4g x x x f x x′ ′= − − + ; 

( ) ( ) ( ) ( )

2

3 2
3 2

03 6 0
0 2   

3 4 0
13 4 0

xx x
g x x

f x x
f x x

 = − = 
′ = ⇔ ⇔ = 

′ − + =  ′ − + =

 

Mặt khác, từ đồ thị hàm số ta thấy ( ) ( )
0

0 0;4
4

x a
f x x b

x c

= <
′ = ⇔ = ∈
 = >

 

Do đó ( )
( )
( )
( )

3 2

3 2

3 2

3 4 2
1 3 4     3

43 4

x x a
x x b
x x c

 − + =


⇔ − + =
 − + =

 

Xét hàm số 3 23 4u x x= − + , 23 6u x x′ = − , 
0

0
2

x
u

x
=′ = ⇔  =

 

Bảng biến thiên  

 



Từ đó ta có 
Với 0a < , phương trình ( )2  có một nghiệm duy nhất nhỏ hơn 1−  
Với ( )0;4b∈ , phương trình ( )3 có ba nghiệm lần lượt thuộc các khoảng ( ) ( ) ( )1;0 ; 0;2 ; 2;3−  
Với 4c > , phương trình ( )4  có một nghiệm duy nhất lớn hơn 3  
Vậy ( ) 0g x′ =  có 7 nghiệm đơn nên hàm số có 7 điểm cực trị. 

Câu 93.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình bên.  

 

Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên dương của tham số m  để hàm số ( )2018y f x m= − +  có 

5  điểm cực trị. Tổng tất cả các giá trị của tập S  bằng  

A. 9 . B. 7 . C. 18 . D. 12 . 

Lời giải 

Chọn D 

 

Số điểm cực trị của hàm số ( )2018y f x m= − +  là 3 . 

Đồ thị hàm số ( )2018y f x m= − +  có 5  điểm cực trị  

⇔  đường thẳng 0y =  cắt đồ thị hàm số ( )2018y f x m= − +  tại 2  điểm ( không tính giao điểm là 

điểm cực trị của đồ thị hàm số). 

6 3 3 6
2 2
m m

m m
− < − ≤ − ≤ < 

⇔ ⇔ − ≥ ≤ − 
. 

Do m  nguyên dương nên { } { }3;4;5 3;4;5m S∈ ⇒ = . 

Vậy tổng tất cả các giá trị của tập S  bằng: 3 4 5 12+ + = . 
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Câu 1.   Có bao nhiêu cặp số nguyên  ;x y  thỏa mãn 0 2020x   và ( )2log 4 4 1 2yx x y+ + = + + ? 

A. 10 . B. 11. C. 2020 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn B 
Đặt   2

2log 4 4 4 4 2 2 1t tx t x x         . 

Từ điều kiện 2
20 2020 0 2 1 2020 1 1 1 log 2021tx t           . 

Theo giả thiết ta có:  21 2 1 2 *t yt y     . 

Xét hàm số   12uf u u    với 21 1 log 2021u   . 

Có    1
2' 1 2 .ln 2 0, 1;1 log 2021uf u u       nên hàm  f u  đồng biến trên đoạn 

 21;1 log 2021 . 

Dựa vào      * 1 1 1 1f t f y t y        . 

Mặt khác 2 2 21 1 1 log 2021 1 1 1 log 2021 0 log 2021 10,98t y y             . 

Vì  0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10y y   . 

Vậy có 11 cặp số nguyên thỏa mãn ycbt. 

Câu 2.   Có bao nhiêu cặp số nguyên dương  thỏa mãn 

2020x ≤ và 2
2log 3( 1 y) y

2 1
y x x
x

= + − − +
+

? 

A. 43 . B. 44 . C. 2020 . D. 1011 
Lời giải 

Chọn A 

Điều kiện bài toán:  

Ta có: 2
2log 3( 1 y) y

2 1
y x x
x

= + − − +
+

 

2
2 2log 3 log 1 (x 1) 3 1y y y x x<=> + + = + + + + +  (1) 

Xét hàm số 2
2(t) log 3f t t t= + + trên . 

Ta có 1'( ) 2 3 0, (0; )
2ln

f t t t
t

= + + > ∀ ∈ +∞ => hàm số đồng biến trên . 

Khi đó(1) ( ) ( 1)f y f x<=> = +  1y x<=> = +  

Vì 1 2020x≤ ≤  nên 2 1 2021 2 44y x y≤ = + ≤ <=> ≤ ≤  
Do  nguyên dương nên có 43 số nguyên dương y thỏa yêu cầu bài toán 
Rõ ràng, với mỗi  ta xác định được tương ứng duy nhất một giá trị  nguyên dương thỏa mãn. 

Vậy có 43 cặp số nguyên . 

Câu 3.   Cho hai số thực dương ,x y  thỏa mãn ( )1
22 2 log 2y yy x x −+ = + + . Giá trị nhỏ nhất của biểu 

thức xP
y

=  bằng 

A. ln 2
2
+

⋅
e  B. ln 2

2
−

⋅
e  C. ln 2

2
⋅

e  D. 
2ln 2

⋅
e  

Lời giải 
Chọn C 

( );x y

0 2020
1
≤ ≤

 ≤

x
y

( )0;+∞

( )0;+∞

y
y x

( );x y



Có 

( )
( )

1
2

2

2 2 log 2

2 2 log 2 2 1(1)

y y

y y

y x x

y x x

−+ = + +

⇔ + = + + −
. 

Đặt ( )2log 2 2 2 2 2 2 2 2= + ⇒ + = ⇒ = −y y t t yt x x x . 

 trở thành: 12 2 2 1 2 1 2 (2)y t y y ty t y t++ = − + − ⇔ + + = + . 

Xét hàm số ( ) 2 , 0 ( ) 2 ln 2 1 0, 0′= + ∀ > ⇒ = + > ∀ >x xf x x x f x x  nên hàm số ( ) 2xf x x= +  luôn đồng 

biến trên ( )0;+∞ . Kết hợp với ( )2  ta có: 1t y= +  hay ( ) 1 1
2log 2 2 1 2 2 2 2y y y yx y x x+ −+ = + ⇔ + = ⇔ = . 

Khi đó 
1 1 1

2

2 2 ln 2 2'
y y yx yP P

y y y

− − −−
= = ⇒ = . 

Cho 10 ln 2 1 0
ln 2

P y y= ⇔ − = ⇔ = . 

Bảng biến thiên: 

 

Vậy min
ln 2
2

eP =  khi
2
ex =  và 1

ln 2
y = . 

Câu 4.   Gọi S là tập các giá trị của tham số m sao cho phương trình  có đúng 

hai nghiệm thực. Tính tổng tất cả các phần tử trong tập hợp S. 
A. 4. B. 2. C. 6. D. 5. 

Lời giải 
Chọn C 

Hàm số 3( ) 3f x x x= +  đồng biến trên   nên: 

( )3 31 3 3 3x m x m+ + − = +  

( ) ( ) ( )33 3 31 3 1 3 3 3x x x m x m⇔ + + + = + + +  

31 3x x m⇔ + = +  
3 23 1m x x⇔ = + +  

Bảng biến thiên của hàm số 3 23 1y x x= + +   
   2−  3    
   + 0  0 + 
   5   

 1  
 
Phương trình ban đầu có đúng hai nghiệm thực khi và chỉ khi 5m =  hoặc 1.m =  

{ }1;5S⇒ = . 

Câu 5.   Tính tổng tất cả các nghiệm của phương trình 

( )
3 2

3 2
2

3 3 5log 1 6 7
1

x x x x x x
x

+ − −
+ + = + +

+
 

( )1

( )3 31 3 3 3x m x m+ + − = +

x −∞ +∞
y′ −
y +∞

−∞



A. 2 3− + . B. 2− . C. 0 . D. 2 3− − . 
Lởi giải 
Chọn C 
Điều kiện: 

3 2

2

3 3 5 0
1

x x x
x

+ − −
>

+
⇔ 3 23 3 5 0x x x+ − − > ⇔ 3 23 3 1 6 6 0x x x x+ + + − − >  

⇔ ( ) ( )31 6 1 0x x+ − + > ⇔ ( )( )21 2 5 0x x x+ + − > ⇔
1 6 1

1 6

x

x

− − < < −


− + <
. 

( )
3 2

3 2
2

3 3 5log 1 6 7
1

x x x x x x
x

+ − −
+ + = + +

+
. 

⇔ ( ) ( ) ( )33 2 2 2log 3 3 5 log 1 6 7 1x x x x x x x+ − − − + = + + − + . 

⇔ ( ) ( ) ( )3 2 3 2 2 2log 3 3 5 3 3 5 log 1 1 *x x x x x x x x+ − − + + − − = + + + . 

Xét hàm đặc trưng ( ) logf t t t= + ( )0t > . 

Ta có: ( ) 1 1
ln10

f t
t

′ = + . 

Với ( )0 0t f t′> ⇒ > . 

Vậy hàm ( ) logf t t t= + đồng biến với 0t > . 

Phương trình (*) có nghiệm khi và chỉ khi 
3 2 23 3 5 1x x x x+ − − = + . 
⇔ 3 28 2 3 14 0x x x+ + − − = . 
⇔ ( )( ) ( )( )22 2 4 2 2 7 0x x x x x+ − + + + − = . 

⇔ ( )( )22 3 0x x+ − = . 

⇔

2

3

3

x

x

x

= −


= −
 =

. 

Kết hợp với điều kiện suy ra phương trình có hai nghiệm 
3

3

x

x

 =


= −
. 

Vậy tổng hai nghiệm của phương trình bằng 0 . 

Câu 6.   Tính tổng tất cả các nghiệm của phương trình 

( )
3 2

3 2
2

3 3 5log 1 6 7
1

x x x x x x
x

+ − −
+ + = + +

+
 

A. 2 3− + . B. 2− . C. 0 . D. 2 3− − . 
Lởi giải 
Chọn C 
Điều kiện: 

3 2

2

3 3 5 0
1

x x x
x

+ − −
>

+
⇔ 3 23 3 5 0x x x+ − − > ⇔ 3 23 3 1 6 6 0x x x x+ + + − − >  

⇔ ( ) ( )31 6 1 0x x+ − + > ⇔ ( )( )21 2 5 0x x x+ + − > ⇔
1 6 1

1 6

x

x

− − < < −


− + <
. 



( )
3 2

3 2
2

3 3 5log 1 6 7
1

x x x x x x
x

+ − −
+ + = + +

+
. 

⇔ ( ) ( ) ( )33 2 2 2log 3 3 5 log 1 6 7 1x x x x x x x+ − − − + = + + − + . 

⇔ ( ) ( ) ( )3 2 3 2 2 2log 3 3 5 3 3 5 log 1 1 *x x x x x x x x+ − − + + − − = + + + . 

Xét hàm đặc trưng ( ) logf t t t= + ( )0t > . 

Ta có: ( ) 1 1
ln10

f t
t

′ = + . 

Với ( )0 0t f t′> ⇒ > . 

Vậy hàm ( ) logf t t t= + đồng biến với 0t > . 

Phương trình (*) có nghiệm khi và chỉ khi 
3 2 23 3 5 1x x x x+ − − = + . 
⇔ 3 28 2 3 14 0x x x+ + − − = . 
⇔ ( )( ) ( )( )22 2 4 2 2 7 0x x x x x+ − + + + − = . 

⇔ ( )( )22 3 0x x+ − = . 

⇔

2

3

3

x

x

x

= −


= −
 =

. 

Kết hợp với điều kiện suy ra phương trình có hai nghiệm 
3

3

x

x

 =


= −
. 

Vậy tổng hai nghiệm của phương trình bằng 0 . 
Câu 7.   Có bao nhiêu cặp số nguyên  thỏa mãn  và và 

? 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện bài toán:  

Ta có:  

Xét hàm số trên . 

Ta có  hàm sốđồng biến trên . 

Khi đó  

Vì . 

Do  nguyên nên . Rõ ràng, với mỗi  ta xác định được tương ứng duy nhất 

một giá trị nguyên thỏa mãn. 

Vậy có  cặp số nguyên . 

( );x y 0 2020≤ ≤x 1 2020≤ ≤y

( ) ( )1
2 24 log 3 16.2 log 2 1+ + + = + +x yy x

2019 2020 1010 1011

0 2020
1 2020
≤ ≤

 ≤ ≤

x
y

( ) ( )1
2 24 log 3 16.2 log 2 1+ + + = + +x yy x ( ) ( )( )2 2 4

2 22 log 2 1 2 log 3 *+ +⇔ − + = − +x yx y
1

2( ) 2 log+= −tf t t [ )1;+∞

[ )
1 2

1 1 .2 .ln 2 1( ) 2 ln 2 0, 1;
ln 2 ln 2

+
+ −′ = − = > ∀ ∈ +∞ ⇒

t
t tf t t

t t
[ )1;+∞

( ) ( )(*) 2 1 3 2 1 3 2 2⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ = −f x f y x y y x

31 2020 1 2 2 2020 1011
2

≤ ≤ ⇔ ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤y x x

x { }2;3;4;...;1011∈x x

y

1010 ( );x y



Câu 8.   Phương trình ( )3 3
2log 1 27 8 1yx y x− − = + −  có bao nhiêu nghiệm nguyên ( );x y  với 

1992 20208 ;8x∈   . 

A. 26 B. 28 C. 24 D. 30 
Lời giải 

Chọn B 
 

Đặt .Thay vào phương trình ta được  (1). 

Xé thàm số . 

Ta có . Do đó hàm số đồng biến trên . 

Khi đó . 

Do nên với . 

Vậy có 28 giá trị nguyên của y nên phương trình có 28 nghiệm. 
Câu 9.   Cho , với , và . Tìm m sao cho  đạt giá trị 

nhỏ nhất. 

A. . B. . C. . D. . 

Hướng dẫn giải 
Chọn C 
Cách 1: Tự luận. 

Ta có ; . 

Do đó . 

Xét hàm số  . 

. 

Bảng biến thiên. 

. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của  là  tại . 

Câu 10.   Có bao nhiêu cặp số nguyên  thỏa mãn  và và 

? 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn C 

( ) ( )3 3 3 3 3
2 2log 1 27 8 1 log 1 1 27 2y yx y x x x y− − = + − ⇔ − + − = +

( )2log 1 1 2tt x x= − ⇔ − = ( )33 32 3 2t yt y+ = +

( ) 3 2uy f u u= = +

( ) 2' 3 2 ln 2 0,uf u u u= + > ∀ ∈ 

( ) ( ) ( ) ( )21 3 3 log 1 3 8 1yf t f y t y x y x⇔ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = +
1992 20208 ; 8x  ∈  

1992 20208 8 1 8 1992 2019y y≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤ y∈

( )3logam ab= 1a > 1b > 2log 16loga bP b a= + P

1
2

m = 2m = 1m = 4m =

( )3 1 1log log
3 3a am ab b= = + log 3 1a b m⇒ = −

1log
3 1b a
m

=
−

( )22 16log 16log 3 1
3 1a bP b a m
m

= + = − +
−

( ) ( )2 163 1
3 1

f m m
m

= − +
−

( )
( )2

4818 6
3 1

f m m
m

′⇒ = − −
−

( ) 0 3 1 2 1f m m m′ = ⇔ − = ⇔ =

P 12 1m =

( );x y 0 2020≤ ≤x 1 2020≤ ≤y

( ) ( )1
2 24 log 3 16.2 log 2 1+ + + = + +x yy x

2019 2020 1010 1011

 
 

 
 

 
 

 
 

 

     

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

x −∞ 1
3

1 +∞

y′ − − 0 +

y
+∞

−∞

+∞

12

+∞



Điều kiện bài toán:  

Ta có:  

Xét hàm số trên . 

Ta có  hàm sốđồng biến trên . 

Khi đó  

Vì . 

Do  nguyên nên . Rõ ràng, với mỗi  ta xác định được tương ứng duy nhất 

một giá trị nguyên thỏa mãn. 

Vậy có  cặp số nguyên . 

Câu 11.   Có bao nhiêu cặp số nguyên  ;x y  thỏa mãn 0 2020x   và ( )2log 4 4 1 2yx x y+ + = + + ? 

A. 10 . B. 11. C. 2020 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn B 
Đặt   2

2log 4 4 4 4 2 2 1t tx t x x         . 

Từ điều kiện 2
20 2020 0 2 1 2020 1 1 1 log 2021tx t           . 

Theo giả thiết ta có:  21 2 1 2 *t yt y     . 

Xét hàm số   12uf u u    với 21 1 log 2021u   . 

Có    1
2' 1 2 .ln 2 0, 1;1 log 2021uf u u       nên hàm  f u  đồng biến trên đoạn 

 21;1 log 2021 . 

Dựa vào      * 1 1 1 1f t f y t y        . 

Mặt khác 2 2 21 1 1 log 2021 1 1 1 log 2021 0 log 2021 10,98t y y             . 

Vì  0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10y y   . 

Vậy có 11 cặp số nguyên thỏa mãn ycbt. 

Câu 12.   Phương trình    2 2 2
2 2log 2 1 1 log 2 1 1 2 1x x x x         có bao nhiêu nghiệm nguyên? 

A. 0.  B. 1.  C. 2.  D. 4.  
Lời giải 

Chọn C. 
Điều kiện: 0.x   

Phương trình đã cho  
2

2 2
2 22

2log log 2 1 1 2 1
2 1 1

x x x x
x

      
 

 

     
 

   

2 2 2 2
2 2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

log 2 log 2 1 1 log 2 1 1 2 1

1 2log 2log 2 1 1 2 1

2log 2log 2 1 1 2 1 1 .

x x x x x

x x x x

x x x x

         

       

       

 

Xét hàm   22 logf t t t   trên  0;  và đi đến kết quả 22 1 1x x    
21 2 1 2.x x x       

0 2020
1 2020
≤ ≤

 ≤ ≤

x
y

( ) ( )1
2 24 log 3 16.2 log 2 1+ + + = + +x yy x ( ) ( )( )2 2 4

2 22 log 2 1 2 log 3 *+ +⇔ − + = − +x yx y
1

2( ) 2 log+= −tf t t [ )1;+∞

[ )
1 2

1 1 .2 .ln 2 1( ) 2 ln 2 0, 1;
ln 2 ln 2

+
+ −′ = − = > ∀ ∈ +∞ ⇒

t
t tf t t

t t
[ )1;+∞

( ) ( )(*) 2 1 3 2 1 3 2 2⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ = −f x f y x y y x

31 2020 1 2 2 2020 1011
2

≤ ≤ ⇔ ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤y x x

x { }2;3;4;...;1011∈x x

y

1010 ( );x y



Câu 13.   Cho các số thực ,x y  thỏa mãn 0 , 1x y≤ ≤  và ( )( )3log 1 1 2 0
1
x y x y

xy
 +

+ + + − = − 
. Tìm giá trị 

nhỏ nhất của P  với 2P x y= + . 

A. 2. B. 1. C. 1
2

. D. 0 . 

Lời giải 
Chọn D 

( )( )3log 1 1 2 0
1
x y x y

xy
 +

+ + + − = − 
( ) ( ) ( ) ( )3 3log log 1 1x y x y xy xy⇔ + + + = − + −  ( )1 . 

Xét hàm số ( ) 3logf t t t= +  với 0t > , ta có ( ) 1 1 0, 0
.ln 3

f t t
t

′ = + > ∀ > . 

( )f t⇒  luôn đồng biến với 0t∀ > . 

⇒  ( )1 1x y xy⇔ + = −  1 21
1 1
xy

x x
−

⇔ = = − +
+ +

 ( )2 . 

Thế ( )2  vào P  ta được 12
1

xP x
x

−
= +

+
 với 0 1x≤ ≤ . 

( )2
22
1

P
x

′ = −
+

; 
[ ]
[ ]

0 0;1
0

2 0;1

x
P

x

 = ∈
′ = ⇔ 

= − ∉
. 

( )0 1P = , ( )1 2P = . 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P  là 1 đạt được khi 0x = , 1y = . 

Câu 14.   Gọi ,x y  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện ( )9 6 4log log logx y x y= = +  và 

2
x a b
y

− +
= , với a , b  là hai số nguyên dương. Tính a b+ . 

A. 6a b+ = . B. 11a b+ = . C. 4a b+ = . D. 8a b+ = . 
Lời giải 

Chọn A 

Đặt 9log x t=  

Theo đề ra có 
( )

9 6

9 4

9 (1)
6 (2)

log log
4 (3)log log

3 (4)
2

t

t

t

t

x
y

x y t
x yx x y t
x
y

 =


== = ⇒ + = = + = 
  =    

 

Từ (1), (2), và (3) ta có 

( ) ( )
2

2

3 1 5 ( )
2 23 39 6 4 3 3.2 4 0 1 0

2 2 3 1 5 ( )
2 2

t

t t
tt t t t t

t

TM

L

 − +  = 
     + = ⇔ + − = ⇔ + − = ⇔        − −  =  

 

Thế vào (4) ta được 3 1 5 1; 5
2 2 2

tx a b a b
y

− + − + = = = ⇒ = = 
 

 



Thử lại ta thấy 1; 5a b= =  thỏa mãn dữ kiện bài toán. Suy ra 6.a b+ =  

Câu 15.   Có bao nhiêu cặp số nguyên  thỏa mãn  và và 

? 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện bài toán:  

Ta có:  

Xét hàm số trên . 

Ta có  hàm sốđồng biến trên . 

Khi đó  

Vì . 

Do  nguyên nên . Rõ ràng, với mỗi  ta xác định được tương ứng duy nhất 

một giá trị nguyên thỏa mãn. 

Vậy có  cặp số nguyên . 

Câu 16.   Cho bất phương trình: ( ) ( )9 1 .3 0 1x xm m+ − + > . Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để bất 

phương trình ( )1  nghiệm đúng 1x∀ > . 

A. 3 .
2

m ≥ − . B. 3 .
2

m > − . C. 3 2 2.m > + . D. 3 2 2.m ≥ + . 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt 3xt =  
Vì 1 3x t> ⇒ >  Bất phương trình đã cho thành: ( )2 1 . 0t m t m+ − + >  nghiệm đúng 3t∀ ≥  

2

1
t t m
t
−

⇔ > −
+

 nghiệm đúng 3t∀ > . 

Xét hàm số ( ) ( )
( )2

2 22 , 3, ' 1 0, 3
1 1

g t t t g t t
t t

= − + ∀ > = − > ∀ >
+ +

. Hàm số đồng biến trên [ )3;+∞  và 

( ) 33
2

g = . Yêu cầu bài toán tương đương 3 3
2 2

m m− ≤ ⇔ ≥ − . 

Câu 17.   Cho phương trình ( )77 logx m x m+ = −  với m  là tham số. Có bao nhiêu giá trị nguyên của 

( )25;25m∈ −  để phương trình đã cho có nghiệm? 

A. 9 . B. 25 . C. 24 . D. 26 . 
Lời giải 

Chọn C 
Điều kiện: x m> . 

Đặt ( )7logt x m= −  ta có 
7
7

x

t

m t
m x

 + =


+ =
7 7x tx t⇒ + = +  ( )1 . 

( );x y 0 2020≤ ≤x 1 2020≤ ≤y

( ) ( )1
2 24 log 3 16.2 log 2 1+ + + = + +x yy x

2019 2020 1010 1011

0 2020
1 2020
≤ ≤

 ≤ ≤

x
y

( ) ( )1
2 24 log 3 16.2 log 2 1+ + + = + +x yy x ( ) ( )( )2 2 4

2 22 log 2 1 2 log 3 *+ +⇔ − + = − +x yx y
1

2( ) 2 log+= −tf t t [ )1;+∞

[ )
1 2

1 1 .2 .ln 2 1( ) 2 ln 2 0, 1;
ln 2 ln 2

+
+ −′ = − = > ∀ ∈ +∞ ⇒

t
t tf t t

t t
[ )1;+∞

( ) ( )(*) 2 1 3 2 1 3 2 2⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ = −f x f y x y y x

31 2020 1 2 2 2020 1011
2

≤ ≤ ⇔ ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤y x x

x { }2;3;4;...;1011∈x x

y

1010 ( );x y



Do hàm số ( ) 7uf u u= +  đồng biến trên  , nên ta có ( )1 t x⇔ = . Khi đó: 

7 7x xm x m x+ = ⇔ = − . 
Xét hàm số ( ) 7xg x x= − ( ) 1 7 ln 7 0xg x′⇒ = − = ( )7log ln 7x⇔ = − . 

Bảng biến thiên: 

 
Từ đó phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi ( )( )7log ln 7 0,856m g≤ − ≈ −  (các nghiệm này 

đều thỏa mãn điều kiện vì 7 0xx m− = > ) 
Do m  nguyên thuộc khoảng ( )25;25− , nên { }24; 23;...; 1m∈ − − − . 

Câu 18.   Có bao nhiêu cặp số nguyên ( );x y  thỏa mãn 0 2020x≤ ≤  và 1 2020y≤ ≤  và 

( ) ( )1
2 24 log 3 16.2 log 2 1 ?x yy x+ + + = + +  

A. 2019.  B. 2020.  C. 1010.  D. 1011.  
Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện bài toán: 
0 2020
1 2020

x
y

≤ ≤
 ≤ ≤

 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 4
2 2 2 24 log 3 16.2 log 2 1 2 log 2 1 2 log 3 *x y x yy x x y+ + ++ + = + + ⇔ − + = − +  

Xét hàm số ( ) 1
22 logtf t t+= −  trên [ )1;+∞ . 

Ta có ( ) [ )
1 2

1 1 .2 .ln 2 12 ln 2 0, 1;
ln 2 ln 2

t
t tf t t

t t

+
+ −′ = − = > ∀ ∈ +∞ ⇒  hàm số đồng biến trên [ )1;+∞ . 

Khi đó ( ) ( ) ( )* 2 1 3 2 1 3 2 2f x f y x y y x⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ = −  

Vì 31 2020 1 2 2 2020 1011.
2

y x x≤ ≤ ⇔ ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤  

Do x  nguyên nên { }2;3;4;...;1011 .x∈  Rõ ràng, với mỗi x  ta xác định được tương ứng duy nhất một 

giá trị y  nguyên thỏa mãn. 

Vậy có 1010  cặp số nguyên ( ); .x y  

Câu 19.   Biết 1x , 2x  là hai nghiệm của phương trình 
2

2
7

4 4 1log 4 1 6
2

x x x x
x

 − +
+ + = 

 
 và 

( )1 2
12
4

x x a b+ = +  với a , b  là hai số nguyên dương. Giá trị của ba +  bằng 

A. .16  B. .11  C. .14  D. .13  
Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện 
0
1
2

x

x

>



≠

 



Ta có ( )22
2 2

7 7

2 14 4 1log 4 1 6 log 4 4 1 2
2 2

xx x x x x x x
x x

 − − +
+ + = ⇔ + − + =       

 

( ) ( ) ( )2 2
7 7log 2 1 2 1 log 2 2 1x x x x⇔ − + − = +  

Xét hàm số ( ) ( )7
1log 1 0
ln 7

f t t t f t
t

′= + ⇔ = + >  với 0t >  

Vậy hàm số đồng biến 

Phương trình ( )1  trở thành ( )( ) ( ) ( )2 2

3 5
42 1 2 2 1 2

3 5
4

x
f x f x x x

x

 +
=

− = ⇔ − = ⇔
 −

=


 

Vậy 
( )

( )
1 2

9 5  
42 9; 5 9 5 14.

9 5  
4

l
x x a b a b

tm

 −

+ = ⇒ = = ⇒ + = + =
 +



 

Câu 20.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn ( )( ) ( )2 2 1
22 1 1 log 2 .x y x y x y xy+ − + − + − − =  Tìm giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức ( )2 2 2

4log 2P xy
x y

= +
+

. 

A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 

Giả thiết ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 1
2 22 1 1 log 2 2 1 log 2x y x yx y x y xy x y xy+ − + −+ − + − − = ⇔ + − − =  

( ) ( )2 2 2 22 2 1 2 2 1
2 22 2 1 log 2 1 2 2 log 2x y x yx xy y xy x y xy xy+ − + −⇔ − + + − = ⇔ + − + = +  

( ) ( )2 2
2log 22 2 1

21 2 log 2 2 xyx yx y xy+ −⇔ + − + = +  ( )* . 

Xét hàm số ( ) 2 ,tf t t= +  ta có ( ) 1 2 ln 2 0, .tf t t′ = + > ∀ ∈  

Do đó hàm số ( )f t  luôn đồng biến trên  . 

Từ (*) suy ra ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
2 21 log 2 1 log 2f x y f xy x y xy+ − = ⇔ + − = . 

Khi đó ( ) ( )2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

4 4 4log 2 1 2 . 1 3P xy x y x y
x y x y x y

= + = + + − ≥ + − =
+ + +

. 

Dấu “= ” xảy ra khi và chỉ khi 
( )

2 2
2 2

2 2
2

4
1

1
1 log 2

x y x yx y
x y

x y xy

 + = = = + ⇔  = = − + − =

. 

Vì 0, 0x y> >  nên 1x y= = . 
Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức P  bằng 3  khi và chỉ khi 1.x y= =  

Câu 21.   Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để phương trình 
( )2log 2 2 3 1xm x m x− + = + −  có nghiệm thuộc [ ]0;2 ? 

A. 6 . B. 5 . C. 4 . D. 3 . 
Lời giải 

Chọn C 
Điều kiện: 0m x− >  
Ta có: ( )2log 2 2 3 1xm x m x− + = + −  



( )2log 2 2 2 2 2xm x m x x⇔ − + − = +  

( )2 2log 2 2 2 2 log 2 2x xm x m x⇔ − + − = +  . 

Xét hàm số ( ) 2logf t t t= +  trên ( )0;+∞ . Ta có: ( ) 11 0, 0
.ln 2

f t t
t

′ = + > ∀ > . 

Suy ra hàm số ( )f t  liên tục và đồng biến trên ( )0;+∞ . 

Do đó ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2x x xf m x f m x m x⇔ − = ⇔ − = ⇔ = + . 

Đặt ( ) 2 2xg x x= + . Vì ( ) [ ]' 2 .ln 2 2 0,  0;2xg x x= + > ∀ ∈  nên ta có BBT: 

 

Do đó ycbt 
11 2 8 4
2

m m≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

Vì m∈  { }1;2;3;4m∈  

Vậy có 4  giá trị m  cần tìm. 

Câu 22.   Có bao nhiêu cặp số nguyên ( );x y  thỏa mãn 0 2020x≤ ≤  và 
2 22.625 10.125 3 4 1x y y x− = − +  

A. 2020 . B. 674 . C. 2021 . D. 1347 . 
Lời giải 

Chọn D 
Cách 1: 
Ta có: 

2 22 4 3 1 22.625 10.125 3 4 11 2.5 2.5 3 4 1x y x yy x y x+− = − + ⇔ − = − +  

( )24 2 3 12.5 4 2.5 3 1 *x yx y+⇔ + = + +  

Xét hàm số ( ) 2.5tf t t= +  là hàm số đồng biến trên  . 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2* 4 3 1 4 3 1 4 1 3 2 1 2 1 3 **f x f y x y x y x x y⇔ = + ⇔ = + ⇔ − = ⇔ − + =  

Do ,x y  nguyên nên 2 1;2 1x x− + ∈  và 3  là số nguyên tố nên ( )**  tương đương với 

hoặc ( )2 1 3x −  hoặc ( )2 1 3x +   

Nếu ( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 2 1 mod3 2 4 mod3 2 mod 3x x x x− ⇔ ≡ ⇔ ≡ ⇔ ≡  

Nếu ( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 2 1 mod3 2 2 mod3 1 mod3x x x x+ ⇔ ≡ − ⇔ ≡ ⇔ ≡  

Ta có 2021 giá trị nguyên của x  sao cho 0 2020x≤ ≤ . Trong đó có 674 số chia hết cho 3. Nên có 
1347 số thỏa ( )** . Với mỗi giá trị nguyên của x  thì ta tìm được một và chỉ một giá trị y nguyên tương 

ứng. Vậy có 1347 cặp ( );x y nguyên thỏa mãn bài toán. 

Cách 2: 
Ta có: 

2 22 4 3 1 22.625 10.125 3 4 11 2.5 2.5 3 4 1x y x yy x y x+− = − + ⇔ − = − +  

( )24 2 3 12.5 4 2.5 3 1 *x yx y+⇔ + = + +  

Xét hàm số ( ) 2.5tf t t= +  là hàm số đồng biến trên  . 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2* 4 3 1 4 3 1 4 1 3f x f y x y x y⇔ = + ⇔ = + ⇔ − = ∗∗  

( )*

( )*



Ta thấy ( )
3
3 1
3 2

x k
x x k k

x k

=
∈ ⇒ = + ∈
 = +

  . 

Với 3x k=  thì 2 24 1 4.9 1x k− = − không chia hết cho 3  nên trường hợp này loại. 

Với 
3 1
3 2

x k
x k
= +

 = +
 thì ( )2 3 1x m m= + ∈  nên 24 1 12 3x m− = +  chia hết cho 3. 

Vậy 
3 1
3 2

x k
x k
= +

 = +
 mặt khác 0 2020x≤ ≤  nên có 1347 số nguyên x  thỏa ( )** . 

Với mỗi giá trị nguyên của x  thì ta tìm được một và chỉ một giá trị y  nguyên tương ứng. Vậy có 1347 

cặp ( );x y nguyên thỏa mãn bài toán. 

Câu 23.   Có bao nhiêu cặp số nguyên (x; y) thỏa mãn ( )2log 2 2002 1002 2yx x y− + = + +  và 

1002 2020x≤ ≤ ? 
A. 12 . B. 10 . C. 11. D. 18 . 

Lời giải 

Chọn B 
Ta có: ( )2log 2 2002 1002 2yx x y− + = + +  

( ) ( )2log 1001 1001 2⇔ − + − = +yx x y  

Đặt 1001 0,2 0yx u v− = > = >  ta có phương trình 2 2log logu u v v+ = +  với hàm số 

( ) 2logf t t t= +  đồng biến trên ( )0;+∞  suy ra 1001 2yu v x= ⇒ − =  

1002 2 1001 2020yx⇒ ≤ = + ≤  Suy ra 2 20 log 1 log 1019 9,99y= ≤ ≤ = . 

y nguyên nên { }0;1;2;...;9∈y . 

Câu 24.   Có bao nhiêu cặp số nguyên (x; y) thỏa mãn ( )2log 2 2002 1002 2yx x y− + = + +  và 

1002 2020x≤ ≤ ? 
A. 12 . B. 10 . C. 11. D. 18 . 

Lời giải 

Chọn B 
Ta có: ( )2log 2 2002 1002 2yx x y− + = + +  

( ) ( )2log 1001 1001 2⇔ − + − = +yx x y  

Đặt 1001 0,2 0yx u v− = > = >  ta có phương trình 2 2log logu u v v+ = +  với hàm số 

( ) 2logf t t t= +  đồng biến trên ( )0;+∞  suy ra 1001 2yu v x= ⇒ − =  

1002 2 1001 2020yx⇒ ≤ = + ≤  Suy ra 2 20 log 1 log 1019 9,99y= ≤ ≤ = . 

y nguyên nên { }0;1;2;...;9∈y . 

Câu 25.   Cho  là các số thực thoả mãn ( )2log 2 2 3 8yx x y+ + − = . Biết 0 2018x≤ ≤ , số cặp ( );x y  

thoả mãn đẳng thức là 
A. 2. B. 3. C. 4. D. 5. 

Lời giải 

Chọn C 



Ta có        loglog logxy yx x y x y        2 1 3
2 22 2 3 8 2 1 2 3 1  

Xét hàm số   tf t t 2  có  ' lntf t   2 2 1 0  

Nên    log yx y x     3
21 1 3 2 1  

Với  log , ; ; ;yx y y y          80 2018 1 8 2019 0 2019 0 1 2 3  

Câu 26.   Cho ,x y  là các số dương thỏa mãn 
2 2

2 2
2 2 2

5log 1 10 9 0
10

x y x xy y
x xy y

+
+ + − + ≤

+ +
. Gọi ,mM  lần 

lượt là giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của 
2 2

2

9x xy yP
xy y
+ +

=
+

. Tính 10T M m= − . 

A. 60T = . B. 94T = . C. 104T = . D. 50T = . 
Lời giải 

Chọn B 
2 2

2 2
2 2 2

5log 1 10 9 0
10

x y x xy y
x xy y

+
+ + − + ≤

+ +  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2log 5 log 10 log 2 2 5 10 0x y x xy y x y x xy y⇔ + − + + + + + − + + ≤
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
2 2log 2 10 2 5 log 10 10x y x y x xy y x xy y⇔ + + + ≤ + + + + +

 2 2 2 22 10 10x y x xy y⇔ + ≤ + +  (vi) 

2 210 9 0x xy y⇔ − + ≤
2

10 9 0x x
y y

   
⇔ − + ≤   

   
1 9x

y
⇔ ≤ ≤  

2 2

2

9x xy yP
xy y
+ +

=
+

2

9

1

x x
y y

x
y

 
+ + 

 =
+  

Đặt xt
y

= , điều kiện: 1 9t≤ ≤  

( )
2 9

1
t tf t

t
+ +

=
+

; ( )
( )

2

2
2 8
1

t tf t
t
+ −′ =
+

; ( )
4

0
2

t
f t

t
= −′ = ⇔  =

 

( ) 111
2

f = ; ( )2 5f = ; ( ) 999
10

f =  

Nên 99
10

M = , 5m = . Vậy 10 94T M m= − = . 

Câu 27.   Trong tất cả các cặp ( );x y  thỏa mãn ( )2 2 2
log 2 4 6 1

x y
x y

+ +
− + ≥ , tìm m để tồn tại duy nhất cặp 

( );x y  sao cho 2 2 2 2 2 0x y x y m+ + − + − = . 

A. 13 3−  và 13 3+  B. 13 3−  

C. ( )2
13 3−  D. ( )2

13 3−  và ( )2
13 3+  

Lời giải 
Chọn C. 

Giả thiết ( ) ( )2 22 22 4 6 2 1 2 9x y x y x y⇔ − + ≥ + + ⇔ − + + ≤  ( )1C . 

Xét điều kiện ( ) ( )2 22 2 2 2 2 0 1 1x y x y m x y m+ + − + − = ⇔ + + − =  ( )2C . 



Yêu cầu bài toán ( ) ( )1 2,C C⇔  tiếp xúc nhau ( )2

1 2 1 2 13 3I I R R m⇔ = + ⇔ = − . 

Câu 42 :Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên   và có bảng xét dấu ( )'f x  như sau. 

 
Hỏi hàm số ( )2 2y f x x= −  có bao nhiêu điểm cực tiểu? 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

Lời giải 
Chọn#A. 

Giả sử ( ) ( )( ) ( )2' 2 1 3f x x x x= − + − −  

Xét 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )22 2 2 2 22 ' 2 2 ' 2 2 1 2 2 2 1 2 3y f x x y x f x x x x x x x x x= − ⇒ = − − = − − − + − − − −  

Suy ra bảng xét dấu của ( )2 2y f x x= −  

 
Suy ra hàm số ( )2 2y f x x= −  có 1 điểm cực tiểu là 1x = . 

Câu 28.   Có bao nhiêu số nguyên ( )0;2018m∈  để phương trình 10 . xm x m e+ =  có hai nghiệm phân biệt? 

A. 9 B. 2017 C. 2016 D. 2007 

Lời giải 
Chọn C. 
Ta có: PT 10 0xme x m⇔ − − =  
Xét hàm số ( ) 10xf x me x m= − −  

Ta có: ( ) 10' 10 0 lnxf x me x
m

= − = ⇔ =  

Mặt khác ( ) ( ) ( ) 10lim lim ; ln
x x

f x f x Min f x f
m→−∞ →+∞

 = = +∞ =  
 

, mặt khác ( )0 0f =  

Do đó để PT có 2 nghiệm phân biệt thì 10ln 0 10m
m

≠ ⇔ ≠ . 

Vậy có 2016 giá trị nguyên ( )0;2018m∈  để PT có 2 nghiệm. 

Câu 29.   Cho cấp số cộng ( )nu  có tất cả các số hạng đều dương và thỏa mãn điều kiện sau 

( )1 2 2018 1 2 1009... 4 ...u u u u u u+ + + = + + + . 

Giá trị nhỏ nhất của biểu thức 2 2 2
3 2 3 5 3 14log log logP u u u= + +  bằng 

A. 3 B. 1 C. 2 D. 4 

Lời giải 
Chọn C. 

Ta có: ( ) 1 2018 1 1009
1 2 2018 1 2 1009... 4 ... .2018 4. .1009

2 2
u u u uu u u u u u + +

+ + + = + + + ⇔ =  

( )1 2018 1 1009 2018 1 1009 1 12 2 2 2017 2 1008 2u u u u u u u d u d u d+ = + ⇔ ⇔ + ⇔ = + ⇔ =  



Ta có: ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
3 2 3 5 3 14 3 1 3 1 3 1log log log log log log 13P u u u u d u d u d= + + = + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2
3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1log 3 log 9 log 27 1 log 2 log 3 logP u u u u u u⇒ = + + = + + + + +  

Đặt 3 1logt u=  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 221 2 3 3 12 14 3 2 2 2P t t t t t t⇒ = + + + + + = + + = + + ≥  

Do đó min 2P = . 

Câu 30.   Số giá trị nguyên của ( )200;200m∈ −  để log log3. . log 2a bb a
aa b m b− > +  với mọi a , 

( )1;b∈ +∞  là 

A. 200. B. 199. C. 2020. D. 2002. 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt loga b x= , 0x > . 

Suy ra 
2xb a= . 

Khi đó log log3. . log 2a bb a
aa b m b− > + ( )2

1

3. . 2x x xa a m x⇔ − > +
2. 2xa m

x
−

⇔ > . 

Xét hàm số ( ) 2. 2xaf x
x
−

= , với 0x > . 

có ( ) ( )
2

2 .ln 2
0

xa x a
f x

x
+

′ = > , ( )0;x∀ ∈ +∞  nên ( )f x  liên tục và đồng biến trên ( )0;+∞ . 

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào BBT ta thấy ( )m f x<  2 lnm a⇔ < . 

Vì ln 0, 1a a> ∀ > , do đó log log3. . log 2a bb a
aa b m b− > +  với mọi a , ( )1;b∈ +∞  thì 0m ≤ . 

Và ( )200;200m∈ −  nguyên nên có 200  số nguyên m  thỏa yêu cầu bài toán. 

Câu 31.   Cho hệ phương trình 
( ) ( )2 2

2 2 2
 1

2 1 2 .2 . 1

x y y

x y

x y

m y

− − + =


+ = + −
, m  là tham số. Gọi S  là tập các giá trị 

m  nguyên để hệ có nghiệm duy nhất. Tập S  có bao nhiêu phần tử? 
A. 0 . B. 1. C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn B 

( ) ( )2 2

2 2 2
 1

2 1 2 .2 . 1

x y y

x y

x y

m y

− − + =


+ = + − ( )2 2

2 2

2 1 2 .2 . 1

x y y

x y

x y y

m y

− + − = −⇔ 
+ = + −

 

Xét hàm số ( ) 2ty f t t= = + , dễ thấy đây là hàm số đồng biến trên  . Từ đó, phương trình 

2 2x y yx y y− + − = − ( ) ( )f x y f y⇔ − = x y y⇔ − = 2x y⇔ = . 



Thế 2x y=  vào phương trình ( )2 22 1 2 .2 . 1x ym y+ = + −  được ( )2 2 22 1 2 .2 . 1y ym y+ = + −  

( )
2

2 22 1 2 . 1
2

y

y m y+
⇔ = + − ( )2 22 2 2 . 1y y m y−⇔ + = + − . 

Dễ thấy phương trình ( )*  nếu có nghiệm 0y y=  thì sẽ có nghiệm 0y y= − . 

Hệ ( )1  có nghiệm duy nhất ( )*⇔  có nghiệm duy nhất ( )*⇒  có nghiệm 0y = 0m⇒ = . 

Thử lại với 0m = c 22 2 2 1  y y y−⇔ + = − . Dễ thấy 2 2 2y yVT −= + ≥  và 22 1 2VP y= − ≤  nên 

dấu “=” xảy ra 
2

2 2
1 1

y y

y

− =⇔ 
− =

0y⇔ =  và ( )1  có nghiệm 
0
0

x
y
=

 =
. Vậy tập S  có 1 phần tử. 

Câu 32.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số 𝑚𝑚 để phương trình 22𝑥𝑥−1 − 𝑚𝑚. 2𝑥𝑥 + 2𝑚𝑚− 2 = 0 có hai 
nghiệm thực phân biệt trong đoạn [1; 2]. 

A. 𝑚𝑚 ∈ (2; 3]. B. 𝑚𝑚 ∈ (2; 3). C. 𝑚𝑚 ∈ [2; 4]. D. 𝑚𝑚 ∈ (2; 3). 
Lời giải 

Chọn A 
22𝑥𝑥−1 − 𝑚𝑚. 2𝑥𝑥 + 2𝑚𝑚 − 2 = 0 ⇔ 22𝑥𝑥 − 2𝑚𝑚. 2𝑥𝑥 + 4𝑚𝑚− 4 = 0. 
Đặt 𝑡𝑡 = 2𝑥𝑥, 𝑡𝑡 > 0. 
Khi đó phương trình đã cho trở thành: 

𝑡𝑡2 − 2𝑚𝑚𝑡𝑡 + 4𝑚𝑚− 4 = 0 ⇔ (𝑡𝑡 − 2)(𝑡𝑡 − 2𝑚𝑚 + 2) = 0 ⇔ �𝑡𝑡 = 2
𝑡𝑡 = 2𝑚𝑚− 2(∗∗) (∗). 

Yêu cầu bài toán tương đương với (∗∗) phải có một nghiệm thuộc (2; 4]. 
⇔ 2 < 2𝑚𝑚− 2 ≤ 4 ⇔ 2 < 𝑚𝑚 ≤ 3. 

Câu 33.   Có bao nhiêu cặp số nguyên ( );x y  thỏa mãn 0 2020x≤ ≤  và ( )5log 5 3 1255 y xx y− = −+ ? 

A. 1010 . B. 6 . C. 2 . D. 4 . 
Lời giải 
ChọnC. 
Ta có: ( ) ( ) 3

5 55 1l logog 5 3 1 325 1 5 yyx x y x x y⇔ + + =+ = ++ + +  

Đặt  5log 1 5 1tt x x     . 

Khi đó: ( ) 3
51 log 1 3 5 yx x y+ + + = + 35 3 5t yt y    . 

Xét hàm đặc trưng:   5vf v v  . 

  1 5 ln 5 0vf v     nên hàm số   5vf v v   đồng biến trên  . 

Do đó: 35 3 5t yt y    3t y   5log 1 3x y   31 5 yx   1 125yx   . 

Theo giả thiết: 

1250 2020 1 2021 1 125 2021 0 log 2021 1,57yx x y≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ≈ . 
Chọn 0 0y x    và 1 124y x   . 

Vậy có 2 cặp số nguyên  ;x y  là    0;0 ; 1;124  thỏa mãn. 

Câu 34.   Có bao nhiêu cặp số nguyên ( );x y  thỏa mãn 0 2020x≤ ≤  và ( )5log 5 3 1255 y xx y− = −+ ? 

A. 1010 . B. 6 . C. 2 . D. 4 . 
Lời giải 
ChọnC. 
Ta có: ( ) ( ) 3

5 55 1l logog 5 3 1 325 1 5 yyx x y x x y⇔ + + =+ = ++ + +  

Đặt  5log 1 5 1tt x x     . 

( )*



Khi đó: ( ) 3
51 log 1 3 5 yx x y+ + + = + 35 3 5t yt y    . 

Xét hàm đặc trưng:   5vf v v  . 

  1 5 ln 5 0vf v     nên hàm số   5vf v v   đồng biến trên  . 

Do đó: 35 3 5t yt y    3t y   5log 1 3x y   31 5 yx   1 125yx   . 

Theo giả thiết: 

1250 2020 1 2021 1 125 2021 0 log 2021 1,57yx x y≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ≈ . 
Chọn 0 0y x    và 1 124y x   . 

Vậy có 2 cặp số nguyên  ;x y  là    0;0 ; 1;124  thỏa mãn. 

Câu 35.   Cho các số thực ,x y  thỏa mãn 0 , 1x y≤ ≤  và ( )( )3log 1 1 2 0
1
x y x y

xy
 +

+ + + − = − 
. Tìm giá trị 

nhỏ nhất của P  với 2P x y= + . 

A. 2. B. 1. C. 1
2

. D. 0 . 

Lời giải 
Chọn D 

( )( )3log 1 1 2 0
1
x y x y

xy
 +

+ + + − = − 
( ) ( ) ( ) ( )3 3log log 1 1x y x y xy xy⇔ + + + = − + −  ( )1 . 

Xét hàm số ( ) 3logf t t t= +  với 0t > , ta có ( ) 1 1 0, 0
.ln 3

f t t
t

′ = + > ∀ > . 

( )f t⇒  luôn đồng biến với 0t∀ > . 

⇒  ( )1 1x y xy⇔ + = −  1 21
1 1
xy

x x
−

⇔ = = − +
+ +

 ( )2 . 

Thế ( )2  vào P  ta được 12
1

xP x
x

−
= +

+
 với 0 1x≤ ≤ . 

( )2
22
1

P
x

′ = −
+

; 
[ ]
[ ]

0 0;1
0

2 0;1

x
P

x

 = ∈
′ = ⇔ 

= − ∉
. 

( )0 1P = , ( )1 2P = . 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P  là 1 đạt được khi 0x = , 1y = . 

Câu 36.   Có bao nhiêu cặp số nguyên ( ; )x y  thỏa mãn 0 2020x   và 2
22 log 2 ?

2
x yx

y
−+ =

−
 

A. 2018 . B. 2019 . C. 2020 . D. 2021.  
Lời giải 

Chọn C 

pt (1) 2
2 22 log 2 log (2 )x yx y−⇔ + = + − . 

Hàm số 2( ) 2 logtf t t= +  liên tục trên khoảng (0; +∞ ) 

1'( ) 2 ln 2 0, 0
ln 2

tf t t
t

= + > ∀ > ( )hs f t⇒  đồng biến trên (0; +∞ ) 

Mà phương trình (4) ( ) (2 ) 2f x f y x y⇔ = − ⇔ = −  

Từ đó suy ra có 2020 cặp số thỏa mãn. 

Câu 37.   Tìm các giá trị m  để phương trình ( )sin 5 cos 5
sin 5 cos 103 log 5x x m

x x m+ − +
+ +

= +  có nghiệm. 



A. 6 6m≤ ≤ . B. 5 5m− ≤ ≤ . C. 5 6 5 6m− ≤ ≤ + . D. 6 5m− ≤ ≤ . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 

( )
( )

( )
( ) ( )

sin 5 cos 5
sin 5 cos 10

sin 5 cos 10

5

5sin 5 cos 10

3 log 5

ln 53
3 ln sin 5 cos 10

3 .ln sin 5 cos 10 3 .ln 5

x x m
x x

x x

m

mx x

m

m

x x

x x m

+ − +
+ +

+ +

+

++ +

= +

+
⇔ =

+ +

⇔ + + = +

 

Xét ( ) ( )ln .3 , 5tf t t t= ∀ ≥  

( ) ( ) ( )13 ln 3 ln 3 0, 5t tf t t t
t

′ = + > ∀ ≥  

Vậy hàm số ( )f t đồng biến. 

( ) ( )sin 5 cos 10 5

sin 5 cos 10 5

sin 5 cos 5

f x x f m

x x m

x x m

+ + = +

⇔ + + = +

⇔ + + =

 

Mà 6 sin 5 cos 6x x− ≤ + ≤  

Vậy để phương trình có nghiệm ta phải có 5 6 5 6m− ≤ ≤ +  

Câu 38.   Xét các số thực dương ,x y  thoả mãn ( )
( )

22 1

2
22018

1
x y x y

x
− + +

=
+

. Giá trị nhỏ nhất minP  của biểu thức 

2 3P y x= −  bằng 

A. min
3
4

P = . B. min
5
6

P = . C. min
7
8

P = . D. min
1
2

P = . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 1 2 2

2018 20182
22018 log 2 1 2 2 1 log 2 2 2 * .

1
x y x y x x x x x y x y

x
− + +

= ⇒ + + + + + = + + +
+

 

Xét hàm: ( ) 2018log 2 , 0f t t t t= + > . 

Suy ra: ( ) 1 2 0 , 0
ln 2018

f t t
t

′ = + > ∀ > . 

Do đó hàm ( )f t  đồng biến trên khoảng ( )0;+∞ . 

Mà ( ) ( ) ( )2 2 2* 2 1 2 2 1 2 1f x x f x y x x x y y x⇔ + + = + ⇔ + + = + ⇔ = + . 

Khi đó: 
2

2 3 7 72 3 2 3 2 2
4 8 8

P y x x x x = − = − + = − + ≥ 
 

. 

Kết luận: min
7
8

P =  khi 3
4

x = . 



Câu 39.   Cho các số thực dương x , y  thỏa mãn ( )2 22 3
log 11 20 40 1

x xy y
x y

+ +
+ − = . Gọi M , m  lần lượt là 

giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 
yS
x

= . Tính M m+ . 

A. 2 14M m+ = . B. 10M m+ = . 

C. 
7
2

M m+ = . D. 
11
6

M m+ = . 

Lời giải 
Chọn C 

Do 
yS
x

=  nên .y Sx=  

Ta có 

( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 2

2 3

2 2 2

2 2

log 11 20 40 1 11 20 40 2 3

11 20 40 2 3

3 2 20 11 40 0 1

x xy y
x y x y x xy y

x Sx x xSx S x

S S x S x

+ +
+ − = ⇔ + − = + +

⇔ + − = + +

⇔ + + − + + =

 

Biệt thức ( ) ( )2 2 220 11 4 40 3 2 80 280 199.S S S S S∆ = + − ⋅ ⋅ + + = − + −  

Để có các số thực dương x , y  thỏa mãn giả thiết trước hết ta phải có: 

2
1 2

35 230 35 2300 80 280 199 0 .
20 20

S S S S S− +
∆ ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ = ≤ ≤ =  

Từ đó ta suy ra 
1

2
1 1

1

20S 11x 035 230 3S S 2M maxS khi
20

y S x 0

+ = >+  + += = 
 = >

 

2
2

2 2

2

20S 11x 035 230 3S S 2m minS khi
20

y S x 0

+ = >−  + += = 
 = >

 

Vậy 
7M m .
2

+ =  

Câu 40.   Cho các số thực dương x , y  thỏa mãn ( )2 22 3
log 11 20 40 1

x xy y
x y

+ +
+ − = . Gọi M , m  lần lượt là 

giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 
yS
x

= . Tính M m+ . 

A. 2 14M m+ = . B. 10M m+ = . 

C. 
7
2

M m+ = . D. 
11
6

M m+ = . 

Lời giải 
Chọn C 

Do 
yS
x

=  nên .y Sx=  

Ta có 



( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 2

2 3

2 2 2

2 2

log 11 20 40 1 11 20 40 2 3

11 20 40 2 3

3 2 20 11 40 0 1

x xy y
x y x y x xy y

x Sx x xSx S x

S S x S x

+ +
+ − = ⇔ + − = + +

⇔ + − = + +

⇔ + + − + + =

 

Biệt thức ( ) ( )2 2 220 11 4 40 3 2 80 280 199.S S S S S∆ = + − ⋅ ⋅ + + = − + −  

Để có các số thực dương x , y  thỏa mãn giả thiết trước hết ta phải có: 

2
1 2

35 230 35 2300 80 280 199 0 .
20 20

S S S S S− +
∆ ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ = ≤ ≤ =  

Từ đó ta suy ra 
1

2
1 1

1

20S 11x 035 230 3S S 2M maxS khi
20

y S x 0

+ = >+  + += = 
 = >

 

2
2

2 2

2

20S 11x 035 230 3S S 2m minS khi
20

y S x 0

+ = >−  + += = 
 = >

 

Vậy 
7M m .
2

+ =  

Câu 41.   Cho các số thực  thỏa mãn  và . Tìm giá trị 

nhỏ nhất của  với . 

A. 2. B. 1. C. . D. . 

Lời giải 
Chọn D 

  . 

Xét hàm số  với , ta có  

 luôn đồng biến với  

   . 

Thế  vào  ta được  Với  

; . 

. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của  là 1 đạt được khi . 

Câu 42.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để phương trình : 

( ) ( ) ( )22
1 1
2 2

11 log 2 4 5 log 4 4 0
2

m x m m
x

− − + − + − =
−

có nghiệm trên 5 ,4
2
 
  

 

A. 6. B. 7.  C. 5.  D. 8.  
Lời giải 

,x y 0 , 1x y≤ ≤ ( )( )3log 1 1 2 0
1
x y x y

xy
 +

+ + + − = − 
P 2P x y= +

1
2

0

( )( )3log 1 1 2 0
1
x y x y

xy
 +

+ + + − = − 
( ) ( ) ( ) ( )3 3log log 1 1x y x y xy xy⇔ + + + = − + − ( )1

( ) 3logf t t t= + 0t > ( ) 1 1 0 0
.ln 3

f t t
t

′ = + > ∀ >

( )f t⇒ 0t∀ >

⇒ ( )1 1x y xy⇔ + = −
1 21

1 1
xy

x x
−

⇔ = = − +
+ +

( )2

( )2 P
12
1

xP x
x

−
= +

+
0 1x≤ ≤

( )2
22
1

P
x

′ = −
+

[ ]
[ ]

0 0;1
0

2 0;1

x
P

x

 = ∉
′ = ⇔ 

= − ∉

( ) ( )0 1; 1 2P P= =

P 0; 1x y= =



Chọn A 

Đặt ( )1
2

log 2t x= − . Do [ ]5 ;4 1;1
2

x t ∈ ⇒ ∈ −  
 

( ) 24 1 4( 5) 4 4 0m t m t m− + − + − =  

( ) ( )21 5 1 0m t m t m⇔ − + − + − =  

( )2 21 5 1m t t t t⇔ + + = + +  
2

2

5 1
1

t tm
t t
+ +

⇔ =
+ +

 

( ) ( )g m f t⇔ =  

Xét ( )
2

2

5 1
1

t tf t
t t
+ +

=
+ +

 với [ ]1;1t∈ −  

( )
( )

2

22

4 4 0
1

tf t
t t

−′ = ≥
+ +

[ ]1;1t∀ ∈ − ⇒  Hàm số đồng biến trên đoạn [ ]1;1−  

Để phương trình có nghiệm khi hai đồ thị ( ) ( );g m f t  cắt nhau 

[ ]1;1t∀ ∈ − ( ) ( ) 7( 1) 1 3
3

f g m f m⇒ − ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤  

Câu 43.   Gọi ,x y  là các số thực dương thỏa mãn điều kiện ( )9 6 4log log logx y x y= = +  và 
2

x a b
y

− +
= , 

với ,a b  là hai số nguyên dương. Tính .a b ? 
A. a.b 5= . B. a.b 1= . C. a.b 8= . D. a.b 4.=  

Lời giải 
Chọn A 

• Ta đặt ( )9 6 4t log log log 9 ; 6 ; 4t t tx y x y x y x y= = = + ⇒ = = + =  

Ta có: 
( )

( )

2
3 1 5 loai
2 23 39 6 4 1

2 2 3 1 5 nhan
2 2

t

t t
t t t

t

 − −  = 
     + = ⇔ + = ⇒        − +  =  

 

Mà 9 3 1 5
2 6 2 2

t tx a b
y

− + − +   = ⇔ = =   
   

. Do đó: 1; 5a b= =  và . 5a b = . 

Câu 44.   Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để phương trình : 

( ) ( ) ( )22
1 1
2 2

11 log 2 4 5 log 4 4 0
2

m x m m
x

− − + − + − =
−

có nghiệm trên 5 ,4
2
 
  

 

A. 6. B. 7.  C. 5.  D. 8.  
Lời giải 

Chọn A 

Đặt ( )1
2

log 2t x= − . Do [ ]5 ;4 1;1
2

x t ∈ ⇒ ∈ −  
 

( ) 24 1 4( 5) 4 4 0m t m t m− + − + − =  

( ) ( )21 5 1 0m t m t m⇔ − + − + − =  



( )2 21 5 1m t t t t⇔ + + = + +  
2

2

5 1
1

t tm
t t
+ +

⇔ =
+ +

 

( ) ( )g m f t⇔ =  

Xét ( )
2

2

5 1
1

t tf t
t t
+ +

=
+ +

 với [ ]1;1t∈ −  

( )
( )

2

22

4 4 0
1

tf t
t t

−′ = ≥
+ +

[ ]1;1t∀ ∈ − ⇒  Hàm số đồng biến trên đoạn [ ]1;1−  

Để phương trình có nghiệm khi hai đồ thị ( ) ( );g m f t  cắt nhau 

[ ]1;1t∀ ∈ − ( ) ( ) 7( 1) 1 3
3

f g m f m⇒ − ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤  

Câu 45.   Cho các số thực dương a , b  thỏa mãn 16 20 25
2log log log

3
a ba b −

= = . Tính tỉ số aT
b

= . 

A. 10
2

T< < . B. 1 2
2 3

T< < . C. 2 0T− < < . D. 1 2T< < . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 16 20 25
2log log log

3
a ba b x−

= = = , ta có: 

16
20

2 25
3

x

x

x

a
b

a b


 =


=
 − =


2.16 20 3.25x x x⇒ − =
16 202. 3
25 25

x x
   ⇔ − =   
   

 

24 42. 3 0
5 5

x x
   ⇔ − − =   
   

4 1
5

4 3
5 2

x

x

  = − 
 ⇔   =  

4 3
5 2

x
 ⇔ = 
 

. 

Từ đó aT
b

=
16
20

x

x=
4
5

x
 =  
 

( )3 1;2
2

= ∈ . 

Câu 46.   Cho hàm số 2
2

1 17( ) log
2 4

f x x x x
         

. Tính 

1 2 2018...
2019 2019 2019

T f f f
                         

 

A. 2019
2

T  . B. 2019T  . C. 2018T  . D. 1009T  . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có:    2 2
2 2

1 17 17 1(1 ) log 1 1 1 log
2 4 4 2

f x x x x x x x
                                   



    2 2
2 2

1 17 17 11 log log
2 4 4 2

f x f x x x x x x x
                                 

2 2
2

1 17 17 1log
2 4 4 2

x x x x x x
                              

2log 4 2   

1 2 2018...
2019 2019 2019

T f f f
                            

1 2018 2 2017 1009 1010...
2019 2019 2019 2019 2019 2019

f f f f f f
                                                            

1009.2 2018   

Câu 47.   Có tất cả bao nhiêu cặp số ( );a b với ,a b  là các số nguyên dương thỏa mãn: 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2
3log 3 3 1 1a b a b a b ab a b+ + + = + + + − + . 

A. 2 . B. 3 . C. 1. D. vô số. 
Lời giải 

Cách 1: 
Với ,a b  là các số nguyên dương, ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2
3log 3 3 1 1a b a b a b ab a b+ + + = + + + − +  

( ) ( ) ( )
3 3

3 3 2 2
3 2 2log 3 3 3 1a b a b ab a b a b ab ab a b

a b ab
+

⇔ + + + + = + − + + +
+ −

 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 2 2 2 2
3 3log log 3 3 1a b a b a b ab a b ab ⇔ + + + = + − + + −   

Xét hàm số: ( ) 3logf t t t= +  trên ( )0;+∞ . 

( ) 1' 1 0, 0
ln 3

f t t
t

= + > ∀ >  nên hàm số ( )f t  đồng biến trên ( )0;+∞ . 

Khi đó, phương trình ( )1 trở thành : 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

3 3 2 2 3 3 2 2 2 2

2 2

3 3 3 0

0 *
3 0

 + = + − ⇔ + = + − ⇔ + − + − = 
 + − =

⇔ 
+ − =

f a b f a b ab a b a b ab a b ab a b

a b ab
a b

 

Do *, ∈a b   nên phương trình ( )*  vô nghiệm. Suy ra: 3+ =a b . 

Mà ,a b  là các số nguyên dương nên 

*

20 3
10 3

3 1
, 2

aa
bb

a b a
a b b

 =< < 
 =< < ⇔ + = =  ∈ = 

 

Vậy có hai cặp số ( );a b  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Cách 2: 
Với ,a b  là các số nguyên dương, ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )( )

3 2 2
3

3 3 2 2
3

2 2
3

log 3 3 1 1

log 3 3 3
3

log 3 1
3

a b a b a b ab a b

a b a b ab a b a b ab ab a b

a b a b ab a b

+ + + = + + + − +

+
⇔ + + + + = + − + +

+
⇔ = + − − −

 



Trường hợp 1: 2a b+ = . Khi đó: ( ) 3
21 log 4 3
3

ab⇔ = −  loại do *,a b∈ . 

Trường hợp 2: 33 log 0
3

a ba b +
+ > ⇒ >  và ( )( )2 2 3 0, , *a b ab a b a b+ − − − < ∀ ∈  

nên ( )1  không xảy ra. 

Trường hợp 3: 3a b+ = , khi đó ( )1 thỏa mãn. 

Mà ,a b  là các số nguyên dương nên 

2
1

1
2

a
b

a
b

 =
 =
 = =

. 

Vậy có hai cặp số ( );a b  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 48.   Cho phương trình: ( ) ( ) ( ) ( )2
2 1

2

3 log 4 2 1 log 4 2 0− − − + − + + =m x m x m . Tìm các giá trị của 

tham số m  để phương trình có 2 nghiệm phân biệt 1 2,x x  thoả mãn 1 24 6< < <x x . 

A. 25
8

< −m  hoặc 0 3< <m . B. 25 0
8

− < <m  hoặc 3>m . 

C. 25
8

< −m  hoặc 3>m . D. 25 3
8

− < <m . 

Lời giải 

Chọn B 
Với điều kiện 4 0 4− > ⇔ >x x , ta có: ( ) ( ) ( ) ( )2

2 1
2

3 log 4 2 1 log 4 2 0− − − + − + + =m x m x m  

( ) ( ) ( ) ( )2
2 23 log 4 2 1 log 4 2 0⇔ − − + + − + + =m x m x m . Khi đó: 

4 6 0 4 2< < ⇔ < − <x x  ⇒ ( )2log 4 1− <x . Đặt ( )2log 4− =x t  

Ta thu được phương trình ( ) ( )23 2 1 2 0− + + + + =m t m t m , xét trên ( );1−∞  

Dẫn đến phương trình ( ) ( )22 2 22 1 3 2 1 3 2m t t t t m t t t+ + = − − ⇔ + = − −  (*) 

Nhận thấy 1= −t  không thoả mãn (*) nên có thể biến đổi thành 
2

2

3 2
2 1
− −

=
+ +

t tm
t t

 

Bài toán trở thành tìm điều kiện của m  để phương trình 
2

2

3 2
2 1
− −

=
+ +

t tm
t t

 có hai nghiệm phân biệt 

1 2 1t t< < . Xét hàm ( )
2

2

3 2
2 1
− −

=
+ +

t tf t
t t

 có ( )
( )3

7 3
1
+′ =
+

tf t
t

. 

( ) 0′ =f t  ⇔ 3
7

= −t . Ta lập bảng biến thiên của ( )f t  trên ( );1−∞ . 

t  –∞ –1 3
7

−  1 

( )′f t   +  – 0 + 

( )f t  
 +∞ +∞ 
3  
  0 



  25
8

−  

Từ bảng biến thiên, ta có được kết quả 25 0
8

− < <m  hoặc 3>m .  

Câu 49.   Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của tham số m  nhỏ hơn 2020  để phương trình 

( )2log 2 2xm m x+ + =  có nghiệm thực?. 

A. 2019 . B. 6 . C. 2020 . D. 4 . 
Lời giải 

Đáp án: A 

Phương trình 22 2x xm m+ + = ( ) 22 2 2 2x x x xm m⇔ + + + = + ( )1  

Ta có 2 0xm + ≥ , 2 0x >  

Xét hàm đặc trưng ( ) 2f t t t= +  trên [ )0;+∞ . 

( ) [ )2 1 0, 0;f t t t′ = + ≥ ∀ ∈ +∞  

⇒ ( )f t  đồng biến trên khoảng [ )0;+∞  do đó 

( )1 ( ) ( )2 2x xf m f⇔ + = 2 2x xm⇔ + = 22 2x xm⇔ = − . 

Đặt 2xa = , 0a > . Ta có ( ) 2m g a a a⇔ = = − . 

 

Phương trình đã cho có nghiệm 1
4

m⇔ ≥ −  mà m  nguyên dương nhỏ hơn 2020 nên 

{ }1;2;3;...;2019∈m . 

Vậy có 2019 giá trị m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 50.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn ( )( ) ( )2 2 1
22 1 1 log 2 .x y x y x y xy+ − + − + − − =  Tìm giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức ( )2 2 2

4log 2P xy
x y

= +
+

. 

A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 

Giả thiết ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 1
2 22 1 1 log 2 2 1 log 2x y x yx y x y xy x y xy+ − + −+ − + − − = ⇔ + − − =  

( ) ( )2 2 2 22 2 1 2 2 1
2 22 2 1 log 2 1 2 2 log 2x y x yx xy y xy x y xy xy+ − + −⇔ − + + − = ⇔ + − + = +  



( ) ( )2 2
2log 22 2 1

21 2 log 2 2 xyx yx y xy+ −⇔ + − + = +  ( )* . 

Xét hàm số ( ) 2 ,tf t t= +  ta có ( ) 1 2 ln 2 0, .tf t t′ = + > ∀ ∈  

Do đó hàm số ( )f t  luôn đồng biến trên  . 

Từ (*) suy ra ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
2 21 log 2 1 log 2f x y f xy x y xy+ − = ⇔ + − = . 

Khi đó ( ) ( )2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

4 4 4log 2 1 2 . 1 3P xy x y x y
x y x y x y

= + = + + − ≥ + − =
+ + +

. 

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
( )

2 2
2 2

2 2
2

4
1

1
1 log 2

x y x yx y
x y

x y xy

 + = = = + ⇔  = = − + − =

. 

Vì 0, 0x y> >  nên 1x y= = . 

Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức P  bằng 3  khi và chỉ khi 1.x y= =  

Câu 51.   Cho phương trình  (  là tham số thực). Có tất cả bao nhiêu 

giá trị nguyên dương của  để phương trình có đúng hai nghiệm phân biệt? 
A. . B. Vô số. C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có điều kiện 
4

0
log

>
 ≥

x
x m

 (*) (với m  nguyên dương). 

Phương trình ( ) ( )2
3 32 log log 1 4 0 1− − − =xx x m

( )
( )

2
3 32 log log 1 0 2

4 3

 − − =
⇔ 

=
x

x x

m
. 

Phương trình ( )
3

3

3log 1
2 1 3log

2 3

==
⇔ ⇔  = − = 

xx

x x
. 

Phương trình ( ) 43 log⇔ =x m . 

Do m  nguyên dương nên ta có các trường hợp sau: 
TH 1: 1=m  thì 4log 0=m . Do đó (*) là 0>x . 

Khi đó nghiệm của phương trình (3)  bị loại và nhận nghiệm của phương trình ( )2 . 

Do đó nhận giá trị 1=m . 

TH 2: 2≥m  thì (*) là 4log≥x m  (vì 4
1log
2

≥m ) 

Để phương trình ( )1  có đúng hai nghiệm phân biệt 4
3 log 3

3
⇔ ≤ <m

3
334 4⇔ ≤ <m  

Suy ra { }3;4;5; ;63∈ m . 

Vậy từ cả 2 trường hợp ta có: 63 3 1 1 62− + + =  giá trị nguyên dương m . 

Câu 52.   Tìm m để tồn tại duy nhất cặp số ( );x y sao cho 2020log ( ) 0x y+ ≤  và 2 1x y xy m+ + + ≥ , m 

thuộc khoảng nào trong các khoảng sau? 

( )2
3 32 log log 1 4 0− − − =xx x m m

m
64 62 63



A. ( )2; 1∈ − −m . B. ( )1;2∈m . C. ( )1;0∈ −m . D. ( )0;1∈m . 

Lời giải 
Chọn C. 

Xét hệ 2020log ( ) 0 (1)

2 1 (2)

x y

x y xy m

+ ≤


+ + + ≥
 

+ NX hệ đối xứng nên nếu ( );x y  là nghiện thì ( );y x  cũng là nghiệm của hệ, do đó hệ có nghiệm duy 

nhất thì x = y 

+ Khi x = y thì (1) 2020
1

log 2 0 0 (*)
2

x x⇔ ≤ ⇔ < ≤  

và (2) 2 22 2 1 2 1 2x x m x m x⇔ + + ≥ ⇔ + ≥ − ( )222 1 2 ( (*))x m x do⇔ + ≥ −  

22 4 1 ( )m x x f x⇔ ≥ − + = . Hàm số ( )f x  nghịch biến trên 1
0;

2
 
  

, 

Suy ra 1 1 1
( ) , 0;

2 2 2
f x f x   ≥ = − ∀ ∈      

 

Do đó ( )m f x≥  có nghiệm duy nhất trên 1
0;

2
 
  

khi 1

2
m = −  

*) Thử lại, với 1

2
m = −  thì hệ 2020log ( ) 0 (1)

2 1 (2)

x y

x y xy m

+ ≤


+ + + ≥
 

2020log ( ) 0 (1)

1
2 1 (2)

2

x y

x y xy

+ ≤
⇔ 

+ + − ≥


 

( )2
0 1 0 1

11
2 1 ( )2 1 ( )

22

x y x y

xy x yxy x y

< + ≤ < + ≤
 ⇔ ⇔ 

− ≥ − +− ≥ − + 
( ) ( )2 2

0 1

1
1 1

2

x y

x y

< + ≤
⇔ 

− + − ≤

 

 

Dựa vào hình vẽ ta thấy hệ có nghiệm duy nhất ( ) 1 1
; ;

2 2
x y  =  

 
 

Vậy 1

2
m = −  

Câu 53.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn ( )( ) ( )2 2 1
22 1 1 log 2 .x y x y x y xy+ − + − + − − =  Tìm giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức ( )2 2 2

4log 2P xy
x y

= +
+

. 

A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 

Giả thiết ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 1
2 22 1 1 log 2 2 1 log 2x y x yx y x y xy x y xy+ − + −+ − + − − = ⇔ + − − =  



( ) ( )2 2 2 22 2 1 2 2 1
2 22 2 1 log 2 1 2 2 log 2x y x yx xy y xy x y xy xy+ − + −⇔ − + + − = ⇔ + − + = +  

( ) ( )2 2
2log 22 2 1

21 2 log 2 2 xyx yx y xy+ −⇔ + − + = +  ( )* . 

Xét hàm số ( ) 2 ,tf t t= +  ta có ( ) 1 2 ln 2 0, .tf t t′ = + > ∀ ∈  

Do đó hàm số ( )f t  luôn đồng biến trên  . 

Từ (*) suy ra ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
2 21 log 2 1 log 2f x y f xy x y xy+ − = ⇔ + − = . 

Khi đó ( ) ( )2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

4 4 4log 2 1 2 . 1 3P xy x y x y
x y x y x y

= + = + + − ≥ + − =
+ + +

. 

Dấu “= ” xảy ra khi và chỉ khi 
( )

2 2
2 2

2 2
2

4
1

1
1 log 2

x y x yx y
x y

x y xy

 + = = = + ⇔  = = − + − =

. 

Vì 0, 0x y> >  nên 1x y= = . 
Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức P  bằng 3  khi và chỉ khi 1.x y= =  

Câu 54.   Cho hàm số ( ) ( )2 2
1 11

1
+ +

+= x xf x e . Biết rằng ( ) ( ) ( ) ( )1 . 2 . 3 ... 2020 =
p
qf f f f e  với ,p q  là các số tự 

nhiên và p
q

 tối giản. Giá trị 2 −q p  bằng? 

A. 2020 . B. 2020− . C. 1− . D. 1. 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có
( )

( )
( ) ( ) ( )

22 2

2 22 2

11 1 1 1 1 11 1 1
. 1 . 1 11 . 1

+ + + +
+ + = = = + = + −

+ + ++ +

x x x x
x x x x x x xx x x

. 

Với ( ) ( )2 2
1 11

1
+ +

+= x xf x e  

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2021 11 1 1 ... 1 20201 2 2 3 3 4 2020 2021 1 2021 20211 . 2 . 3 ... 2020

        −+ − + + − + + − + + + − + −       
       = = =f f f f e e e . 

Ta chứng minh 
22021 1

2021
−  tối giản. Thật vậy: giả sử d  là ước chung của 22021 1−  và 2021 . 

Khi đó 22021 1− d  và 2021d . Do 22021 2021 1⇒ ⇒  d d d . Suy ra 1= ±d . 

Do đó 
22021 1

2021
−  tối giản nên 22021 1; 2021= − =p q  

Vậy 2 1− =q p  

Câu 55.   Cho phương trình 
2

2
2

2 1log 2 1 2
2

x mx x mx x
x

 + +
+ + + = +  + 

. Có bao nhiêu giá trị nguyên 

dương của tham số m  để phương trình trên có hai nghiệm thực phân biệt? 
A. 3 . B. 4 . C. 2 . D. 1. 

Lời giải 
Chọn B 

Điều kiện: 
2

2 0
2 1 0
x

x mx
+ >


+ + >

. 



Ta có 
2

2
2

2 1log 2 1 2
2

x mx x mx x
x

 + +
+ + + = +  +   

( )2 2
2 2log 2 1 2 1 log 2 2 (1)x mx x mx x x⇔ + + + + + = + + +  

Xét hàm số ( ) 2logf t t t= +  với ( )0;t∈ +∞  có ( ) 1 1 0
ln 2

f t
t

′ = + > , ( )0;t∀ ∈ +∞  

( )f t⇒  đồng biến trên ( )0;+∞  

Mà ( )1  có dạng: ( ) ( )22 1 2f x mx f x+ + = +  nên: 2(1) 2 1 2x mx x⇔ + + = + . 

Từ đó 
( ) ( ) ( )2 22

2 2
4 3 0      22 1 2

x x
x m xx mx x

> − > −  ⇔  + − − =+ + = +  
. 

YCBT ( )2⇔  có hai nghiệm phân biệt 1x , 2x  lớn hơn 2−  

( )
( ) ( )
( )( )

2

1 2

1 2

4 12 0

2 2 0

2 2 0

m

x x

x x

∆ = − + >
⇔ + + + >
 + + > ( )

1 2

1 2 1 2

4 0
2 4 0

m
x x
x x x x

 ∈


⇔ + + >
 + + + >



( )
4 4 0

3 2 4 4 0

m
m

m

 ∈


⇔ − + >
− + − + >



 

8
9

9 2
2

m
m

m

<
⇔ ⇔ <

<

 mà { }* 1;2;3;4m m∈ ⇒ ∈ . 

Câu 56.   Cho x , y  thỏa mãn ( ) ( )3 2 2log 9 9
2

x y x x y y xy
x y xy

+
= − + − +

+ + +
. Tìm giá trị lớn nhất của 

3 2 9
10

x yP
x y
+ −

=
+ +

 khi x , y  thay đổi. 

A. 2 . B. 3 . C. 1. D. 0 . 
Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện: 0x y+ >  (do 
2 2

2 2 32 2 0
2 4
y yx y xy x + + + = + + + > 

 
). 

Đẳng thức đã cho tương đương với 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2

9
log 9 9 2 *

2
x y

x x y y xy
x y xy

+
= − + − + +

+ + +
. 

Đặt 2 2 2 0u x y xy= + + + > , 9 9 0v x y= + > , ta có. 

( ) 3 3 3* log log logv u v u u v v
u

⇔ = − ⇔ + = + . 

Mà hàm số ( ) 3logf t t t= +  liên tục và đồng biến trên ( )0; +∞  nên 

( ) 2 2* 9 9 2 0u v x y xy x y⇔ = ⇔ + + − − + = . 

Ta có 



( )
2

22 2 23 9 3 199 9 2 0 9 2 3
2 2 4 2 4 4
y yx y xy x y x x y y y   + + − − + = ⇔ + − + = − + − = − − +   

   
. 

Dẫn đến 

2 19 1 199 1 2 19
2 2 4 2 2 2
y y yx x x x y   + − + ≤ ⇒ − ≤ + ≤ ⇒ − ≤ + ≤   

   
. 

Suy ra 

3 2 9 10 2 19 2 191 1
10 10 10

x y x y x y x yP
x y x y x y
+ − + + + + − + −

= = = + ≤
+ + + + + +

. 

2 19 8
1

3 3
x y x

P
y y
+ = = 

= ⇔ ⇔ = = 
. 

Vậy max 1P = . 

Cách 2: 
Từ giả thiết, ta có ( )2 2 9 9 2 0 *x y xy x y+ + − − + =  
Ta thấy 8, 3x y= =  thỏa mãn ( )* , đặt 8, 3x a y b= + = +  khi đó: 

( )2 2 2 2 2 29 9 2 0 10a 5 0 10a 5

10a 5 0 2a 0

x y xy x y a b ab b a ab b

b b

+ + − − + = ⇔ + + + + = ⇔ + = − + +

⇒ + ≤ ⇔ + ≤  

Ta có: 
3 2 9 3 2 21 21 1

10 21 21
x y a b a bP
x y a b a b
+ − + + +

= = = + ≤
+ + + + + +  

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 8, 3x y= = . Vậy P  đạt giá trị lớn nhất bằng 1. 

Câu 57.   Có bao nhiêu cặp số nguyên ( );x y  thỏa mãn 0 2019x≤ ≤  và ( )5log 5 5 3 125yx x y+ + = + ? 

A. 2019 . B. 2 . C. 1. D. 2020 . 
Lời giải 

Chọn B 
ĐKXĐ: 5 5 0 1x x+ > ⇔ > −  
Ta có: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )5

5 5

log 13 3
5 5

log 5 5 3 125 log 5( 5 ) 3 125

log 1 1 3 5 5 log 1 3 5

y y

xy y

x x y x x y

x x y x y+

+ + = + ⇔ + + = +

⇔ + + + = + ⇔ + + = +
 

Xét hàm đặc trưng ( ) 5 ( ) 5 .ln 5 1 0t tf t t f t′= + ⇒ = + >  ta có  

⇒ Hàm số  đồng biến trên , do đó ta có ( ) 3
5log 1 3 1 5 yx y x+ = ⇔ + =  

Theo bài ra ta có: 0 2019x≤ ≤  
3 3

50 5 1 2019 1 5 2020 0 3 log 2020 4,73y y y⇔ ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ≈  

Mà { }0;1y y∈ ⇔ ∈  

Ứng với mỗi giá trị của y cho  giá x tương ứng. 
Vậy có 2  cặp số nguyên thỏa mãn yêu cầu bài toán 

Câu 58.   Có bao nhiêu cặp số nguyên dương  thỏa mãn và ? 

A. . B. . C. . D. . 

'( ) 1 3 ln 3 0tf t = + >

( )y f t= 

1
( );x y

( );x y 2020≤x 3
2 3log 2 1

3 4
 + +

= − + + + 

x y y x
x y

1010 2020 2019 1009



Lời giải 
Chọn D 

Điều kiện bài toán:  

Ta có:  

 

Xét hàm số trên . 

Ta có hàm số đồng biến trên . 

Khi đó  

Vì . 

Do  nguyên dương nên  
Rõ ràng, với mỗi  ta xác định được tương ứng duy nhất một giá trị  nguyên thỏa mãn. 

Vậy có  cặp số nguyên . 

Câu 59.   Cho 2  số thực dương ,x y  thỏa mãn ( )( ) ( )( )1
3log 1 1 9 1 1

y
x y x y

+
+ + = − − +   . Giá trị nhỏ nhất 

của biểu thức 2P x y= +  là 

A. min
11
2

P = . B. min
27
5

P = . C. min 5 6 3P = − + . D. min 3 6 2P = − + . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( )( ) ( )( )1
3log 1 1 9 1 1

y
x y x y

+
+ + = − − +    

( ) ( ) ( ) ( )( )3 31 log 1 log 1 1 1 9y x y x y⇔ + + + + + − + =   . 

( ) ( ) ( )3 31 log 1 log 1 1 9y x y x⇔ + + + + + − =    

( ) ( )3 3
9log 1 1 log 1

1
x x y

y
⇔ + + − = − +

+
 

( )3 3
9 9log 1 1 2 2 log

1 1
x x

y y
⇔ + + + − = − +

+ +
(*). 

Xét hàm số ( ) 3log 2f t t t= + −  với 0t >  có ( ) 1 1 0
ln 3

f t
t

′ = + >  với mọi 0t >  nên hàm số ( )f t  luôn 

đồng biến và liên tục trên ( )0;+∞ . 

Từ (*) suy ra 91
1

x
y

+ =
+

 9 81
1 1

yx
y y

−
⇔ = − =

+ +
, do 0x >  nên ( )0;8y∈ . 

Vậy ( )8 9 92 2 2 1 2 1 3 3 6 2
1 1 1
yP x y y y y

y y y
−

= + = + = − + = + + − ≥ − +
+ + +

. 

1 2020
1
≤ ≤

 ≤

x
y

3
2 3log 2 1

3 4
 + +

= − + + + 

x y y x
x y

( ) ( ) ( ) ( )3 3log 2 3 log 3 4 3 4 2 3⇔ + + − + + = + + − + +x y x y x y x y

( ) ( ) ( ) ( )( )3 3log 2 3 2 3 log 3 4 3 4 *⇔ + + + + + = + + + + +x y x y x y x y

3( ) log= +f t t t ( )0;+∞

( )1( ) 1 0, 0;
ln 3

′ = + > ∀ ∈ +∞ ⇒f t t
t

( )0;+∞

( ) ( )(*) 2 3 3 4 2 3 3 4 2 1⇔ + + = + + ⇔ + + = + + ⇔ = +f x y f x y x y x y x y

20191 2020 1 2 1 2020 0
2

≤ ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤x y y

y { }1;2;3;...;1009∈y

y x

1009 ( );x y



Vậy min 3 6 2P = − +  khi ( ) 9 32 1 1
1 2

y y
y

+ = ⇔ = −
+

. 

Câu 60.   Phương trình    2 2 2
2 2log 2 1 1 log 2 1 1 2 1x x x x         có bao nhiêu nghiệm nguyên? 

A. 0.  B. 1.  C. 2.  D. 4.  
Lời giải 

Chọn C. 
Điều kiện: 0.x   

Phương trình đã cho  
2

2 2
2 22

2log log 2 1 1 2 1
2 1 1

x x x x
x

      
 

 

     
 

    

2 2 2 2
2 2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

log 2 log 2 1 1 log 2 1 1 2 1

1 2log 2log 2 1 1 2 1

2log 2log 2 1 1 2 1 1 * .

x x x x x

x x x x

x x x x

         

       

       

 

Xét hàm   22 logf t t t   trên  0; ta có   12 1 0, (0; )
ln 2

f t x
t

       suy ra ( )f t là hàm đồng 

biến trên ( )0;+∞  nên từ (*) ta có 22 1 1x x   21 2 1 2.x x x       

Câu 61.   Có bao nhiêu cặp số nguyên ( );x y  thỏa mãn điều kiện ( )2log 2 2002 1002 2yx x y− + = + +  và 

1002 2020x≤ ≤ ? 
A. 12 . B. 10 . C. 11. D. 18 . 

Lời giải. 
Chọn B 

( )
[ ]

2

2

2

2

2 2

log 2 2002 1002 2

log 2( 1001) 1002 2

1 log ( 1001) 1002 2
log ( 1001) ( 1001) 2
log ( 1001) ( 1001) log 2 2

y

y

y

y

y y

x x y

x x y

x x y
x x y
x x

− + = + +

⇔ − + = + +

⇔ + − + = + +

⇔ − + − = +

⇔ − + − = +

 

Đặt
1001 0

2 0y

x u
v

− = >


= >
 ta có phương trình 2 2log logu u v v+ = +  với hàm số 

( ) ( ) ( )2
1log ' 1 0  0;
ln 2

f t t t f t x
t

= + ⇒ = + > ∀ ∈ +∞  

⇒  Hàm số f(t) đồng biến trên ( )0;+∞  suy ra 1001 2yu v x= ⇒ − =  

1002 2 1001 2020yx⇒ ≤ = + ≤ ,Suy ra 2 20 log 1 log 1019 9,99y= ≤ ≤ = . 

Do mỗi y cho ta một x và y nguyên nên { }0;1;2;...;9y∈ . 

Câu 62.   Cho hai số thực dương ,x y  thỏa mãn 2 3 3 4 6 3 2 3 12 9.2 8.3 1x y x y x y− − − − − −+ = + . Giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức 2 29 8 12T x y x= + − +  tương ứng bằng 
A. 3 . B. 5− . C. 1. D. 13 . 

Lời giải 
Đáp án: C 

+ Đặt 2 3t x y= −  thế vào giả thiết sẽ được: 3 2 3 1 22 9 82 9.2 8.3 1 .2 .3 1
8 8 3

t
t t t t t− − −+ = + ⇔ + = +  

( ) ( )3.2 27.4 64.3 24 3 2 8 27.4 64.3 0t t t t t t⇔ + = + ⇔ − + − =  



( ) 43 2 8 3 27 64 0 (*)
3

t
t t   ⇔ − + − =     

 

+ Với 3t = : Thỏa mãn phương trình (*) 

+ Với 
( )3 2 8 0

3 43 27. 64 0
3

t

t
t

t

 − >
> ⇒ ⇒    − >       

 Phương trình (*) vô nghiệm 

+ 
( )3 2 8 0

3 43 27. 64 0
3

t

t
t

t

 − <
< ⇒ ⇒    − <       

 Phương trình (*) vô nghiệm 

+ Do đó: (*) có nghiệm duy nhất 2 3 33 2 3 3
3 2

xt x y y x−  = ⇒ − = ⇒ = > 
 

 thế vào biểu thức T , ta 

được: ( )
2

22 22 3 39 8 12 5 20 21 5 2 1 1,
3 2

xT x x x x x x− = + − + = − + = − + ≥ ∀ > 
 

 

+ Vậy giá trị nhỏ nhất của của biểu thức T bằng 1 khi và chỉ khi 
2
1
3

x

y

=



=

. 

Câu 63.   Có bao nhiêu cặp số nguyên  thoả mãn 0 2020y< <  và 3
33 3 6 9 logx x y y+ − = + ? 

A. 9 . B. 7 . C. 8 . D. 2019 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 3
33 3 6 9 logx x y y+ − = +  

33 3 6 9 3logx x y y⇔ + − = +  
1

33 2 3 logx x y y−⇔ + − = +  

( )1
33 1 3 log 3x x y y−⇔ + − = +  

( ) ( )3log 31
33 1 3 log 3yx x y−⇔ + − = + . 

Xét hàm số ( ) 3tf t t= + . Ta có: ( ) 1 3 .ln 3 0,tf t t′ = + > ∀ . 

Suy ra hàm số ( )f t  liên tục và đồng biến trên  . 

Do đó ( ) ( )( ) ( ) 2
3 3 31 log 3 1 log 3 2 log 3xf x f y x y x y y −⇔ − = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = . 

Vì ( )0;2020y∈  nên 23 2020x− < 3 32 log 2020 2 log 2020x x⇔ − < ⇔ < +  

Do ;x y∈  nên { }2;3;4;5;6;7;8x∈ . 

Ứng với mỗi giá trị nguyên của x  cho ta  giá trị nguyên của y . 

Vậy có 7  cặp số nguyên  thoả mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 64.   Cho các số thực ,x y  thỏa mãn 0 , 1x y≤ ≤  và ( ) ( )3log 1 1 2 0
1
x y x y

xy
+

+ + + − =
−

. Tìm giá trị 

nhỏ nhất của 2P x y= + . 

A. 2 . B. 1 . C. 1
2

. D. 0. 

( );x y

( )*

( )*

1

( );x y



Lời giải 
Với điều kiện biểu thức đề bài có nghĩa, ta có 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3log 1 1 2 0 log log 1 1 0
1
x y x y x y xy xy x y

xy
+

+ + + − = ⇔ + − − + + + − =
−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3log log 1 1 *x y x y xy xy⇔ + + + = − + −  

Xét hàm số ( ) 3logf x t t= +  trên ( )0;2  

( ) ( )1ln 3 1 0, 0;2f t t
t

′ = + > ∀ ∈  nên hàm số ( )f t  đồng biến trên ( )0;2 . 

Do đó từ ( )*  ta có ( ) 11 1 1
1

xx y xy y x x y
x

−
+ = − ⇔ + = − ⇔ =

+
 

12 2
1

xP x y x
x

−
= + = +

+
 

( )
( )

[ ]2
22 0, 0;1

1
P x x

x
′ = − ≥ ∀ ∈

+
 

Suy ra ( )min 0 1P P= =  đạt được khi 0, 1x y= = . 

Câu 65.   Xét các số thực dương a,b thỏa mãn: 2
1log 2 3ab ab a b
a b
−

= + + −
+

. Tìm giá trị nhỏ nhất minP  của 

2P a b= +  

A. min
2 10 3 .

2
P −

=  B. min
2 10 5 .

2
P −

=  C. min
2 10 7 .

2
P −

=  D. min
2 10 1.

2
P −

=  

Lời giải: 

Ta có: 

( )

( )

2 2

2

2 2 2

1 1log 2 3 log 1 2 2

2 2log 2 2

2 2 ,

log log log

ab abab a b ab a b
a b a b

ab ab a b
a b

u ab v a b
u u v u u v v
v

− −
= + + − ⇔ + = − − + +

+ +
−

⇔ = − − + +
+

= − = +

⇔ = − + ⇔ + = +

 

Hàm số: ( ) 2logf t t t= +  là hàm đồng biến. Nên suy ra: ( )2 2 *u v ab a b= ⇔ − = + . 

Lại có, ( )2 0 2P a b P a P b= + > ⇔ = −  thế vào (*) ta có: 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 4 1 2 2 0 **P b b P b b b P b P− − = − + ⇔ + − + − =  

Để phương trình (**) có nghiệm thì ( ) ( )2 21 2 16 2 0 4 12 31 0P P P P∆ = − − − ≥ ⇔ + − ≥  

2 10 3
2

2 10 3
2

P

P

 − −
≤

⇔
 −

≥


 

Vì 0P > nên 2 10 3
2

P −
≥ . Vậy min

2 10 3 .
2

P −
=  

Chọn A 



Câu 66.   Xét các số thực dương ,x y  thỏa mãn 3
3log 3 1

1
x y xy y x
xy
−

= + − +
+

. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

thức 1A x
y

= + . 

A. min
14
3

A = . B. min
14
3

A = − . C. min 6A = − . D. min 6A = . 

Lời giải 
Chọn D 
Điều kiện: 3 0x y− > . 

( ) ( )3 3 3
3log 3 1 log 3 log 1 3 1

1
x y xy y x x y xy xy y x
xy
−

= + − + ⇔ − − + = + − +
+

 

( ) ( ) ( ) ( )3 3log 3 3 log 1 1 1x y x y xy xy⇔ − + − = + + + . 

Xét hàm ( ) 3log , 0f t t t t= + > . 

( ) 1 1 0, 0
.ln 3

f t t
t

′ = + > ∀ > . 

Suy ra hàm số ( )f t  đồng biến trên ( )0;+∞  nên ( ) 11 3 1
3

xx y xy y
x
−

⇔ − = + ⇒ =
+

. 

1 3
1

xA x x
y x

+
= + = +

−
. 

Đặt ( ) 3
1

xA A x x
x
+

= = +
−

( )
( )2

41 0 3
1

A x x
x

′⇒ = − = ⇔ =
−

do , 0x y > . 

 
Vậy min 6A = . 

Câu 67.   Có bao nhiêu cặp số nguyên ( );x y thỏa mãn 0 2020y≤ ≤  và ( )2log 6 2 3 2 2yx x y− + = + + ? 

A. 2019 . B. 1011. C. 2020 . D. 1010 . 
Lời giải 

Chọn D 

Điều kiện: 
1
3

x >  

( ) ( ) ( )2 2 2log 6 2 3 2 2 1 log 3 1 3 2 2 3 1 log 3 1 2y y yx x y x x y x x y− + = + + ⇔ + − + = + + ⇔ − + − = +  Xét 

hàm số ( ) 2logf t t t= +  trên ( )0;+∞  

Ta có ( ) ( )1 1 0, 0;
ln 2

f t t
t

′ = + > ∀ ∈ +∞  suy ra ( ) 2logf t t t= +  đồng biến trên ( )0;+∞  

Do đó phương trình 
( )
( )

2

2 2

3 1 log 3 1 2

3 1 log 3 1 2 log 2

3 1 2
3 2 1 (*)

y

y y

y

y

x x y

x x

x
x

− + − = +

⇔ − + − = +

⇔ − =

⇔ = +

  

 

 

Nếu y chẵn ta có 2 1y +  không chia hết cho 3 suy ra (*) vô nghiệm 



Nếu y lẻ 2 1y +  chia hết cho 3. Do đó từ (*) suy ra 2 1
3

y

x +
= ∈  

Tức là với mỗi y lẻ cho ta một giá trị tương ứng .x  Mà 0 2020y≤ ≤  suy ra có 1010 số y lẻ 

Vậy có 1010 cặp số nguyên ( ).;x y  

Câu 68.   Có bao nhiêu cặp số nguyên  thỏa mãn và 

? 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn B 

Điều kiện bài toán:  

Ta có:  

Xét hàm số trên . 

Ta có hàm số đồng biến trên 

. 

Khi đó  

Vì . 

Do  nguyên nên  
Rõ ràng, với mỗi  ta xác định được tương ứng duy nhất một giá trị  nguyên thỏa mãn đề bài. 

.Vậy có  cặp số nguyên . 

Câu 69.   Cho các số thực dương , ,x y z  thỏa mãn đồng thời 
2 2 2

1 1 1 1
log log log 2020x y z

+ + =  và 

2log ( ) 2020xyz = . Tính ( )( )2log 1xyz x y z xy yz zx+ + − − − +  

A. 4040 . B. 1010 . C. 2020. D. 22020 . 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt 2 2 2log ; log ; loga x b y c z= = = . 

Ta có 1 1 1 1
2020a b c

+ + =  và 2020a b c+ + =  

( ) ( )( )

( )( )( )

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

0
0

a b c a b c ab ac bc abc
a b c

a b ab abc abc b c bc a c ac
a b b c c a

 + + + + = ⇔ + + + + = 
 
⇔ + + + + + + + =

⇔ + + + =

 

Vì vai trò , ,a b c  như nhau nên giả sử 20200 2020 2a b c z+ = ⇒ = ⇒ =  và 1xy = . 

( )( ) ( )
( )

2 2

2
2 2

log 1 log ( ) 1 1

log 2log 4040

xyz x y z xy yz zx z x y z yz zx

z z

+ + − − − + = + + − − − +

= = =
 

( );x y 2020≤x

( ) 2
2log 3 1

2 1
  = − + − + + 

y y x y x
x

1010 44 2020 1011

0 2020
1
≤ ≤

 ≤

x
y

( ) 2
2log 3 1

2 1
  = − + − + + 

y y x y x
x

( ) ( )2
2 2log 3 log 1 1 3 1 *⇔ + − = + + + − +y y y x x x

2
2( ) log 3= + −f t t t t ( )0;+∞

( )1 1 2( ) 2 3 2 .2 3 2 3 0, 0;
ln 2 ln 2 ln 2

′ = + − ≥ − = − > ∀ ∈ +∞ ⇒f t t t t
t t

( )0;+∞

( ) ( )(*) 1 1⇔ = + ⇔ = +f y f x y x

0 2020 1 1 2021 1 1 2021 1 2021≤ ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤x x x y

y { }1;2;3;...;44∈y

y x

44 ( );x y



Câu 70.   Cho là các số thực âm thỏa điều kiện . Biết rằng biểu thức 

 đạt giá trị nhỏ nhất là khi và . Tính giá trị  

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 

Chọn C 

 

Xét hàm số  

Ta có nên hàm số nghịch biến trên . 

Phương trình trở thành với nên . 

Do đó . Thay vào P ta được . 

Khi đó P đạt GTNN trên là khi và . 

Câu 71.   Cho là các số thực âm thỏa điều kiện . Biết rằng biểu thức 

 đạt giá trị nhỏ nhất là khi và . Tính giá trị  

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 

Chọn C 

,  x y 2
1

1 1 0
2 2

y
x

x ye
e xy x y

−
−

− +
− + =

+ − −
P x y xy= + + 0P 0x x= 0y y= 0 0 0M P x y= + −

5
4

M = −
1
4

M = −
9
4

M = − 1M = −

( ) ( )

( )( )

2
1

2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

1 1 0
2 2

1 0
2 2

1 0
2 2

1 2 0
2 1

1 1 0
2 1

1 1
2 1

y
x

y x

y x

y x

y x

y x

x ye
e xy x y

x ye e
xy x y

x ye e
x y y
x ye e
y x

e e
y x

e e
y x

−
−

− −

− −

− −

− −

− −

− +
− + =

+ − −
− +

⇔ − + =
− + −

− +
⇔ − + =

− − −

− − +
⇔ − + =

− −

⇔ − + − =
− −

⇔ + = +
− −

( ) 1, 0ty f t e t
t

−= = + ∀ ≠

( ) 2

1' 0, 0tf t e t
t

−= − − < ∀ ≠ ( );0−∞

( ) ( )2 1f y f x− = − , 0x y < ( )2, 1 ;0y x− − ∈ −∞

2 1 1y x y x− = − ⇔ = + ( ) 21 1 3 1P x x x x x x= + + + + = + +

( );0−∞ 5
4

−
3
2

x = − 1
2

y = −

,  x y 2
1

1 1 0
2 2

y
x

x ye
e xy x y

−
−

− +
− + =

+ − −

P x y xy= + + 0P 0x x= 0y y= 0 0 0M P x y= + −

5
4

M = −
1
4

M = −
9
4

M = − 1M = −



 

Xét hàm số  

Ta có nên hàm số nghịch biến trên . 

Phương trình trở thành với nên . 

Do đó . Thay vào P ta được . 

Khi đó P đạt GTNN trên là khi và . 

Câu 72.   Có bao nhiêu cặp số nguyên (x; y) thỏa mãn ( )2log 2 2002 1002 2yx x y− + = + +  và 

1002 2020x≤ ≤ ? 
A. 12 . B. 10 . C. 11. D. 18 . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt 1001 0,2 0yx u v− = > = >  ta có phương trình 2 2log logu u v v+ = +  với hàm số 

( ) 2logf t t t= +  đồng biến trên ( )0;+∞  suy ra 1001 2yu v x= ⇒ − =  

1002 2 1001 2020yx⇒ ≤ = + ≤  Suy ra 2 20 log 1 log 1019 9,99y= ≤ ≤ = . 

Do mỗi y cho ta một x và y nguyên nên { }0;1;2;...;9y∈ . 

Câu 73.   Có bao nhiêu cặp số nguyên dương ( );x y  thỏa mãn 2020x ≤ và 

2
2log 3( 1 y) y

2 1
y x x
x

= + − − +
+

? 

A. 2020 . B. 44 . C. 43 . D. 1011. 
Lời giải 

Chọn C 
Điều kiện bài toán: 0 2020, 1≤ ≤ ≥x y  

Ta có: 2
2log 3( 1 y) y

2 1
y x x
x

= + − − +
+

 

2
2 2log 3 log 1 (x 1) 3 1⇔ + + = + + + + +y y y x x  (1) 

Xét hàm số 2
2(t) log 3f t t t= + +  trên (0; )+∞ . 

( ) ( )

( )( )

2
1

2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

1 1 0
2 2

1 0
2 2

1 0
2 2

1 2 0
2 1

1 1 0
2 1

1 1
2 1

y
x

y x

y x

y x

y x

y x

x ye
e xy x y

x ye e
xy x y

x ye e
x y y
x ye e
y x

e e
y x

e e
y x

−
−

− −

− −

− −

− −

− −

− +
− + =

+ − −
− +

⇔ − + =
− + −

− +
⇔ − + =

− − −

− − +
⇔ − + =

− −

⇔ − + − =
− −

⇔ + = +
− −

( ) 1, 0ty f t e t
t

−= = + ∀ ≠

( ) 2

1' 0, 0tf t e t
t

−= − − < ∀ ≠ ( );0−∞

( ) ( )2 1f y f x− = − , 0x y < ( )2, 1 ;0y x− − ∈ −∞

2 1 1y x y x− = − ⇔ = + ( ) 21 1 3 1P x x x x x x= + + + + = + +

( );0−∞ 5
4

−
3
2

x = − 1
2

y = −



Ta có 1'( ) 2 3 0, (0; )
2ln

= + + > ∀ ∈ +∞ ⇒f t t t
t

hàm số đồng biến trên (0; )+∞ . 

Khi đó (1) ( ) ( 1)⇔ = +f y f x 1⇔ = +y x  

Vì 1 2020x≤ ≤  nên 2 1 2021 2 44≤ = + ≤ ⇔ ≤ ≤y x y  
Do y  nguyên dương nên có 43  số nguyên dương y thỏa yêu cầu bài toán. 
Rõ ràng với mỗi y ta xác định được tương ứng duy nhất một giá trị x  nguyên dương thỏa mãn. 

Vậy có 43  cặp số nguyên ( );x y . 

Câu 74.   Cho cấp số cộng ( )na , cấp số nhân ( )nb  thỏa mãn 2 1 0a a> ≥  và 2 1 1b b> ≥ ; và hàm số 

( ) 3 3f x x x= −  sao cho ( ) ( )2 12f a f a+ =  và ( ) ( )2 2 2 1log 2 logf b f b+ = . Số nguyên dương n  nhỏ 

nhất và lớn hơn 1 sao cho 2018n nb a>  là: 
A. 16 . B. 15 . C. 17 . D. 18 . 

Lời giải 
Chọn B 
Hàm số ( ) 3 3f x x x= −  có bảng biến thiên như sau: 

 
Theo giả thiết 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1

2 1 2 1

2
0 0

f a f a f a f a
a a a a
 + =  < ⇒ 

> ≥ > ≥  
. 

Từ đó suy ra 1 2

1 2

0 1
0 1

a a
a a

≤ < ≤
 ≤ ≤ <

, hơn nữa ( ) 2 0 0f x x+ ≥ ∀ ≥ . Ta xét các trường hợp: 

 Nếu 1 20 1a a≤ < ≤  thì 
( )
( )

( )
( )

2 2 2

11 1

2 0 2 1
00 0

f a f a a
af a f a

+ ≥ = −  = ⇒ ⇒   =≤ =   
. 

 Nếu 1 20 1a a≤ ≤ <  thì 
( )
( )

2

1

2 0

0

f a

f a

+ >


≤
 điều này là không thể. 

Do đó chỉ xảy ra trường hợp 1 20; 1a a= = . 

Từ đó suy ra ( )1 1na n n= − ≥ . 

Tương tự vì 2 1 1b b> ≥  nên 2 2 2 1log log 0b b> ≥ , suy ra ( )2 2 2 1

2 1 1

log 1 1
2 1

log 0 1
n

n

b b
b n

a b
−= = 

⇔ ⇒ = ≥ = = 
. 

Xét hàm số ( ) 2 2018xg x x= −  trên nữa khoảng [ )0;+∞ , ta có bảng biến thiên 



 

Ta có ( )
( )
( )
( )

2

2

2018log 0
ln 2

2018log 11
ln 2

12 20120

13 18042

14 11868

15 2498 0

g

g

g

g

g

   <   


>

 = −


= −
 = −
 = >

 nên số nguyên dương nhỏ nhất n  thỏa ( )1 0g n − >  là 1 15 16n n− = ⇔ = . 

Câu 75.   Tính tổng tất cả các nghiệm của phương trình  

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn B 

Điều kiện:  

. 

. 

. 

. 

Xét hàm đặc trưng . 

Ta có: . 

Với . 

Vậy hàm  đồng biến với . 

Phương trình (*) có nghiệm khi và chỉ khi 
. 

. 
. 

. 

. 

( )
3 2

3 2
2

3 3 5log 1 6 7
1

x x x x x x
x

+ − −
+ + = + +

+

2 3− + 2− 0 2 3− −

3 2

2

3 3 5 0
1

+ − −
>

+
x x x

x
⇔ 3 23 3 5 0+ − − >x x x ⇔ 3 23 3 1 6 6 0+ + + − − >x x x x

⇔ ( ) ( )31 6 1 0+ − + >x x ⇔ ( )( )21 2 5 0+ + − >x x x ⇔
1 6 1

1 6

− − < < −


− + <

x

x

( )
3 2

3 2
2

3 3 5log 1 6 7
1

+ − −
+ + = + +

+
x x x x x x

x
⇔ ( ) ( ) ( )33 2 2 2log 3 3 5 log 1 6 7 1+ − − − + = + + − +x x x x x x x

⇔ ( ) ( ) ( )3 2 3 2 2 2log 3 3 5 3 3 5 log 1 1 *+ − − + + − − = + + +x x x x x x x x

( ) log= +f t t t ( )0>t

( ) 1 1
ln10

′ = +f t
t
( )0 0′> ⇒ >t f t

( ) log= +f t t t 0>t

3 2 23 3 5 1+ − − = +x x x x
⇔ 3 28 2 3 14 0+ + − − =x x x

⇔ ( )( ) ( )( )22 2 4 2 2 7 0+ − + + + − =x x x x x

⇔ ( )( )22 3 0+ − =x x

⇔

2

3

3

= −


= −
 =

x

x

x



Kết hợp với điều kiện suy ra phương trình có ba nghiệm nghiệm . 

Vậy tổng hai nghiệm của phương trình bằng -2. 

Câu 76.   Biết rằng với [ ];m a b∈  thì phương trình ( ) ( )33 2 2 216 12 1 1x x x m x− + = +  có nghiệm. Khi 

đó 2 2a b+  có giá trị bằng 
A. 1.  B. 5. C. 4.  D. 10.  
Giải 

Phương trình 
3 2 3 2

2 2 2 2
2 216 12   2 3 .

1 1 1 1
x x x xm m

x x x x
   ⇔ − = ⇔ − =   + + + +   

 

Đặt 2
2 0

1
xt

x
= ≥

+
. Ta có 2 1 2x x+ ≥  suy ra 2

2 1.
1

xt
x

= ≤
+

 Do đó 0 1t≤ ≤ . 

Phương trình trở thành ( )3 22 3    *t t m− = . Đây là phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm 

số 3 22 3y t t= −  (chỉ xét trong phần [ ]0;1t∈ ) và đường thẳng .y m=  

Dựa vào đồ thị, ta thấy để phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi phương trình ( )*  có nghiệm 

thuộc đoạn [ ]0;1 1 0.m⇔ − ≤ ≤  

Do đó 2 21; 0 1 0 1.a b a b= − = ⇒ + = + =  bằng 
Chọn phương án#A. 

Câu 77.   Có bao nhiêu cặp số nguyên dương ( );x y  thỏa mãn 2020x ≤  và 3
2 3log 2 1?

3 4
x y y x

x y
 + +

= − + + + 
 

A. 1010  B. 2020 . C. 2019  D. 1009  
Lời giải 

Chọn D 

Yêu cầu bài toán:
1 2020,
1 ,

x x
y y

≤ ≤ ∈
 ≤ ∈




 và 3
2 3log 2 1?

3 4
x y y x

x y
 + +

= − + + + 
 

Ta có: 3
2 3log 2 1

3 4
x y y x

x y
 + +

= − + + + 
 

3 3log (2 3) log ( 3 4) ( 3 4) (2 3)x y x y x y x y⇔ + + − + + = + + − + +  

3 3log (2 3) (2 3) log ( 3 4) ( 3 4) (*)x y x y x y x y⇔ + + + + + = + + + + +  

Xét hàm số 3( ) logf t t t= +  trên ( )0;+∞ . 

Ta có 1( ) 1 0, (0; )
ln 3

f t t
t

′ = + > ∀ ∈ +∞ ⇒  hàm số đồng biến trên ( )0; .+∞  

Khi đó (*) (2 3) ( 3 4) 2 1f x y f x y x y⇔ + + = + + ⇔ = +  

Vì 20191 2020 1 2 1 2020 0 .
2

x y y≤ ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤  

Do y  nguyên dương nên { }1;2;3;...;1009 .y∈  

Với mỗi giá trị y  xác định được tương ứng duy nhất một giá trị x  nguyên dương thỏa mãn. Vậy có 
1009 cặp số nguyên. 

2

3

3

= −


= −
 =

x

x

x



Câu 78.   Có bao nhiêu cặp số nguyên  thỏa mãn  và và 

( ) ( )1
2 24 log 3 16.2 log 2 1x yy x+ + + = + + ? 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện bài toán:  

Ta có:  

Xét hàm số trên . 

Ta có  hàm sốđồng biến trên . 

Khi đó  

Vì . 

Do  nguyên nên . Rõ ràng, với mỗi  ta xác định được tương ứng duy nhất 

một giá trị nguyên thỏa mãn. 

Vậy có  cặp số nguyên . 

Câu 79.   Biết 1x , 2x  là hai nghiệm của phương trình 
2

2
7

4 4 1log 4 1 6
2

x x x x
x

 − +
+ + = 

 
 và 

( )1 2
12
4

x x a b+ = +  với a , b  là hai số nguyên dương. Tính .a b+  

A. 16a b+ = . B. 11a b+ = . C. 14a b+ = . D. 13.a b+ =  
Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện 
0
1
2

x

x

>



≠

 

Ta có ( )22
2 2

7 7

2 14 4 1log 4 1 6 log 4 4 1 2
2 2

xx x x x x x x
x x

 − − +
+ + = ⇔ + − + =       

 

( ) ( ) ( )2 2
7 7log 2 1 2 1 log 2 2 1x x x x⇔ − + − = +  

Xét hàm số ( ) ( )7
1log 1 0
ln 7

f t t t f t
t

′= + ⇔ = + >  với 0t >  

Vậy hàm số đồng biến 

Phương trình ( )1  trở thành ( )( ) ( ) ( )2 2

3 5
42 1 2 2 1 2

3 5
4

x
f x f x x x

x

 +
=

− = ⇔ − = ⇔
 −

=


 

Vậy 
( )

( )
1 2

9 5  
42 9; 5 9 5 14.

9 5  
4

l
x x a b a b

tm

 −

+ = ⇒ = = ⇒ + = + =
 +



 

( );x y 0 2020≤ ≤x 1 2020≤ ≤y

2019 2020 1010 1011

0 2020
1 2020
≤ ≤

 ≤ ≤

x
y

( ) ( )1
2 24 log 3 16.2 log 2 1+ + + = + +x yy x ( ) ( )( )2 2 4

2 22 log 2 1 2 log 3 *+ +⇔ − + = − +x yx y
1

2( ) 2 log+= −tf t t [ )1;+∞

[ )
1 2

1 1 .2 .ln 2 1( ) 2 ln 2 0, 1;
ln 2 ln 2

+
+ −′ = − = > ∀ ∈ +∞ ⇒

t
t tf t t

t t
[ )1;+∞

( ) ( )(*) 2 1 3 2 1 3 2 2⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ = −f x f y x y y x

31 2020 1 2 2 2020 1011
2

≤ ≤ ⇔ ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤y x x

x { }2;3;4;...;1011∈x x

y

1010 ( );x y



Câu 80.   Cho phương trình ( )55 logx m x m+ = − , với m  là tham số. Số giá trị nguyên của 

( )2020;2020m∈ −  để phương trình đã cho có nghiệm là? 

A. 9 . B. 2021 . C. 2020 . D. 2019 . 
Lời giải 

Chọn D 
Điều kiện của phương trình: x m> . 

Ta có ( )55 logx m x m+ = − 55
x m x m+⇔ = − 55

x m m x+⇔ + = . 

Đặt 5x m t+ =  ( )1 , phương trình trên trở thành 5t m x+ =  ( )2 . 

Trừ tương ứng vế với vế của ( )1  cho ( )2 , ta được: 5 5x t t x− = − 5 5x tx t⇔ + = + . 

Đặt ( ) 5xf x x= + ( ) 5 .ln 5 1 0xf x′⇒ = + > x∀ , vậy ( )f x  là hàm đơn điệu trên tập xác định. 

Từ đây suy ra 5 5x tx t+ = + ( ) ( )f x f t⇔ = x t⇔ = , thế vào phương trình ( )1 , ta được: 

5x m x+ = 5xx m⇔ − = . 

Xét hàm ( ) 5xg x x= −  có ( ) 1 5 .ln 5xg x′ = − ( ) 0g x′⇒ = 1 5 .ln 5 0x⇔ − = 5
1log

ln 5
x  ⇔ =  

 
. 

Ta có bảng biến thiên của hàm ( )g x  như sau: 

 

Vậy phương trình ( )g x m=  có nghiệm 5
1 1log

ln 5 ln 5
m  ⇔ ≤ − 

 
0,92≈ − . 

Lại có ( )2020;2020m∈ −  và m∈ , từ đây suy ra m∈  và 2019 1m− ≤ ≤ − . 

Vậy có 2019  giá trị nguyên của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 81.   Cho a , b , c  là ba số thực dương, 1a > thỏa mãn 

( )
2

2 3 3 2log log 4 4 0
4a a
bcbc b c c + + + + − = 

 
. Có bao nhiêu bộ 3 số ( ); ;a b c  thỏa mãn điều kiện đã cho? 

A. 0. B. 1. C. 2. D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn B 
Điều kiện: 24 0c− ≥ 2 2c⇔ − ≤ ≤  
Kết hợp giả thiết ta có 0 2c< ≤ . 
Do a , b , c  là ba số thực dương, 1a > nên ta có 

( )
2

2 3 3 2P log log 4 4
4a a
bcbc b c c = + + + + − 

 
( )

2

2 3 3 2log log 2 . 4 4
4a a

bcbc b c c
 

≥ + + + −  
   

( ) ( )2 2P log 4log 4 4a abc bc c⇔ ≥ + + + −  

( )( )2 2log 2 4 0aP bc c⇔ ≥ + + − ≥ . 



Đẳng thức xảy ra 

( )
2

3 3

log 2 0

4 0

4
1
0

0 2

a bc

c
bcb c

a
b

c

 + =

 − =

 =⇔ 
 >
 >
 < ≤

2

1

2
1
2

1
0

0 2

bc
a

c

bc

a
b

c

 =


=
 =⇔ 


>
 >

< ≤

2
1
4
2

a

b

c

 =

⇔ =


=

. 

Vậy có duy nhất một bộ số ( ); ;a b c  thỏa mãn bài toán. 

Câu 82.   Cho ,x y  là các số thực dương thỏa mãn ( )( ) ( )2 2 1
22 1 1 log 2 .x y x y x y xy+ − + − + − − =  Tìm giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức ( )2 2 2

4log 2P xy
x y

= +
+

. 

A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 
Giả thiết ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 1

2 22 1 1 log 2 2 1 log 2x y x yx y x y xy x y xy+ − + −+ − + − − = ⇔ + − − =  

( ) ( )2 2 2 22 2 1 2 2 1
2 22 2 1 log 2 1 2 2 log 2x y x yx xy y xy x y xy xy+ − + −⇔ − + + − = ⇔ + − + = +  

( ) ( )2 2
2log 22 2 1

21 2 log 2 2 xyx yx y xy+ −⇔ + − + = +  ( )* . 

Xét hàm số ( ) 2 ,tf t t= +  ta có ( ) 1 2 ln 2 0, .tf t t′ = + > ∀ ∈  

Do đó hàm số ( )f t  luôn đồng biến trên  . 

Từ (*) suy ra ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
2 21 log 2 1 log 2f x y f xy x y xy+ − = ⇔ + − = . 

Khi đó ( ) ( )2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

4 4 4log 2 1 2 . 1 3P xy x y x y
x y x y x y

= + = + + − ≥ + − =
+ + +

. 

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
( )

2 2
2 2

2 2
2

4
1

1
1 log 2

x y x yx y
x y

x y xy

 + = = = + ⇔  = = − + − =

. 

Vì 0, 0x y> >  nên 1x y= = . 
Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức P  bằng 3  khi và chỉ khi 1.x y= =  

Câu 83.   Cho phương trình ( ) 22 2 2
2log 2 4 4 2 2 1yx x y x x− + = + − + − . Hỏi có bao nhiêu cặp số nguyên 

dương ( );x y  và 0 100x< <  thỏa mãn phương trình đã cho? 

A. 4 . B. 3 . C. 1. D. 2 . 
Lời giải 

Chọn C 
Điều kiện: 22 4 4 0x x− + >  (*) 
Ta có 

( ) 22 2 2
2log 2 4 4 2 2 1yx x y x x− + = + − + − ( ) ( ) 22 2 2

2log 2 2 2 2 1 2yx x x x y ⇔ − + + − + = + 

( ) ( ) 22 2 2
2 2log 2 2 log 2 2 1 2yx x x x y⇔ − + + + − + = + ( ) ( ) 22 2 2

2log 2 2 2 2 2yx x x x y⇔ − + + − + = +  (1). 

Xét hàm ( ) 2tf t t= +  



Ta có ( ) 2 .ln 2 1 0tf t′ = + >  t∀ ∈ . 

Hàm số đồng biến trên  . 

(1) ( )( ) ( )2 2
2log 2 2f x x f y⇔ − + = ( )2 2

2log 2 2x x y⇔ − + =
22 2 2 2yx x⇔ − + = ( ) 221 1 2yx⇔ − + = . 

Do 0 100x< < ( ) 22 21 1 1 2 99 1yx⇒ ≤ − + = ≤ + ( )2 2
20 log 99 1y⇒ ≤ ≤ + ; do y  nguyên dương nên ta 

suy ra 1 3y≤ ≤ . 

+) 1y = 2 2 2 2x x⇒ − + = 2 2 0x x⇔ − = 2x⇔ =  (Thỏa mãn Đk (*) và x nguyên dương). 

+) 2y = 2 2 2 16x x⇒ − + = 2 2 14 0x x⇒ − − =  (Không có giá trị nguyên nào thỏa mãn). 

+) 3y = 2 2 2 512x x⇒ − + = 2 2 510 0x x⇒ − − =  (Không có giá trị nguyên nào thỏa mãn). 

Vậy có một cặp nguyên dương ( ) ( ); 2;1x y =  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
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Câu 1.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]1;1−  và ( ) ( ) [ ]2019 2 , 1;1xf x f x x− + = ∀ ∈ − . Giá trị của 

( )
1

1

f x dx
−
∫  bằng 

A. 1 .
2019ln 2

 B. 3 .
4040ln 2

 C. 0 D. 5 .
2018ln 2

 

Lời giải 
Chọn B 
Xét phương trình ( ) ( )2019 2 .xf x f x− + =  ( )1  
Đặt u x= − , phương trình đã cho trở thành ( ) ( )2019 2 uf u f u −+ − =  

( ) ( )2019 2 .xf x f x −⇒ + − =  ( )2  

Từ ( ) ( ) ( )2
1

2019

x f x
f x

− −
⇒ − =  thế vào phương trình ( )2  ta được 

( ) ( ) ( ) ( )2

2 12019. 2 2019.2 2 .
2019 2019 1

x
x x xf x

f x f x
−

− −−
+ = ⇔ = −

−
 

Ta có 

( ) ( )
11 1

2 2
1 1 1

2

1 1 2 22019.2 2 . 2019.
2019 1 2019 1 ln 2 ln 2

1 2019 1 1 1 1 2018.3 3. 2 2 . .
2019 1 ln 2 2 ln 2 2 2020.2018 2.ln 2 4040.ln 2

x x
x xf x dx dx

−
−

− − −

 
= − = + − −  

    = − + − = =    −     

∫ ∫

 

Câu 2.   Cho hàm số ( )y f x= có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  và ( ) ( )f 0 f 1 0+ = . Biết 

( ) ( )
1 1

2

0 0

1f x dx , f ' x cos xdx .
2 2

π
= π =∫ ∫  Tính ( )

1

0

f x dx∫  

A. 2 .
π

 B. 3 .
2
π  C. .π  D. 1 .

π
 

Lời giải 
Đáp án A 
Phương pháp: 

+) Sử dụng phương pháp từng phần đối với tích phân ( )
1

0

f ' x .cos xdx.π∫  

+) Sử dụng kết quả ( )
1

2

0

f x k.sin x dx 0+ π =  ∫  tính ( )f x  

+) Lấy tích phân từ 0 đến 1 cả 2 vế tính ( )
1

0

f x dx∫  

Cách giải: 

Đặt ( ) ( )
u cos x du sin xdx
dv f ' x dx v f x
= π = −π π  ⇒ = =  

 

Ta có ( ) ( ) ( )
1 1

1
0

0 0

f ' x .cos xdx f x .cos x f x .sin xdxπ = π +π π∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1f 1 f 0 f x .sin xdx f x .sin dx
2 2
π

= − + + π π = ⇒ π =   ∫ ∫  



Xét ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0

f x k.sin x dx 0 f x dx 2k. f x .sin xdx k . sin x dx 0+ π = ⇔ + π + π =  ∫ ∫ ∫ ∫  

( )221 1 1k 2k. 0 k 1 0 k 1.
2 2 2

⇔ + + = ⇔ + = ⇔ = −  Suy ra ( )
21

0

f x sin x dx 0− π =  ∫  

Vậy ( ) ( )
11 1

00 0

cos x 1 1 2f x sin x f x dx sin xdx
x
π

= π ⇒ = π =− = + =
π π π∫ ∫  

Câu 3.   Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn điều kiện ( ) ( )2 24 . 3. 1 1x f x f x x+ − = − . 

Tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫  bằng 

A. 
20

I π
= . B. 

16
I π
= . C. 

6
I π
= . D. 

4
I π
= . 

Lời giải 
Chọn A 

- Xét ( )
1

2
1

0

4 . .dI x f x x= ∫ . 

Đặt 2 d 2 .dt x t x x= ⇒ = . Đổi cận: 0 0x t= ⇒ = ; 1 1x t= ⇒ =  

( )
1

1
0

2 .dI f t t⇒ = ∫ ( )
1

0

2 .df x x= ∫ 2I= . 

- Xét ( )
1

2
0

3 1 .dI f x x= −∫ . 

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = − . Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = ; 1 0x t= ⇒ =  

( )
0

2
1

3. .dI f t t⇒ = − ∫ ( )
1

0

3. .df t t= ∫ ( )
1

0

3. .df x x= ∫ 3I= . 

- Tính 
1

2
3

0

1 .dI x x= −∫ . 

Đặt sinx t= d cos .dx t t⇒ = . Đổi cận: 0 0x t= ⇒ = ; 1
2

x t π
= ⇒ =  

2
2

3
0

cos .I t dt

π

⇒ = ∫ ( )
2

0

1 1 cos 2 .
2

t dt

π

= +∫
2

0

1 1 sin 2
2 2

t t

π

 = + 
  4

π
= . 

- Lại có: ( ) ( )2 24 . 3. 1 1x f x f x x+ − = − ( ) ( )( )
1 1

2 2

0 0

4 . 3. 1 .d 1 .dx f x f x x x x⇒ + − = −∫ ∫  

1 2 3I I I⇔ + = 5.
4

I π
⇒ =

20
I π

⇒ = . 

Câu 4.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên [ ]0;4  và thỏa mãn đẳng thức sau đây 

( ) ( )2019 2020 4 6059
2
xf x f x+ − = − . Tính tích phân ( )

4

0

df x x′∫ .  

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3 
Chọn B  

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
4

4

0
0

d 4 0f x x f x f f′ = = −∫ . 



Với 0x =  và 4x =  ta có hệ phương trình 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2019 0 2020 4 6059 0 1

2020 0 2019 4 6058 4 2

f f f

f f f

 + = = ⇔ 
+ = =  

. 

Do đó ( ) ( ) ( )
4

0

d 4 0 2 1 1f x x f f′ = − = − =∫ . 

Câu 5.   Cho hàm số  y f x có đồ thị ( )f x′  như hình vẽ sau 

 

Hàm số    
3

21
3
xy g x f x x

         
 đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ( )1;2− . B. ( )4;+∞ . C. ( )2;4 . D. ( )0;2 . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có: ( ) ( ) ( )21 2y g x f x x x′ ′ ′= = + − − . 

Dựa vào đồ thị ( )f x′  ta có ( )
0

1 0 2
4

x
f x x

x

=
′ + = ⇔ =
 =

. 

( )
1 1 3 0 2

1 0
1 5 4
x x

f x
x x
< + < < < ′ + > ⇔ ⇔ + > > 

. 

Bảng xét dấu ( )y g x′ ′=  

 
Vậy hàm số đồng biến trên ( )0;2 . 

Câu 6.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên 
1 ,2
2
 
  

 và thỏa mãn 1( ) 2 ( ) 3f x f x
x

+ =  Tính tích phân 

2

1
2

( )f xI dx
x

= ∫  

A.. 1
2

  B. 3
2

. C. 5
2

. D. 7
2

. 

Lời giải 
Chọn B 

Từ giả thiết, thay x  bằng 1
x

 ta được  1 32 .f f x
x x

     
 



Do đó ta có hệ 
 

 

 

 
 

1 12 3 2 3
2 .

1 3 1 62 4 2

f x f x f x f x
x x

f x x
x

f f x f x f
x x x x

                                                 

 

Khi đó 
 2 2 2

12
21 1

2 2

2 2 31 .
2

f x
I dx dx x

x xx
                      

Cách khác. Từ    1 12 3 3 2 .f x f x f x x f
x x

                
 

Khi đó  2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1

d 3 2 d 3 d 2 d .
f ff x x xI x x x x

x x x

                          

     

Xét 
2

1
2

1

d .
f

xJ x
x

    
   Đặt 1t

x
 , suy ra 2

2 2
1 1d d d d d .t x t x x t
x t

     

Đổi cận: 

1 2
2 .

12
2

x t

x t

      

 Khi đó  
   

1
2 22

2
1 12
2 2

1 d dt d .
f t f x

J tf t t x I
t xt

           

Vậy 
2 2

1 1
2 2

33 d 2 d .
2

I x I I x     
. 

Câu 7.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên  thỏa mãn ( ) ( ) ( ) 2 2 13 2 2 1 e 4x xf x f x x − ++ − = − + . Tính tích 

phân ( )
2

0

dI f x x= ∫  ta được kết quả: 

A. e 4I = + . B. 8I = . C. 2I = . D. e 2I = + . 
Lời giải 

Chọn C  

Theo giả thuyết ta có ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2

2 1

0 0

3 2 d 2 1 e 4 d *x xf x f x x x x− + + − = − +    ∫ ∫ . 

Ta tính ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 d 2 d 2 df x x f x x f x x− = − − − =∫ ∫ ∫ .  

Vì vậy ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

3 2 d 4 df x f x x f x x+ − =  ∫ ∫ . 

Hơn nữa ( ) ( )2 2 2
2 2 2

2 1 2 1 2 2 1

0
0 0

2 1 d e d 2 1 e 0x x x x x xx e x x x− + − + − +− = − + = =∫ ∫  và 
2

0

4d 8x =∫ . 

Câu 8.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên  thỏa mãn ( ) ( ) ( ) 2 2 13 2 2 1 e 4x xf x f x x − ++ − = − + . Tính tích 

phân ( )
2

0

dI f x x= ∫  ta được kết quả: 

A. e 4I = + . B. 8I = . C. 2I = . D. e 2I = + . 
Lời giải 

Chọn C  



Theo giả thuyết ta có ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2

2 1

0 0

3 2 d 2 1 e 4 d *x xf x f x x x x− + + − = − +    ∫ ∫ . 

Ta tính ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 d 2 d 2 df x x f x x f x x− = − − − =∫ ∫ ∫ .  

Vì vậy ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

3 2 d 4 df x f x x f x x+ − =  ∫ ∫ . 

Hơn nữa ( ) ( )2 2 2
2 2 2

2 1 2 1 2 2 1

0
0 0

2 1 d e d 2 1 e 0x x x x x xx e x x x− + − + − +− = − + = =∫ ∫  và 
2

0

4d 8x =∫ . 

Câu 9.   Cho hàm số  có đạo hàm liên tục trên  và thỏa mãn và 

. Tích phân  bằng 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn B 

Áp dụng công thức tích phân từng phần, ta có: .
 

Từ  
Thay vào  ta được . 

Xét 
 

Đặt , đổi cận:  

Khi đó  

Do đó ta có  

Vậy 
 

Câu 10.   Cho hàm số ( )f x liên tục trên   và thỏa mãn: 

( ) ( )5 4 11 8 6 41 3 1, .xf x f x x x x x x x− − = − − − + + ∀ ∈ Tính
0

1

( )I f x dx
−

= ∫ . 

A. 21.
2

I = −  B. 17 .
6

I =  C. 7 .
6

I =  D. 21.
2

I =  

Lời giải 
Chọn B 
Ta có: ( ) ( )5 4 11 8 6 41 3 1, .xf x f x x x x x x x− − = − − − + + ∀ ∈  

( ) ( )4 5 3 4 14 11 9 7 4 31 3x f x x f x x x x x x x⇒ − − = − − − + +  

+ Lấy tích phân hai vếtrên đoạn [ ]1;0− , ta được: 

( )f x  (0) 3f =

2( ) (2 ) 2 2,f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈
2

0

( )dxf x x′∫
4
3

−
10
3

−
2
3

5
3

2 2
2

0
0 0

( )d ( ) ( )dxf x x xf x f x x′ = −∫ ∫
( )2( ) (2 ) 2 2, 1f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈

0x = ( )1 (0) (2) 2 (2) 2 (0) 2 3 1f f f f+ = ⇒ = − = − = −
2

0

( )dI f x x= ∫

2x t dx dt= − ⇒ = −
0 2
2 0

x t
x t
= ⇒ =

 = ⇒ =
0 2 2

2 0 0

(2 ) (2 ) (2 )I f t dt f t dt I f x dx= − − = − ⇒ = −∫ ∫ ∫

( ) ( )
2 2 2 2

2

0 0 0 0

8 4( ) (2 ) d 2 2 d 2 ( )d ( )d .
3 3

f x f x x x x x f x x f x x+ − = − + ⇔ = ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫
2 2

2

0
0 0

4 10( )d ( ) ( )d 2.( 1) .
3 3

xf x x xf x f x x′ = − = − − = −∫ ∫



( ) ( ) ( )
5 4

0 0 0
4 5 3 4 14 11 9 7 4 3

1 1 1

1

1 3

t x t x

x f x dx x f x dx x x x x x x dx
− − −

= = −

− − = − − − + +∫ ∫ ∫
 

 

( ) ( ) ( )
0 1

1 0

1 1 21. . 1
5 4 40

f t dt f t dt
−

⇔ + =∫ ∫  

+ Lấy tích phân hai vế trên đoạn [ ]0;1 , ta được: 

( ) ( ) ( )
5 4

1 1 1
4 5 3 4 14 11 9 7 4 3

0 0 0

1

1 3

t x t x

x f x dx x f x dx x x x x x x dx

= = −

− − = − − − + +∫ ∫ ∫
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

1 1 1 1. . 2
5 4 120 6

f t dt f t dt f t dt⇔ − = ⇔ = −∫ ∫ ∫  

Thế vào ( )1 ta được: ( )
0

1

17 .
6

f t dt
−

=∫
 

Câu 11.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 1f = , ( )
1

2

0

9d
5

f x x′ =  ∫  và 

( )
1

0

2d
5

f x x =∫ . Tính tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 3
5

I = . B. 1
4

I = . C. 3
4

I = . D. 1
5

I = . 

Hướng dẫn giải 
Chọn B 

Đặt 2 d 2 dt x t x x t t= ⇒ = ⇒ = . Đổi cận 0 0; 1 1x t x t= ⇒ = = ⇒ =  

Suy ra ( ) ( )
1 1

0 0

d 2 . df x x t f t t=∫ ∫ ( )
1

0

1. d
5

t f t t⇔ =∫ . Do đó ( )
1

0

1. d
5

x f x x⇔ =∫  

Mặt khác ( ) ( ) ( )
11 12 2

0 00

. d d
2 2
x xx f x x f x f x x′= −∫ ∫ ( )

1 2

0

1 d
2 2

x f x x′= − ∫ . 

Suy ra ( )
1 2

0

1 1 3d
2 2 5 10
x f x x′ = − =∫ ( )

1
2

0

3d
5

x f x x′⇒ =∫  

Ta tính được ( )
1

22

0

93 d
5

x x =∫ . 

Do đó ( ) ( ) ( )
1 1 1

22 2 2

0 0 0

d 2 3 d 3 d 0f x x x f x x x x′ ′− + =  ∫ ∫ ∫ ( )( )
1

22

0

3 d 0f x x x′⇔ − =∫  

( ) 23 0f x x′⇔ − = ( ) 23f x x′⇔ = ( ) 3f x x C⇔ = + . 

Vì ( )1 1f =  nên ( ) 3f x x=  

Vậy ( )
1 1

3

0 0

1d d
4

I f x x x x= = =∫ ∫ . 



Câu 12.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thoả mãn ( ) ( ) 2 2cos 2f x f x x+ − = + , x∀ ∈ . 

Tính ( )

3
2

3
2

.I f x dx

π

π
−

= ∫  

A. 6I = −  B. 0I =  C. 2I = −  D. 6I =  
Lời giải 

Chọn D 

Đặt x t= − . Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
0 0 0 2

3 3 3 0
2 2 2

f x dx f t d t f t dt f x dx

π

π π π
−

= − − = − − = −∫ ∫ ∫ ∫  

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 3
02 2 2 2

3 3 0 0 0
2 2

I f x d x f x d x f x d x f x d x f x d x

π π π π

π π
− −

= = + = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Hay ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3
2 2 2

0 0 0
2 2cos 2 2(1 cos 2 )I f x f x d x xd x x d x

π π π

= − + = + = +∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3
2 2 2 2

2

0 0 0
2

4cos 2 cos 2 cos 2 cosI xd x x d x xd x xd x

π π π π

π
⇔ = = = −∫ ∫ ∫ ∫  

Vậy 
3

2 2
0

2

2sin | 2sin | 6.I x x
π π

π= − =   

Câu 13.   Cho hàm số  liên tục trên  và  Tính tích phân  

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn C 

Đặt . Suy ra . 

Đổi cận . . 

Ta có . 

Suy ra . 

Vậy . 

( )f x  ( ) 12 3 .f x f x
x

 + = 
 

( )2

1
2

d
f x

I x
x

= ∫

1
2

I = 5
2

I = 3
2

I = 7
2

I =

1t
x

= 2

1 1d d dt x
x x

− = = 
  2

1d dx t
t

⇒ = −

1 2
2

x t= ⇒ =
12
2

x t= ⇒ =

1
2

2
2

1 1 dI tf t
t t

−  =   
  ∫

2

1
2

1 1 df t
t t

  =   
  ∫

2

1
2

1 1 df x
x x

  =   
  ∫

( )2 2

1 1
2 2

1 13 d 2 d
f x

I x f x
x x x

  = +   
  ∫ ∫ ( )

2 2

1 1
2 2

1 12 d 3df x f x x
x x
  = + =    

∫ ∫
2
1
2

93
2

x= =

3
2

I =



Câu 14.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên [ ]0;4  và thỏa mãn đẳng thức sau đây 

( ) ( )2019 2020 4 6059
2
xf x f x+ − = − . Tính tích phân ( )

4

0

df x x′∫ .  

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3 
Chọn B  

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
4

4

0
0

d 4 0f x x f x f f′ = = −∫ . 

Với 0x =  và 4x =  ta có hệ phương trình 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2019 0 2020 4 6059 0 1

2020 0 2019 4 6058 4 2

f f f

f f f

 + = = ⇔ 
+ = =  

. 

Do đó ( ) ( ) ( )
4

0

d 4 0 2 1 1f x x f f′ = − = − =∫ . 

Câu 15.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên [ ]0;3 ;  ( ) ( ) ( )3 . 1, 1f x f x f x− = ≠ −  với mọi [ ]0;3x∈  

và ( ) 10
2

f = . Tính tích phân: 
( )

( ) ( )

3

2 2
0

.

1 3 .

x f x
I dx

f x f x

′
=

 + − 
∫ . 

A. 1. B. 1
2

. C. 5
2

. D. 3
2

. 

Lời giải 
Chọn B 

( )( ) ( )2 21 3 .f x f x+ − ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22. 3 . 3 .f x f x f x f x f x= + − + −  

( ) ( )2 2. 1f x f x= + + ( )( )2
1f x= + . 

( )
( )( )

3

2
0

.
d

1

x f x
I x

f x

′
=

+
∫  

Đặt ( )
( )( ) ( )2

du d
1d

11

= =
 ′ ⇒ = = −  ++ 

u x x
f x

dv x v
f xf x

 

( ) ( ) ( )

3 3

1
00

3
1 1 1 3

x dxI I
f x f x f
− −

= + = +
+ + +∫  

( ) ( )10 3 2
2

f f= ⇒ =  

Đặt 3t x dt dx= − ⇒ = −  
Đổi cận 0 3x t= ⇒ =  

3 0x t= ⇒ =  

( )
( )

( )
( )

3 3 3

1
0 0 0

.
11 3 11

f x dxdt dxI
f t f x

f x

= = =
+ − ++

∫ ∫ ∫  

( )
( )

3

1 1
0

1 32 3
1 2

f x
I dx I

f x
+

= = ⇒ =
+∫  

Vậy 3 11
2 2

I = − + = . 

Câu 16.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   sao cho 



( ) ( )3 2 13 8 7 6 41 6 4 8 5 2,xf x f x x x x x x x x+ + = − − + + + + + ∀ ∈ . Khi đó tích phân ( )
2

1

f x dx∫  bằng  

A. 7 .
15

−  B. 42 .
15

 C. 54 .
5

 D. 5.  

Lời giải 
Chọn C 

( ) ( )2 3 2 14 9 8 7 5 2(1) 1 6 4 8 5 2 ,x f x xf x x x x x x x x x⇔ + + = − − + + + + + ∀ ∈  
Lấy TP hai vế từ 0 đến 1: 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
2 3 2

0 0
1 1

3 3 2 2

0 0

1 5

1 11 ( 1) ( ) 5
3 2

x f x dx xf x dx

f x d x f x d x

⇔ + + =

⇔ + + + =

∫ ∫

∫ ∫
 

[ ] [ ]1 1(2) (1) (1) (0) 5
3 2

F F F F⇔ − + − =   

Lấy TP hai vế từ -1 đến 0: ( ) ( )
0 0

3 3 2 2

1 1

1 1 71 ( 1) ( )
3 2 15

f x d x f x d x
− −

−
+ + + =∫ ∫  

[ ] [ ] [ ]1 1 7 42(1) (0) (0) (1) (1) (0)
3 2 15 15

F F F F F F−
⇔ − + − = ⇔ − =   

- Thay lên: [ ] [ ]1 1 42 54(2) (1) . 5 (2) (1)
3 2 15 5

F F F F− + = ⇔ − =  

Câu 17.   Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn ( ) ( ) ( )2 11 3 1
1

f x xf x f x
x

+ − + − =
+

. 

Tính giá trị tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 9 ln 2
2

I = . B. 2 ln 2
9

I = . C. 4
3

I = . D. 3
2

I = . 

Lời giải 
Chọn B 

( ) ( ) ( )2 1. 1 3 1
1

f x x f x f x
x

+ − + − =
+

. 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

12
0

0 0 0 0

dd 1 d 3 1 d ln 1 ln 2
1

xf x x xf x x f x x x
x

⇒ + − + − = = + =
+∫ ∫ ∫ ∫  ( )∗ . 

Đặt 21 d 2 du x u x x= − ⇒ = − ; với 0 1; 1 0x u x u= ⇒ = = ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
1 1 1

2

0 0 0

1 11 d d d
2 2

xf x x f u u f x x− = =∫ ∫ ∫  ( )1 . 

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = − ; với 0 1; 1 0x t x t= ⇒ = = ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

1 d d df x x f t t f x x− = =∫ ∫ ∫  ( )2 . 

Thay ( )1 , ( )2  vào ( )∗  ta được: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 9 2d d 3 d ln 2 d ln 2 d ln 2
2 2 9

f x x f x x f x x f x x f x x+ + = ⇒ = ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 



Câu 18.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  , thỏa mãn ( ) ( ) ( )2 2 152 3 1 3
4

f x f x f x x− − − − = −  với 

[ ]10;10x∀ ∈ − . Giá trị nhỏ nhất của tích phân ( )
2

23 1
a

a

f x dx
−

−∫  bằng bao nhiêu? Với số thực [ ]1;6a∈ . 

A. 15
2

− . B. 1
2

− . C. 10− . D. 6− . 

Lời giải 
Chọn B 

Áp dụng công thức: ( ) ( )d d
b b

a a

f x x f a b x x= + −∫ ∫ . Suy ra: ( ) ( )
2 2

d 2 d
a a

a a

f x x f x x
− −

= −∫ ∫ . 

Từ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

2 2 2 215 152 3 1 3 2 3 1 d 3 d
4 4

a a

a a

f x f x f x x f x f x f x x x x
− −  − − − − = − ⇒ − − − − = − 

 ∫ ∫

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 3 2 9 1d 2 d 3 1 d 2 6
2 2

a a a

a a a

f x x f x x f x x a a a
− − −

⇔ − − − − = − − + +∫ ∫ ∫   

( )
2

2 3 2 9 13 1 d 2 6
2 2

a

a

f x x a a a
−

⇔ − − = − − + +∫  

( ) ( )
2

2 3 2 9 13 1 d 2 6
2 2

a

a

f x x a a a h a
−

⇔ − = + − − =∫ . 

Khảo sát nhanh hàm số ( ) 3 2 9 12 6
2 2

h a a a a= + − −  trên đoạn [ ]1; 6  ta được: 

Giá trị nhỏ nhất của hàm số ( ) 3 2 9 12 6
2 2

h a a a a= + − −  là 
[ ]

( )
1; 6

3 1min
2 2

h a h = = − 
 

. 

Suy ra giá trị nhỏ nhất của tích phân ( )
2

23 1 d
a

a

f x x
−

−∫  là 1
2

− . 

Câu 19.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên ( )0;+∞  thỏa mãn 

( ) ( ) ( )2 2 4 2 4 22 1 2 1 4 8 2 4f x x f x x x x x+ + + + = + + + . Tính tích phân ( )
4

0

f x dx∫  

A. 32
3

. B. 13
3

. C. 23
3

. D. 2
3

. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3 4 2 4 2

1 1 1
2 3 4 2 4 2

0 0 0
1 4 4

0 1 0

4 2 4 4 2 1 4 8 2 4 .4

4 2 4 4 2 1 4 8 2 4 .4

64 322 2
3 3

xf x x x f x x x x x x

xf x dx x x f x x dx x x x xdx

f t dt f u du f x dx

+ + + + = + + +

⇔ + + + + = + + +

⇔ + = ⇔ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

Câu 20.   Cho hàm số  liên tục trên  và  Tính tích phân  ( )f x  ( ) 12 3 .f x f x
x

 + = 
 

( )2

1
2

d
f x

I x
x

= ∫



A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn C 

Đặt . Suy ra . 

Đổi cận . . 

Ta có . 

Suy ra . 

Vậy . 

Câu 21.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn điều kiện 

( ) ( ) [ ]22 1 3 6 , 0;1f x f x x x x+ − = − ∀ ∈ . Tính ( )
1

2

0

1I f x dx= −∫  

A. 4
15

I = . B. 1I = . C. 2
15

I = − . D. 2
15

I = . 

Lời giải 
Chọn C 
Đặt [ ] [ ]1 , 0;1 0;1t x x t= − ∀ ∈ ⇒ ∈ . 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222 1 3 6 2 1 3 1 3f x f x x x f x f x x+ − = − ⇔ + − = − −  

( ) ( ) ( ) ( )2 21 2 3 3 2 1 3 3f t f t t f x f x x⇔ − + = − ⇔ + − = −  
Ta có hệ phương trình  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 1 3 6 2 1 3 6

2 1 3 3 4 2 1 6 6

3 3 6 6 2 2

f x f x x x f x f x x x

f x f x x f x f x x

f x x x f x x x

 + − = − + − = − ⇔ 
+ − = − + − = −  

⇔ = + − ⇔ = + −

 

Khi đó ( ) ( ) ( )22 2 2 4 21 1 2 1 2 4 1f x x x x x− = − + − − = − +  

Suy ra ( ) ( )
1 1

2 4 2

0 0

21 4 1
15

I f x dx x x dx= − = − + = −∫ ∫ . 

Câu 22.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( )162
2

1
4

f x
cot x.f sin x dx dx 1.

x

π

π

= =∫ ∫  Tính tích 

phân ( )1

1
8

f 4x
I dx

x
π

= ∫ ? 

A. I 3=   B. 3I
2

=   C. I 2=   D. 5I
2

=  

1
2

I = 5
2

I = 3
2

I = 7
2

I =

1t
x

= 2

1 1d d dt x
x x

− = = 
  2

1d dx t
t

⇒ = −

1 2
2

x t= ⇒ =
12
2

x t= ⇒ =

1
2

2
2

1 1 dI tf t
t t

−  =   
  ∫

2

1
2

1 1 df t
t t

  =   
  ∫

2

1
2

1 1 df x
x x

  =   
  ∫

( )2 2

1 1
2 2

1 13 d 2 d
f x

I x f x
x x x

  = +   
  ∫ ∫ ( )

2 2

1 1
2 2

1 12 d 3df x f x x
x x
  = + =    

∫ ∫
2
1
2

93
2

x= =

3
2

I =



Lời giải 
Đáp án D 

( ) ( )
2 2

2 2

4 4

cos xA cot x.f sin x dx .f sin x dx
sin x

π π

π π

= =∫ ∫  

Đặt 2t sin x dt 2sin x cos xdx,= ⇒ =  đổi cận suy ra ( ) ( )1 1

1 1
2 2

f t f x
A dt 1 dx 2

2t x
= = ⇒ =∫ ∫  

Mặt khác 
( ) ( ) ( )16 4 4

u x
2

1 1 1

f x f u f u
B dx 1 B 2udu B du 1

x u u
== = → = ⇒ = =∫ ∫ ∫   

( )4

1

f x 1dx
x 2

⇒ =∫   

Xét 
( ) ( ) ( ) ( )1 4 4 4

v 4x

1 1 1 1
8 2 2 2

f 4x f v f v f xdv 5I dx I dv dx A Bvx 4 v x 2
4

=π
= → = = = = + =∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 23.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn  

         5 4 11 8 6 4( ) (1 ) 1, .xf x f x x x x x x x  Khi đó 


0

1

( )df x x  bằng 

A.  61
96

. B. 65
48

. C. 
1
6

. D. 1
30

. 

Lời giải 
Chọn C 
Với  x ta có         5 4 11 8 6 4( ) (1 ) 1 *xf x f x x x x x x  
        4 5 3 4 14 11 9 7 4 3( ) (1 )x f x x f x x x x x x x

                
1 1 1

4 5 3 4 14 11 9 7 4 3

0 0 0

( ) (1 )x f x dx x f x dx x x x x x x dx

     
1 1

5 5 4 4

0 0

1 1 21( ) (1 ) (1 )
5 4 40

f x dx f x d x  

         
1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 21 9 21 7( ) (x) ( ) ( )  (1)
5 4 40 20 40 6

f x dx f dx f x dx f x dx  

Mặt khác từ suy ra  

     
  

           
0 0 0

4 5 3 4 14 11 9 7 4 3

1 1 1

( ) (1 )x f x dx x f x dx x x x x x x dx
 

 

     
0 0

5 5 4 4

1 1

1 1 31( ) (1 ) (1 )
5 4 120

f x dx f x d x  



   
0 1

1 0

1 1 31( ) (x)    (2)
5 4 120

f x dx f dx  

Thế vào ta được 



0

1

1( )d
6

f x x . 

Câu 24.   Cho hai hàm  f x  và  g x  có đạo hàm trên  1;2 ,  thỏa mãn    1 1 0f g   và 

 
     

   
 

2

3
2

2017 1
1

,  1;2 .
2018

1

x g x x x f x
x

x
x g x f x x

x

          

 



Tính tích phân    
2

1

1 d .
1

x xI g x f x x
x x
 
  
  

  

A. 1.
2

I   B. 1.I   C. 3.
2

I   D. 2.I   

Lời giải 
Chọn A 

Từ giả thiết ta có  
 

 
 

   
 

2

2

11 2017
1 ,  1;2 .

1 2018
1

x
g x f x

xx x
x g x f x

x x

          

 

Suy ra 
 

   
 

     
 

 2 2

1 11 1 1 1
1 11

x xx xg x g x f x f x g x f x
x x x x xx

                                    
 

 
 

 
1

.
1

xx g x f x x C
x x


   


 

Mà          
2 2

1 1

1 11 1 0 1 d 1 d .
1 2

x xf g C I g x f x x x x
x x
 
          
  

   Chọn A 

Câu 25.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên   và thỏa mãn ( )0 3f =  và 

( ) ( ) 22 2 2, .f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈  Tích phân ( )
2

0

dxf x x′∫  bằng 

A. 4 .
3

−  B. 10 .
3

−   C. 2 .
3

 D. 5 .
3

 

Lời giải 
Chọn B 

Áp dụng công thức tích phân từng phần, ta có: ( ) ( ) ( )
2 2

2

0
0 0

d d .xf x x xf x f x x′ = −∫ ∫  
 

Từ ( ) ( ) ( )22 2 2, 1f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈   
Thay 0x =  vào ( )1  ta được ( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 2 2 0 2 3 1.f f f f+ = ⇒ = − = − = −  

Xét ( )
2

0

2 dI f x x= −∫
 

Đặt 2 ,t x dt dx= − ⇒ = −  đổi cận: 
0 2
2 0

x t
x t
= ⇒ =

 = ⇒ =
 

Khi đó ( ) ( ) ( )
0 2 2

2 0 0

I f t dt f t dt f x dx= − = =∫ ∫ ∫  

Do đó ta có ( ) ( )( ) ( )
2 2

2

0 0

2 2 2f x f x dx x x dx+ − = − +∫ ∫   

( ) ( )
2 2

0 0

8 42 .
3 3

f x dx f x dx⇔ = ⇔ =∫ ∫  

Vậy ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2

0
0 0

4 102. 1 .
3 3

xf x dx xf x f x dx′ = − = − − = −∫ ∫  

Câu 26.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn ( ) ( )2 2 0 8f f− =  đồng thời 

( ) ( ) ( )33 2 2 53 2 ' 2 2 3 12 .xf x x f x x x x x − + − − = − − ∀ ∈    Khi đó tích phân ( )
2

0

dI f x x= ∫  bằng 



A. 17 .
6

−  B. 124 .
7

−  C. 4.−  D. 1.−  

Lời giải 

Chọn D 

Nhân cả hai vế với 3 6x −  ta được  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

33 2 2 5

32 3 2 2 5

1 1 1
33 2 3 2 2 5

0 0 0
0 2

2 0

2

0

3 2 ' 2 2 3 12

3 6 3 2 3 6 ' 2 2 3 6 3 12

33 2 3 2 2 2 2 ' 2 2 2 2 3 6 3 12
4

3 2 ' 19
4

3 2 19
4

xf x x f x x x x

x x f x x x f x x x x x

f x x d x x x f x d x x x x x dx

f t d t t f t d t

I t f t I

 − + − − = − − 
 ⇔ − − + − − − = − − − 

 ⇒ − + − + − + − − − = − − − 

⇔ + + =

 ⇔ − + + − =  

∫ ∫ ∫

∫ ∫

4I⇔ = −   

Câu 27.   Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]1,2−  và thỏa mãn ( ) ( ) ( )2 32 2 3 1 4f x xf x f x x+ − + − = . 

Tính giá trị tích phân ( )
2

1

dI f x x
−

= ∫ . 

A. 5I = . B. 5
2

I = . C. 3I = . D. 15I = . 

Lời giải 
Chọn C 
( ) ( ) ( )2 32 2 3 1 4f x xf x f x x+ − + − = . 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 3

1 1 1 1

d 2 . 2 d 3 1 d 4 d 15f x x x f x x f x x x x
− − − −

⇒ + − + − = = ∗∫ ∫ ∫ ∫ . 

Đặt 2 2 d 2 du x u x x= − ⇒ = ; với 1 1; 2 2x u x u= − ⇒ = − = ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

1 1 1

2 . 2 d d dx f x x f u u f x x
− − −

− = =∫ ∫ ∫  ( )1 . 

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = − ; với 1 2; 2 1x t x t= − ⇒ = = ⇒ = − . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1

1 d d df x x f t t f x x
− − −

− = =∫ ∫ ∫  ( )2 . 

Thay ( ) ( )1 , 2  vào ( )∗  ta được ( ) ( )
2 2

1 1

5 d 15 d 3f x x f x x
− −

= ⇒ =∫ ∫ . 

Câu 28.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên   sao cho 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 ,x yf x y f x f y e e+ = + + − −  ,x y∀ ∈  và ( )0 2f ′ = . Tính ( )
1

0

.f x dx∫  

A. 1
2

I e= − . B. 
1
2

I e= − + . C. 
3
2

I e= − − . D. 3
2

I e= − . 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 ,x yf x y f x f y e e+ = + + − −  ,x y∀ ∈ .  



Lấy đạo hàm hai vế của theo biến x, ta được ( ) ( ) ( )1 .x yf x y f x e e′ ′+ = + −   

Thay 0x =  vào, ta được ( ) ( )0 1 1.y yf y f e e′ ′= + − = +   

Do đó ( ) ( ) ( )1 .y yf y dy e dy f y e y C′ = + ⇒ = + +∫ ∫   

Thay 0x =  và 0y =  vào, ta được ( ) ( ) ( )0 2 0 0 0.f f f= ⇒ =   

Từ và, suy ra 1.C = −  Khi đó ( ) 1.yf y e y= + −  

Vậy ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

31 .
2

yf x dx f y dy e y dy e= = + − = −∫ ∫ ∫  

Câu 29.   Cho hàm số  f x
 
liên tục trên   và thỏa 

mãn:    3 4 13 9 51 4 3 1,f x xf x x x x x         . Khi đó tính    
0 1

1 0

2 3T f x dx f x dx


   .  

A. 12 . B. 11
4

. C. 19
4

. D. 19
4

. 

Lời giải 

Chọn C 

Theo bài ra    3 4 13 9 51 4 3 1,f x xf x x x x x          

Nhân cả hai vế với 2x  ta được: 

     2 3 3 4 15 11 7 21 4 3 ,x f x x f x x x x x x          

+ Lấy tích phân cận từ 1−  đến 0  hai vế  
 
ta được: 

     
0 0 0

2 3 3 4 15 11 7 2

1 1 1

11d 1 d 4 3 d
48

x f x x x f x x x x x x x
  

           

Đặt 
3

41
x u

x v

   
⇒      

0 1

1 0

1 1 11d d
3 4 48

f u u f v v


     

+ Lấy tích phân cận từ 0  đến 1 hai vế  
 
ta được: 

     
1 1 1

2 3 3 4 15 11 7 2

0 0 0

7d 1 d 4 3 d
16

x f x x x f x x x x x x x           

Đặt 
3

41
x u

x v

   
⇒      

1 0

0 1

1 1 7d d
3 4 16

f u u f v v     

Từ   và    ta được 

( )

( )

0

1
1

0

5d
4

3d
4

f u u

f u u

−


= −

⇒ 
 = −

∫

∫
 

Vậy    
0 1

1 0

5 3 192 3 2. 3.
4 4 4

T f x dx f x dx


                    . 



Câu 30.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm ( )f x′  liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa ( )1 0f = , ( )( )
1 2

2

0

dx
8

f x π′ =∫  

và ( )
1

0

1cos d
2 2

x f x xπ  = 
 ∫ . Tính ( )

1

0

df x x∫ . 

A. 
2
π . B. π . C. 1

π
. D. 2

π
. 

Lời giải 
Chọn D 

Đặt 
( ) ( )d d

2 sind cos d
22

u f x xu f x
xx vv x ππ

π

′== ⇒  ==  
  

Do đó ( )
1

0

1cos d
2 2

x f x xπ  = 
 ∫  

( ) ( )
1 1

0 0

2 2 1sin sin d
2 2 2
x f x x f x xπ π

π π
  ′⇔ − = 
 ∫ ( )

1

0

sin d
2 4

x f x xπ π  ′⇔ = − 
 ∫ . 

Lại có: 
1

2

0

1sin d
2 2

x xπ  = 
 ∫   

( ) ( )
21 1 1

2

0 0 0

2 2. d 2 sin d sin d
2 2

I f x x x f x x x xπ π
π π

       ′ ′⇒ = − − − +       
       ∫ ∫ ∫  

( )
21 2

2
0

2 4 2 1sin d . 0
2 8 2 2

f x x xπ π π
π π π

  ′= − − = − + =    
∫  

Vì ( )
2

2 sin 0
2

f x xπ
π

  ′− − ≥    
 trên đoạn [ ]0;1  nên  

( )
21

0

2 sin d 0
2

f x x xπ
π

  ′− − =    
∫ ( )2 =sin

2
f x xπ

π
 ′⇔ −  
 

( )= sin
2 2

f x xπ π ′⇔ −  
 

. 

Suy ra ( )=cos
2

f x x Cπ  + 
 

 mà ( )1 0f =  do đó ( )=cos
2

f x xπ 
 
 

. 

Vậy ( )
1 1

0 0

2d cos d
2

f x x x xπ
π

 = = 
 ∫ ∫ . 

Câu 31.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên R  và thỏa mãn:  

( ) ( ) ( )202022 e 1 (2 5) e 5 6 e 1x x x x xf e f e− + − − + = − .Tính tích phân ( )
1

0

f x dx∫ . 

A. 
20212 1
2021

−
. B. 

20202 1
4042

−
. C. 

20212 1
4042

+
. D. 

20202 1
2020

+
. 

Lời giải 

Chọn C 
Ta có: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

20202

20202

2 e 1 (2 5) e 5 6 e 1

2 e 1 (2 5) e 5 6 e 1

x x x x x

x x x x x x x

f e f e

e f e e f e e

− + − − + = −

⇔ − + − − + = −  

Suy ra:
 

( ) ( ) ( )
ln 2 ln 2 ln 2

20202

0 0 0

2 e 1 (2 5) e 5 6 e 1x x x x x x x xe f dx e e f e dx e dx− + − − + = −∫ ∫ ∫
 



Tính ( ) ( ) ( )
ln 2 ln 2 1

0 0 0

2 e 1 2 e 1 e 1 2 ( ) (1)x x x x xe f dx e f d f x dx− = − − =∫ ∫ ∫
 

Tính ( ) ( ) ( )
ln 2 ln 2 0

2 2 2

0 0 2

(2 5) e 5 6 e 5 6 e 5 6 ( ) (2)x x x x x x x xe e f e dx f e d e f x dx− − + = − + − + =∫ ∫ ∫
 

Tính 
ln 2 ln 2

2020 2020

0 0

1( 1) ( 1) ( 1)
2021

x x x xe e dx e d e− = − − =∫ ∫
 

Từ và 
1 0

0 2

12 ( ) ( ) (*)
2021

f x dx f x dx⇒ + =∫ ∫
 

Tương tự. 

Tính ( ) ( ) ( )
ln3 ln3 2

0 0 0

2 e 1 2 e 1 e 1 2 ( ) (3)x x x x xe f dx e f d f x dx− = − − =∫ ∫ ∫
 

Tính ( ) ( ) ( )
ln3 ln3 0

2 2 2

0 0 2

(2 5) e 5 6 e 5 6 e 5 6 ( ) (4)x x x x x x x xe e f e dx f e d e f x dx− − + = − + − + =∫ ∫ ∫
 

Tính 
ln3 ln3 2021

2020 2020

0 0

2( 1) ( 1) ( 1)
2021

x x x xe e dx e d e− = − − =∫ ∫
 

Từ, suy ra 
2 0 02021 2021

0 2 2

2 22 ( ) ( ) ( ) (**)
2021 2021

f x dx f x dx f x dx+ = ⇒ = −∫ ∫ ∫
 

Từ và suy ra 
1 2021

0

2 1( ) (**)
4042

f x dx +
⇒ =∫

 

Câu 32.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên R  và thỏa mãn:  

( ) ( ) ( )202022 e 1 (2 5) e 5 6 e 1x x x x xf e f e− + − − + = − .Tính tích phân ( )
1

0

f x dx∫ . 

A. 
20212 1
2021

−
. B. 

20202 1
4042

−
. C. 

20212 1
4042

+
. D. 

20202 1
2020

+
. 

Lời giải 

Chọn C 
Ta có: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

20202

20202

2 e 1 (2 5) e 5 6 e 1

2 e 1 (2 5) e 5 6 e 1

x x x x x

x x x x x x x

f e f e

e f e e f e e

− + − − + = −

⇔ − + − − + = −  

Suy ra:
 

( ) ( ) ( )
ln 2 ln 2 ln 2

20202

0 0 0

2 e 1 (2 5) e 5 6 e 1x x x x x x x xe f dx e e f e dx e dx− + − − + = −∫ ∫ ∫
 

Tính ( ) ( ) ( )
ln 2 ln 2 1

0 0 0

2 e 1 2 e 1 e 1 2 ( ) (1)x x x x xe f dx e f d f x dx− = − − =∫ ∫ ∫
 

Tính ( ) ( ) ( )
ln 2 ln 2 0

2 2 2

0 0 2

(2 5) e 5 6 e 5 6 e 5 6 ( ) (2)x x x x x x x xe e f e dx f e d e f x dx− − + = − + − + =∫ ∫ ∫
 

Tính 
ln 2 ln 2

2020 2020

0 0

1( 1) ( 1) ( 1)
2021

x x x xe e dx e d e− = − − =∫ ∫
 

Từ và 
1 0

0 2

12 ( ) ( ) (*)
2021

f x dx f x dx⇒ + =∫ ∫
 

Tương tự. 

Tính ( ) ( ) ( )
ln3 ln3 2

0 0 0

2 e 1 2 e 1 e 1 2 ( ) (3)x x x x xe f dx e f d f x dx− = − − =∫ ∫ ∫
 



Tính ( ) ( ) ( )
ln3 ln3 0

2 2 2

0 0 2

(2 5) e 5 6 e 5 6 e 5 6 ( ) (4)x x x x x x x xe e f e dx f e d e f x dx− − + = − + − + =∫ ∫ ∫
 

Tính 
ln3 ln3 2021

2020 2020

0 0

2( 1) ( 1) ( 1)
2021

x x x xe e dx e d e− = − − =∫ ∫
 

Từ, suy ra 
2 0 02021 2021

0 2 2

2 22 ( ) ( ) ( ) (**)
2021 2021

f x dx f x dx f x dx+ = ⇒ = −∫ ∫ ∫
 

Từ và suy ra 
1 2021

0

2 1( ) (**)
4042

f x dx +
⇒ =∫

 

Câu 33.   Giả sử hàm số ( )f x có đạo hàm cấp 2 trên  thoả mãn 

( ) ( )'1 1 1f f= = và ( ) ( )2 ''1 2f x x f x x− + = với mọi x∈ . Tính tích phân ( )
1

'

0

I xf x dx= ∫ . 

A. 1I = . B. 2I = . C. 
1
3

I = . D. 
2
3

I = . 

Lời giải 

Chọn C 

Đặt 
   ''

' du f x dxu f x
xdv xdx v

         

2

2

 

Suy ra        ' ' '' ''x x xI xf x dx f x f x dx f x dx      
1 1 12 2 2

0 0 0

1 1
02 2 2 2

 

Do        '' ''xf x x f x x f x x f x      
2

2 1
1 2 1

2 2
 

Vậy    I x f x dx f x dx
 
      
  

 
1 1

0 0

1 1 1
1 1

2 2 2
 

Đặt      t x I f t dt f t dt f x dx       
0 1 1

1 0 0

1 1 1
1

2 2 2
 

Đặt  

   'u f x du f x dx
dv dx v x

           

     'I xf x xf x dx I I I
 
         
 


1

0

11 1 1
1

02 2 3
 

Câu 34.   Cho hàm số ( ) 0f x >  có đạo hàm liên tục trên 0,
3
π 

  
, đồng thời thỏa mãn ( )0 0f ′ = ; ( )0 1f =  

và ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
.

cos
f x

f x f x f x
x

 
′′ ′+ =     

 
.Tính 

3
T f π= 

 
 

. 

A. 3
4

T = . B. 
3

4
T = . C. 

3
2

T = . D. 1
2

T = . 

Lời giải 
Chọn D 



Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

22
2

2 2

. 1.
cos cos

f x f x f xf x
f x f x f x

x f x x
′′ ′−     ′′ ′+ = ⇔ = −    

 
 

( )
( )

( )
( )2

1 tan
cos

f x f x
x C

f x x f x

′ ′ ′
= − ⇒ = − + 

 
. Vì 

( )
( )

0 0

0 1

f

f

′ =


=
nên 0C = . 

Do đó ( )
( )

tan
f x

x
f x
′

= − . Suy ra ( )( )
( ) ( )

3 3 3
3 3

00
0 0 0

d(cos )tan .d ln ln cos
cos

d f x xx x f x x
f x x

π π π
π π

= − = ⇔ =∫ ∫ ∫  

( ) 1 1ln ln 0 ln ln1
3 2 3 2

f f fπ π   ⇔ − = − ⇔ =   
   

. 

Câu 35.   Cho ( )H  là hình phẳng được tô đậm trong hình vẽ và được giới hạn bởi các đường có phương 

trình 2 110 ,
2 13

 khi 

 khi 

x x
y x x y

x x
− ≤

= − =  − >
. Diện tích của ( )H  bằng 

 
A. 11

2
  B. 13

2
  C. 11

6
  D. 14

3
  

Lời giải 
Chọn B 

Dựa vào hình vẽ ta có: 
1 3

2 2

0 1

10 10 2
3 3

S x x x dx x x x dx   = − + + − − +   
   ∫ ∫   

1 31 3 2 3 2 3
2 2

0 1 0 1

13 7 13 7 132 2
3 3 6 3 6 3 2

x x x xx x dx x x dx x
      = − + − + = − + − + =      

       
∫ ∫ . 

Câu 36.   Cho ( ) ( ) ( ) ( )
2

0

1 2 ' 3 2 0 2016x f x dx f f− = + =∫ . Tích phân ( )
1

0

2f x dx∫  bằng: 

A. 4032 B. 1008 C. 0 D. 2016 

Lời giải 
Chọn B 

Xét tích phân ( ) ( )
2

0

1 2 'I x f x dx= −∫   

Đặt ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2

0
0 0

1 2 2
1 2 2 3 2 0 2

'
u x du dx

I x f x f x dx f f f x dx
dv f x dx v f x
= − = −  ⇒ ⇒ = − + = − − + = =  

∫ ∫   

Suy ra ( ) ( )
2 2

0 0

2016 2016 2 2016f x dx f x dx= − + ⇒ =∫ ∫   



Xét ( )
1

0

2J f x dx= ∫ , đặt 2 2t x dt dx= ⇒ = , đổi cận suy ra 

( ) ( )
2 2

0 0

1. 1008
2 2
dtJ f t f x dx= = =∫ ∫ . 

Do đó ( )2
00 0 . 0ax c a b c ab c= + ⇔ = − + ⇔ − = . Vậy ( )2 3 3T ab c= − + = . 

Câu 37.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   thỏa mãn ( ) ( ) 2

2 . xf x f x x e+ − = . Tích phân ( )
2

0

f x dx∫  

bằng: 

A. 2 1
2

e −   B. 
4 1
4

e −
  C. 4 2e −   D. 

4 1
2

e −
  

Lời giải 
Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2

0 0 0

2 . 2 .x xf x f x x e f x dx f x dx x e dx+ − = ⇔ + − =∫ ∫ ∫ . 

Lại có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0 0 0 0

2 2 2f x dx f x d x f t dt f x dx− = − − − = =∫ ∫ ∫ ∫ , với 2t x= − . 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 2 4

2

0 0 0 0

1 1* 2 .
2 4

x x ef x dx x e dx e d x f x dx −
⇔ × = = → =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Câu 38.   Cho hàm số ( )v x  liên tục trên đoạn [ ]0;5  và có bảng biến thiên như hình vẽ. Có bao nhiêu giá 

trị nguyên của m để phương trình ( )3 10 2 .x x m v x+ − =  có nghiệm trên đoạn [ ]0;5 ? 

 
A. 6 B. 4 C. 5 D. 3 

Lời giải 
Chọn C 
Dựa vào hình vẽ, ta thấy rằng ( ) [ ]1;4v x ∈  với [ ]0;5x∀ ∈ . 

Xét hàm số ( ) 3 10 2f x x x= + −  trên [ ]0;5 , có ( ) 3 1' 0 3
2 3 10 2

f x x
x x

= − = ⇔ =
−

. 

Suy ra 
[ ]

( ) ( )
[ ]

( ) ( )
0;5 0;5

min 0 10;max 3 5 10 3 10 2 5f x f f x f x x= = = = ⇒ ≤ + − ≤ . 

Khi đó 
( )

3 10 2x xm
u x
+ −

=  mà ( ) ( )
1 1 3 10 2 10;1 ;5

4 4
x x

u x u x
 + − ∈ → ∈     

. 

Do đó, phương trình đã cho có nghiệm 
10 ;5
4

m
 

⇔ ∈ 
 

. 

Câu 39.   Cho hàm số ( )f x  nhận giá trị dương, có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0; 2 . 



Biết ( )0 1f =  và ( ) ( ) 22 4. 2 e x xf x f x −− = , với mọi [ ]0; 2x∈  . 

Tính tích phân 
( ) ( )

( )

3 22

0

3
d

x x f x
I x

f x
− ′

= ∫ .  

A. 16
3

I = − . B. 16
5

I = − . C. 14
3

I = − . D. 32
5

I = − . 

Lời giải 
Chọn B 
Theo giả thiết, ta có ( ) ( ) 22 4. 2 e x xf x f x −− =  và ( )f x  nhận giá trị dương nên 

( ) ( ) 22 4ln . 2 ln e x xf x f x +− =   ⇔ ( ) ( ) 2ln ln 2 2 4f x f x x x+ − = − . 

Mặt khác, với 0x = , ta có ( ) ( )0 . 2 1f f =  và ( )0 1f =  nên ( )2 1f = . 

Xét 
( ) ( )

( )

3 22

0

3
d

x x f x
I x

f x
− ′

= ∫ , ta có ( ) ( )
( )

2
3 2

0

3 . d
f x

I x x x
f x
′

= −∫  

Đặt ( )
( )

3 23

d d

u x x
f x

v x
f x

 = −
 ′ =


 
( )

( )

2d 3 6 d

ln

u x x x

v f x

 = −⇒ 
=

 

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )
22

3 2 2

0
0

3 ln 3 6 .ln dI x x f x x x f x x = − − −  ∫ ( ) ( )
2

2

0

3 6 .ln dx x f x x= − −∫  ( )1 . 

Đến đây, đổi biến 2x t= − d dx t⇒ = − . Khi 0 2x t= → =  và 2 0x t= → = . 

Ta có ( ) ( )( )
0

2

2

3 6 .ln 2 dI t t f t t= − − − −∫ ( ) ( )
2

2

0

3 6 .ln 2 dt t f t t= − − −∫  

Vì tích phân không phụ thuộc vào biến nên ( ) ( )
2

2

0

3 6 .ln 2 dI x x f x x= − − −∫  ( )2 . 

Từ ( )1  và ( )2  ta cộng vế theo vế, ta được ( ) ( ) ( )
2

2

0

2 3 6 . ln ln 2 dI x x f x f x x= − − + −  ∫  

Hay ( ) ( )
2

2 2

0

1 3 6 . 2 4 d
2

I x x x x x= − − −∫
16
5

= − . 

Câu 40.   Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn ( ) ( ) ( )2 11 3 1
1

f x xf x f x
x

+ − + − =
+

. 

Tính giá trị tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 9 ln 2
2

I = . B. 2 ln 2
9

I = . C. 4
3

I = . D. 3
2

I = . 

Lời giải 
Chọn B 

( ) ( ) ( )2 1. 1 3 1
1

f x x f x f x
x

+ − + − =
+

. 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

12
0

0 0 0 0

dd 1 d 3 1 d ln 1 ln 2
1

xf x x xf x x f x x x
x

⇒ + − + − = = + =
+∫ ∫ ∫ ∫  ( )∗ . 

Đặt 21 d 2 du x u x x= − ⇒ = − ; với 0 1; 1 0x u x u= ⇒ = = ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
1 1 1

2

0 0 0

1 11 d d d
2 2

xf x x f u u f x x− = =∫ ∫ ∫  ( )1 . 

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = − ; với 0 1; 1 0x t x t= ⇒ = = ⇒ = . 



Khi đó ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

1 d d df x x f t t f x x− = =∫ ∫ ∫  ( )2 . 

Thay ( )1 , ( )2  vào ( )∗  ta được: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 9 2d d 3 d ln 2 d ln 2 d ln 2
2 2 9

f x x f x x f x x f x x f x x+ + = ⇒ = ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Câu 41.   Cho hàm số 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) thỏa mãn𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥và 𝑓𝑓(0) = 2. Tính∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)2
0 𝑑𝑑𝑥𝑥. 

A. 𝑒𝑒2 + 5. B. −8. C. 𝑒𝑒2 + 1. D. 8. 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có 𝑓𝑓 = ∫𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝑥𝑥. 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥. 
Đặt 𝑢𝑢 = 𝑥𝑥 và 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥, ta có 𝑑𝑑𝑢𝑢 = 𝑑𝑑𝑥𝑥 và 𝑑𝑑 = 𝑒𝑒𝑥𝑥. 
Do đó 𝑓𝑓 = ∫𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑥𝑥. 𝑒𝑒𝑥𝑥 − ∫ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑥𝑥. 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝐶𝐶. 
Theo đề: 𝑓𝑓(0) = 2 ⇔ 2 = −1 + 𝐶𝐶 ⇔ 𝐶𝐶 = 3 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥. 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 3. 
Khi đó ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 =2

0 ∫ (𝑥𝑥. 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 3)𝑑𝑑𝑥𝑥 =2
0 ∫ 𝑥𝑥. 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥2

0 + ∫ (−𝑒𝑒𝑥𝑥 + 3)𝑑𝑑𝑥𝑥2
0  

= (𝑥𝑥. 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑥𝑥)|02 + (−𝑒𝑒𝑥𝑥+3𝑥𝑥)|02 = 8. 

Câu 42.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn 

( ) ( )3 2 10 6 21 6 4xf x f x x x x x− − = − − +− , x∀ ∈ . Khi đó ( )
0

1

df x x
−
∫  bằng 

A. 23
4

. B. 13
4

. C. 13
4

− . D. 9
4

. 

Lời giải 
ChọnA. 
Nhân 2 vế ( ) ( )3 2 10 6 21 6 4xf x f x x x x x− − = − − +−  với x  ta được: 

( ) ( )2 72 3 11 3 21 6 4x f x xf x x x x x− − = +−− − . 

Lấy tích phân 2 vế của ( ) ( )2 72 3 11 3 21 6 4x f x xf x x x x x− − = +−− −  với cận từ 1  đến 1 ta được: 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 3 2 11 3 2

1 1

7

1

1 6 4x f x dx xf x dx x x x x dx
− − −

− − = − +−−∫ ∫ ∫ . 

( ) ( )
1 0

1 0

1 1 8
3 2 3

f u du f v dv
−

⇔ + =∫ ∫ ( )
1

1

8f x dx
−

⇔ =∫ . 

Lấy tích phân 2 vế của ( ) ( )2 72 3 11 3 21 6 4x f x xf x x x x x− − = +−− −  với cận từ 0  đến 1 ta được: 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 3 2 11 3 2

0 0

7

0

1 6 4x f x dx xf x dx x x x x dx− − = − − +−∫ ∫ ∫ . 

( ) ( )
1 0

0 1

1 1 3
3 2 8

f u du f v dv⇔ + = −∫ ∫ . 

( )
1

0

9
4

f x dx⇔ =∫ . 

Từ và ta được ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 1 0

9 238
4 4

f x dx f x dx f x dx
−

= − = − =∫ ∫ ∫ . 

Câu 43.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn 

( ) ( )3 2 10 6 21 6 4xf x f x x x x x− − = − − +− , x∀ ∈ . Khi đó ( )
0

1

df x x
−
∫  bằng 



A. 23
4

. B. 13
4

. C. 13
4

− . D. 9
4

. 

Lời giải 
ChọnA. 
Nhân 2 vế ( ) ( )3 2 10 6 21 6 4xf x f x x x x x− − = − − +−  với x  ta được: 

( ) ( )2 72 3 11 3 21 6 4x f x xf x x x x x− − = +−− − . 

Lấy tích phân 2 vế của ( ) ( )2 72 3 11 3 21 6 4x f x xf x x x x x− − = +−− −  với cận từ 1  đến 1 ta được: 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 3 2 11 3 2

1 1

7

1

1 6 4x f x dx xf x dx x x x x dx
− − −

− − = − +−−∫ ∫ ∫ . 

( ) ( )
1 0

1 0

1 1 8
3 2 3

f u du f v dv
−

⇔ + =∫ ∫ ( )
1

1

8f x dx
−

⇔ =∫ . 

Lấy tích phân 2 vế của ( ) ( )2 72 3 11 3 21 6 4x f x xf x x x x x− − = +−− −  với cận từ 0  đến 1 ta được: 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 3 2 11 3 2

0 0

7

0

1 6 4x f x dx xf x dx x x x x dx− − = − − +−∫ ∫ ∫ . 

( ) ( )
1 0

0 1

1 1 3
3 2 8

f u du f v dv⇔ + = −∫ ∫ . 

( )
1

0

9
4

f x dx⇔ =∫ . 

Từ và ta được ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 1 0

9 238
4 4

f x dx f x dx f x dx
−

= − = − =∫ ∫ ∫ . 

Câu 44.   Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn ( ) ( ) ( )2 11 3 1
1

f x xf x f x
x

+ − + − =
+

. 

Tính giá trị tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 9 ln 2
2

I = . B. 2 ln 2
9

I = . C. 4
3

I = . D. 3
2

I = . 

Lời giải 
Chọn B 

( ) ( ) ( )2 1. 1 3 1
1

f x x f x f x
x

+ − + − =
+

. 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

12
0

0 0 0 0

dd 1 d 3 1 d ln 1 ln 2
1

xf x x xf x x f x x x
x

⇒ + − + − = = + =
+∫ ∫ ∫ ∫  ( )∗ . 

Đặt 21 d 2 du x u x x= − ⇒ = − ; với 0 1; 1 0x u x u= ⇒ = = ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
1 1 1

2

0 0 0

1 11 d d d
2 2

xf x x f u u f x x− = =∫ ∫ ∫  ( )1 . 

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = − ; với 0 1; 1 0x t x t= ⇒ = = ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

1 d d df x x f t t f x x− = =∫ ∫ ∫  ( )2 . 

Thay ( )1 , ( )2  vào ( )∗  ta được: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 9 2d d 3 d ln 2 d ln 2 d ln 2
2 2 9

f x x f x x f x x f x x f x x+ + = ⇒ = ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 



Câu 45.   Cho hàm số đa thức bậc bốn ( )y f x= đạt cực trị tại 1x = và 2x = . Biết 
0

2 '( )lim 2
2x

x f x
x→

+
= . 

Tích phân 
1

0

'( )f x dx∫  bằng 

A. 3 .
4

B. 3 .
2

C. 1 .
4

D. 1.  

Lời giải 
Chọn C 

Ta có 
0

2 '( )lim 2
2x

x f x
x→

+
=  mà 

0
lim 2 0
x

x
→

=  nên ( )
0 0

lim 2 '( ) 0 lim '( ) 0 '(0) 0
x x

x f x f x f
→ →

+ = ⇒ = ⇒ =  

Từ đó 0; 1; 2x x x= = =  là ba cực trị của hàm số đã cho. Hay phương trình ( )' 0f x = có ba nghiệm 

0; 1; 2x x x= = = . 

Vì ( )f x  là hàm đa thức bậc 4 nên ta giả sử hàm ( )( )'( ) . 1 2f x m x x x= − − . 

Từ đề bài ta có 
( )( ) ( )( )

0 0

2 1 2 2 1 2 2 2lim 2 lim 2 2 1
2 2 2x x

x mx x x m x x m m
x→ →

+ − − + − − +
= ⇔ = ⇒ = ⇔ =  

Nên ( )( ) 3 2'( ) 1 2 3 2f x x x x x x x= − − = − +  

Từ đó ( )
1 1

3 2

0 0

1'( ) 3 2 .
4

f x dx x x x dx= − + =∫ ∫  

Câu 46.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn 

 2 21 ln 2019 (ln ) 2020.ln . (ln ) 2021ln , 0; .x f x x f x x x          Biết d
1

0

( ) ( 1)
a

f x x e
b

   

với 
a
b

 tối giản và ,a b   . Khí đó a b bằng  

A. 2018 . B. 2018 . C. 1008 . D. 1008 . 
Lời giải 

Chọn D  

Từ giả thiết ta suy ra:  2

2

2021.ln
2019 (ln ) 2020.ln . (ln ) , 0; .

1 ln

x
f x x f x x

x
    


 

 

   

2

2

2

2
1 1

2
2 2

2
1 1 1
1

0

2019 2020 ln 2021ln
(ln ) (ln ) , 0; .

1 ln
2019 2020 ln 2021ln

(ln ) (ln )
1 ln

2021 (1 ln )
2019 (ln ) ln 1010 (ln ) ln

2 1 ln

2019 ( ) ( ) 1010

e e

e e e

x x
f x f x x

x x x x
x x

f x f x dx dx
x x x x

d x
f x d x f x d x

x

f t d t

     


        


  


 

 

  


1

0
2 2

1 1

( ) ( ) 2021( 1)

2021
3029 ( ) ( ) 2021( 1) ( ) ( ) ( 1).

3029

f t d t e

f t d t e f t d t e
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Câu 47.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên ( )0;+∞  thỏa mãn 

( ) ( ) ( )2 2 4 2 4 22 1 2 1 4 8 2 4f x x f x x x x x+ + + + = + + + . Tính tích phân ( )
4

0

f x dx∫  



A. 32
3

. B. 13
3

. C. 23
3

. D. 2
3

. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3 4 2 4 2

1 1 1
2 3 4 2 4 2

0 0 0
1 4 4

0 1 0

4 2 4 4 2 1 4 8 2 4 .4

4 2 4 4 2 1 4 8 2 4 .4

64 322 2
3 3

xf x x x f x x x x x x

xf x dx x x f x x dx x x x xdx

f t dt f u du f x dx

+ + + + = + + +

⇔ + + + + = + + +

⇔ + = ⇔ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

Câu 48.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn ( )0 1f =  và 

( )( ) ( ) ( ) [ ]2 2 6 4 24 6 1 40 44 32 4, 0;1f x x f x x x x x′ + − = − + − ∀ ∈ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 23
15

. B. 17
15

− . C. 13
15

. D. 7
15

− . 

Lời giải 
Chọn D 
Lấy tích phân hai vế đẳng thức trên đoạn [ ]0;1  ta có: 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 6 4 2

0 0 0

376d 4 6 1 d 40 44 32 4 d
105

f x x x f x x x x x x′ + − = − + − =∫ ∫ ∫ . 

Theo công thức tích phân từng phần có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 3 3 3

0 0 0

1
6 1 d d 2 2 2 d

0
x f x x f x x x x x f x x x f x x′− = − = − − −∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 3

0 0

6 1 d 1 2 dx f x x x x f x x′⇔ − = − −∫ ∫ . 

Thay lại đẳng thức trên ta có 

( )( ) ( ) ( )
1 1

2 3

0 0

376d 4 1 2 d
105

f x x x x f x x
 

′ ′+ − − = 
 

∫ ∫ ( )( ) ( ) ( )
1 1

2 3

0 0

44d 4 2 d 0
105

f x x x x f x x′ ′⇔ − − + =∫ ∫  

( ) ( )( )
1 23

0

2 2 d 0f x x x x′⇔ − − =∫  

( ) ( ) [ ]32 2 , 0;1f x x x x′⇔ = − ∀ ∈  

( ) 4 2f x x x C⇒ = − + . 

Mặt khác ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

4 2 4 2

0 0

131 1 1 1 d 1 d
15

f C f x x x f x x x x x= ⇒ = ⇒ = − + ⇒ = − + =∫ ∫ . 

Câu 49.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;2  và thỏa mãn: 

( ) ( )
2

2

1

5 2( ) ln
12

,
3

2 0f f x dx′ = += ∫  và 
2

2
1

( ) 5 3ln
( 1) 12 2

f x dx
x

= − +
+∫ . Tính tích phân ( )

2

1

f x dx∫ . 

A. 3 32ln
4 2
+ . B. 2ln

3
. C. 3 22ln

4 3
− . D. 3 22ln

4 3
+ . 

Lời giải 
Chọn D 



Ta có 
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

2
11 1 1

1 1 12 1
1 1 3 2 11

f x f x f x
dx f x dx f f dx

x x xx

′ ′
= − + = − + +

+ + ++∫ ∫ ∫  

Do ( )2 0f =  nên ( ) ( )
2

1

1 5 31 ln
1 2 12 2

f x
dx f

x
′

+ = − +
+∫  

Lại có ( ) ( ) ( )
2

1

2 1f x dx f f′ = −∫  ( ) ( )
2

1

1f f x dx′⇒ = −∫  

Suy ra ( )
2

1

1 1 5 3ln
1 2 12 2

f x dx
x

  ′− = − + + ∫  

Mặt khác 
( )

222 2

2
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 5 2ln 1 ln
1 2 1 4 1 4 12 31

dx dx x x
x x xx

    − = − + = − − + + = +     + + +   + 
∫ ∫  

Vậy: 

( )( ) ( )
22 2 2

2

1 1 1

1 1 1 12
1 2 1 2

5 2 5 2 5 2ln 2 ln ln 0
12 3 12 3 12 3

f x dx f x dx dx
x x

   ′ ′+ − + −  + +   

 = + + − − + + = 
 

∫ ∫ ∫
 

( )
22

1

1 1 0
1 2

f x dx
x

 ′⇔ + − = + ∫  ( ) 1 1
2 1

f x
x

′⇒ = −
+

( ) 1ln 1 ln 3 1
2

f x x x⇒ = − + + + −  

do ( )2 0f =  ( ) ( ) ( ) ( )( )
22

2

1 1

1 3 2ln 3 1 ln 1 1 2ln
4 4 3

f x dx x x x x x x ⇒ = − + − + + − + = +  ∫ . 

Câu 50.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;2  và thỏa mãn: 

( ) ( )
2

2

1

5 2( ) ln
12

,
3

2 0f f x dx′ = += ∫  và 
2

2
1

( ) 5 3ln
( 1) 12 2

f x dx
x

= − +
+∫ . Tính tích phân ( )

2

1

f x dx∫ . 

A. 3 32ln
4 2
+ . B. 2ln

3
. C. 3 22ln

4 3
− . D. 3 22ln

4 3
+ . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có 
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

2
11 1 1

1 1 12 1
1 1 3 2 11

f x f x f x
dx f x dx f f dx

x x xx

′ ′
= − + = − + +

+ + ++∫ ∫ ∫  

Do ( )2 0f =  nên ( ) ( )
2

1

1 5 31 ln
1 2 12 2

f x
dx f

x
′

+ = − +
+∫  

Lại có ( ) ( ) ( )
2

1

2 1f x dx f f′ = −∫  ( ) ( )
2

1

1f f x dx′⇒ = −∫  

Suy ra ( )
2

1

1 1 5 3ln
1 2 12 2

f x dx
x

  ′− = − + + ∫  

Mặt khác 
( )

222 2

2
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 5 2ln 1 ln
1 2 1 4 1 4 12 31

dx dx x x
x x xx

    − = − + = − − + + = +     + + +   + 
∫ ∫  

Vậy: 



( )( ) ( )
22 2 2

2

1 1 1

1 1 1 12
1 2 1 2

5 2 5 2 5 2ln 2 ln ln 0
12 3 12 3 12 3

f x dx f x dx dx
x x

   ′ ′+ − + −  + +   

 = + + − − + + = 
 

∫ ∫ ∫
 

( )
22

1

1 1 0
1 2

f x dx
x

 ′⇔ + − = + ∫  ( ) 1 1
2 1

f x
x

′⇒ = −
+

( ) 1ln 1 ln 3 1
2

f x x x⇒ = − + + + −  

do ( )2 0f =  ( ) ( ) ( ) ( )( )
22

2

1 1

1 3 2ln 3 1 ln 1 1 2ln
4 4 3

f x dx x x x x x x ⇒ = − + − + + − + = +  ∫ . 

Câu 51.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn 

         5 4 11 8 6 4( ) (1 ) 1, .xf x f x x x x x x x  Khi đó 


0

1

( )df x x  bằng 

A.  61
96

. B. 65
48

. C. 1
6

. D. 1
30

. 

Lời giải 
Chọn C 

Với  x ta có         5 4 11 8 6 4( ) (1 ) 1 *xf x f x x x x x x  
        4 5 3 4 14 11 9 7 4 3( ) (1 )x f x x f x x x x x x x

                
1 1 1

4 5 3 4 14 11 9 7 4 3

0 0 0

( ) (1 )x f x dx x f x dx x x x x x x dx

     
1 1

5 5 4 4

0 0

1 1 21( ) (1 ) (1 )
5 4 40

f x dx f x d x  

         
1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 21 9 21 7( ) (x) ( ) ( )  (1)
5 4 40 20 40 6

f x dx f dx f x dx f x dx  

Mặt khác từ suy ra 

     
  

           
0 0 0

4 5 3 4 14 11 9 7 4 3

1 1 1

( ) (1 )x f x dx x f x dx x x x x x x dx
 

 

     
0 0

5 5 4 4

1 1

1 1 31( ) (1 ) (1 )
5 4 120

f x dx f x d x  



   
0 1

1 0

1 1 31( ) (x)    (2)
5 4 120

f x dx f dx  

Thế vào ta được 



0

1

1( )d
6

f x x . 

Câu 52.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên R  thỏa mãn: 
2

'( ) 2 . ( ) xf x x f x e−+ =  và (0) 0f = . Tính 
(1) ?f  

A. 1 .
e

−  B. 
2

1 .
e

 C. 1 .
e

 D. 2.e  

Lời giải 
Chọn C  
Ta có: 

2

'( ) 2 . ( ) xf x x f x e−+ =  

Nhân cả 2 vế phương trình cho 
2xe , ta được: 



2 2 2 2 2

2 2

2

/
. '( ) 2 . . ( ) . . ( ) 1

. ( ) . ( ) ( )

x x x x x

x x
x

e f x x e f x e e e f x

x Ce f x dx e f x x C f x
e

−  + = ⇔ = 
+

⇔ = ⇔ = + ⇔ =∫
 

Ta có: (0) 0 0f C= ⇒ = . 

Vậy 
1(1)f
e

=  

Câu 53.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên R  thỏa mãn: 
2

'( ) 2 . ( ) xf x x f x e−+ =  và (0) 0f = . Tính 
(1) ?f  

A. 1 .
e

−  B. 
2

1 .
e

 C. 1 .
e

 D. 2.e  

Lời giải 
Chọn C  
Ta có: 

2

'( ) 2 . ( ) xf x x f x e−+ =  

Nhân cả 2 vế phương trình cho 
2xe , ta được: 

2 2 2 2 2

2 2

2

/
. '( ) 2 . . ( ) . . ( ) 1

. ( ) . ( ) ( )

x x x x x

x x
x

e f x x e f x e e e f x

x Ce f x dx e f x x C f x
e

−  + = ⇔ = 
+

⇔ = ⇔ = + ⇔ =∫
 

Ta có: (0) 0 0f C= ⇒ = . 

Vậy 
1(1)f
e

=  

Câu 54.   Cho hàm số  xác định dương trên và thỏa mãn các điều kiện 

. Tính  

A. 6 . B. 5 . C. 34
5

. D. 31
5

. 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có: 

4 5 2 4 5 2

2 2 3
2 3

2 2 2

, ,3 3 3

2

4

3 ( ) '( ). ( ) 0 3 ( ) '( ). ( )
( ) 1 3 ( ) '( ).3 ( ) '( ).

( )

1 1 1
( ) ( ) ( )

( )

x f x f x x f x x f x f x x f x
f x x f x f x xx f x f x x

x x f x

x x xdx C C
x f x f x x f x x

f x x m

− + = ⇔ − = −

−
⇔ − = − ⇔ − =

   
⇔ − = ⇒ = + ⇒ = +   

   
⇒ = +

∫
. 

Vì f=1 nêm m=0. Vậy ( ) 4f x x= .
2

4

1

31
5

x dx =∫  

Câu 55.   Cho hàm số ( )f x  liên tục và có đạo hàm trên đoạn [ ]0;5  thỏa mãn ( ) ( )
5

0

e d 8f xxf x x′ =∫ ; 

( )5 ln 5f = . Tính ( )
5

0

df xI e x= ∫  

A. 33− . B. 33 . C. 17. D. 17− . 
Lời giải 

Chọn C 

( )y f x=

[ ]4 5 23 . ( ) '( ). ( ) 0, 1;2 , (1) 1x f x f x x f x x f− + = ∀ ∈ =
2

1

( )f x dx∫



Tính ( )
5

0

df xI e x= ∫  

Đặt ( )f xu e=  ⇒  ( ) ( )d df xu f x e x′= ; 

d =dv x  ⇒  v x= . 
Theo công thức tích phân từng phần, ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
55

5 0 ln5

0
0

d 5. 0. 8 5 8 5.5 8 17f x f x f fI xe xf x e x e e e  ′= − = − − = − = − =  ∫ . 

trị nguyên của m  trong [ ]2019;2019− . 

Câu 56.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên R , ( ) 1f x > − , ( )0 0f =  và thỏa ( ) ( )2 1 2 1f x x x f x′ + = + .  

Tính ( )3f . 

A. 0 . B. 3 . C. 7 . D. 9 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( )
( )

2

2

21 2 1
1 1

f x xf x x x f x
f x x

′
′ + = + ⇔ =

+ +
 

( )
( )

( ) ( )
3 3 33 3

2

2 0 000 0

2 1 1 1 1
1 1

f x xdx dx f x x f x
f x x

′
⇔ = ⇔ + = + ⇔ + =

+ +
∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )3 1 0 1 1 3 1 2 3 3f f f f⇔ + − + = ⇔ + = ⇔ = . 

Câu 57.   Cho hàm số ( )xf  thỏa mãn ( ) ( ) ( )xfexxfx'f x=+ 2  với ( ) x,xf ∀≠ 0  và ( ) 10 =f . Khi đó 

( )1f  bằng. 

A. 1+e . B. 2−ee . C. 1−e . D. 1+ee . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( )xfexxfx'f x=+ 2
( )
( )

2 xf x
x e

f x
′

⇔ + =
( )
( )

2xf x
e x

f x
′

⇔ = −  

( )
( ) ( )d 2 dxf x

x e x x
f x
′

⇒ = −∫ ∫ ( ) 2ln xf x e x C⇒ = − + .  

( ) 10 =f ( )ln 0 0 1 0f C⇒ = ⇔ + = 1C⇔ = − .  

Vậy ( ) 2ln 1xf x e x= − − . Suy ra ( )ln 1 2f e= − ( ) 21 ef e −⇒ = .  

Câu 58.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn 

( )
4 3

2 2 2 4 41 2 , 0, 1− − + + − − + = ∀ ≠ ≠ 
 

x x x xx f x f x x
x x

. Khi đó ( )
1

1

d
−
∫ f x x

 
có giá trị là 

A. 0 . B. 1. C. 1
2

. D. 3

2
. 

Lời giải 
Chọn A 

Từ giả thiết suy ra ( )
4 3

2 3

2 2 2 4 41 − − + + − − + = 
 

x x x xf x f
x x x  



Ta có: ( )
2 2 2 4 3

2 3
1 1 1

2 2 2 4 41 d . d dx x x xf x x f x x
x x x
− − + + − − + = 

 ∫ ∫ ∫
 

( ) ( )
2 2 2

2 3
1 1 1

2 2 2 2 4 41 d 1 d 1 d− −     ⇔ − − − + = − + + −     
     ∫ ∫ ∫

x xf x x f x x
x x x x  

( ) ( )
1 1 2

2
0 0

24 2d d
12

−  
⇔ − + = − + − + 

 
∫ ∫

xf t t f t t x
x x  

( ) ( )
0 1

1 0

d d 0
−

⇔ + =∫ ∫f t t f t t
 

( )
1

1

d 0
−

⇔ =∫ f t t . 

Vậy ( )
1

1

d 0
−

=∫ f x x . 

Cách trắc nghiệm 

Ta có: ( )
4 3

2 2 2 4 41 2 , 0, 1x x x xx f x f x x
x x
− − + + − − + = ∀ ≠ ≠ 

 
 

( )
4 3

2 2 2 4 41 2 , 0, 1x x x xx f x f x x
x x x
− − + − ⇔ − + = + ∀ ≠ ≠ 

 
 

( ) ( )2 22 2 2 21 2 1 2 , 0, 1x xx f x f x x x x
x x
− −   ⇔ − + = − + ∀ ≠ ≠   

   
 

Chọn ( ) ( )
1 1

1 1
.d .d 0f x x f x x x x

− −
= ⇒ = =∫ ∫ . 

Câu 59.   Cho hai hàm số ( ) 3 2 3
4

f x ax bx cx= + + +  và ( ) 2 3
4

g x dx ex= + − , ( ), , , ,a b c d e∈ . Biết rằng 

đồ thị của hàm số ( )y f x=  và ( )y g x= cắt nhau tại ba điểm có hoành độ lần lượt là 2− ; 1; 3 . Hình 

phẳng giới hạn bởi hai đồ thị đã cho có diện tích bằng: 

 
A. 253

48
. B. 125

24
. C. 125

48
. D. 253

24
. 

Lời giải 

Chọn A 
Xét phương trình hoành độ giao điểm: 

3 2 23 3
4 4

ax bx cx dx ex+ + + = + − ( ) ( )3 2 3 0
2

ax b d x c e x⇔ + − + − + = . 

Đặt ( ) ( ) ( )3 2 3
2

h x ax b d x c e x= + − + − +  

Dựa vào đồ thị ta có ( ) ( ) ( )3 2 3
2

h x ax b d x c e x= + − + − +  có ba nghiệm là 2x = − ; 1; 3x x= = . 



Với 2x = −  ta có ( ) ( ) ( )38 4 2 ,  1
2

a b d c e− + − − − = − . 

Với 1x =  ta có ( ) ( ) ( )3 ,  2
2

a b d c e+ − + − = − . 

Với 3x =  ta có ( ) ( ) ( )327 9 3 ,  3
2

a b d c e+ − + − = − . 

Từ ( ) ( )1 , 2  và ( )3  ta có 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

38 4 2
2

3
2

327 9 3
2

a b d c e

a b d c e

a b d c e

− + − − − = −

 + − + − = −

 + − + − = −

1
4

1
2
5
4

a

b d

c e

 =

⇔ − = −

 − = −

. 

Hay ta có 

( ) ( )
3

2

dS f x g x x
−

= −∫
1 3

3 2 3 2

2 1

1 1 5 3 1 1 5 3d d
4 2 4 2 4 2 4 2

x x x x x x x x
−

= − − + + − − +∫ ∫ 63 4
16 3

= +
253
48

= . 

Câu 60.   Cho hàm số ( )y f x=  đồng biến, có đạo hàm trên đoạn [ ]1;4  và thoả mãn 

[ ]22 . ( ) ( )x x f x f x′+ =  với [ ]1;4x∀ ∈ . Biết 3(1)
2

f = , tính 
4

1

( )I f x dx= ∫  

A. 1186
45

.  B. 4
3

. C. 186
45

. D. 16
45

. 

Lời giải 
Đáp án: A 

Ta có: ( )y f x=  đồng biến trên đoạn [ ]1;4 [ ]( ) 0, 1;4f x x′⇒ ≥ ∀ ∈   

Ta có [ ] ( ) [ ]2 22 . ( ) ( ) 1 2. ( ) ( )x x f x f x x f x f x′ ′+ = ⇔ + = , do [ ]1;4x∈  và [ ]( ) 0, 1;4f x x′ ≥ ∀ ∈  

1( )
2

f x −
⇒ >  và ( )( )( ) . 1 2 ( ) 1 2 ( )

1 2 ( )
f xf x x f x x f x x

f x
′ ′′ = + ⇔ = ⇔ + =

+
 

21 2 ( ) 1 2 ( )
3

f x xdx f x x x c⇒ + = ⇔ + = +∫ . Vì 
3 3 2 4(1) 1 2.
2 2 3 3

f c c= ⇒ + = + ⇔ =  

2 3
3 22 4 2 4 2 8 71 2 ( ) 1 2 ( ) ( )

3 3 3 3 9 9 18
f x x x f x x x f x x x ⇒ + = + ⇔ + = + ⇔ = + + 

 
 

Khi đó 
44 4 3 5

3 42 2

1 1 1

2 8 7 1 16 7 1186( )
9 9 18 18 45 18 45

I f x dx x x dx x x x
   

= = + + = + + =   
   

∫ ∫ . 

Câu 61.   Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]1,2−  và thỏa mãn ( ) ( ) ( )2 32 2 3 1 4f x xf x f x x+ − + − = . 

Tính giá trị tích phân ( )
2

1

dI f x x
−

= ∫ . 

A. 5I = . B. 5
2

I = . C. 3I = . D. 15I = . 

Lời giải 
Chọn C 

( ) ( ) ( )2 32 2 3 1 4f x xf x f x x+ − + − = . 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 3

1 1 1 1

d 2 . 2 d 3 1 d 4 d 15f x x x f x x f x x x x
− − − −

⇒ + − + − = = ∗∫ ∫ ∫ ∫ . 



Đặt 2 2 d 2 du x u x x= − ⇒ = ; với 1 1; 2 2x u x u= − ⇒ = − = ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

1 1 1

2 . 2 d d dx f x x f u u f x x
− − −

− = =∫ ∫ ∫  ( )1 . 

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = − ; với 1 2; 2 1x t x t= − ⇒ = = ⇒ = − . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1

1 d d df x x f t t f x x
− − −

− = =∫ ∫ ∫  ( )2 . 

Thay ( ) ( )1 , 2  vào ( )∗  ta được ( ) ( )
2 2

1 1

5 d 15 d 3f x x f x x
− −

= ⇒ =∫ ∫ . 

Câu 62.   Cho hàm số  nhận giá trị không âm và có đạo hàm liên tục trên  thỏa mãn 

 và . Giá trị của tích phân  bằng 

A. . B.  C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 

 

Vậy . 

Do . Vậy . 

. 

Đặt . Suy ra  

Câu 63.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên { }\ 0; 1−  thỏa mãn điều kiện ( )1 2ln 2f = −  và 

( ) ( ) ( ) 21 .x x f x f x x x′+ + = + . Biết ( )2 ln 3f a b= + , với , ∈a b . Tính 2 2a b+ . 

A. 9
2

. B. 25
4

. C. 5
2

. D. 13
4

. 

Lời giải 
Chọn A 

Từ giả thiết, ta có ( ) ( ) ( ) 21 .x x f x f x x x′+ + = + ⇔  ( )
( )

( )2
1.

1 11
x xf x f x

x xx
′ + =

+ ++
 

( ).
1 1

x xf x
x x

′ ⇔ = + + 
, với { }\ 0; 1x∀ ∈ − . 

( )f x 

( ) ( ) ( ) 2
2 1 ,f x x f x x′ = + ∀ ∈    ( )0 1f = − ( )

1

0
df x x∫

1
6

− ln 2− 3
9

π
−

2 3
9
π

−

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

2

22 1 , 2 1 ,

1 2 1 ,

f x
f x x f x x x x

f x

x x
f x

′−
′ = + ∀ ∈ ⇒ = − + ∀ ∈  

  
′ 

⇒ = − + ∀ ∈  
 

 



( ) ( ) ( )2
2

1 12 1 dx x x x C f x
f x x x C

= − + = − − + ⇒ =
− − +∫

( )0 1 1f C= − ⇒ = − ( ) 2

1
1

f x
x x

= −
+ +

( )
1 1 1

22
0 0 0

1 1d d d
1 1 3

2 4

I f x x x x
x x

x
= = − = −

+ +  + + 
 

∫ ∫ ∫

1 3 tan , ;
2 2 2 2

x t t π π− + = ∈ 
 

( )
( )

2
3 3

2

6 6

3 1 tan 2 3 32 dt dt .3 3 91 tan
4

t
I

t

π π

π π

π+
= − = − = −

+
∫ ∫



Suy ra ( ).
1

x f x
x +

d
1

x x
x

=
+∫  hay ( ).

1
x f x

x +
ln 1x x C= − + + . 

Mặt khác, ta có ( )1 2ln 2f = −  nên 1C = − . Do đó ( ).
1

x f x
x +

ln 1 1x x= − + − . 

Với 2x =  thì ( )2 . 2 1 ln 3
3

f = − ⇔ ( ) 3 32 ln 3
2 2

f = − . Suy ra 3
2

a =  và 3
2

b = − . 

Vậy 2 2 9
2

a b+ = . 

Câu 64.   Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]1,2−  và thỏa mãn ( ) ( ) ( )2 32 2 3 1 4f x xf x f x x+ − + − = . 

Tính giá trị tích phân ( )
2

1

dI f x x
−

= ∫ . 

A. 5I = . B. 5
2

I = . C. 3I = . D. 15I = . 

Lời giải 
Chọn C 
( ) ( ) ( )2 32 2 3 1 4f x xf x f x x+ − + − = . 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 3

1 1 1 1

d 2 . 2 d 3 1 d 4 d 15f x x x f x x f x x x x
− − − −

⇒ + − + − = = ∗∫ ∫ ∫ ∫ . 

Đặt 2 2 d 2 du x u x x= − ⇒ = ; với 1 1; 2 2x u x u= − ⇒ = − = ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

1 1 1

2 . 2 d d dx f x x f u u f x x
− − −

− = =∫ ∫ ∫  ( )1 . 

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = − ; với 1 2; 2 1x t x t= − ⇒ = = ⇒ = − . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1

1 d d df x x f t t f x x
− − −

− = =∫ ∫ ∫  ( )2 . 

Thay ( ) ( )1 , 2  vào ( )∗  ta được ( ) ( )
2 2

1 1

5 d 15 d 3f x x f x x
− −

= ⇒ =∫ ∫ . 

Câu 65.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn 

( ) ( ) { }3 2 2017 5
3

1 31 1 2 , \ 0
2 2

− + + = − + + ∀ ∈
+

f x f x x x x
x x

 . Biết rằng ( )
1

0
3ln= +∫

a cf x dx
b d

, khi đó giá 

trị của biểu thức 3 4− + −b a c d  bằng  
A. 1− .  B. 1. C. 0 .  D. 2 .  

Lời giải 
Chọn A 

( ) ( )3 2 2017 5
3

1 31 1 2
2 2

− + + = − + +
+

f x f x x x
x x

( ) ( ) ( )
2

2 3 2 2019 7
3

1 3. 1 . 1 2 1
2 2

⇔ − + + = − + +
+
xx f x x f x x x

x
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 13 3 2 2

0 0

1 11 1 1 1 1
3 4

⇔ − − − + + +∫ ∫f x d x f x d x  

21 2019 7
30

32
2

 
= − + + + 
∫

xx x dx
x

 

( ) ( ) ( )
21 1 1 2019 7

30 0 0

1 1 31 2
3 4 2

 
⇔ + = − + + + 

∫ ∫ ∫
xf x dx f x dx x x dx

x
 



2020 8
3 1 126ln 2 ln 3 ln 2

02020 4 505
 

= − + + + = + − 
 

x x x   

Mặc khác ( ) ( ) ( )0 02 3 2

1 1

11 . 1 . 1
2− −

⇔ − + +∫ ∫x f x dx x f x dx  

20 2019 7
31

32
2−

 
= − + + + 
∫

xx x dx
x

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 03 3 2 2

1 1

1 11 1 1 1 1
3 4− −

⇔ − − − + + +∫ ∫f x d x f x d x  

20 2019 7
31

32
2−

 
= − + + + 
∫

xx x dx
x

 

( ) ( )
02020 82 2 3

1 1
1

1 1 126ln 2 ln 2
3 4 2020 4 505

−

 −
⇔ − = + + + = − 

 
∫ ∫

x xf x dx f x dx x

( ) ( )
2

1

1 126ln 2 3
12 505

⇔ = −∫ f x dx  

Từ ( ) ( ) ( )
1

0

1512 1512 32 , 3 3ln 3 12ln 2 3ln
505 505 16

⇒ = + − = +∫ f x dx  

Vậy suy ra 1512; 505; 3; 16 3 4 1= = = = ⇒ − + − = −a b c d b a c d   

Câu 66.   Cho hàm số ( )y f x=  đồng biến trên ( )0;+∞ ; ( )y f x=  liên tục, nhận giá trị dương trên 

( )0;+∞  và thỏa mãn ( ) 23
3

f =  và ( ) ( ) ( )2
' 1 .f x x f x= +   . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. ( )22613 8 2614f< < . B. ( )22614 8 2615f< < . 

C. ( )22618 8 2619f< < . D. ( )22616 8 2617f< < . 

Lời giải 
Chọn A 

Hàm số ( )y f x=  đồng biến trên ( )0;+∞  nên suy ra ( ) ( )0, 0;f x x′ ≥ ∀ ∈ +∞ . 

Mặt khác ( )y f x=  liên tục, nhận giá trị dương trên ( )0;+∞  nên 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1f x x f x f x x f x′ ′= + ⇒ = +   , ( )0;x∀ ∈ +∞  

( )
( )

( )1
f x

x
f x

′
⇒ = + , ( )0;x∀ ∈ +∞ ; 

( )
( )

( )1
f x

dx x dx
f x

′
⇒ = +∫ ∫  ( ) ( )31 1

3
f x x C⇒ = + + ; 

Từ ( ) 33
2

f =  suy ra 
2 8
3 3

C = −  

Như vậy ( ) ( )
2

31 2 81
3 3 3

f x x
 

= + + −  
 

 

Bởi thế: ( ) ( )
2 2

31 2 8 2 88 8 1 9
3 3 3 3 3

f
   

= + + − = + −      
   

( )
4

2 2 88 9 2613,26
3 3

f
 

⇒ = + − ≈  
 

. 



Câu 67.   Cho hàm số  có đạo hàm liên tục trên đoạn , đồng biến trên đoạn  và thỏa 

mãn đẳng thức , . Biết rằng , tính ? 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Ta có , . 

Suy ra  

. Mà . Vậy . 

Vậy . 

Chọn A 
Câu 68.   Cho hàm số ( )f x  xác định và có đạo hàm ( )f x′  liên tục trên [ ]1;3 , ( ) 0f x ≠  với mọi 

[ ]1;3x∈ , đồng thời ( ) ( ) ( )( ) ( )
22 2

1 1f x f x f x x ′ + = −    
 và ( )1 1f = − . Biết rằng 

( ) ( )
3

1

d ln3 ,f x x a b a b= + ∈ ∈∫   , tính tổng 2S a b= + . 

A. 2S = . B. 1S = − . C. 4S = . D. 0S = . 
Lời giải 

Chọn B 

Với [ ]1; 3x∈  ta có: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
2

22 2 2
4

1
1 1 1

f x f x
f x f x f x x x

f x

′ +   ′ + = − ⇔ = −       
. 

( ) ( ) ( )
( ) 2

4 3 2
1 2 1 2 1f x x x

f x f x f x

 
  ′⇔ + + = − +
            

 

Suy ra: 
( ) ( ) ( )

3
2

3 2
1 1 1

33
x x x C

f xf x f x
− − − = − + +

      
. 

Ta lại có: ( ) 1 11 1 1 1 1 1 0
3 3

f C C= − ⇒ − + = − + + ⇒ = . 

Dẫn đến: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2
3 21 1 1 1 1 *

3 3
x x x

f x f x f x
   

− − − = − − − − − −      
   

. 

Vì hàm số ( ) 3 21
3

g t t t t= − − −  nghịch biến trên   nên ( ) ( ) ( )1 1* x f x
f x x

⇒ = − ⇒ = − . 

Hàm số này thỏa các giả thiết của bài toán. 

Do đó ( )
3 3

1 1

1d d ln3 1, 0f x x x a b
x

 = − = − ⇒ = − = 
 ∫ ∫ . Vậy 2 1S a b= + = − . 

( )y f x= [ ]1;4 [ ]1;4

( )2 .x x f x+ ( ) 2
f x′=    [ ]1;4x∀ ∈ ( ) 31

2
f = ( )

4

1

dI f x x= ∫

1186
45

I = 1174
45

I = 1222
45

I = 1201
45

I =

( )2 .x x f x+ ( ) 2
f x′=    ( ) ( ). 1 2x f x f x′⇒ + =

( )
( )1 2

f x
x

f x

′
⇒ =

+
[ ]1;4x∀ ∈

( )
( )

d d
1 2

f x
x x x C

f x

′
= +

+∫ ∫
( )
( )

d
d d

1 2
f x

x x x C
f x

⇔ = +
+∫ ∫

( )
3
221 2

3
f x x C⇒ + = + ( ) 31

2
f =

4
3

C⇒ = ( )

23
22 4 1

3 3
2

x
f x

 
+ − 

 =

( )
4

1

1186d
45

I f x x= =∫



Câu 69.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( )3 2 1 ,f x f x x x+ = − ∀ ∈. Khi đó 

( )
1

2

f x dx
−
∫  bằng 

A. 7
2

. B. 7
5

.  C. 7
4

. D. 7
3

. 

Lời giải 
Chọn C 
Đặt ( )t f x=  theo đề bài ta có ( ) ( )3 2 1 ,f x f x x x+ = − ∀ ∈ 

3 3 2 22 1 2 1 (3 2) (3 2)t t x t t x t dt dx t dt dx⇒ + = − ⇔ + − = − ⇔ + = − ⇔ − + = . 
32 2 1 2 1x t t t= − ⇒ + − = ⇔ = . 

31 2 1 1 0x t t t= ⇒ + − = − ⇔ =  

Từ đó suy ra ( )
1 0

2

2 1

7( 3 2)
4

I f x dx t t dt
−

= = − − =∫ ∫ . 

Câu 70.   Cho hàm số  có đạo hàm liên tục trên  và thỏa mãn và 

. Tích phân  bằng 

A. . B. . C. . D.  

Lời giải 
Chọn B 

Áp dụng công thức tích phân từng phần, ta có: .
 

Từ  
Thay vào  ta được . 

Xét 
 

Đặt , đổi cận:  

Khi đó  

Do đó ta có  

Vậy 
. 

Câu 71.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  và ( ) ( )0 1 0f f+ = . Biết 

( )
1

2

0

1d
2

f x x =∫ , ( ) ( )
1

0

cos d
2

f x x x ππ′ =∫ . Tính ( )
1

0

df x x∫ . 

A. π . B. 1
π

. C. 2
π

. D. 3
2
π . 

Lời giải 
Chọn C  

( )f x  (0) 3f =

2( ) (2 ) 2 2,f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈
2

0

( )dxf x x′∫
4
3

−
10
3

−
2
3

5
3

2 2
2

0
0 0

( )d ( ) ( )dxf x x xf x f x x′ = −∫ ∫

( )2( ) (2 ) 2 2, 1f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈

0x = ( )1 (0) (2) 2 (2) 2 (0) 2 3 1f f f f+ = ⇒ = − = − = −
2

0

( )dI f x x= ∫

2x t dx dt= − ⇒ = −
0 2
2 0

x t
x t
= ⇒ =

 = ⇒ =
0 2 2

2 0 0

(2 ) (2 ) (2 )I f t dt f t dt I f x dx= − − = − ⇒ = −∫ ∫ ∫

( ) ( )
2 2 2 2

2

0 0 0 0

8 4( ) (2 ) d 2 2 d 2 ( )d ( )d .
3 3

f x f x x x x x f x x f x x+ − = − + ⇔ = ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫
2 2

2

0
0 0

4 10( )d ( ) ( )d 2.( 1) .
3 3

xf x x xf x f x x′ = − = − − = −∫ ∫



Đặt 
( )
( )

cos

d d

u x

v f x x

π=
 ′=

( )
( )

d sin du x x

v f x

π π= −⇒ 
=

. 

Khi đó: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

0
0 0

cos d cos sin df x x x x f x f x x xπ π π π′ = +∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 0 sin d sin df f f x x x f x x xπ π π π= − + + =∫ ∫  

( ) ( )
1

0

1sin d
2

f x x xπ⇒ =∫ . 

Ta có  

Tìm k  sao cho ( ) ( )
1

2

0

sin d 0f x k x xπ− =  ∫  

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0

sin d d 2 sin d sin df x k x x f x x k f x x x k x xπ π π− = − +  ∫ ∫ ∫ ∫  

21 0 1
2 2

kk k= − + = ⇔ = . 

Do đó ( ) ( )
1

2

0

sin d 0f x x xπ− =  ∫ ( ) ( )sinf x xπ⇒ = . 

Vậy ( ) ( )
1 1

0 0

2d sin df x x x xπ
π

= =∫ ∫ . 

Câu 72.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên [ ]0;3 ;  ( ) ( ) ( )3 . 1, 1f x f x f x− = ≠ −  với mọi [ ]0;3x∈  

và ( ) 10
2

f = . Tính tích phân: 
( )

( ) ( )

3

2 2
0

.

1 3 .

x f x
I dx

f x f x

′
=

 + − 
∫ . 

A. 1. B. 1
2

. C. 5
2

. D. 3
2

. 

Lời giải 
Chọn B 

( )( ) ( )2 21 3 .f x f x+ − ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22. 3 . 3 .f x f x f x f x f x= + − + −  

( ) ( )2 2. 1f x f x= + + ( )( )2
1f x= + . 

( )
( )( )

3

2
0

.
d

1

x f x
I x

f x

′
=

+
∫  

Đặt ( )
( )( ) ( )2

du d
1d

11

= =
 ′ ⇒ = = −  ++ 

u x x
f x

dv x v
f xf x

 



( ) ( ) ( )

3 3

1
00

3
1 1 1 3

x dxI I
f x f x f
− −

= + = +
+ + +∫  

( ) ( )10 3 2
2

f f= ⇒ =  

Đặt 3t x dt dx= − ⇒ = −  
Đổi cận 0 3x t= ⇒ =  

3 0x t= ⇒ =  

( )
( )

( )
( )

3 3 3

1
0 0 0

.
11 3 11

f x dxdt dxI
f t f x

f x

= = =
+ − ++

∫ ∫ ∫  

( )
( )

3

1 1
0

1 32 3
1 2

f x
I dx I

f x
+

= = ⇒ =
+∫  

Vậy 3 11
2 2

I = − + = . 

Câu 73.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 , thỏa mãn ( ) ( ) 22 3 1 1 .f x f x x+ − = −  Giá trị 

của  

tích phân ( )
1

0

' df x x∫  bằng? 

A. 0.   B. 1 .
2

  C. 1.   D. 3 .
2

 

Lời giải.  
Chọn C 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

00

d 1 0 .f x x f x f f′ = = −∫  

Từ ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
2

202 0 3 1 1 52 3 1 1 .
32 1 3 0 0 1
5

ff f
f x f x x

f f f

 = −+ = + − = − → ⇔ 
+ =  =



 

Vậy ( ) ( ) ( )
1

0

3 2' d 1 0 1.
5 5

I f x x f f= = − = + =∫   

Câu 74.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục và có đạo hàm cấp hai trên   thỏa mãn các điều kiện: 

( ) ( ) ( )( )23 2 . 2 0x f x x f x f x′ ′′+ + − =  với ( ) ( ) 1; 0 0; 0
2

x f f′∀ ∈ = = −

. Khi đó giá trị của ( )3f  nằm 

trong khoảng nào dưới đây? 
A. ( )0;2 . B. ( )2;4 . C. ( )6;8 . D. ( )4;6 . 

Lời giải 
Đáp án: D 
+ Từ giả thiết, suy ra:  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )23 2 2 . 2x f x f x xf x f x x f x f x xf x′ ′ ′′′ ′ ′ ′= − + = − = − . 

+ Lấy nguyên hàm hai vế ta được: ( ) ( ) 2 32 . 3 (1)f x x f x x dx x a′ − = = +∫  

+ Thay 0x =  vào ( )1 , ta được:  

( ) ( ) ( ) ( )3 30 2.0. 0 0 0 2 . (1)f f a a f x x f x x′ ′− = + ⇔ = ⇒ − =  

+ Đến đây nhân hai vế với 2

e x−  ta được: ( ) ( )2 23e 2 ex xf x xf x x− −′ − =   . 



+ Nguyên hàm hai vế:  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 23 21e 2 d e d e e 1
2

x x x xf x xf x x x x f x x b− − − −′ − = ⇔ = − − +  ∫ ∫  

+ Thay 0x =  vào hai vế của ( )2 , ta được: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2

0 0 2 21 1 1e 0 e 0 1 0 e e 1
2 2 2

x x xf b b f x x f x− − − − +
= − − + ⇔ = ⇒ = − − ⇒ = − . 

( ) ( ) ( )3 5 3 5 4;6 .f f⇒ = − ⇒ = ∈  

Câu 75.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên  , ( ) ( )0 0, 0 0f f ′= ≠  và thỏa mãn hệ 

thức ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2. 18 3 6 1 ,f x f x x x x f x x f x x′ ′+ = + + + ∀ ∈ . 

Biết ( ) ( )
1

2

0

1 d .f xx e x a e b+ = +∫ , với ;a b∈ . Giá trị của a b−  bằng. 

A. 1. B. 2 . C. 0 . D. 2
3

. 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2. 18 3 6 1f x f x x x x f x x f x′ ′+ = + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2. 18 d 3 6 1 df x f x x x x x f x x f x x ′ ′ ⇒ + = + + +   ∫ ∫  

( ) ( ) ( )2 3 21 6 d 3 d
2

f x x x x x f x x
′ ′   ⇒ + = +    ∫ ∫  

( ) ( ) ( )2 3 21 6 3
2

f x x x x f x C⇒ + = + + , với C  là hằng số. 

Mặt khác: theo giả thiết ( )0 0f =  nên 0C = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )( )2 3 21 6 3 1 ,
2

f x x x x f x x+ = + ∀ ∈ . 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 21 12 6 2f x x x x f x⇔ + = + ( ) ( ) 22 6 0f x x f x x ⇔ − − =    
( )
( ) 2

2

6

f x x

f x x

=
⇔ 

=
. 

Trường hợp 1: Với ( ) 26 ,f x x x= ∀ ∈ , ta có ( )0 0f ′ = . 

Trường hợp 2: Với ( ) 2 ,f x x x= ∀ ∈ , ta có : 

( ) ( ) ( ) ( )
121 1 1 2

2 2

0 0 00

1 3 11 d 1 d d
2 2 4 4

x x
f x x x e ex e x x e x x e

 +
+ = + = − = − 

 
∫ ∫ ∫  

3
4 1

1
4

a
a b

b

 =⇒ ⇒ − =
 = −


. 

Câu 76.   Cho hàm số  f x  có đạo hàm liên tục trên  0,π . Biết  0 2f e  và  f x  luôn thỏa mãn đẳng 

thức      cos' sin . cos . , 0,xf x x f x x e x π    . Tính  
0

.I f x dx
π

  . 



A. 6,55I  . B. 17,30I  . C. 10,31I  . D. 16,91I  . 
Lời giải 

( ) ( ) cos' sin . cos . xf x x f x x e+ = . Chia hai vế đẳng thức cho cos xe  ta được 

( ) ( )cos cos' . .sin . cosx xf x e e x f x x− −+ =   

( )( )cos. ' cosxf x e x−⇔ = ( )( )cos. 'd cos .dxf x e x x x−⇔ =∫ ∫  

( ) cos. sinxf x e x C−⇔ = + . 

Do ( )0 2f e=  nên 12 . 2e e C C− = ⇒ = . 

Vậy ( ) ( )cos
cos

sin 2 sin 2x
x

xf x e x
e−

+
= = + . 

( ) ( )cos

0 0

. sin 2xI f x dx e x dx
π π

= = +∫ ∫ . 

Sử dụng MTCT. KQ: 10,31 

Câu 77.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1 , và thỏa mãn ( )0 0f = . Biết: 

( )
1

2

0

9
2

f x dx =∫  và ( )
1

'

0

3
2 4
xf x cos dxπ π

=∫ . Tích phân ( )
1

0

f x dx∫  bằng: 

A. 6
π

. B. 4
π

.  C. 2
π

. D. 1
π

. 

Lời giải: 

Ta có: ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

12 2 2 3 3sin cos ' cos
02 2 2 4 2

f x xdx f x x f x xdxπ π π π
π π π

= − + = =∫ ∫  

Lại có: ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2

0 0 0 0

[ 3sin ] 6 sin 9 sin 0
2 2 2

f x x dx f x dx f x xdx xdxπ π π
− = − + =∫ ∫ ∫ ∫  

Suy ra: ( ) 3sin
2

f x xπ
=  

( )
1 1

0 0

63sin
2

f x dx xdxπ
π

⇒ = =∫ ∫ . 

Chọn A 

Câu 78.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]1;4  và thỏa mãn ( )
( )2 1

. x
f x

f x x e
x

−
= + . Tính tích 

phân ( )
4

3

dI f x x= ∫ . 

A. 23ln 2I = . B. 43I e= . C. 22 ln 3I = . D. 34I e= . 

Lời giải 

Chọn B  

Ta có ( )
4

1

df x x∫  
( )4

1

2 1
d

f x
x x

x

 −
 = +
 
 
∫

( )4 4

1 1

2 1
d . d (*)x

f x
x x e x

x

−
= +∫ ∫  

+ Xét 
( )4

1

2 1
d

f x
K x

x

−
= ∫ . 

Đặt 2 1x t− =  1
2

tx +
⇒ = d dx t

x
⇒ = . 



( )
3

1

dK f t t⇒ = ∫ ( )
3

1

df x x= ∫ . 

+ Xét ( )
4

4 4

1
1

. d 1 3x xM x e x x e e= = − =∫ . 

Vậy từ ( )*  ta có ( ) ( )
4 3

4

1 1

d d 3f x x f x x e= +∫ ∫  

Mặt khác ( ) ( ) ( )
4 3 4

1 1 3

d d df x x f x x f x x= +∫ ∫ ∫ ( )
4

4

3

d 3f x x e⇒ =∫ . 

Câu 79.   Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]1;2−  và thỏa mãn 

( ) ( ) ( )2 32 . 2 3 1 4f x x f x f x x+ − + − = . Tính giá trị tích phân ( )
2

1

dI f x x
−

= ∫ . 

A. 5I = . B. 5
2

I = . C. 3I = . D. 15I = . 

Lời giải 
Chọn C 
( ) ( ) ( )2 32 2 3 1 4f x xf x f x x+ − + − = . 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 3

1 1 1 1

d 2 . 2 d 3 1 d 4 d 15f x x x f x x f x x x x
− − − −

⇒ + − + − = = ∗∫ ∫ ∫ ∫ . 

Đặt 2 2 d 2 du x u x x= − ⇒ = ; với 1 1; 2 2x u x u= − ⇒ = − = ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

1 1 1

2 . 2 d d dx f x x f u u f x x
− − −

− = =∫ ∫ ∫  ( )1 . 

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = − ; với 1 2; 2 1x t x t= − ⇒ = = ⇒ = − . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1

1 d d df x x f t t f x x
− − −

− = =∫ ∫ ∫  ( )2 . 

Thay ( ) ( )1 , 2  vào ( )∗  ta được ( ) ( )
2 2

1 1

5 d 15 d 3f x x f x x
− −

= ⇒ =∫ ∫ . 

Câu 80.   Cho hàm số  liên tục và nhận giá trị dương trên . Biết  với 

. Tính giá trí  

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn B 

Ta có:  

Xét  

Đặt . Đổi cận: ; . 

Khi đó  

( )f x [ ]0;1 ( ) ( ). 1 1f x f x− =

[ ]0;1x∀ ∈ ( )
1

0

d
1

xI
f x

=
+∫

3
2

1
2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ). 1 1f x f x f x f x− + = + ( )
( )
( )

1
1 1 1

f x
f x f x

⇒ =
− + +

( )
1

0

d
1

xI
f x

=
+∫

1 1t x x t= − ⇔ = − d dx t⇒ = − 0 1x t= ⇒ = 1 0x t= ⇒ =

( ) ( ) ( )
( )

( )
0 1 1 1

1 0 0 0

dd d d
1 1 1 1 1 1 1

f x xt t xI
f t f t f x f x

= − = = =
+ − + − + − +∫ ∫ ∫ ∫



Mặt khác  hay . Vậy . 

Câu 81.   Tìm tất cả các giá trị thực của m  để phương trình 2 22 5 2x x x x m− + = − +  có hai nghiệm 
phân biệt và cả hai nghiệm đó đều lớn hơn 0. 

A. 
1; 5m  ∈   . B. ( )1; 5m∈

. C. ( )1;5m∈ . D. ( ]1;5m∈ . 

Lời giải 
Chọn B 
Xét hàm số ( ) 2 22 5 2f x x x x x= − + + −  trên   

( ) ( ) ( )2
2

1
2 2' 2 1 0 1 2 0   2 2 5 2 5

x
xf x x VNx x x x

=
− ⇒ = + − = ⇔  + =− +  − +

 

Bảng biến thiên của hàm số: 

 
Dựa vào bảng biến thiên ( )f x m⇒ =  có đúng hai nghiệm dương phân biệt 1 5m⇔ < < . 

Câu 82.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( ) ( )
2

2

1

11 d
3

x f x x− = −∫ , 

( )2 0f =  và ( )
2

2

1

d 7f x x′ =  ∫ . Tính tích phân ( )
2

1

dI f x x= ∫ . 

A. 7
5

I = . B. 7
5

I = − . C. 7
20

I = − . D. 7
20

I = . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt 
( )
( )

( )
( )3

2

d d

1d 1 d
3

u f x xu f x
xv x x v

′== ⇒  −= − =  

. 

Khi đó, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
232 2

2 3

1 11

1 11 d 1 d
3 3

x f x
x f x x x f x x

−
′− = − −∫ ∫  

( ) ( )
2

3

1

1 1 1 d
3 3

x f x x′⇒ − = − −∫   

( ) ( )
2

3

1

1 d 1x f x x′⇒ − =∫ . 

( )
( )

( )
( )1 1 1 1

0 0 0 0

d 1d d d 1
1 1 1 ( )

f x x f xx x x
f x f x f t

+
+ = = =

+ + +∫ ∫ ∫ ∫ 2 1I = 1
2

I =



Ta lại có: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2

1
2

3

1
2 26 7

1
1

d 7

14 1 d 14

49 1 d 7 1 7

f x x

x f x x

x x x


′ =   


 ′− =


 − = − =


∫

∫

∫

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 3 6

1 1 1

d 14 1 d 49 1 d 0f x x x f x x x x′ ′⇒ − − + − =  ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 23

1

7 1 d 0f x x x ′⇒ − − = ∫  ( )1 , mà ( ) ( )
2 23

1

7 1 d 0f x x x ′ − − ≥ ∫ . 

nên ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4
3 3 7 1

1 7 1 0 7 1
4

x
f x x f x x f x C

−
′ ′⇒ − − = ⇒ = − ⇒ = + . 

Mà ( ) ( ) ( )47 7 72 0 0 1 1
4 4 4

f C C f x x = ⇔ + = ⇔ = − ⇒ = − − 
. 

( ) ( ) ( )
252 2

4

1 1 1

17 7 7d 1 1 d
4 4 5 5

x
I f x x x x x

 − ⇒ = = − − = − = −     
∫ ∫ . 

Vậy 7
5

I = − . 

Câu 83.   Cho hàm số liên tục trên  thỏa mãn điều kiện  và 

. Giá trị , với . Tính . 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn B 

Từ giả thiết, ta có  

, với . 

Suy ra  hay . 

Mặt khác, ta có  nên . Do đó . 

Với  thì . Suy ra  và . 

Vậy . 

Câu 84.   Cho hàm số liên tục trên  thỏa mãn điều kiện  và 

. Giá trị , với . Tính . 

A. . B. . C. . D. . 

( )y f x= { }\ 0; 1− ( )1 2ln 2f = −

( ) ( ) ( ) 21 .x x f x f x x x′+ + = + ( )2 ln 3f a b= + ,a b∈ 2 2a b+

25
4

9
2

5
2

13
4

( ) ( ) ( ) 21 .x x f x f x x x′+ + = + ⇔ ( )
( )

( )2
1.

1 11
x xf x f x

x xx
′ + =

+ ++

( ).
1 1

x xf x
x x

′ ⇔ = + + 
{ }\ 0; 1x∀ ∈ −

( ).
1

x f x
x +

d
1

x x
x

=
+∫ ( ).

1
x f x

x +
ln 1x x C= − + +

( )1 2ln 2f = − 1C = − ( ).
1

x f x
x +

ln 1 1x x= − + −

2x = ( )2 . 2 1 ln 3
3

f = − ⇔ ( ) 3 32 ln 3
2 2

f = −
3
2

a =
3
2

b = −

2 2 9
2

a b+ =

( )y f x= { }\ 0; 1− ( )1 2ln 2f = −

( ) ( ) ( ) 21 .x x f x f x x x′+ + = + ( )2 ln 3f a b= + ,a b∈ 2 2a b+

25
4

9
2

5
2

13
4



Lời giải 
Chọn B 

Từ giả thiết, ta có  

, với . 

Suy ra  hay . 

Mặt khác, ta có  nên . Do đó . 

Với  thì . Suy ra  và . 

Vậy . 

Câu 85.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   sao cho ( ) ( )3 2 8 51 2 3 ,xf x f x x x x x+ − = − + − ∀ ∈ . Khi đó 

tích phân ( )
0

1

f x dx
−
∫  bằng  

A. 17
10

− . B. 13
6

− . C. 579
175

− . D. 17
5

. 

Lời giải 
Chọn C 

Ký hiệu ( )
0

1

I f x dx
−

= ∫ . Từ giả thiết ta có: ( ) ( ) ( )2 3 2 9 6 23 3 1 3 6 9x f x xf x x x x g x+ − = − + − = .  

Đến đây ta thấy  

+ Tích phân thứ nhất ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 3

1 1 1

3x f x dx f u du f t dt I
− − −

= = =∫ ∫ ∫ . 

+ Tích phân thứ hai: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 1

2

1 1 0

3 3 33 1
2 2 2

xf x dx f v d v f t d t K
− −

− = − = − = −∫ ∫ ∫  

+ Tích phân thứ ba: ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 3

0 0 0

3x f x dx f u du f t dt K= = =∫ ∫ ∫   

+ Tích phân thứ tư: ( ) ( ) ( )
1 1 0

2

0 0 1

3 3 33 1
2 2 2

xf x dx f v dv f t dt K− = − = − =∫ ∫ ∫   

Từ lấy tích phân trên đoạn, kết hợp và, ta có: ( )
0

1

3
2

I K g x dx
−

− = ∫   

Từ lấy tích phân trên đoạn, kết hợp và, ta có: ( )
1

0

3
2

I K g x dx+ = ∫  và cộng hai vế suy ra 

( )
1

0

15 2 579
7 5 175

I g x dx= − − = −∫ .  

Câu 86.   Cho hàm số ( )y f x= liên tục trên và thỏa mãn 

( ) ( )3 2 13 8 7 6 41 2 4 4 ,xf x f x x x x x x x x+ − = + − − + + ∀ ∈ .Khi đó ( )
0

1

f x dx
−
∫ bằng 

( ) ( ) ( ) 21 .x x f x f x x x′+ + = + ⇔ ( )
( )

( )2
1.

1 11
x xf x f x

x xx
′ + =

+ ++

( ).
1 1

x xf x
x x

′ ⇔ = + + 
{ }\ 0; 1x∀ ∈ −

( ).
1

x f x
x +

d
1

x x
x

=
+∫ ( ).

1
x f x

x +
ln 1x x C= − + +

( )1 2ln 2f = − 1C = − ( ).
1

x f x
x +

ln 1 1x x= − + −

2x = ( )2 . 2 1 ln 3
3

f = − ⇔ ( ) 3 32 ln 3
2 2

f = −
3
2

a =
3
2

b = −

2 2 9
2

a b+ =



A. 8
45

. B. 8
15

. C. 64
45

. D. 64
15

. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ( ) ( )3 2 13 8 7 6 41 2 4 4 ,xf x f x x x x x x x x+ − = + − − + + ∀ ∈  

( ) ( )2 3 2 14 9 8 7 5 21 2 4 4 ,x f x xf x x x x x x x x⇔ + − = + − − + + ∀ ∈   

Lấy tích phân 2 vế cận từ 0  đến 1 ta được 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
2 3 2 14 9 8 7 5 2

0 0 0
11 0 15 10 9 8 6 3

0 1 0
1 1

0 0

1 2 4 4

1 1 2 4 4
3 2 15 10 9 8 6 3

5 4 8
6 9 15

x f x dx xf x dx x x x x x x dx

x x x x x xf t dt f t dt

f t dt f t dt

+ − = + − − + +

 
⇔ − = + − − + + 

 

⇔ = ⇔ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Lấy tích phân 2 vế cận từ 1− đến 1 ta được 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0
2 3 2 14 9 8 7 5 2

1 1 1
00 1 15 10 9 8 6 3

1 0 1
0 0

1 1

1 2 4 4

1 1 2 4 4
3 2 15 10 9 8 6 3

1 1 8 4 8. .
3 2 15 45 15

− − −

− −

− −

+ − = + − − + +

 
⇔ − = + − − + + 

 

⇔ − = − ⇔ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

x f x dx xf x dx x x x x x x dx

x x x x x xf t dt f t dt

f t dt f t dt

 

Câu 87.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 1f =  và 

( )( ) ( ) ( ) [ ]2 2 6 4 24 6 1 . 40 44 32 4, 0;1f x x f x x x x x′ + − = − + − ∀ ∈ . Tích phân ( )
1

0

f x dx∫  bằng? 

A. 23
15

. B.13
15

. C. 17
15

− . D. 7
15

− . 

Lời giải 
Chọn B 
Cách 1:  
Từ giả thuyết dự đoán và chọn hàm ( ) 4 2f x ax bx c= + +  ta có: 

( ) ( ) ( )23 2 4 2 6 4 24 2 4 6 1 . 40 44 32 4ax bx x ax bx c x x x+ + − + + = − + −  

( ) ( ) ( )2 6 4 2 2 6 4 216 24 16 24 4 4 24 4 4 40 44 32 4a a x ab b a x b c b x c x x x⇔ + + + − + + − − = − + −  
2

2

16 24 40
16 24 4 44
4 24 4 32

4 4

a a
ab b a

b c b
c

 + =
 + − = −⇔ 

+ − =
− = −

1
1

1

a
b
c

=
⇔ = −
 =

 

( ) 4 2 1f x x x⇒ = − + ( ) ( )
1 1

4 2

0 0

d 1 df x x x x x⇒ = − +∫ ∫
13
5

= . 

Cách 2: 
Ta có: ( )( ) ( ) ( )2 2 6 4 24 6 1 . 40 44 32 4f x x f x x x x′ + − = − + −  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 6 4 2

0 0 0

4 6 1 . 40 44 32 4 .   1f x dx x f x dx x x x dx⇒ + −′ = − + −∫ ∫ ∫  



Xét ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2

0 0

4 6 1 . 24 4I x f x dx x f x dx= − = −∫ ∫ . 

Đặt 
( )
( )

( )
2 324 4 8 4

u f x du f x dx
dv x dx v x x

= ′ = ⇒ 
= − = − 

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 113 3 3

0
0 0

8 4 . 8 4 .  = 4 2 4 2 . .I x x f x x x f x dx x x f x dx′ ′⇒ = − − − − −∫ ∫  

Do đó: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

22 3 3 6 4 2

0 0 0 0

1 2 4 2 . 4 2 56 60 36 8 .f x dx x x f x dx x x dx x x x dx′ ′⇒ − − + − = − + −∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 23 3 4 2

0

4 2 0 4 2 .f x x x dx f x x x f x x x c ⇒ − − = ⇒ = − ⇒ = −′ + ′∫  

Mà ( )1 1 1f c= ⇒ = ⇒ ( ) 4 2 1.f x x x= − +  

Do đó ( ) ( )
1 1

4 2

0 0

131 .
15

f x dx x x dx= − + =∫ ∫  

Câu 88.   Cho hàm số ( )f x liên tục trên  và ( ) ( )2

2

22
2

3

ln1cot . 2sin ; 2
2 ln

e

e

f x
x f x dx dx

x x

π

π

= =∫ ∫ . 

Tính ( )2

3
4

2
.

f x
I dx

x
= ∫  

A. 5.I =  B. 5 .
4

I =  C. 5 .
2

I =  D. 3 .
2

I =  

Lời giải 
Chọn A 

+ Xét tích phân ( )
2

2

3

1cot . 2sin :
2

A x f x dx

π

π

= =∫  

Đặt 2sint x=
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

3 3 3
4 4 4

2 2 21 1 1 1
2 2 2

f t f t f t
A dx dx dx

t t t
⇒ = = = ⇒ =∫ ∫ ∫  

+ Xét tích phân 
( )2

2

2ln
2

ln

e

e

f x
B dx

x x
= =∫ : 

Đặt 22 lnt x=
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1 1

2 2 21 2 4 2
2 2

f t f t f t
B dx dx dx

t t t
⇒ = = = ⇒ =∫ ∫ ∫  

Cộng vế theo vế với, ta được ( )2

3
4

2
1 4 5.

f x
I dx

x
= = + =∫

 
Câu 89.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên   và thỏa mãn (0) 3f =  và 

2( ) (2 ) 2 2,f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈ . Tích phân 
2

0

. ( )x f x dx′∫  bằng 

A. 4
3

− . B. 10 .
3

−   C. 2 .
3

  D. 5 .
3

  

Lời giải 



Chọn B 

Áp dụng công thức tích phân từng phần, ta có: 
2 2

2

0
0 0

( ) . ( ) ( )xf x dx x f x f x dx′ = −∫ ∫ .
 

Từ 2( ) (2 ) 2 2, (1)f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈   

Thay 0x =  vào ta được (0) (2) 2 (2) 2 (0) 2 3 1f f f f+ = ⇒ = − = − = − . 

Xét 
2

0

( )I f x dx= ∫   

Đặt 2x t dx dt= − ⇒ = − , đổi cận: 
0 2
2 0

x t
x t
= ⇒ =

 = ⇒ =
  

Khi đó 
0 2 2

2 0 0

(2 ) (2 ) (2 )I f t dt f t dt f x dx= − − = − = −∫ ∫ ∫   

Do đó ta có ( ) ( )
2 2 2

2

0 0 0

8 42 ( ) (2 ) 2 2 ( ) .
3 3

I f x f x dx x x dx I f x dx= + − = − + = ⇔ = =∫ ∫ ∫   

Vậy 
2 2

2

0
0 0

4 10. ( ) ( ) ( ) 2.( 1) .
3 3

x f x dx xf x f x dx′ = − = − − = −∫ ∫  
 

Câu 90.   Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( ) ( )2 3 1 1f x f x x+ − = − . Tích phân 

( )
1

0

f x dx∫  bằng 

A. 2
3

. B. 1
6

. C. 2
15

. D. 3
5

. 

Lời giải: 
Chọn A 
Thay x  bởi 1 x−  ta có: ( ) ( )2 1 3 1 1 1 1f x f x x− + − + = − +  ( ) ( )2 1 3f x f x x⇔ − + =  

Ta có hệ: 
( ) ( )
( ) ( )

2 1 3

3 1 2 1

f x f x x

f x f x x

 − + =


− + = −
 ( )5 3 2 1f x x x⇒ = − −  ( ) ( )1 3 2 1

5
f x x x⇔ = − −  

Do đó ( ) ( )
1 1

0 0

1 23 2 1
5 3

f x dx x x dx= − − =∫ ∫ . 

Câu 91.   Cho hàm số  y f x  có đồ thị ( )f x′  như hình vẽ sau 

 

Hàm số    
3

21
3
xy g x f x x

         
 đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ( )1;2− . B. ( )4;+∞ . C. ( )2;4 . D. ( )0;2 . 
Lời giải 



Chọn D 
Ta có: ( ) ( ) ( )21 2y g x f x x x′ ′ ′= = + − − . 

Dựa vào đồ thị ( )f x′  ta có ( )
0

1 0 2
4

x
f x x

x

=
′ + = ⇔ =
 =

. 

( )
1 1 3 0 2

1 0
1 5 4
x x

f x
x x
< + < < < ′ + > ⇔ ⇔ + > > 

. 

Bảng xét dấu ( )y g x′ ′=  

 
Vậy hàm số đồng biến trên ( )0;2 . 

Câu 92.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên 
1 ;3
3
 
  

 thỏa mãn 31( ) .f x x f x x
x

 + = − 
 

. Giá trị tích phân 

3

2
1
3

( )f xI dx
x x

=
+∫  bằng: 

A. 3 .
4

 B. 8 .
9

 C. 16 .
9

 D. 2 .
3

 

Lời giải 
Chọn B 

3
2

1
1 ( )( ) . 1

1

f
f x xf x x f x x x

x xx x

 
    + = − ⇒ + = −  +  +

 
3 3 3

2
1 1 1
3 3 3

1
( ) 16d d (x 1)d

1 9

f
f x xx x x

xx x

 
 
 ⇒ + = − =
++∫ ∫ ∫ . 

Xét 
3

1
3

1

' d
1

f
xI x

x

 
 
 =
+∫ . 

Đặt 2 2
1 1 dd d d tt x t x
x x t

−
= ⇒ = ⇒ =

−
. 

1
3 3 33

2 2 2
1 1 13
3 3 3

1
( ) d ( ) ( )' d d11 1

f
f t t f t f xxI x dt x I

x t t t x x
t

 
 
 = = = = =
+ − + ++

∫ ∫ ∫ ∫ . 

Suy ra 16 82
9 9

I I= ⇒ = . 



Câu 93.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 1f = , ( )
1

2

0

9d
5

f x x′ =  ∫  và 

( )
1

0

2d
5

f x x =∫ . Tính tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 3
5

I = . B. 1
4

I = . C. 3
4

I = . D. 1
5

I = . 

Lời giải 
Chọn B  
Đặt 2 d 2 dt x t x x t t= ⇒ = ⇒ = . Đổi cận 0 0; 1 1x t x t= ⇒ = = ⇒ =  

Suy ra ( ) ( )
1 1

0 0

d 2 . df x x t f t t=∫ ∫ ( )
1

0

1. d
5

t f t t⇔ =∫ . Do đó ( )
1

0

1. d
5

x f x x⇔ =∫  

Mặt khác ( ) ( ) ( )
11 12 2

0 00

. d d
2 2
x xx f x x f x f x x′= −∫ ∫ ( )

1 2

0

1 d
2 2

x f x x′= − ∫ . 

Suy ra ( )
1 2

0

1 1 3d
2 2 5 10
x f x x′ = − =∫ ( )

1
2

0

3d
5

x f x x′⇒ =∫  

Ta tính được ( )
1

22

0

93 d
5

x x =∫ . 

Do đó ( ) ( ) ( )
1 1 1

22 2 2

0 0 0

d 2 3 d 3 d 0f x x x f x x x x′ ′− + =  ∫ ∫ ∫ ( )( )
1

22

0

3 d 0f x x x′⇔ − =∫  

( ) 23 0f x x′⇔ − = ( ) 23f x x′⇔ = ( ) 3f x x C⇔ = + . 

Vì ( )1 1f =  nên ( ) 3f x x=  

Vậy ( )
1 1

3

0 0

1d d
4

I f x x x x= = =∫ ∫ . 

Câu 94.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) [ ]2 ' 2 4, 0;1f x xf x f x x x− = + ∀ ∈ . Biết ( )1 3f = , tích phân ( )
1

2

0

I f x dx= ∫  bằng: 

A. 13  B. 19
3

 C. 13
3

 D. 19  

Lời giải 
Chọn B 
Ta có: ( ) ( ) ( )2 ' 2 4f x xf x f x x= + +  

( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

' 2 4I f x dx xf x f x x dx⇒ = = + +  ∫ ∫  

( ) ( )
1 1

0 0

' (2 4) 5 (*)xf x f x dx x dx A= + + = +∫ ∫  

Tính ( ) ( )
1

0

'A xf x f x dx= ∫  

Đặt 
( )
( )

( ) ( )( )
( )

'

'

u xf x du f x xf x dx

dv f x dx v f x

= = + ⇒ 
= =  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2
0

0 0 0

' 9 'A xf x f x f x xf x dx f x dx xf x f x dx⇒ = − + = − −∫ ∫ ∫  

( )9 **
2

IA −
⇒ = . Thay vào, ta được: 9 195

2 3
II I−

= + ⇔ =
 



Câu 95.   Cho hàm số  là hàm lẻ và liên tục trên  biết , . 

Tính . 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn B 

+ Xét tích phân . 

Đặt . 
Đổi cận: khi  thì  
khi  thì   

Do đó: . 

Do hàm số  là hàm số lẻ nên . 

Do đó . 

+ Xét . 

Đặt . 

Đổi cận: khi  thì  
khi  thì   

Do đó:  

. 

Suy ra: . 

Câu 96.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( ) ( )2 24 . 3 1 1x f x f x x+ − = − . 

Tính ( )
1

0

d .f x x∫  

A. .
4
π  B. .

6
π  C. .

20
π  D. .

16
π  

Lời giải 
Chọn C 

( ) ( )2 24 . 3 1 1x f x f x x+ − = −  

( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2

0 0 0 0

2. 2 . d 3 1 d 1 d 2 3 1 dx f x x f x x x x A B x x⇔ + − = − ⇔ + = −∫ ∫ ∫ ∫  ( )* , 

( )
1

2

0

2 . dA x f x x= ∫ . Đặt 2 d 2 dt x t x x= ⇒ = ; 0 0; 1 1x t x t= ⇒ = = ⇒ = . 

( ) ( )
1 1

0 0

d dA f t t f x x= =∫ ∫ . 

( )y f x= [ ]4;4− ( )
0

2

d 2f x x
−

− =∫ ( )
2

1

2 d 4f x x− =∫

( )
4

0

dI f x x= ∫

10I = − 6I = − 6I = 10I =

( )
0

2

d 2f x x
−

− =∫
x t− = d dtx⇒ = −

2x = − 2t =
0x = 0t =

( ) ( )
0 0

2 2

d dtf x x f t
−

− = −∫ ∫ ( )
2

0

dtf t= ∫ ( )
2

0

dt 2f t⇒ =∫ ( )
2

0

d 2f x x⇒ =∫
( )y f x= ( ) ( )2 2f x f x− = −

( ) ( )
2 2

1 1

2 d 2 df x x f x x− = −∫ ∫ ( )
2

1

2 d 4f x x⇒ = −∫

( )
2

1

2 df x x∫

2x t=
1d dt
2

x⇒ =

1x = 2t =
2x = 4t =

( ) ( )
2 4

1 2

12 d dt 4
2

f x x f t= = −∫ ∫

( )
4

2

dt 8f t⇒ = −∫ ( )
4

2

d 8f x x⇒ = −∫

( )
4

0

dI f x x= ∫ ( ) ( )
2 4

0 2

d df x x f x x= +∫ ∫ 2 8 6= − = −



( )
1

0

1 dB f x x= −∫ . Đặt 1 d d ; 0 1, 1 0t x t x x t x t= − ⇒ = − = ⇒ = = ⇒ = . 

( ) ( )
1 1

0 0

d dB f t t f x x= =∫ ∫ . 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

2 2

0 0 0 0 0

* 2 d 3 d 1 d 5. d 1 df x x f x x x x f x x x x⇔ + = − ⇔ = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Đặt: sin d cos d , ; ; 0 0, 1
2 2 2

x t x t t t x t x tπ π π = ⇒ = ∈ − = ⇒ = = ⇒ = 
 

. 

1 2 2
2 2

0 0 0

1 cos 2 1 11 d 1 sin .cos d d . sin 2 2
2 2 2 40

tx x t t t t t t

π π π
π+  ⇒ − = − = = + = 

 ∫ ∫ ∫ . 

Vậy ( )
1

0

d
20

f x x π
=∫ . 

Câu 97.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên và thoả mãn ( ) ( ) ( )31 1 ,f x f x x x x+ − = − ∀ ∈  và ( )0 0f = . 

Tính 
2

0

' d
2
xI xf x =  

 ∫  bằng 

A. 1
10

− . B. 1
20

. C. 1
10

. D. 1
20

− . 

Lời giải 

Chọn A 

Từ giả thiết ( ) ( ) ( )31 1 ,f x f x x x x+ − = − ∀ ∈ ( )1 0f⇒ = . 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

3

0 0 0 0

1 1d 1 d 1 d d
20 40

f x x f x x x x x f x x+ − = − = ⇒ =∫ ∫ ∫ ∫ . 

2

0

' d
2
xI xf x =  

 ∫ , đặt , đặt ' d 2
2 2

u x du dx
x xdv f x v f

= = 
 ⇒    = =        

. 

Nên ( ) ( )
2 2 2 2 1

0 0 0 00

12 2 d 4 1 2 d 2 d 4 d
2 2 2 2 10
x x x xI xf f x f f x f x f t t       = − = − = − = − = −       

       ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Câu 98.   Cho hàm số ( ) 3y f x ax bx cx d= = + + + , ( ), , , , 0a b c d a∈ ≠ . có đồ thị là ( )C . Biết đồ thi 

( )C  đi qua gốc toạ độ và có đồ thị ( )y f x′=  cho bởi thình vẽ. Tính giá trị ( ) ( )4 2H f f= − . 

 
A. 58H = . B. 51H = . C. 45H = . D. 64H = . 

Lời giải 

Chọn A 



2

0

d
2
xI xf x

    

1− 1O

1

x

y
4



Do ( )f x  là hàm số bậc ba nên ( )f x′  là hàm số bậc hai. 

Dựa vào đồ thị hàm số ( )f x′  thì ( )f x′  có dạng ( ) 2 1f x ax′ = +  với 0a > . 

Đồ thị đi qua điểm ( )1;4A  nên 3a =  vậy ( ) 23 1f x x′ = + . 

Vậy ( ) ( ) ( ) ( )
4 4

2

2 2

4 2 d 3 1 d 58H f f f x x x x′= − = = + =∫ ∫ .  

Câu 99.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm ( )f x′  liên tục trên .  Miền hình phẳng trong hình vẽ 

được giới hạn bởi đồ thị hàm số ( )y f x′=  và trục hoành đồng thời có diện tích .S a=  Biết rằng 

( ) ( )
1

0

1 dx f x x b′+ =∫  và ( )3 .f c=  Giá trị của ( )
1

0

df x x∫  bằng 

 
A. .a b c− +  B. .a b c− + −  C. .a b c− + +  D. .a b c− −  
Giải 

Đặt ( ) ( )
1 d d

.
d d
u x u x

v f x x v f x
= + =  ⇒ ′= =  

 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11

00 0

1 d 1 d 2 1 0 .b x f x x x f x f x x f f I′= + = + − = − −∫ ∫  

Mặt khác, ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3

0 1

d d 1 0 3 1a S f x x f x x f f f f′ ′= = − = − −  −  ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0 3 2 1 0 .f f f f f c= − − = − −  

Suy ra ( ) ( )2 1 0 .f f a c− = +  Vậy ( ) ( )2 1 0 .I f f b a c b= − − = + −  

Câu 100.   Biết ( )
2

2
1

1 d ln ln
ln

x x a b
x x x

+
= +

+∫  với a , b  là các số nguyên dương. Tính 2 2P a b ab= + + . 

A. 10  B. 8  C. 12  D. 6  
Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
2

2
1

1 d
ln

x x
x x x

+
+∫ ( )

2

1

1 d
ln

x x
x x x

+
=

+∫ . 

Đặt lnt x x= +
1d 1 dt x
x

 ⇒ = + 
 

1dx x
x
+

= . 

Khi 1 1x t= ⇒ = ; 2 2 ln 2x t= ⇒ = + . 

Khi đó 
2 ln 2

1

dtI
t

+

= ∫ 2 ln 2

1
ln t

+
= ( )ln ln 2 2= + . Suy ra 

2
2

a
b
=

 =
. 



Câu 101.   Biết tích phân ( )
6 2

4 22

4
1

4 3 2d 3 4
1 8

x x x a b c
x

π

+

− + −
= + + +

+∫  với , ,a b c  là các số nguyên. 

Tính giá trị của biểu thức 2 4.+ +a b c   
A. 20 . B. 241. C. 196 . D. 48 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 

6 2 6 2 6 2 6 2
4 2 2 22 2 2 2

4 4 4
1 1 1 1

4 3 1 1d 4 d 4 d d
1 1 1

+ + + +

 − + − + +
= − + = − + = + + + + 

∫ ∫ ∫ ∫
x x x xx x x x I J
x x x

. 

Tính 

6 2
2 6 2

2
1

1

4 d 4 2 6 2 2 4

+

+

= − = − = − − +∫I x x . 

Tính 

6 2 6 2 6 2
22 2 22 2

24
21 1 1

2

1 11 11d d d .11 1 2

+ + +
+ ++

= = =
+  + − + 

 

∫ ∫ ∫
x x xJ x x x
x x xx x

 

Đặt 2

1 1d 1 d = − ⇒ = + 
 

t x t x
x x

.  

Đổi cận 
1 0

6 2 2
2

= ⇒ =

+
= ⇒ =

x t

x t
. 

Khi đó 
( )

2

220

d

2
=

+
∫

tJ
t

. Đặt ( )22 tan d 2 1 tan d= ⇒ = +t u t u u .  

Đổi cận 
0 0

2
4
π

= ⇒ =

= ⇒ =

t u

t u
. 

Suy ra 
( )
( )

24 4 4

2
0 0 0

2 1 tan 2 2 2d d
2 2 82 1 tan

π π π

π
+

= = = =
+∫ ∫

u
J u u u

u
. 

Vậy ( )
6 2

4 22

4
1

164 3 2d 16 3 16 4
11 8

π

+

= = −− + −
= − − + + ⇒  =+ 

∫
a bx x x
cx

. 

Vậy 2 4 241+ + =a b c .  

Câu 102.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( )4f x f x− = . Biết ( )
3

1

d 5xf x x =∫ . 

Tính ( )
3

1

dI f x x= ∫ . 

A. 5
2

I = . B. 7
2

I = . C. 9
2

I = . D. 11
2

I = . 

Lời giải 
Chọn A 
Cách 1: Dùng tính chất để tính nhanh 



Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ];a b  và thỏa mãn điều kiện ( ) ( ) [ ], ;f a b x f x x a b+ − = ∀ . Khi đó 

( ) ( )d d
2

b b

a a

a bxf x x f x x+
=∫ ∫  

Chứng minh:  
Đặt t a b x= + − d dx t⇒ = − , với [ ];x a b∈ . Đổi cận: khi x a t b= ⇒ = ; khi x b t b= ⇒ =  

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )d d d
b b a

a a b

xf x x xf a b x x a b t f t t= + − = − + −∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d d d
b b b b b

a a a a a

a b t f t t a b f t t tf t t a b f x x xf x x= + − = + − = + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 d d d d
2

b b b b

a a a a

a bxf x x a b f x x xf x x f x x+
⇒ = + ⇒ =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Áp dụng tính chất trên với 1a = , 3b = . 

( )f x  liên tục trên [ ];a b  và thỏa mãn ( ) ( )1 3f x f x+ − = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
3 3 3

1 1 1

1 3 5d d d
4 2

xf x x f x x f x x+
= ⇒ =∫ ∫ ∫ . 

Cách 2: Đổi biến trực tiếp: 
Đặt 4t x= − , với [ ]1;3x∈ . 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3 3

1 1 1 1 1

d 4 d 4 d 4 d . dxf x x xf x x t f t t f t t t f t t= − = − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
3 3

1 1

55 4 d 5 d
2

f t t f t t⇒ = − ⇒ =∫ ∫ . 

Câu 103.   Cho hàm số ( )y f x=  với (0) (1) 1f f= = . Biết rằng: ( ) ( )
1

0

dxe f x f x x ae b′+ = +  ∫  Tính 

2020 2020Q a b= + . 
A. 20202 1.Q = +  B. 20202 1.Q = −  C. 0.Q =  D. 2.Q =  

Lời giải 
Chọn D 

Đặt 
( ) ( )d d

d dx x

u f x u f x x

v e x v e

′= =  ⇒ 
= =  

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1

0
0 0 0

d d dx x x xe f x f x x e f x e f x x e f x x′ ′ ′+ = − +  ∫ ∫ ∫  ( ) ( )1 0ef f= − 1e= − . 

Do đó 1a = , 1b = − . 
Suy ra 2020 2020Q a b= + ( )202020201 1 2.= + − =  

Vậy 2Q = . 

Câu 104.   Cho hàm số ( )y f x=  xác định và liên tục trên   thỏa mãn ( )3 3 1,f x x x x+ = + ∀ ∈ . 

Tích phân ( )
4

0

f x dx∫  bằng: 

A. 25
4

. B. 88 . C. 25 . D. 7
4

. 

Lời giải 



Chọn A 
Đặt 3 3x t t= + . Khi đó: ( )23 3dx t dt= + . 
Với 0 0x t= ⇒ = . 

4 1x t= ⇒ = . 

Vậy: ( ) ( )( ) ( )( )
4 1 1

3 2 2

0 0 0

253 3 3 1 3 3
4

f x dx f t t t dt t t dt= + + = + + =∫ ∫ ∫ . 

Câu 105.   Giả sử rằng ( )
0 2

1

3 5 1d ln 2 ln 3 ; , ,
2

x x x a b c a b c
x−

+ −
= + + ∈

−∫  . Khi đó 3 2 2a b c+ +  bằng?  

A. 30 . B. 50 . C. 40 . D. 60 . 

Lời giải 
Đáp án C 

0 2

1

3 5 1d
2

x x x
x−

+ −
=

−∫
( )( )0

1

2 3 11 21
d

2
x x

x
x−

− + +
−∫  

0

1

213 11 d
2

x x
x−

 = + + − ∫   

23 0 011 21.ln 2
2 1 1

x x x = + + −  − − 
 3 1911 21.ln 2 21.ln 3 21.ln 2 21.ln 3

2 2
= − + + − = − +  

Suy ra: 1921; 21;
2

a b c= = − = . 

Vậy 3 2 2 40a b c+ + = . 

Câu 106.   Cho hàm số  f x  có đạo hàm liên tục trên  0; , biết      2' 2 3 0,f x x f x      0f x   với 

mọi 0x   và   11 .
6

f   Tính      1 1 2 ... 2018 .P f f f      

A. 1009 .
2020

P   B. 2019 .
2020

P   C. 3029 .
2020

P   D. 4039 .
2020

P   

Lời giải 
Chọn C 
Ta có      

 
 

 2
2

'
' 2 3 0 2 3

f x
f x x f x x

f x
        

 
 

 
 

 2
2 2

' 1 1d 2 3 d 3 .
3

f x
x x x x x C f x

f xf x x x C
        

    

Mà    2 2

1 1 1 1 1 11 2 .
6 6 1 21 3.1 3 2

f C f x
x xC x x

        
    

 

Suy ra 1 1 1 1 1 1 30291 ... .
2 3 3 4 2019 2020 2020

P
                              

 Chọn C 

Câu 107.   Giá trị của 
1 dlim
1

n

xn
n

x
e

+

→+∞ +∫  bằng 

A. 1− . B. 1. C. e . D. 0 . 
Lời giải 

Chọn D 

Tính ( )
1 1d d
1 1

n n x

x x x
n n

x e xI
e e e

+ +

= =
+ +∫ ∫ . 

Đặt d dx xt e t e x= ⇒ = . 
Đổi cận: nx n t e= ⇒ = , 11 nx n t e += + ⇒ = . 

Khi đó 
( ) ( )( )

1 1
1

11d 1 1 d ln ln 1 1 ln 11 1

n n
n

n
n n

e e ne

e
e e

n

t eI t t t
t t t t e

e

+ +
+ + = = − = − + = + + +  +

∫ ∫ . 



Suy ra 
1

11d 1lim lim lim 1 ln 1 ln 1 1 011

n n

xn n n
n

n

x eI
e ee

e

+

→+∞ →+∞ →+∞

 + 
= = + = + = − = +  +

 

∫ . 

Câu 108.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục và có đạo hàm trên   thỏa mãn ( )2 2f = − ; ( )
2

0

d 1f x x =∫ . 

Tính tích phân ( )
3

1

1 dI f x x
−

′= +∫ . 

A. 5I = − . B. 0I = . C. 18I = − . D. 10I = − . 
Lời giải 

Chọn D 
Đặt 1t x= + 2 1t x⇒ = + 2 d dt t x x⇒ = . 
Đổi cận: 1 0x t= − ⇒ = ; 3 2x t= ⇒ = . 

Khi đó: ( ) ( )
3 2

1 0

1 d 2 . dI f x x t f t t
−

′ ′= + =∫ ∫ ( ) ( )
2

2

0
0

2 . 2 dt f t f t t= − ∫ ( ) ( )
2

0

4 2 2 df f x x= − ∫ 8 2 10= − − = − . 

Câu 109.   Xét hàm số 𝑓𝑓(𝑥𝑥) liên tục trên đoạn [−1,2] và thỏa mãn 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 2𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥2 − 2) + 3𝑓𝑓(1 − 𝑥𝑥) =
4𝑥𝑥3. Tính giá trị tích phân 𝐼𝐼 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥2

−1 . 

A. 𝐼𝐼 = 5. B. 𝐼𝐼 = 5
2
. C. 𝐼𝐼 = 3. D. 𝐼𝐼 = 15. 

Lời giải 
Chọn C 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 2𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥2 − 2) + 3𝑓𝑓(1 − 𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥3. 
⇒ ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫ 2𝑥𝑥.𝑓𝑓(𝑥𝑥2 − 2)𝑑𝑑𝑥𝑥2

−1
2
−1 + 3∫ 𝑓𝑓(1 − 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥2

−1 = ∫ 4𝑥𝑥32
−1 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 15(∗). 

Đặt 𝑢𝑢 = 𝑥𝑥2 − 2 ⇒ 𝑑𝑑𝑢𝑢 = 2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥; với 𝑥𝑥 = −1 ⇒ 𝑢𝑢 = −1; 𝑥𝑥 = 2 ⇒ 𝑢𝑢 = 2. 
Khi đó ∫ 2𝑥𝑥. 𝑓𝑓(𝑥𝑥2 − 2)𝑑𝑑𝑥𝑥2

−1 = ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢2
−1 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥2

−1  (1). 
Đặt 𝑡𝑡 = 1 − 𝑥𝑥 ⇒ 𝑑𝑑𝑡𝑡 = −𝑑𝑑𝑥𝑥; với 𝑥𝑥 = −1 ⇒ 𝑡𝑡 = 2; 𝑥𝑥 = 2 ⇒ 𝑡𝑡 = −1. 
Khi đó ∫ 𝑓𝑓(1 − 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥2

−1
2
−1

2
−1  (2). 

Thay (1), (2) vào (∗) ta được 5∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 15 ⇒ ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 32
−1

2
−1 . 

Câu 110.   Cho hàm số ( )y f x= liên tục trên đoạn, thỏa mãn ( ) ( ) [ ]4 , 1;3f x f x x− = ∀ ∈ và 

( )
3

1

. 2.x f x dx = −∫  Giá trị ( )
3

1

2 f x dx∫  bằng: 

A. 2.−  B. 2.  C. 1.−  D. 1.  
Lời giải 

Chọn A 

Sử dụng tính chất ( ) ( ). .
b b

a a

I x f x dx t f t dt= =∫ ∫  

Áp dụng phương pháp đổi biến, đặt 4t x= −  

Sử dụng công thức ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x dx g x dx f x g x dx+ = +  ∫ ∫ ∫  

Ta có: ( ) ( )
3 3

1 1

. . 2I x f x dx t f t dt= = = −∫ ∫  

Đặt 4 .t x dt dx= − ⇒ = −  Đổi cận 
1 3
3 1

x t
x t
= ⇒ =

 = ⇒ =
 



( ) ( ) ( ) ( )
1 3

3 1

4 4 4 2I x f x dx x f x dx⇒ = − − − = − = −∫ ∫ ( ) ( ) ( )
3 3

1 1

2 . 4 4I x f x dx x f x dx⇔ = + − = −∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

1 1 1

4 4 4 4 1x x f x dx f x dx f x dx⇔ − + = − ⇔ = − ⇔ = −∫ ∫ ∫ . 

Vậy ( )
3

1

2 2.f x dx = −∫  

Câu 111.   Cho hàm số ( )y f x=  xác định và liên tục trên   thỏa mãn ( )3 3 1,f x x x x+ = + ∀ ∈ . 

Tích phân ( )
4

0

f x dx∫  bằng: 

A. 25
4

. B. 88 . C. 25 . D. 7
4

. 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt 3 3x t t= + . Khi đó: ( )23 3dx t dt= + . 
Với 0 0x t= ⇒ = . 

4 1x t= ⇒ = . 

Vậy: ( ) ( )( ) ( )( )
4 1 1

3 2 2

0 0 0

253 3 3 1 3 3
4

f x dx f t t t dt t t dt= + + = + + =∫ ∫ ∫ . 

Câu 112.   hàm số  liên tục và có đạo hàm cấp hai trên  thỏa  và 

. Tính . 

A. 10 . B. 14 C. 8. D. 5. 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có: 
1

2

0

''( ) 12x f x dx =∫  

Đặt:
2 2

'( )''( )
du xdxu x
v f xdv f x dx

= = 
⇒  == 

 

Suy ra: 
( )

1
2 1

0
0

1

0

12 '( ) | 2 . '( )

12 '(1) 2 . '( ) *

x f x x f x dx

f x f x dx

= −

⇒ = −

∫

∫
 

Lại đặt: 
'( ) ( )

t x dt dx
dz f x dx z f x
= = 

⇒ = = 
 

Thay vào:

( )

1
1
0

0

1

0

12 '(1) 2 . ( ) | ( )

1( ) 12 2 (1) '(1) 5
2

f x f x f x dx

f x dx f f

 
= − − 

 

⇒ = − + =

∫

∫
  

 f x  0;1  
1

2

0

. d 12x f x x 

   2 1 1 2f f    
1

0

df x x



Câu 113.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trong đoạn [ ]1;e , biết ( )e

1

d 1
f x

x
x

=∫ , ( )e 1f = . Khi đó 

( )
e

1

.ln dI f x x x′= ∫  bằng 

A. 4I = . B. 3I = . C. 1I = . D. 0I = . 

Lời giải 

Chọn D  

Cách 1: Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
e e

e

1
1 1

1.ln d .ln . d e 1 1 1 0I f x x x f x x f x x f
x

′= = − = − = − =∫ ∫ . 

Cách 2: Đặt ( ) ( )

dln d
d d

xu x u
x

v f x x v f x

= = → ′=  =

. 

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )
e e

e

1
1 1

.ln d ln d e 1 1 1 0
f x

I f x x x f x x x f
x

′= = − = − = − =∫ ∫ . 

Câu 114.   Cho  là hàm liên tục trên  thỏa  và .Tính 

. 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 
Đặt . 

Đổi cận: khi ; . 

. 

Đặt: . 

. 

Câu 115.   Biết rằng tích phân ( )4
4

0

1
2 1

xx e
dx ae b

x
+

= +
+∫ . Tính 2 2T a b= −  

A. 1T = . B. 2T = . C. 3
2

T = . D. 5
2

T = . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 
4 4

0 0

1 1 2 2
22 1 2 1

x xx xI e dx e dx
x x
+ +

= =
+ +∫ ∫

4 4

0 0

1 2 1.
2 2 1

x
x ex e dx dx

x
 

= + + 
+ 

∫ ∫ . 

( )f x  ( )1 1f = ( )
1

0

1dt
3

f t =∫

( )
2

0

sin 2 . sin dI x f x x

π

′= ∫
1
3

I = 2
3

I = − 4
3

I = 2
3

I =

( ) ( ) ( ) ( )sin sin cos . sin d dx t f x f t x f x x f t t′ ′= ⇒ = ⇒ =

0 0x t= ⇒ = 1
2

x tπ
= ⇒ =

( ) ( ) ( )
12 2

0 0 0

sin 2 . sin d 2sin .cos . sin d 2 . dI x f x x x x f x x t f t t

π π

′ ′ ′= = =∫ ∫ ∫

( ) ( )
d d

d d
u t u t

v f t t v f t
= =  ⇒ ′= =  

( )( ) ( )
1

0

1 1 42 . d 2 1
0 3 3

I t f t f t t
   = − = − =   

  
∫



Xét 
4

1
0 2 1

xeI dx
x

=
+∫ . 

Đặt 
2 1

xu e
dxdv
x

 =

 = +

( )
1
22 11 . 2 1122 1

2

xdu e dx

xdxv x
x

 =

 +⇒  = = = + +


∫  

Do đó 
44

1 0
0

. 2 1 . 2 1x xI e x e x dx= + − +∫ . 

Suy ra 
43 1
2

eI −
= . Khi đó 3 1,

2 2
a b −
= =

9 1 2
4 4

T⇒ = − = . 

Câu 116.   Cho ( ) ( ) ( ) ( )
2

0

1 2 ' 3 2 0 2020x f x dx f f− = + =∫ . Tích phân ( )
2

0

f x dx∫  bằng 

A. 2020 . B. 4040 . C. 1010 . D. 2022 . 
Lời giải: 

Chọn C 

Theo bài ra ta có ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2
1 2 ' 1 2 1 2 1 2

0
x f x dx x d f x x f x f x d x− = − = − − −∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )
2

0

3 2 0 2f f f x dx= − − − −∫  ( ) ( ) ( )
2

0

3 2 0 2f f f x= − − + ∫  ( ) ( ) ( )
2

0

2 3 2 0 2020f x f f⇒ = + =∫  

( )
2

0

1010f x⇒ =∫ .  
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Câu 1.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại A  với cạnh huyền 2BC a= . 
Hình chiếu vuông góc của điểm S  lên mặt đáy ABC  nằm trong tam giác ABC . Biết các mặt bên ( ),SAB  

( )SBC  ( )SCA  lần lượt tạo với đáy các góc 0 0 060 , 60 , 45 . Thể tích của khối chóp .S ABC  tính theo a  
tương ứng bằng: 

A. 
33

3 2 6
a

+ +
. B. 

32 3
2 3 2 6

a
+ +

. C. 
32

2 3 3 2 6
a

+ +
. D. 

36
2 3

a
+

. 

Lời giải 
Chọn C 

 
Ta có ABC∆  vuông cân tại A  và 2BC a= ⇒ 2AB AC a= = ; 1

2ah BC a= =   

21 1. .2
2 2ABC aS h BC a a a∆⇒ = = = . 

Mặt khác ABC HAB HBC HCAS S S S∆ ∆ ∆ ∆= + + .  

Từ đó suy ra ( ) 21 . 2 .2 . 2
2

HI a HM a HK a a+ + =  ( ). 2 .2 . 2 2 *HI HM HK a⇔ + + =  

Từ giả thiết các mặt bên ( ), ( ), ( )SAB SBC SCA lần lượt tạo với đáy các góc 0 0 060 , 60 , 45 suy ra 
0 0 0. tan 60 .tan 60 .tan 45SH HI HM HK= = =  . 3 . 3 .1SH HI HM HK⇔ = = =   
; 3HI HM HK HI⇔ = = . Thay vào ( )*  ta được 

( ). 2 .2 . 3. 2 2 *HI HI HI a+ + = ( )2 2 6 2HI a⇔ + + = 2
2 2 6

aHI⇔ =
+ +

2 3
2 2 6

aSH⇒ =
+ +

 

Vậy thể tích .
1 .
3S ABC ABCV SH S∆= 21 2 3. .

3 2 2 6
a a=

+ +

32
2 3 3 2 6

a
=

+ +
. 

Câu 2.   Cho lăng trụ . ′ ′ ′ABC A B C  có chiều cao bằng 8 và đáy là tam giác đều cạnh bằng 4. Gọi M, N và 
P lần lượt là tâm các mặt bên ,′ ′ ′ ′ABB A ACC A  và ′ ′BCC B . Thể tích của khối đa diện lồi có các đỉnh là 
các điểm A, B, C, M, N, P bằng 

A. 12 3  B. 16 3  C. 28 3
3

 D. 40 3
3

 

Lời giải 

Chọn A 

450

600
600

H

S

K

I

M

C

B

A



 

Gọi h là chiều cao của hình lăng trụ ABC.A’B’C’. Vì ∆ABC đều có độ dài cạnh bằng 6 nên 

2 34 . 4 3
4

= =ABCSΔ . Thể tích lăng trụ ABC.A’B’C’ là . 8.4 3 32 3= = =ABCV h SΔ . 

Câu 3.   Gọi E là trung điểm của cạnh AA’. Thể tích khối chópA.EMN là: 

( )( ).
1 1 1 1 1, . . .
3 3 2 4 24

= = =A EMN EMN ABCV d A EMN S h S VΔ Δ  

Thể tích khối đa diện ABCMNP là: 

.
1 1 1 33 3. 12 3
2 2 24 8

= − = − = =ABCMNP A EMNV V V V V V  

Câu 4.   Cho hình lăng trụ tam giác đều  có tất cả các cạnh bằng . Gọi  lần lượt là 
trung 

điểm của các cạnh  và . Mặt phẳng  cắt cạnh  tại  Thể tích khối đa diện  

 bằng. 

A. 
3 3
32

a . B. 
37 3
96

a . C. 
37 3
32

a . D. 
37 3
68

a . 

Lời giải 
Chọn B 

.  

.ABC A B C′ ′ ′ a ,M N

AB B C′ ′ ( )A MN′ BC .P

.MBP A B N′ ′

P
M Q

N

B

C

A' C'

B'

S

A



Gọi  là trung điểm của  Suy ra  là trung điểm của . 
Ta có  đồng quy tại  và  là trung điểm của . 

. 

 . 

Câu 5.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại B , 3BA BC a= = . Khoảng 

cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBC  bằng 2a  và   90SAB SCB= =  . Tính thể tích khối chóp đã cho. 

A. 3a . B. 3 6a . C. 
3

2
a . D. 

3 6
2

a . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Giả sử ( )SD ABC⊥ . Ta chứng minh: ABCD  là hình vuông.  

Ta có: ( )
AB SD

AB SDA AB DA
AB SA

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

  90 .BAD⇒ =    

Ta có: ( )
BC SD

BC SDC BC DC
BC SC

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

 90BCD⇒ =  . 

Tứ giác ABCD  có:    90DAB ABC BCD= = =  ABCD⇒  là hình chữ nhật. 
Mà BA BC=  ABCD⇒  là hình vuông cạnh 3a . 
Vì ( ) ( )( ) ( )( )/ / / / , , 2AD BC AD SBC d D SBC d A SBC a⇒ ⇒ = = . 
Kẻ DH SC⊥  tại .H  
Ta có: ( )BC SDC BC DH⊥ ⇒ ⊥ . 
Mà DH SC⊥  ( )DH SBC⇒ ⊥ . 

( )( ), 2d D SBC DH a⇒ = = . 
Xét tam giác SDC  vuông tại D  có: 

2 2 2

1 1 1
DH SD DC

= + 6SD a⇒ = . 

( )2
3

.

31 1 6. . . . 6
3 3 2 2S ABC ABC

a aV S SD a⇒ = = = . 

Q .BC AQ A N MP AQ P′ ⇒ ⇒  BQ
, ,BB A M NP′ ′ S B B S′ SB a′⇒ = 2

.A B N S A B N
a aS V′ ′ ′ ′= ⇒ =

2 33 3
8 12

SMNP SA B NV V ′ ′=
1
8 MBPA B N SA B N

aV V′ ′ ′ ′⇒ = =
37 7 3

8 96



Câu 6.   Cho hình chóp  có tam giác  vuông tại , , , 

 và  với  là góc hợp bởi giữa đường thẳng  và mặt phẳng . 

Tính thể tích khối chóp .  

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn B 

 

Hạ  tại  có 

. Chứng minh tương tự .  

Suy ra tứ giác  là hình chữ nhật. 

Hạ  tại  suy ra . 

với . 

( điều kiện  vì ) 

Mặt khác  suy ra: 

.  

Suy ra . 

Vậy .  

Câu 7.   Cho hình chóp  có đáy  là tam giác vuông cân tại ,  

và góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng  Tính thể tích  của khối chóp đã cho. 

.S ABC ABC B 1, 3AB AC= =  

090SAB SCB= =

2SB > 3 10cos
10

ϕ = ϕ SB ( )SAC

.S ABC

2
4

V 
1
3

V 
1
2

V 
1
6

V 

1

2
(SAC)

ϕA
D

C B

S

B

H

S

( )SD ABC⊥ D

( )
BA SA

BA SAD BA AD
BA SD

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

BC CD⊥

ABCD

( )BH SAC⊥ H ( )( ) 

3 10 10, cos sin
10 10

SB SAC BSH ϕ ϕ ϕ= = ⇒ = ⇒ =

2
2

22 2 2
sin sin

33
BH BH d d
BS xBD SD x

ϕ ϕ= = = ⇒ =
++ +

( )( ), ,  d d B SAC BH SD x= = =

1x > 2 2 2 2 22 4 4 3 4 1 1SB SB SD BD x x x> ⇔ > ⇔ + > ⇔ + > ⇔ > ⇔ >

( )( ) ( )( ), ,d d B SAC d D SAC= =

( )
2 2

2
22 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 3 2 2
1 2 3 22

x xd
d DC DA DS x x x

+
= + + = + + = ⇒ =

+

( )( )
( )22

4 2
2 2 2

11 2 3 9 6 0 2 2
10 3 2 3 2

x lx x x x SD
x x x

 =
= ⇔ − + = ⇔ ⇔ = ⇒ =

+ + =

.
1 1 1 1. 2 2 1. .
3 3 2 6 3S ABC ABCV S SD AB BC SD∆

 = = = = 
 

.S ABC ABC B 2 ;AB a=  

090SAB SCB= =

AB ( )SBC 030 . V



A.
33

3
aV =   B.

34 3
9

aV =  C.
32 3

3
aV =  D.

38 3
3

aV =  

Lời giải 
Chọn B 

 

Gọi  lần lượt là trung điểm của  và vì tam giác  vuông tại  suy ra 
 (1). 

Gọi  là hình chiếu của  trên mặt phẳng  (2). 

Từ (1), (2) suy ra  ( vì ) do đó 

. 

Lại có  ( do  là tâm mặt cầu ngoại tiếp ) suy ra  là 

trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác  suy ra  vuông tại . 

Vậy thể tích khối chóp . 

Câu 8.   Cho hình chóp .S ABC , có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a . Các mặt bên ( )SAB , ( )SAC , 

( )SBC  lần lượt tạo với đáy các góc lần lượt là o30 , o45 , o60 . Tính thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

Biết rằng hình chiếu vuông góc của S  trên mặt phẳng ( )ABC  nằm bên trong tam giác ABC . 

300

M

H

K

B

C

A

S

E

, ,H K M , ,AC BC SB ABC B
HK BC⊥

E H ( )SBC HE BC⇒ ⊥

EK BC EK MK⊥ ⇒ ≡ MK BC⊥

( ) ( )

( ) ( )  0, , , , 30AB SBC HK SBC HK KE HK KM HKM   = = = = =   

,HA HB HC MA MB MC= = = = M .S ABC MH

ABC MHK∆ H tan 30 .
3

aMH HK°⇒ = =

( )
31 1 2 .2 4 3, . .2 .

3 3 2 9ABC
a a aV d S ABC S MH= = =  



 

A. 
( )

3 3
8 4 3

aV =
+

. B. 
( )

3 3
2 4 3

aV =
+

. C. 
( )

3 3
4 4 3

aV =
+

. D. 
3 3

4 3
aV =
+

. 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi M , N , P  lần lượt là hình chiếu của H  lên các cạnh BC , AB , AC ; h  là chiều cao của khối 

chóp .S ABC . 

Khi đó,  o30SNH = ,  o45SPH = ,  o60SMH = . 

Mà ABC HAB HAC HBCS S S S∆ ∆ ∆ ∆= + + ( )
2 3 1
4 2

a a HN NM HP⇔ = + +
3

2
aHN NM HP⇔ + + = . 

( )o o o 3tan 30 tan 45 tan 60
2

ah⇔ + + = ( )o o o 3tan 30 tan 45 tan 60
2

ah⇔ + + =  

4 3 3
23

ah+
⇔ =

( )
3

2 4 3
ah⇔ =
+

. 

Thể tích khối chóp .S ABC  là 1 .
3 ABCV S h∆=

( )
21 3 3. .

3 4 2 4 3
a a

=
+ ( )

3 3
8 4 3

a
=

+
. 

Câu 9.   Cho hình chóp .S ABC , có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a . Các mặt bên ( )SAB , ( )SAC , 

( )SBC  lần lượt tạo với đáy các góc lần lượt là o30 , o45 , o60 . Tính thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

Biết rằng hình chiếu vuông góc của S  trên mặt phẳng ( )ABC  nằm bên trong tam giác ABC . 

 

aN
B

A

S

C
H

M

h

aN

B

A

S

CH

M

P

aN
B

A

S

C
H

M



A. 
( )

3 3
8 4 3

aV =
+

. B. 
( )

3 3
2 4 3

aV =
+

. C. 
( )

3 3
4 4 3

aV =
+

. D. 
3 3

4 3
aV =
+

. 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi M , N , P  lần lượt là hình chiếu của H  lên các cạnh BC , AB , AC ; h  là chiều cao của khối 

chóp .S ABC . 
Khi đó,  o30SNH = ,  o45SPH = ,  o60SMH = . 

Mà ABC HAB HAC HBCS S S S∆ ∆ ∆ ∆= + + ( )
2 3 1
4 2

a a HN NM HP⇔ = + +
3

2
aHN NM HP⇔ + + = . 

( )o o o 3tan 30 tan 45 tan 60
2

ah⇔ + + = ( )o o o 3tan 30 tan 45 tan 60
2

ah⇔ + + =  

4 3 3
23

ah+
⇔ =

( )
3

2 4 3
ah⇔ =
+

. 

Thể tích khối chóp .S ABC  là 1 .
3 ABCV S h∆=

( )
21 3 3. .

3 4 2 4 3
a a

=
+ ( )

3 3
8 4 3

a
=

+
. 

Câu 10.   Cho khối chóp S.ABC có cạnh đáy  và các mặt bên tạo với đáy một góc 
. Hãy tính thể tích V của khối chóp đó? 
A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn B 

 
Kẻ  và  lần lượt vuông góc với . Theo định lí ba đường vuông 

góc ta có  (như hình vẽ). 
Từ đó suy ra . Do đó các tam giác vuông  bằng nhau. Từ đó 

suy ra . Vậy O là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Vì tam giác ABC cân tại A nên 
OA vừa là đường phân giác, vừa là đường cao, vừa là đường trung tuyến. Suy ra  thẳng hàng và D 
là trung điểm của BC. 

h

aN

B

A

S

CH

M

P

5 , 6= = =AB AC a BC a
060

32 3.V a= 36 3.V a= 312 3.V a= 318 3.V a=

( )⊥SO ABC , ,OD OE OF , ,BC AC AB
, ,⊥ ⊥ ⊥SD BC SE AC SF AB

  

060= = =ABC ABC ABC , ,SDO SEO SFO
= =OD OE OF

, ,A O D



Suy ra . 
Gọi p là nửa chu vi tam giác ABC, r là bán kính đường tròn nội tiếp của nó. 

Khi đó . Suy ra  

Do đó .Vậy . 

Câu 11.   Cho hình chóp  có  Thể tích khối chóp  
đạt giá trị lớn nhất khi tổng  bằng 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải: 
Chọn C 

 
Gọi  lần lượt là trung điểm của  và  là hình chiếu của lên . 
Ta có:  và  cân tại . 

,  

 

 

Theo bất đẳng thức trong tam giác ta có:  

Thể tích của khối chóp  là (vì 

) 

Suy ra  

lớn nhất  khi và chỉ khi  

Câu 12.   Cho hình lăng trụ tam giác đều  có tất cả các cạnh bằng . Gọi  lần lượt là 

trung điểm của các cạnh  và . Mặt phẳng  cắt cạnh  tại  Thể tích khối đa diện 

 bằng. 

A. . B. . C. . D. . 

Hướng dẫn giải 

2 2 216 4= − = =AD AB BD a a

21 .6 .4 12 8
2∆ = = = =ABCS a a a pr ar 3

2
=r a

0 3 3.tan 60
2

= =
aSO OD 3

. 6 3=S ABCV a

.S ABC , , 1.SA x BC y AB AC SB SC= = = = = = .S ABC
( )x y+

2
3

3 4
3

4 3

x

1

1

y

1

1

K

I

S

A

B

C

H

,I K ,SA BC H S ( )ABC
( )BC SAI⊥ ,H AI SAI∈ ∆ I

2 2
2 2 4

1
2 2

yySI AI SC IC
− = = − = − = 

 

2 2
2 2 4

2
x y

IK AI AK
− −

= − =

2 2

2

. 41 1 .. .
2 2 4

SAI
x x ySA IKS SH AI SA IK SH

AI y
− −

= = ⇒ = =
−

241 .
2 4ABC

y y
S BC AI

−
= =

0 , 2x y< <

.S ABC ( )2 2
.

1 1 1. . 4 4 2
3 12 12S ABC ABCV S SH xy x y xy xy= = − + ≤ −

2 2 2x y xy+ ≥

( )
3

.
1 1 1 4 2 32 34 2 . . 4 2

12 12 12 3 3S ABC
xy xy xyV xy xy xy xy xy + + − ≤ − = − ≤ = 

 

.S ABCV .
32 3

3S ABCV⇔ =
2 4

4 2 3 3
x y

x y x y
xy xy
=

⇔ = = ⇒ + = = −
.ABC A B C′ ′ ′ a ,M N

AB B C′ ′ ( )A MN′ BC .P

.MBP A B N′ ′

a33
32

a37 3
96

a37 3
32

a37 3
68



Chọn B 

. 
Gọi  là trung điểm của  Suy ra  là trung điểm của . 
Ta có  đồng quy tại  và  là trung điểm của . 

. 

 . 

Câu 13.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy là tam giác ABC  đều cạnh a , tam giác SBA  vuông tại B , tam 
giác SAC  vuông tại C . Biết góc giữa hai mặt phẳng ( )SAB  và ( )ABC  bằng 60° . Tính thể tích khối 

chóp .S ABC  theo a .  

A. 
33

8
a .  B. 

33
12

a .  C. 
33

6
a .  D. 

33
4
a .  

Lời giải.  
Chọn B 

 
Gọi D  là hình chiếu của S  lên mặt phẳng ( )ABC , suy ra ( )SD ABC⊥ .  

Ta có SD AB⊥  và SB AB⊥  ( )gt , suy ra ( )AB SBD BA BD⊥ ⇒ ⊥ .  
Tương tự có AC DC⊥  hay tam giác ACD  vuông ở C .  
Dễ thấy SBA SCA∆ = ∆  (cạnh huyền và cạnh góc vuông), suy ra SB SC= .  
Từ đó ta chứng minh được SBD SCD∆ = ∆  nên cũng có DB DC= .  
Vậy DA  là đường trung trực của BC , nên cũng là đường phân giác của góc BAC .  

P
M Q

N

B

C

A' C'

B'

S

A

Q .BC AQ A N MP AQ P′ ⇒ ⇒  BQ
, ,BB A M NP′ ′ S B B S′ SB a′⇒ = 2

.A B N S A B N
a aS V′ ′ ′ ′= ⇒ =

2 33 3
8 12

SMNP SA B NV V ′ ′=
1
8 MBPA B N SA B N

aV V′ ′ ′ ′⇒ = =
37 7 3

8 96

 

  

 

 

S

D

B

A

C



Ta có  30DAC = ° , suy ra 
3

aDC = . Ngoài ra góc giữa hai mặt phẳng ( )SAB  và ( )ABC  là 

 60SBD = ° , suy ra  tan tan . 3
3

SD aSBD SD BD SBD a
BD

= ⇒ = = = .  

Vậy 
2 3

.
1 1 3 3. . . .
3 3 4 12S ABC ABC

a aV S SD a∆= = = . 

Câu 14.   Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi; hai đường chéo  và cắt 
nhau tại O; hai mặt phẳng (SAC) và (SBD) cùng vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Biết khoảng cách từ 

điểm O đến mặt phẳng (SAB) bằng , tính thể tích khối chóp S.ABCD theoa. 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn A 
+Từ giả thiết  và  vuông góc 

với nhau tại trung điểm O của mỗi đường chéo. Ta có tam 
giác ABO vuông tại O và ; , do đó 

 
Hay tam giác ABD đều. 
Từ giả thiết hai mặt phẳng (SAC) và (SBD) cùng vuông góc 

với mặt phẳng (ABCD) nên giao tuyến của chúng là 
. 

+Do tam giác ABD đều nên với H là trung điểm của AB, K 
là trung điểm của HB ta có  và ; 

 và . 

+Gọi I là hình chiếu của O lên SK ta có ; , hay OI là khoảng cách từ 
O đến mặt phẳng (SAB).  

Tam giác SOK vuông tại O, OI là đường cao  

Diện tích đáy: ; 

Đường cao của hình chóp . Thể tích khối chóp :  

Câu 15.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại B , 3BA BC a= = . Khoảng 

cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBC  bằng 2a  và   90SAB SCB= =  . Tính thể tích khối chóp đã cho. 

A. 3a . B. 3 6a . C. 
3

2
a . D. 

3 6
2

a . 

Lời giải 
Chọn D 

2 3 , 2= =AC a BD a

3
4

a

33 .
3
a 3

.
3
a 37 .

3
a 33 .a

2 3; 2= =AC a BD a ,AC BD

3=AO a =BO a
060=ABD

( )⊥SO ABCD

⊥DH AB 3=DH a

/ /OK DH 1 3
2 2

= =
aOK DH ( )⇒ ⊥ ⇒ ⊥OK AB AB SOK

⊥OI SK ( )⊥ ⇒ ⊥AB OI OI SAB

2 2 2

1 1 1
2

⇒ = + ⇒ =
aSO

OI OK SO
24 2. . 2 3∆= = =ABCD ABOS S OAOB a

2
=

aSO .S ABCD
3

.
1 3.
3 3

= =S ABCD ABCD
aV S SO



 
Giả sử ( )SD ABC⊥ . Ta chứng minh: ABCD  là hình vuông.  

Ta có: ( )
AB SD

AB SDA AB DA
AB SA

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

  90 .BAD⇒ =    

Ta có: ( )
BC SD

BC SDC BC DC
BC SC

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

 90BCD⇒ =  . 

Tứ giác ABCD  có:    90DAB ABC BCD= = =  ABCD⇒  là hình chữ nhật. 
Mà BA BC=  ABCD⇒  là hình vuông cạnh 3a . 
Vì ( ) ( )( ) ( )( )/ / / / , , 2AD BC AD SBC d D SBC d A SBC a⇒ ⇒ = = . 
Kẻ DH SC⊥  tại .H  
Ta có: ( )BC SDC BC DH⊥ ⇒ ⊥ . 
Mà DH SC⊥  ( )DH SBC⇒ ⊥ . 

( )( ), 2d D SBC DH a⇒ = = . 
Xét tam giác SDC  vuông tại D  có: 

2 2 2

1 1 1
DH SD DC

= + 6SD a⇒ = . 

( )2
3

.

31 1 6. . . . 6
3 3 2 2S ABC ABC

a aV S SD a⇒ = = = . 

Câu 16.   Cho tam giác OAB  đều cạnh a . Trên đường thẳng d  qua O  và vuông góc với mặt phẳng 
( )OAB  lấy điểm M  sao cho OM x= . Gọi ,  E F  lần lượt là hình chiếu vuông góc của A  trên MB  và 

OB . Gọi N  là giao điểm của EF  và d . Thể tích tứ diện ABMN  có giá trị nhỏ nhất là: 

A. 
3 2
12

a . B. 
3 3
12

a . C.
3 6
12

a . D. 
3 2
6

a . 

Lời giải 
Chọn C 



 
Do tam giác OAB  đều cạnh a F⇒  là trung điểm .

2
aOB OF⇒ =  

Ta có ( ) .
AF OB

AF MOB AF MB
AF MO

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

 

Mặt khác, MB AE⊥  Suy ra ( ) .MB AEF MB EF⊥ ⇒ ⊥  

Suy ra OBM ONF∆ ∆∽  nên 
2.

2
OB OM OB OF aON
ON OF OM x

= ⇒ = = . 

Ta có ABMN ABOM ABONV V V= +  

( )
2 2 2 2 2 2 31 1 3 3 3 6. .( ) .2 .

3 3 4 2 12 2 12 2 12OAB
a a a a a a aS OM ON x x x

x x x∆

 
= + = + = + ≥ = 

 
. 

Đẳng thức xảy ra khi 
2 2

2 2
a ax x

x
= ⇔ = . 

Câu 17.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình bình hành tâm O . Gọi I  là điểm thuộc đoạn 

SO  sao cho 1
3

SI SO= . Mặt phẳng ( )α  thay đổi đi qua B  và I . ( )α cắt các cạnh , ,SA SC SD  lần lượt 

tại , ,M N P . Gọi ,m n  lần lượt là GTLN, GTNN của .

.

S BMPN

S ABCD

V
V

. Tính m
n

. 

A. 2 . B. 7
5

. C. 9
5

. D. 8
5

. 

Lời giải 
Chọn C 

 

+) Đặt 

SA x
SM
SC y
SN

 =

 =


, ( ), 1x y ≥ . 

+) Có 2 2.3 6SB SD SO
SB SP SI

+ = = =  5SD
SP

⇒ = . 

O

A

B

D

C

S

I

PM

N



+) Có 2 6 6SOx y y x
SI

+ = = ⇔ = − , 1 5x≤ ≤ . (vì 1)y ≤  

+) . . .

. . .

1 1 1 1 1 1 1 6 3. . ( )
2 2 2 5 5 10 10 5

S BMPN S BPM S BPN

S ABCD S BDA S BDC

V V V SM SP SN SP x y
V V V SA SD SC SD x y xy xy xy

  + = + = + = + = = =     
 

(Gốc 
( ) ( )

.
2

.

1 5 12 3 3 3 .
4. .1. .5 20 5 5 6 5 6

S BMPN

S ABCD

V x y
V x y xy xy x x x x

+ + +
= = = = =

− −
) 

+) Xét ( ) ( )2

3
5 6

f x
x x

=
−

, với 1 5x≤ ≤ . +) Có ( )
( )22

3 2 6.
5 6

xf x
x x

−′ =
−

. 

+) 
( )' 0

3
1 5
f x

x
x

=
⇔ =

< <
. 

+) ( ) 31 ;
25

f =  ( ) 13
15

f =  ; ( ) 35
25

f =  

3
25
1

15

m

n

 =⇒ 
 =


 9
5

m
n

⇒ = . 

Câu 18.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy là tam giác vuông cân tại B , 3AB BC a= = ,   90SAB SCB= = °  
và khoảng cách từ điểm A  đến ( )SBC  bằng 2a . Diện tích của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC  

bằng 
A. 22 aπ . B. 28 aπ . C. 216 aπ . D. 212 aπ . 

Lời giải 

Chọn D 

 
Gọi H  là hình chiếu của S  lên ( )ABC . 

Ta có: 
BC SC

HC BC
SH BC

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. 

Tương tự AH AB⊥ . 
Và ABC∆  vuông cân tại B  nên ABCH  là hình vuông. Gọi O AC BH= ∩ , O  là tâm hình vuông.  
Dựng một đường thẳng d  qua O  vuông góc với ( )ABCH , dựng mặt phẳng trung trực của SA  qua 

trung điểm J  cắt d  tại I I⇒  là tâm mặt cầu ngoại tiếp. 
Ta hoàn toàn có //IJ SA IJ AB I⊥ ⇒ ⇒  là trung điểm SB , hay I d SC= ∩ . 

Bán kính mặt cầu ngoại tiếp: 2 2
.

3;
2 2S ABC

ar AI IJ JA IJ ΑΒ
= = + = =  

Do ( ) ( )( ) ( )( )// , ,AH SBC d A SBC d H SBC HK⇒ = = . 
( K  là hình chiếu của H  lên SC  và ( ) ( )BC SHC HK SBC⊥ ⇒ ⊥ ). 

2HK a⇒ = . Tam giác SHC  vuông tại H  6SH a⇒ = . 
Tam giác SHA  vuông tại H  3SA a⇒ = . 



2 2
.

3 3 4 12
2 2 S ABC mc

SA aJA r AI a S r aπ π= = ⇒ = = ⇒ = = . 

Câu 19.   Cho hình chóp tứ giác đều SABCD  có cạnh đáy bằng a . Gọi M  là trung điểm của AD . Biết 

khoảng cách giữa hai đường thẳng CM  và SA  bằng 
6

a
. Thể tích khối chóp SABCD bằng 

A. 
3

6
a

. B. 
3

4
a

. C. 
3

3
a

. D. 
3

12
a

. 

Lời giải 
Chọn A 

  
Gọi O  là giao điểm của AC  và BD , suy ra đường cao hình chóp là h SO . 
Gọi N  là trung điểm của cạnh BC . Suy ra CM  song song với AN   / /CM SAN . 

Suy ra:           , , , 2 ,
6

ad CM SA d CM SAN d M SAN d O SAN    . 

Từ O  hạ OP AN  tại P ; hạ OQ SP  tại Q . Khi đó ta có:   ,
2 6

ad O SAN OQ  . 

Tam giác SOP  vuông tại O  và OQ  là đường cao. Suy ra:  2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
OQ OP SO OP h

    .  

Ta có:  

2 2 2

2 2 2
5

3 12 4 4cos sin
2. .AN 5 10 102. .

22

a a a
AO AN ONNAO NAO

AO a a

  
     . 

Suy ra 

2 1.sin .
2 10 2 5

a aOP AO NAO   . 

Thay ;
2 5 2 6

a aOP OQ   vào  1 , ta được: 2 2 2

1 1 1
2

2 6 2 5

ah
ha a

   
             

. 

Suy ra 
3

21 1. . .
3 3 2 6SABCD ABCD

a aV S h a   . 

Câu 20.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại B , 3BA BC a= = . Khoảng 

cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBC  bằng 2a  và   90SAB SCB= =  . Tính thể tích khối chóp đã cho. 

A. 3a . B. 3 6a . C. 
3

2
a . D. 

3 6
2

a . 

a

Q

P

O N
M

B

CD

A

S



 
Lời giải 

Chọn D 

Giả sử ( )SD ABC⊥ . Ta chứng minh: ABCD  là hình vuông.  

Ta có: ( )
AB SD

AB SDA AB DA
AB SA

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

  90 .BAD⇒ =    

Ta có: ( )
BC SD

BC SDC BC DC
BC SC

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

 90BCD⇒ =  . 

Tứ giác ABCD  có:    90DAB ABC BCD= = =  ABCD⇒  là hình chữ nhật.Mà BA BC=  ABCD⇒  là 
hình vuông cạnh 3a . Vì ( ) ( )( ) ( )( )/ / / / , , 2AD BC AD SBC d D SBC d A SBC a⇒ ⇒ = = . 

Kẻ DH SC⊥  tại .H Ta có: ( )BC SDC BC DH⊥ ⇒ ⊥ .Mà DH SC⊥  

( )DH SBC⇒ ⊥ . ( )( ), 2d D SBC DH a⇒ = = . 

Xét tam giác SDC  vuông tại D  

có: 2 2 2

1 1 1
DH SD DC

= + 6SD a⇒ = .
( )2

3

.

31 1 6. . . . 6
3 3 2 2S ABC ABC

a aV S SD a⇒ = = = .là 

Câu 21.   Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi; hai đường chéo  và cắt 
nhau tại O; hai mặt phẳng (SAC) và (SBD) cùng vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Biết khoảng cách từ 

điểm O đến mặt phẳng (SAB) bằng , tính thể tích khối chóp S.ABCD theoa. 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn A 
+Từ giả thiết  và  vuông góc với nhau tại trung điểm O của mỗi đường 

chéo. Ta có tam giác ABO vuông tại O và ; , do đó  
Hay tam giác ABD đều. 
Từ giả thiết hai mặt phẳng (SAC) và (SBD) cùng 

vuông góc với mặt phẳng (ABCD) nên giao tuyến của 
chúng là . 

+Do tam giác ABD đều nên với H là trung điểm của AB, 
K là trung điểm của HB ta có  và 

;  và 

. 

2 3 , 2= =AC a BD a

3
4

a

33 .
3
a 3

.
3
a 37 .

3
a 33 .a

2 3; 2= =AC a BD a ,AC BD
3=AO a =BO a 060=ABD

( )⊥SO ABCD

⊥DH AB
3=DH a / /OK DH

1 3
2 2

= =
aOK DH ( )⇒ ⊥ ⇒ ⊥OK AB AB SOK



+Gọi I là hình chiếu của O lên SK ta có ; , hay OI là khoảng cách từ 
O đến mặt phẳng (SAB).  

Tam giác SOK vuông tại O, OI là đường cao  

Diện tích đáy: ; 

Đường cao của hình chóp . Thể tích khối chóp :  

Câu 22.   Cho hình chóp đều .S ABC  có đáy là tam giác đều cạnh a . Gọi ,M N  lần lượt là trung điểm 

của ,SB SC . Biết ( ) ( )AMN SBC⊥ . Thể tích khối chóp .S ABC  bằng  

A. 
3 26
24

a . B.
3 5
24

a . C. 
3 5
8

a . D. 
3 13
18

a . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi E  là trung điểm MN , K  là trung điểm BC , H  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC . 
Ta có: , ,S E K  thẳng hàng và , ,A H K  thẳng hàng. 
Ta có: SAB SAC∆ = ∆ AM AN⇒ = ⇒  tam giác AMN  cân tại A AE MN⇒ ⊥  

Ta có: 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

AMN SBC

AMN SBC MN
AE SBC

AE MN
AE AMN

⊥


∩ = ⇒ ⊥
⊥

 ⊂

 

AE SK⇒ ⊥  

Ta có: 1
2

SE SM
SK SB

= = E⇒  là trung điểm SK ⇒  tam giác SAK  cân tại A  

3
2

aAS AK⇒ = =  

Ta có: 
2 2

2 2 3 3 15
4 9 6
a a aSH SA AH= − = − = , 

2 3
4ABC

aS∆ =  

Suy ra: 
3

.
1 5.
3 24S ABC ABC

aV SH S∆= = . 

Câu 23.   Cho khối chóp .S ABCD  có đáy là hình bình hành với 3AB a= , 2AD a=  và 

1cos
9

BAD = − . 

Hai mặt phẳng ( )SAC  và ( )SBD  cùng vuông góc với mặt phẳng ( )ABCD . Tính thể tích của khối chóp 

.S ABCD  biết rằng BM DN⊥  với M  và N  lần lượt là trung điểm của các cạnh SC  và SA  

⊥OI SK ( )⊥ ⇒ ⊥AB OI OI SAB

2 2 2

1 1 1
2

⇒ = + ⇒ =
aSO

OI OK SO
24 2. . 2 3∆= = =ABCD ABOS S OAOB a

2
=

aSO .S ABCD
3

.
1 3.
3 3

= =S ABCD ABCD
aV S SO



A. 
328 5
3

a
. B. 

37 5
9

a
. C. 

328 5
9

a
. D. 

314 5
9

a
. 

Lời giải 
Đáp án C 

 
Gọi H  là tâm của hình bình hành ABCD . Ta có 
( ) ( )
( ) ( )
( )

( )
(

SAC ABCD

SBD ABCD SH ABCD

SAC SBD SH

⊥


⊥ ⇒ ⊥
 ∩ =

. 

Gọi E  là điểm đối xứng của C  qua B  và F là điểm đối xứng của A  qua D . Ta có 

( ) ( )

//
, , 90

//
BM SE

SE SF BM DN
DN SF


⇒ = = °


. 

Tứ giác BEDF  là hình bình hành suy ra H  là trung điểm của đoạn EF . 
Gọi G  là đỉnh thứ tư của hình bình hành CDFG . Xét tam giác EGF  ta có 

 ( ) ( )2 22 2 12 . .cos 6 3 2.6 .3 . 7
9

EF GE GF GE GF EGF a a a a a = + − = + − − = 
 

 

Tam giác SEF  vuông tại S  và SH  là đường trung tuyến nên 7
2 2

EF aSH = = . 

Vậy thể tích khối chóp .S ABCD  bằng 



31 1 4 5 7 28 5. .sin . 3 .2 . .
3 3 9 2 9

a aV AB AD BAD SH a a= = = . 

Câu 24.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy là tam giác vuông cân tại B , 3AB BC a= = ,   90SAB SCB= = °  

và khoảng cách từ điểm A  đến ( )SBC  bằng 2a . Diện tích của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC  

bằng 
A. 22 aπ . B. 28 aπ . C. 

216 aπ . D. 212 aπ . 

Lời giải 
Chọn D 

F 
A D 

H 

B 

N 

M 

S 

G C E 



 
Gọi H  là hình chiếu của S  lên ( )ABC . 

Ta có: 
BC SC

HC BC
SH BC

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. 

Tương tự AH AB⊥ . 
Và ABC∆  vuông cân tại B  nên ABCH  là hình vuông. Gọi O AC BH= ∩ , O  là tâm hình vuông.  
Dựng một đường thẳng d  qua O  vuông góc với ( )ABCH , dựng mặt phẳng trung trực của SA  qua 

trung điểm J  cắt d  tại I I⇒  là tâm mặt cầu ngoại tiếp. 
Ta hoàn toàn có //IJ SA IJ AB I⊥ ⇒ ⇒  là trung điểm SB , hay I d SC= ∩ . 

Bán kính mặt cầu ngoại tiếp: 2 2
.

3;
2 2S ABC

ar AI IJ JA IJ ΑΒ
= = + = =  

Do ( ) ( )( ) ( )( )// , ,AH SBC d A SBC d H SBC HK⇒ = = . 

( K  là hình chiếu của H  lên SC  và ( ) ( )BC SHC HK SBC⊥ ⇒ ⊥ ). 

2HK a⇒ = . Tam giác SHC  vuông tại H  6SH a⇒ = . 
Tam giác SHA  vuông tại H  3SA a⇒ = . 

2 2
.

3 3 4 12
2 2 S ABC mc

SA aJA r AI a S r aπ π= = ⇒ = = ⇒ = = . 

Câu 25.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh ,a  2SA a  và vuông góc với mặt 
đáy  .ABCD  Gọi M  là điểm di động trên cạnh CD  và H  là hình chiếu vuông góc của S  lên đường thẳng 

.BM  Khi điểm M  di động trên cạnh ,CD  thể tích khối chóp .S ABH  có giá trị lớn nhất bằng 

A. 
3 2 .
6

a   B. 
3 2 .
8

a   C. 
3 2 .
12

a  D. 
3 2 .
15

a  

Lời giải 
Chọn C 

 
Lấy điểm N BC  sao cho .BN CM  Dễ dàng chứng minh được .AN BM   

Gọi .H AN BM   Ta có  
BM AN

BM SAH BM SH
BM SA

      
 nên H  là hình chiếu vuông góc  

của S  lên đường thẳng .BM  
Đặt , 0 .BN CM x x a     Trong tam giác vuông ABN  có BH  là đường cao, suy ra  

2 2
,axBH

x a



 

2

2 2
.aAH

x a



 



Ta có 
3

2 2
1 . . .
2 2ABH

a xS AH BH
x a  


 

Thể tích khối chóp 
4 4 3Cosi

. 2 2
1 2 2 2. . . .
3 6 6 2 12S ABH ABH

a x a x aV S SA
axx a   


 

Dấu " "  xảy ra khi x a  hay ,  .N C M D   Chọn C 

Câu 26.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thoi; hai đường chéo 2 3 , 2AC a BD a= =  và 

cắt nhau tại .O  Hai mặt phẳng ( )SAC  và ( )SBD  cùng vuông góc với mặt phẳng ( ).ABCD  Biết khoảng 

cách từ điểm O  đến mặt phẳng ( )SAB  bằng 3 .
4

a  Tính thể tích khối chóp .S ABCD  theo .a  

A. 
33 .

3
a  B. 

3

.
3
a  C. 

37 .
3
a  D. 33 .a  

Lời giải 
Chọn A 

 
+Từ giả thiết 2 3 , 2AC a BD a= =  và ,AC BD  vuông góc với nhau tại trung điểm O  của mỗi đường 

chéo. Ta có tam giác ABO  vuông tại O  và 3, ,AO a BO a= =  do đó  60oABD =   
Hay tam giác ABD  đều. 
Từ giả thiết hai mặt phẳng ( )SAC  và ( )SBD  cùng vuông góc với mặt phẳng ( )ABCD  nên giao tuyến 

của chúng là ( )SO ABCD⊥ . 

+Do tam giác ABD  đều nên với H  là trung điểm của ,AB K là trung điểm của HB  ta có DH AB⊥  

và 3, //DH a OK DH=  và ( )1 3 .
2 2

aOK DH OK AB AB SOK= = ⇒ ⊥ ⇒ ⊥   

+Gọi I  là hình chiếu của O  lên SK  ta có ( ), ,OI SK AB OI OI SAB⊥ ⊥ ⇒ ⊥  hay OI  là khoảng cách 

từ O  đến mặt phẳng ( ).SAB  

Tam giác SOK  vuông tại ,O OI là đường cao 2 2 2

1 1 1
2
aSO

OI OK SO
⇒ = + ⇒ =   

Diện tích đáy: 24 2. . 2 3 .ABCD ABOS S OAOB a= = =  

Đường cao của hình chóp .
2
aSO =  Thể tích khối chóp .S ABCD  là: 

3

.
1 3. .
3 3S ABCD ABCD

aV S SO= =   

Câu 27.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh bằng a . Biết tam giác SBA  vuông tại 

B , tam giác SCA  vuông tại C  và khoảng cách giữa hai đường thẳng AC  và SB  bằng 3
13
a . Tính thể 

tích khối chóp .S ABC . 

A. 
3

4
a

. B. 
3 3
12

a
. C. 3a . D. 

3 3
3

a
. 



Lời giải 

Chọn B 

 

 

BC  tại Giả sử AK  vuông góc với 

K KB KC⇒ = .  

Ta có 

SAC SAB SB SC∆ = ∆ ⇒ = .  

góc của S  lên Gọi H  là hình chiếu vuông 

( )mp ABC  HB HC⇒ = . 

Ta có 

;AC HC AB HB⊥ ⊥ ⇒  ABHC  nội tiếp đường tròn 

đường kính HA . 

Suy ra , ,H K A  thẳng hàng. 

Kẻ BD  vuông góc với HC  tại D . Gọi HM SD⊥  tại ( ; ( ))M d H mp SBD HM⇒ = .  

Ta có / / ( ; ) ( ; ( )) ( ; ( ))BD AC d SB AC d AC mp SBD d C mp SBD⇒ = =   

Ta có  

0120 60
3

o aBHC KHC HC= ⇒ = ⇒ = . 

Ta có  60
2 3

o aBHD HD= ⇒ = . 

Ta có ( ; ( )) 13 ( ; ( )) ( ; ( ))
( ; ( ) 3 13

d C mp SBD CD ad H mp SDC d C mp SDC HM
d H mp SBD HD

= = ⇒ = = =   

Ta có 2 2 2

1 1 1 SH a
HM SH HD

= + ⇒ = .  

Ta có 
3

2
.

1 1 3 . 3. . . . .
3 3 4 12S ABC ABC

aV SH S a a∆= = = . 

Câu 28.   Cho tứ diện ABCD  có   90DAB CBD= = º ; ; 5; 135AB a AC a ABC= = = ° . Biết góc giữa hai 
mặt phẳng ( ) ( ),ABD BCD  bằng 30° . Thể tích của tứ diện ABCD  bằng 

A. 
3

2 3
a . B. 

3

2
a . C. 

3

3 2
a . D. 

3

6
a . 

Lời giải 

Chọn D 

3a

13
a

13

a

a

a

60°

M
H

K

D C

B

A

S



 
Dựng ( )DH ABC⊥ . 

Ta có 
BA DA

BA AH
BA DH

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. Tương tự 
BC DB

BC BH
BC DH

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. 

Tam giác AHB  có AB a= ,  o45ABH = HAB⇒∆  vuông cân tại A AH AB a⇒ = = . 
Áp dụng định lý cosin, ta có 2BC a= . 

Vậy 

21 1 2. . .sin . . 2.
2 2 2 2ABC

aS BA BC CBA a a∆ = = = . 

Dựng 
HE DA
HF DB

⊥
 ⊥

 ( )HE DAB⇒ ⊥  và ( )HF DBC⊥ . 

Suy ra ( ) ( )( ) ( )

, ,DBA DBC HE HF EHF= =  và tam giác HEF  vuông tại E . 

Đặt DH x= , khi đó 
2 2

axHE
a x

=
+

, 
2 2

2
2
xaHF
a x

=
+

. 

Suy ra 

2 2

2 2

3 2cos
4 2 2

HE x aEHF x a
HF x a

+
= = = ⇒ =

+
. 

Vậy 
31 . .

3 6ABCD ABC
aV DH S∆= = . 

Câu 29.   Cho khối chóp .S ABC , đáy  là tam giác có 

04 , 5 , 60AB a AC a BAC= = = , 

, góc giữa ( )SAB  và ( )SAC  bằng 060 . Thể tích của khối chóp đã cho bằng: 

A. 
320 39

13
a . B. 

310 13
13

a . C. 
320 13

13
a . D. 

310 39
13

a . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Ta có  ( ) ( )2 22 2 02 . .cos 4 5 2.4 .5 .cos 60 21BC AB AC AB AC BAC a a a a a= + − = + − = . 
Từ đó suy ra tam giác ABC  là tam giác nhọn và có bán kính đường tròn ngoại tiếp là  

a

a 5

A B

C
H

D

E F

ABC
 

090SBA SCA= =

5a

4a

60o

E

O

S

H

B

A

C
K

I





0

21 7
2sin 602sin

BC aR a
BAC

= = = . 

Gọi H  là hình chiếu của S  trên mặt phẳng ( )ABC .  

Khi đó ta có ( )
SH AB

AB SHB AB HB
SB AB

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. Tương tự AC HC⊥ .  

Từ đó suy ra ABHC  là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính 2 2 7HA R a= = . 
Gọi ,I K  lần lượt là hình chiếu của ,B H  trên SA  và SC . Khi đó ( )HK SAC⊥ . 

Gọi E  là giao điểm của BH  và AC . Ta có 

0. tan 4 .tan 60 4 3BE BA BAC a a= = = . 

Lại có ( ) ( )
2 22 2 2 7 4 2 3BH AH AB a a a= − = − = . 

( ) ( )
2 22 2 2 7 5 3CH AH AC a a a= − = − = . 

Suy ra 4 3 2 3 2 3HE BE BH a a a= − = − = .  

Đặt 0SH x= > , ta có 2 2 2 212SB SH BH x a= + = +  

( )
2 2

2 2 2 2

. 12 .4,
28

SB AB x a ad B SA BI
SB AB x a

+
⇒ = = =

+ +
. 

( )( ) ( )( )
2 2 2 2

. . 3; , 2. 2 2
3

BE SH CH x ad B SAC d H SAC HK
HE SH CH x a

= = = =
+ +

 

Gọi góc giữa ( )SAB  và ( )SAC  là ϕ . 

Ta có 
( )( )

( )
2 2

2 2 2 2

, 3 28sin
, 2 3 . 12

d B SAC x x a
d B SA x a x a

ϕ +
= =

+ +
 

Vì 060ϕ =  nên 
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

3 28 3 28 3 . 12
22 3 . 12

x x a x x a x a x a
x a x a

+
= ⇔ + = + +

+ +
 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 628 3 12 13 36
13
ax x a x a x a x a x⇔ + = + + ⇔ = ⇔ =   

Khi đó 

3
0

.
1 1 1 1 1 6 10 39. . . . . .sin . . 4 .5 .sin 60 .
3 3 2 3 2 1313S ABC ABC

a aV S SH AB AC BAC SH a a= = = = . 

Câu 30.   Cho khối chóp .S ABC  có đáy là tam giác cân tại A , AB a= ,  120BAC = ° ,  90SBA SCA= = ° . 

Gọi α  là góc giữa hai mặt phẳng ( )SAB  và ( )SAC . Khi 
3cos
4

=α  thì thể tích khối chóp đã cho bằng 

A. 33a . B. 3a . C. 
33

4
a . D. 

3

4
a . 

Lời giải 
Chọn D 



 
Kẻ ( ) ( ),SH ABC H ABC⊥ ∈  suy ra SH AB⊥  và SH AC⊥ . 

Khi đó ta có ( )
SH AB

AB SBH AB BH
SB AB

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

Chứng minh tương tự ta có AC CH⊥  suy ra tứ giác ABHC  nội tiếp đường tròn đường kính AH . Do 
đó góc BHC  bằng 60° . 

Dễ thấy AHB AHC HB HC∆ = ∆ ⇒ =  nên HBC∆  đều. 
ABC∆  cân tại A  có , 120AB a BAC= = °  suy ra 2 23BC a= .  

Do đó 2 2 2 23HB HC BC a= = = . 
Dễ thấy SHB SHC SB SC∆ = ∆ ⇒ =  nên SAB SAC∆ = ∆ . 
Trong mặt phẳng ( )SAB  kẻ ( ),BK SA K SA⊥ ∈ . 

Trong mặt phẳng ( )SAC  kẻ ( )1 1,CK SA K SA⊥ ∈ .  

Xét hai tam giác vuông KAB∆  và 1K AC∆  có AB AC= , 

1BAK CAK=  (vì SAB SAC∆ = ∆ ) suy ra 

1 1KAB K AC AK AK∆ = ∆ ⇒ =  mà K  và 1K  nằm giữa S  và A  nên 1K K≡ .  
Từ đó ta có CK SA⊥  và BK CK= . 

Do đó cos cos BKCα =
2 2 2 3

2 . 4
BK CK BC

BK CK
+ −

⇔ = ( )
2 2

2

2 3 1
42

BK BC
BK
−

⇔ = . 

Đặt ( ), 0 .SH x x= >  

Xét SHB∆  có 2 2 2 2 23SB SH HB a x= + = + . 

Xét SAB∆  vuông tại B  có 2 2 2

1 1 1
BK BA BS

= + 2 2 2 2

1 1 1
3BK a a x

⇒ = +
+

( )2 2 2
2

2 2

3

4

a a x
BK

a x

+
⇒ =

+
. 

Thay vào ( )1  ta có 

( )

( )

2 2 2
2

2 2

2 2 2

2 2

2 3
3 34

42 3

4

a a x
a

a x
a a x

a x

+
−

+ =
+

+

3x a⇔ = . 

Vậy thể tích khối chóp .S ABC  là 

3
21 1 1 1. . . . .sin . 3. . sin120

3 2 3 2 4
aSH AB AC BAC a a= ° = . 

Câu 31.   Khối chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thoi cạnh a . = = =SA SB SC a , Cạnh SD  thay đổi. 
Thể tích lớn nhất của khối chóp .S ABCD  là: 

A. 
3

8
a . B. 

3

4
a . C. 

33
8
a . D. 

3

2
a . 

Lời giải 
Chọn D 



 
Khi SD  thay đổi thi AC  thay đổi. Đặt =AC x . Gọi = ∩O AC BD . 

Vì = =SA SB SC  nên chân đường cao SH  trùng với tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC ⇒ ∈H BO . 

Ta có 
2 2 2 2 2

2 4 4
2 4 2

− − = − = = 
 

x a x a xOB a  

2 2 2 21 1 4 4. .
2 2 2 4

− −
= = =ABC

a x x a xS OB AC x  

2 2

2 2 2 2

. .
4 4 44.

4

= = = =
− −ABC

a a x a x aHB R
S x a x a x

. 

4 2 2
2 2 2

2 2 2 2

3
4 4

−
= − = − =

− −

a a a xSH SB BH a
a x a x

 

2 2 2 2

. . 2 2

1 2 3 42 2. . . .
3 3 44

− −
= = =

−
S ABCD S ABC ABC

a a x x a xV V SH S
a x

 

( )
2 2 2 3

2 21 1 3. 3
3 3 2 2

 + −
= − ≤ = 

 

x a x aa x a x a  

Câu 32.   Cho hình chóp .S ABCD  có ABCD là hình thang vuông tại đỉnh A và D. 
Biết độ dài 4 , 3 , 5AB a AD a CD a= = =  và tam giác SBC  đều và góc giữa mặt phẳng SBC  và 

( )ABCD  bằng 060 .Thể tích khối chóp .S ABCD  tính theo a bằng: 

A. 
327 10

8
a

. B. 
327 10

4
a

. C. 
327

8
a

. D. 
327

4
a

. 

Lời giải 

Chọn A 
Ta có 5BD CD a= =  nên tam giác cân BCD  tại D 
Kẻ DM BC⊥ , mà tam giác SBC đều,nên SM BC⊥  Suy 

ra ( ) ( ) ( )SDM BC SDM ABCD⊥ ⇒ ⊥   
Kẻ ( )SH DM SH ABCD⊥ ⇒ ⊥  
Ta có góc giữa mặt phẳng SBC  và ( )ABCD  bằng góc  060SMH =  

3
0

.
1 1 27 10. . . in 60 . .
3 3 2 8S ABCD ABCD

AB CD aV SH S SM S AD+ = = = 
 

 

x
a

O

A

S

D C

B

H



Câu 33.   Cho hình chóp .S ABCD  có ABCD là hình thang vuông tại đỉnh A và D. 
Biết độ dài 4 , 3 , 5AB a AD a CD a= = =  và tam giác SBC  đều và góc giữa mặt phẳng SBC  và 

( )ABCD  bằng 060 .Thể tích khối chóp .S ABCD  tính theo a bằng: 

A. 
327 10

8
a

. B. 
327 10

4
a

. C. 
327

8
a

. D. 
327

4
a

. 

Lời giải 

Chọn C 
Ta có 5BD CD a= =  nên tam giác cân BCD  tại D 
Kẻ DM BC⊥ , mà tam giác SBC đều,nên SM BC⊥  Suy 

ra ( ) ( ) ( )SDM BC SDM ABCD⊥ ⇒ ⊥   
Kẻ ( )SH DM SH ABCD⊥ ⇒ ⊥  
Ta có góc giữa mặt phẳng SBC  và ( )ABCD  bằng góc  060SMH =  

3
0

.
1 1 27 10. . . in 60 . .
3 3 2 8S ABCD ABCD

AB CD aV SH S SM S AD+ = = = 
 

 

Câu 34.   Cho tứ diện ABCD có 
90 ; ; 5; 135O oDAB CBD AB a AC a ABC= = = = = . Biết góc giữa 

hai mặt phẳng ( ) ( ),ABD BCD bằng 30o . Thể tích của tứ diện ABCD bằng 

A. 
3

2 3
a

. B. 
3

2
a

. C. 
3

3 2
a

. D. 
3

6
a . 

Lời giải 

Chọn D 
 

Dựng  DH ABC  

Ta có 
BA DA

BA AH
BA DH

    
. 

Tương tự 
BC DB

BC BH
BC DH

    
 

Tam giác AHB  có 
, oAB a ABH HAB  45 vuông 

cân tại A AH AB a    
Áp dụng định lý cosin, ta có 

BC a 2 . 
Vậy 

. . .sin . . .ABC

aS BA BC CBA a a   
21 1 2

2
2 2 2 2

 

Dựng  
HE DA

HE DAB
HF DB

    
và  HF DBC . 

Suy ra , ,DBA DBC HE HF EHF  và tam giác EHF vuông tại E  

Đặt ,DH x khi đó ,ax axHE HF
a x a x

 
 2 2 2 2

2

2
 



Suy ra cos HE x aEHF x a
HF x a


    



2 2

2 2

3 2
4 2 2

 

Vậy . .ABCD ABC

aV DH S 
31

3 6
. 

Câu 35.   Cho khối chóp .S ABC  có   

060ASB BSC CSA= = = , , 2 , 4SA a SB a SC a= = = . Tính thể tích 
khối chóp .S ABC  theo a . 

A. 
32 2

3
a . B. 

32
3
a . C. 

34 2
3

a . D. 
38 2

3
a . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Lấy ,E SB F SC∈ ∈ , thỏa mãn: SE SF a= = . Suy ra 1 1,

2 4
SE SF
SB SC

= = . 

Theo giả thiết   

060ASB BSC CSA= = = , suy ra .S AEF  là khối tứ diện đều cạnh a . 

Suy ra 
3

.
2
12S AEF

aV = . Mặt khác: .

.

1. .
8

S AEF

S ABC

V SA SE SF
V SA SB SC

= =
3

. .
2 28

3S ABC S AEF
aV V⇒ = = . 

Câu 36.   Cho hình lập phương . ' ' ' 'ABCD A B C D  có O và 'O  lần lượt là tâm của hình vuông ABCD và 
' ' ' 'A B C D . Gọi 1V  là thể tích khối nón tròn xoay có đỉnh là trung điểm của 'OO  và đáy là đường tròn 

ngoại tiếp hình vuông ' ' ' 'A B C D , 2V  là thể tích khối trụ tròn xoay có hai đáy là hai đường tròn nội tiếp 

hình vuông ABCD và ' ' ' 'A B C D . Tỉ số thể tích 1

2

V
V

 là 

A. 1
2

  B. 3
4

  C. 1
4

  D. 1
3

  

Lời giải 
Chọn D 

Câu 37.   Đặt cạnh của hình lập phương làa. 
Khối nón tròn xoay có đỉnh là trung điểm của 'OO  và đá là đường tròn ngoại tiếp hình vuông 

' ' ' 'A B C D  có chiều cao 
2
ah =  bán kính đáy 2

2
ar =  

3
2

1
1
3 12

aV r h ππ⇒ = = . 

Khối trụ tròn xoay có hai đáy là hai đường tròn nội tiếp hình vuông ABCD  và ' ' ' 'A B C D  có chiều 

cao h a=  bán kính đáy 
3

2
12 4

a ar V r h ππ= ⇒ = = . Do đó 1

2

1
3

V
V

= . 



Câu 38.   Cho hình chóp .S ABC , có ( )5 cmAB = , ( )6 cmBC = , ( )7 cmAC = . Các mặt bên tạo với đáy 

một góc 60° . Thể tích của khối chóp bằng 

A. ( )3105 3 cm
2

. B. ( )335 3 cm
2

. C. ( )324 3 cm . D. ( )38 3 cm . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi H  là hình chiếu vuông góc của S  xuống mặt phẳng ( )ABC  và I , J , K  là hình chiếu vuông góc 

của H  lên các cạnh BC , CA , AB  
Ta có ( )SH ABC⊥ ; HI BC⊥ , HJ CA⊥ , HK AB⊥   

( ) ( )( ) ,SBC ABC SIH⇒ = ; ( ) ( )( ) ,SCA ABC SJH= , ( ) ( )( ) ,SAB ABC SKH= . 

Mà các mặt bên tạo với đáy 1 góc 60°  nên    60SIH SJH SKH= = = ° . 
SHI SHJ SHK⇒∆ = ∆ = ∆  (cạnh huyền – góc nhọn) 

HI HJ HK⇒ = =  H⇒  là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC  

Mặt khác ( )( )( )ABCS p p BC p CA p AB= − − − , với 9
2

AB BC CAp + +
= =  

( )26 6 cmABCS⇒ = . 

Mà 2 6
3ABCS pr r= ⇒ =

2 6
3

HI HJ HK⇔ = = = . 

Tam giác SHI  vuông tại H  có ( ). tan 60 2 2 cmSH HI= ° = . 

Khi đó ( )3
.

1 . 8 3 cm
3S ABC ABCV S SH= = . 

Câu 39.   Cho tứ diện ABCD  có    90ABC BCD CDA= = = ° , ,BC CD a= =  2AD a= . Góc giữa hai mặt 
phẳng ( )ABC  và ( )ACD  bằng 

A. 60° . B. 30° . C. 45° . D. 90° . 

Lời giải 

Chọn A 

 
  

 

 

 

 

S

A

B

C

I

J

K H
60°

   

 60°



 
Gọi E  là hình chiếu của A  lên mặt phẳng ( )BCD . 

Kết hợp đề bài 
BC AB

BC BE
BC AE

⊥ 
⇒ ⊥⊥ 

; 
CD AD

CD ED
CD AE

⊥ 
⇒ ⊥⊥ 

 và BC CD a= = . 

Suy ra tứ giác BCDE  là hình vuông cạnh a . 
Khi đó 2 2AE AD ED a= − =  
Gọi ,H K  lần lượt là hình chiếu của E  lên ( ) ( ),ABC ACD  thì ( ) ( ),EH ABC EK ACD⊥ ⊥  nên góc 

tạo bởi hai mặt phẳng ( )ABC  và ( )ACD  là góc ( ),EH EK  

Nhận xét 2 tam giác SEB  và SED  là vuông cân tại E  nên 2
2

aEH EK= = ; 2
2 2

BD aHK = =  suy 

ra tam giác EHK  đều. 
Vậy số đo góc tạo bởi hai mặt phẳng ( )ABC  và ( )ACD là 60° . 

Câu 40.   Cho khối chóp ABCS.  có đáy  là tam giác vuông cân tại , . Khoảng 
cách từ  đến  bằng 2a. Khi đó thể tích khối chóp  nhỏ nhất bằng 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi  là trung điểm của . Chọn là điểm đối xứng với  qua  
Do là tam giác vuông cân tại  nên tứ giác là hình vuông.  

Do . Tương tự . Vậy hình chóp có đường cao là  

a

a

a 2

CB

D

A

a 2

a

a

K

C

E
D

B

A

H

ABC A   90SBA SCA= = 

C )(SAB ABCS.

32 3a 33a
2

33a
6

3a

O BC D A O
ABC A ABCD

SDAB
SBAB
BDAB

⊥⇒




⊥
⊥ SDAC ⊥ ABCDS. SD



Do . Dựng . Ta có 
.  

Đặt  

Đặt ; ;  

Ta có   

Đặt  

Ta có bảng biến thiên: 

 

Vậy hình chóp  có thể tích nhỏ nhất bằng . Đáp án A 

Câu 41.   Cho khối chóp ABCS.  có đáy  là tam giác vuông cân tại , . Khoảng 
cách từ  đến  bằng 2a. Khi đó thể tích khối chóp  nhỏ nhất bằng 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi  là trung điểm của . Chọn là điểm đối xứng với  qua  
Do là tam giác vuông cân tại  nên tứ giác là hình vuông.  

Do . Tương tự . Vậy hình chóp có đường cao là  

Do . Dựng . Ta có 
.  

aSABDdSABCdSABDC 2))(,())(,()//( ==⇒ ( )SBHSABDHSBDH ∈⊥⇒⊥ )(
aDHSABDdSABCd 2))(,())(,( ===

)0;0(; >>== hxhSDxAB
22

22
2

222 4

411
4

1

ah

xax
hxa −

=⇒+=⇒

)0( 〉= xxSD 22 xaSBSC +==
22

22

2 xa
axaCIBI

+

+
==

22

3
22

. 43
2.

6
1

ah
haxhV ABCS −

==







−=

=
⇔=⇒

−
−

=⇒
−

=
)(32

32
0)(

)4(
)12()(

4
)( '

222

222
'

22

3

loaiah

ah
hf

ah
ahhhf

ah
hhf

ABCS. 32 3a

ABC A   90SBA SCA= = 

C )(SAB ABCS.

32 3a 33a
2

33a
6

3a

O BC D A O
ABC A ABCD

SDAB
SBAB
BDAB

⊥⇒




⊥
⊥ SDAC ⊥ ABCDS. SD

aSABDdSABCdSABDC 2))(,())(,()//( ==⇒ ( )SBHSABDHSBDH ∈⊥⇒⊥ )(
aDHSABDdSABCd 2))(,())(,( ===



Đặt  

Đặt ; ;  

Ta có   

Đặt  

Ta có bảng biến thiên: 

 

Vậy hình chóp  có thể tích nhỏ nhất bằng . Đáp án A 

Câu 42.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy là tam giác vuông cân tại B , 3AB BC a= = ,   90SAB SCB= = °  

và khoảng cách từ điểm A  đến ( )SBC  bằng 2a . Diện tích của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC  

bằng 
A. 22 aπ . B. 28 aπ . C. 216 aπ . D. 212 aπ . 

Lời giải 

Chọn D 

 
Gọi H  là hình chiếu của S  lên ( )ABC . 

Ta có: 
BC SC

HC BC
SH BC

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. 

Tương tự AH AB⊥ . 
Và ABC∆  vuông cân tại B  nên ABCH  là hình vuông. Gọi O AC BH= ∩ , O  là tâm hình vuông.  
Dựng một đường thẳng d  qua O  vuông góc với ( )ABCH , dựng mặt phẳng trung trực của SA  qua 

trung điểm J  cắt d  tại I I⇒  là tâm mặt cầu ngoại tiếp. 
Ta hoàn toàn có //IJ SA IJ AB I⊥ ⇒ ⇒  là trung điểm SB , hay I d SC= ∩ . 

)0;0(; >>== hxhSDxAB
22

22
2

222 4

411
4

1

ah

xax
hxa −

=⇒+=⇒

)0( 〉= xxSD 22 xaSBSC +==
22

22

2 xa
axaCIBI

+

+
==

22

3
22

. 43
2.

6
1

ah
haxhV ABCS −

==







−=

=
⇔=⇒

−
−

=⇒
−

=
)(32

32
0)(

)4(
)12()(

4
)( '

222

222
'

22

3

loaiah

ah
hf

ah
ahhhf

ah
hhf

ABCS. 32 3a



Bán kính mặt cầu ngoại tiếp: 2 2
.

3;
2 2S ABC

ar AI IJ JA IJ ΑΒ
= = + = =  

Do ( ) ( )( ) ( )( )// , ,AH SBC d A SBC d H SBC HK⇒ = = . 

( K  là hình chiếu của H  lên SC  và ( ) ( )BC SHC HK SBC⊥ ⇒ ⊥ ). 

2HK a⇒ = . Tam giác SHC  vuông tại H  6SH a⇒ = . 
Tam giác SHA  vuông tại H  3SA a⇒ = . 

2 2
.

3 3 4 12
2 2 S ABC mc

SA aJA r AI a S r aπ π= = ⇒ = = ⇒ = = . 

Câu 43.   Cho lăng trụ tam giác  có , góc giữa đường thẳng  và  bằng 

, tam giác  vuông tại  và góc . Hình chiếu vuông góc của điểm  lên  

trùng với trọng tâm của . Thể tích của khối tứ diện  theo  bằng 

A. 
313 .

108
a  B. 

37 .
106

a  C. 
315 .

108
a  D. 

39 .
208

a  

Lời giải 
Chọn D 
Gọi  là trung điểm của  

và là trọng tâm của . 

 . 

 

Xét  vuông tại , có  

. (nửa tam giác đều)  

Đặt . Trong  vuông tại  có  

 tam giác  là nữa tam giác đều  

Do  là trọng tâm . 

Trong  vuông tại :  

. ' ' 'ABC A B C 'BB a= 'BB ( )ABC

60° ABC C  60BAC = ° 'B ( )ABC

ABC∆ '.A ABC a

,M N ,AB AC

G ABC∆

( )'B G ABC⊥ ( )( )  0', ' 60BB ABC B BG⇒ = =

'.
1 1. . ' . . . '
3 6A ABC ABCV S B G AC BC B G∆= =

'B BG∆ G 

0' 60B BG =

3'
2

aB G⇒ =

C'

A'

GM N

B

A

C

B'

2AB x= ABC∆ C 

060BAC =

⇒ ABC ,  3
2

ABAC x BC x⇒ = = =

G ABC∆ 3 3
2 4

aBN BG⇒ = =

BNC∆ C 2 2 2BN NC BC= +

60°

60°



 

Vậy, . 

Câu 44.   Cho hình chóp  có tam giác  nhọn và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt 

đáy , tam giác  vuông tại  có . Mặt bên  và  cùng tạo 

với đáy góc bằng nhau và bằng . Thể tích của khối chóp  theo  là: 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn D  

 
+ Theo đề  theo giao tuyến . Dựng . 

+  vuông nên . 

. 

+ Dựng . 
. 

 là hình vuông. Đặt  . 

 vuông nên . 

 vuông nên . 

Từ  và : . 

Câu 45.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại B , 3BA BC a= = . Khoảng 

cách từ A  đến mặt phẳng ( )SBC  bằng 2a  và   90SAB SCB= =  . Tính thể tích khối chóp đã cho. 

A. 3a . B. 3 6a . C. 
3

2
a . D. 

3 6
2

a . 

2 2 2
2 2

3
2 139 9 33

16 4 52 2 13 3 3
2 13

aAC
a x a ax x x

aBC

 =⇔ = + ⇔ = ⇒ = ⇒ 
 =

3

'
1 3 3 3 3 9. . .
6 2 2082 13 2 13A ABC

a a a aV = =

.S ABC SAB

( )ABC ABC C , 30= = °AC a ABC ( )SAC ( )SBC

60° .S ABC a
3

2(1 5)
aV =
+

33
2(1 3)

aV =
+

32
1 3

aV =
+

32
2(1 2)

aV =
+

30°

Q

A C

B

S

H

P

( ) ( )SAB ABC⊥ AB ( )SH AB SH SAB⊥ ⇒ ⊥

ABC∆ tan30 3° = ⇒ =
AC BC a
BC

21 3. (1)
2 2ABC

aS AC BC∆ = =

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0, , , 60HP AC HQ BC SPH SQH SAC ABC SBC ABC⊥ ⊥ ⇒ = = = =

SPH SQH HP HQ⇒∆ = ∆ ⇒ =

HPCQ⇒ ,0 3HQ x x a= < < 3QB a x⇒ = −

HQB∆ 3tan 60 3 3
3 1

° = ⇒ = − ⇒ = =
+

QB ax a x x HQ
HQ

SHQ∆ 3tan 60 (2)
3 1

° = ⇒ =
+

SH aSH
HQ

(1) (2)
( )

33
2 3 1

aV =
+



 
Lời giải 

Chọn D 

Giả sử ( )SD ABC⊥ . Ta chứng minh: ABCD  là hình vuông.  

Ta có: ( )
AB SD

AB SDA AB DA
AB SA

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

  90 .BAD⇒ =    

Ta có: ( )
BC SD

BC SDC BC DC
BC SC

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

 90BCD⇒ =  . 

Tứ giác ABCD  có:    90DAB ABC BCD= = =  ABCD⇒  là hình chữ nhật.Mà BA BC=  ABCD⇒  là 
hình vuông cạnh 3a . Vì ( ) ( )( ) ( )( )/ / / / , , 2AD BC AD SBC d D SBC d A SBC a⇒ ⇒ = = . 

Kẻ DH SC⊥  tại .H Ta có: ( )BC SDC BC DH⊥ ⇒ ⊥ .Mà DH SC⊥  

( )DH SBC⇒ ⊥ . ( )( ), 2d D SBC DH a⇒ = = . 

Xét tam giác SDC  vuông tại D  

có: 2 2 2

1 1 1
DH SD DC

= + 6SD a⇒ = .
( )2

3

.

31 1 6. . . . 6
3 3 2 2S ABC ABC

a aV S SD a⇒ = = = .là 

Câu 46.   Cho hình chóp .S ABC  có SA vuông góc với mặt đáy, SA BC=  và  120BAC = ° . Hình chiếu 
vuông góc của A  lên các cạnh SB  và SC  lần lượt là M  và N . Góc giữa hai mặt phẳng ( )ABC  

và ( )AMN  bằng 

A. 45° . B. 60° . C. 15° . D. 30° . 

Lời giải 

Chọn A 



 
Gọi O  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC  có đường kính là AD . 
Khi đó tam giác ABD  vuông tại B  AB BD⇒ ⊥ . 

Ta có ( ) BD AM
AB BD

BD SAB
SA BD

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

Ta có ( )
BD AM

AM SBD AM SD
SB AM

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

Tương tự, ta chứng minh được AN SD⊥ . 

Do đó ( )SD AMN⊥ suy ra ( ) ( )( ) ( )

, ,ABC AMN SA SD ASD= = . 

Xét tam giác SAD  vuông tại A  có tan ADASD
SA

= . 

Với 32 2
sin120 3ABC

BCAD R SA∆= = =
°

. 

Do đó  

3tan 30
3

ASD ASD= ⇒ = °  ( ) ( )( ), 30ABC AMN⇒ = ° . 

Câu 47.   Cho x , y là các số thực dương. Xét khối chóp .S ABC  có SA x= , BC y= , các cạnh còn lại 
đều bẳng 1. Khi x , y  thay đổi, thể tích khối chóp .S ABC  có giá trị lớn nhất bằng? 

A. 2
12

. B. 
1
8

. C. 3
8

. D. 2 3
27

. 

Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi M , N  lần lượt là trung điểm của SA  và BC . Vì tam giác SAB , SAC  lần lượt cân tại B  và C  

nên ,BM SA CM SA⊥ ⊥ . Suy ra, ( )SA BMC⊥ . 

x

1

11

y

M

N

S

A

B

C



Ta có: . .S MBC S AMBCV V=  nên . . . .
22 . .
3S ABC S MBC S AMBC S MBC MBCV V V V SM S∆= + = = . 

Ta có: 
2

1
4
xBM CM= = − , tam giác BCM cân tại M  nên 

2 2

1
4 4
x yMN = − − . 

2 2 2 2 2 2

.
2 1 2. . 1 . 1
3 2 2 4 4 3 4 4 4 4S ABC

x x y x y x yV y
 

= − − = − − 
 

. 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 
2 2 2 2 2 2 2 2

31 3 . . 1
4 4 4 4 4 4 4 4
x y x y x y x y   

+ + − − ≥ − −   
   

 

2 2 2 2 1. 1
4 4 4 4 27
x y x y 

⇒ − − ≤ 
 

 dấu “ = ” xảy ra khi và chỉ khi 
2
3

x y= = . 

Vậy thể tích khối chóp .S ABC  lớn nhất bằng .
2 1 2 3.
3 2727S ABCV = =  

Câu 48.   Cho x , y là các số thực dương. Xét khối chóp .S ABC  có SA x= , BC y= , các cạnh còn lại 
đều bẳng 1. Khi x , y  thay đổi, thể tích khối chóp .S ABC  có giá trị lớn nhất bằng? 

A. 2
12

. B. 
1
8

. C. 3
8

. D. 2 3
27

. 

Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi M , N  lần lượt là trung điểm của SA  và BC . Vì tam giác SAB , SAC  lần lượt cân tại B  và C  

nên ,BM SA CM SA⊥ ⊥ . Suy ra, ( )SA BMC⊥ . 

Ta có: . .S MBC S AMBCV V=  nên . . . .
22 . .
3S ABC S MBC S AMBC S MBC MBCV V V V SM S∆= + = = . 

Ta có: 
2

1
4
xBM CM= = − , tam giác BCM cân tại M  nên 

2 2

1
4 4
x yMN = − − . 

2 2 2 2 2 2

.
2 1 2. . 1 . 1
3 2 2 4 4 3 4 4 4 4S ABC

x x y x y x yV y
 

= − − = − − 
 

. 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 
2 2 2 2 2 2 2 2

31 3 . . 1
4 4 4 4 4 4 4 4
x y x y x y x y   

+ + − − ≥ − −   
   

 

2 2 2 2 1. 1
4 4 4 4 27
x y x y 

⇒ − − ≤ 
 

 dấu “ = ” xảy ra khi và chỉ khi 
2
3

x y= = . 

Vậy thể tích khối chóp .S ABC  lớn nhất bằng .
2 1 2 3.
3 2727S ABCV = =  

x

1

11

y

M

N

S

A

B

C



Câu 49.   Cho hình chóp  có , đáy  là hình thoi có cạnh bằng  và 

. Biết rằng góc giữa hai mặt phẳng  và  bằng . Tính thể tích  của khối 

chóp . 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 

 
Gọi  là điểm đối xứng của  qua ,  là trung điểm của . 
Ta có  đều 

 

Do đó . 

Vậy thể tích khối chóp  là . 

Câu 50.   Cho lăng trụ đứng . ' ' 'ABC A B C có 

01, 2, ' 3, 120AB AC AA BAC= = = = . Gọi ,M N lần lượt là 
các điểm trên cạnh ', 'BB CC sao cho 3 ' , 2 'BM B M CN C N= = . Tính khoảng cách từ M  đến mặt phẳng 
( ' )A BN  ? 

A. 9 138 .
184

  B. 3 138 .
46

 C. 9 3 .
16 46

 D. 9 138 .
46

 

Lời giải 
Chọn A 

 

Ta có 

2 2 2 2 22. . cos 1 2 2.1.2.cos120 7.BC AB AC AB AC BAC °= + − = + − =  Suy ra 7BC = . 

Ta cũng có 

22 2 2 2 21 7 2 2cos ,
2. .BC 2.1. 7 7

AB BC ACABC
AB

+ − + −
= = =  suy ra 

2cos ' '
7

A B C = . 

.S ABCD  SC ABCD ABCD 3a
 120ABC    SAB  ABCD 45 V

.S ABCD
33 3

4
aV  3 3V a

3

4
aV 

33 3
8

aV 

IB

D C

A

S

E

E A B I BE
BCE

 
 

BE IC
BE SIC BE SI

SC ABCD BE SC

        

     

3, 45
2

aSAB ABCD SIC SC IC    

.S ABCD
2 31 1 3 3. .2. .

3 3 4 2 4ABCD
a a aV S SC  



Gọi ' 'D BN B C= ∩  suy ra ' ' 1 ,
' ' 3

DC C N
DB B B

= =  nên 3 3 7' ' ' .
2 2

DB B C= =   

Từ đó, ta có 



2

2 2 2 2 3 7 3 7 2 43' ' ' ' 2 ' '. ' .cos ' ' 1 2.1. . .
2 2 47

A D A B B D A B B D A B D
 

= + − = + − =  
 

  

Hay 43' .
2

A D =   

Kẻ ' 'B E A D⊥  và ' .B H BE⊥  suy ra ( )' ' ,B H A BN⊥  do đó ( )( )'; ' ' .d B A BN B H=   

Từ  

2 3cos ' ' sin ' ' .
7 7

A B C A B C= ⇒ =   

Do đó 

' 'D
1 1 3 7 3 3 3. ' '. ' .sin ' ' .1. . .
2 2 2 47A BS A B B D A B D= = =   

' '

3 32.2 3 34' .
' 43 43

2

A B DSB E
A D

= = =   

22 2 2 2

1 1 1 1 1 46 27' .
' ' ' 3 27 463 3

43

B H
B H B E BB

= + = + = ⇒ =
 
 
 

  

Từ 3 'BM B M=  suy ra 

( )( ) ( )( )3 3 3 27 9 138; ' '; 'BN . ' . .
4 4 4 46 184

d M A BN d B A B H= = = =   

Câu 51.   Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho điểm (1;2;3)M . Gọi ( )P  là mặt phẳng đi qua điểm 
M và cách gốc tọa độ O một khoảng lớn nhất, mặt phẳng ( )P  cắt các trục tọa độ tại các điểm , ,A B C . 
Tính thể tích khối chóp .O ABC . 

A. 1372 .
9

 B. 686 .
9

 C. 524 .
3

 D. 343.
9  

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi H là hình chiếu của O  lên mp ( )P  
Tam giác OHM  có ,OH OM H≤ ∀ . 
Khi đó ( )( ),d O P OH=  lớn nhất khi M H≡ , hay ( )OM P⊥ . 

Mp ( )P  đi qua M  và nhận ( )1;2;3OM =


 làm véc tơ pháp tuyến, 
phương trình ( )P : 2 3 14 0x y z+ + − = . 



( )P  cắt Ox ; Oy ; Oz  lần lượt tại ( )14;0;0A , ( )0;7;0B , 140;0;
3

C  
 
 

 

Thể tích .
868
9O ABCV = . 

Câu 52.   Cho hình chóp .S ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh ,a SA a=  và SA vuông góc với đáy. 
Gọi M  là trung điểm ,SB N thuộc cạnh SD  sao cho 2SN ND= . Tính thể tích V  của khối tứ diện 
ACMN  ? 

A. 31 .
12

V a=  B. 31 .
6

V a=  C. 31 .
8

V a=  D. 31 .
36

V a=  

Lời giải 
Chọn A 

Cách 1. Ta có 
3

.
1 .
3 3S ABCD ABCD

aV SA S= =   

3
21 1 1 1. . .

3 3 3 2 18NDAC DAC
aV NH S a a∆

 = = = 
 

  

3
21 1 1. . .

3 3 2 2 12MABC ABC
a aV MK S a∆
 = = = 
 

  

( )( )
31 , .

3 18SMN
ad A SMN S∆ =   

Suy ra 
31 1 2 1. . .

3 3 3 2 2 18NSAM SAM
a aV NL S a a∆

 = = = 
 

  

Mặt khác ( )( ) ( )( )
3

.
1 1, . , .
3 3 18C SMN SMN SMN

aV d C SMN S d A SMN S∆ ∆= = =   

Vậy 
3 3 3 3 3

3
.

1
3 18 18 12 18 12ACMN S ABCD NSAM NADC MABC SCMN
a a a a aV V V V V V a= − − − − = − − − − =   

 
Cách 2. Gọi O là giao điểm của AC và BD 

Ta có 
3

.
1 . .
3 3S ABCD ABCD

aV SA S= =  Vì OM//SD nên ( )/ /SD AMC   

Do đó ( )( ) ( )( ) ( )( ); ; ;d N AMC d D AMC d B AMC= =   
3

. . . . .
1
4 12ACMN N MAC D MAC B MAC M BAC S ABCD

aV V V V V V⇒ = = = = = =   

(do ( )( ) ( )( )1; ;
2

d M ABC d S ABC=  và 1
2ABC ABCDS S∆ = ) 

Câu 53.   Cho lăng trụ đứng . ' ' 'ABC A B C có 

01, 2, ' 3, 120AB AC AA BAC= = = = . Gọi ,M N lần lượt là 
các điểm trên cạnh ', 'BB CC sao cho 3 ' , 2 'BM B M CN C N= = . Tính khoảng cách từ M  đến mặt phẳng 
( ' )A BN  ? 



A. 9 138 .
184

  B. 3 138 .
46

 C. 9 3 .
16 46

 D. 9 138 .
46

 

Lời giải 
Chọn A 

 

Ta có 

2 2 2 2 22. . cos 1 2 2.1.2.cos120 7.BC AB AC AB AC BAC °= + − = + − =  Suy ra 7BC = . 

Ta cũng có 

22 2 2 2 21 7 2 2cos ,
2. .BC 2.1. 7 7

AB BC ACABC
AB

+ − + −
= = =  suy ra 

2cos ' '
7

A B C = . 

Gọi ' 'D BN B C= ∩  suy ra ' ' 1 ,
' ' 3

DC C N
DB B B

= =  nên 3 3 7' ' ' .
2 2

DB B C= =   

Từ đó, ta có 



2

2 2 2 2 3 7 3 7 2 43' ' ' ' 2 ' '. ' .cos ' ' 1 2.1. . .
2 2 47

A D A B B D A B B D A B D
 

= + − = + − =  
 

  

Hay 43' .
2

A D =   

Kẻ ' 'B E A D⊥  và ' .B H BE⊥  suy ra ( )' ' ,B H A BN⊥  do đó ( )( )'; ' ' .d B A BN B H=   

Từ  

2 3cos ' ' sin ' ' .
7 7

A B C A B C= ⇒ =   

Do đó 

' 'D
1 1 3 7 3 3 3. ' '. ' .sin ' ' .1. . .
2 2 2 47A BS A B B D A B D= = =   

' '

3 32.2 3 34' .
' 43 43

2

A B DSB E
A D

= = =   

22 2 2 2

1 1 1 1 1 46 27' .
' ' ' 3 27 463 3

43

B H
B H B E BB

= + = + = ⇒ =
 
 
 

  

Từ 3 'BM B M=  suy ra 

( )( ) ( )( )3 3 3 27 9 138; ' '; 'BN . ' . .
4 4 4 46 184

d M A BN d B A B H= = = =   

Câu 54.   Cho hình lăng trụ đều  có tất cả các cạnh bằng . Gọi  lần lượt là trung điểm 

 và  đường thẳng  cắt đường thẳng  tại , đường thẳng  cắt đường thẳng  
tại  Thể tích khối đa diện  bằng 

A. 3
6

. B. 3
2

. C. 3
3

. D. 3
12

. 

.ABC A B C′ ′ ′ 1 ,E F
AA′ ,BB′ CE C A′ ′ E′ CF C B′ ′

.F ′ EFB A E F′ ′ ′ ′



Lời giải 
Chọn A 

 
Thể tích khối lăng trụ đều .ABC A B C′ ′ ′  là 

.
3 3. .1

4 4ABC A B C ABCV S AA′ ′ ′ ′= = = . 

Gọi M  là trung điểm AB ( )CM ABB A′ ′⇒ ⊥  và 3
2

CM = . Do đó, thể tích khối chóp .C ABFE  là: 

. .
1 .
3C ABFE C ABFEV S CH=

1 1 3 3.1. .
3 2 2 12

= = . 

Thể tích khối đa diện A B C EFC′ ′ ′  là: 

. .A B C EFC ABC A B C C ABFEV V V′ ′ ′ ′ ′ ′= −
3 3 3

4 12 6
= − = . 

Do A′  là trung điểm C E′ ′  nên: 

( )( ) ( )( ), ' 2 , 'd E BCC B d A BCC B′ ′ ′ ′=
32. 3

2
= = . 

'CC F F B F FB C CS S S′ ′ ′ ′ ′= + 1FBC FB C C BCC BS S S′ ′ ′ ′= + = = . 
Thể tích khối chóp .E CC F′ ′ ′  là 

( )( ).
1 . , '
3E CC F CC FV S d E BCC B′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=

1 3.1. 3
3 3

= = . 

Thể tích khối đa diện EFA B E F′ ′ ′ ′  bằng 

.EFA B E F E CC F A B C EFCV V V′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= −  3 3 3
3 6 6

= − = . 

Câu 55.   Cho khối hộp .ABCD A B C D′ ′ ′ ′ , điểm M  nằm trên cạnh CC′  thỏa mãn 3CC CM′ = . Mặt 
phẳng ( )AB M′  chia khối hộp thành hai khối đa diện. Gọi 1V  là thể tích khối đa diện chứa đỉnh A′ , 2V  là 

thể tích khối đa diện chứa đỉnh B′ . Tính tỉ số thể tích 1V  và 2V . 

A. 41
13

. B. 27
7

. C. 7
20

. D. 9
4

. 

Lời giải 

Chọn A 

M

F'

E'

F

E

B

C

A' C'

B'

A



 

Gọi ( )N AB M CD′= ∩  ( ) ( )AB M CDD C MN′ ′ ′⇒ ∩ = . 

Vì //AB C D′ ′  //MN C D′⇒  1
3

CN CM
CD CC

⇒ = =
′

. 

Đặt ABB AS S′ ′ = , ( ) ( )( ),d ABB A CDD C h′ ′ ′ ′ = , .ABCD A B C DV V′ ′ ′ ′ = . Suy ra: V hS= . 

Lại có: 1
2ABB ABB AS S′ ′ ′=

1
2

S= , 
21

3CMN CDCS S ′
 =  
 

 1
18 CDD CS ′ ′=

1
18

S= . 

Ta có: 2 .CMN BABV V ′=  ( ) ( )( ) ( )1 , . .
3 CMN CMN BAB BABd CMN BAB S S S S′ ′′= + +  

1 1 1 1 1.
3 18 18 2 2

h S S S S
 

= + +  
 

 13
54

hS=  13
54

V= 1 2
41
54

V V V V⇒ = − = .Vậy 1

2

41
13

V
V

= . 

Câu 56.   Cho khối chóp .S ABC  có góc    60ASB BSC CSA= = = °  và 2,  3,  4SA SB SC= = = . Tính thể 
tích khối chóp .S ABC . 

A. 4 3 . B. 2 3 . C. 2 2 . D. 3 2 . 

Lời giải 

 
Chọn C 
Lấy ,  M SB N SC∈ ∈  sao cho 2SA SM SN= = = . 

Suy ra tứ diện .S AMN  là tứ diện đều cạnh 2a =  nên 
3 3

.
2 2 . 2 2 2

12 12 3S AMN
aV = = = . 

Ta có: .
. .

.

2 2 2 1 3 2 2
2 3 4 3

S AMN
S ABC S AMN

S ABC

V SA SM SN V V
V SA SB SC

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⇒ = = . 

A C

B

S

M

N



Câu 57.   Cho hình chóp .S ABCD  với đáy ABCD  là hình thang vuông tại A  và D , đáy nhỏ của hình 

thang là CD , cạnh bên 15SC a= . Tam giác SAD  là tam giác đều cạnh 2a  và nằm trong mặt phẳng 
vuông góc với đáy hình chóp. Gọi H  là trung điểm cạnh AD , khoảng cách từ B  tới mặt phẳng ( )SHC  

bằng 2 6a . Tính thể tích V  của khối chóp .S ABCD ? 

A. 324 6V a= . B. 38 6V a= . C. 312 6V a= . D. 34 6V a= . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

 
( ) ( )

( )
( )

,

SAD ABCD AD
SH ABCD

SH AD SH SAD

⊥ = ⇒ ⊥
⊥ ⊂

 

Ta có 2 2 3SH SD DH a= − = , 2 2 2 215 3 2 3HC SC SH a a a= − = − = . 
2 2 2 212 11CD HC HD a a a= − = − = . 

Ta có ( )
BF BC

BF SHC
BF SH

⊥
⇒ ⊥ ⊥

 nên ( )( ), 2 6d B SHC BF a= = . 

21 1. .2 3 .2 6 6 2
2 2HBCS BF HC a a a= = =  

Đặt AB x=  nên 1 . .
2 2AHB

aS AH AB x= = ; 
21 11.

2 2CDH
aS DH DC= =  

( ) ( )1 11
2ABCDS CD AB AD a x a= + = + . 

AHB ABCD CDH BHCS S S S= − − ( ) ( )
2

211. 11 6 2 12 2 11
2 2
a ax a x a a x a⇔ = + − − ⇔ = − . 

( )( ) 211 12 2 11 12 2ABCDS a a a a= + − = . 

Vậy 2 3
.

1 1. . 3.12 2 4 6
3 3S ABCD ABCDV SH S a a a= = = . 

Câu 58.   Cho hình chóp .S ABC , đáy là tam giác ABC  có ; 2AB a AC a= =  và  135CAB = ° , tam giác 

SAB  vuông tại B  và tam giác SAC  vuông tại A . Biết góc giữa hai mặt phẳng ( )SAC  và ( )SAB  bằng 

30° . Tính thể tích khối chóp .S ABC . 

A. 
3

6
a . B. 

3

3
a . C. 

3 6
3

a . D. 
3 6
6

a . 

Lời giải 
Chọn A 

A B

D C

S

F

H



 
Gọi D  là hình chiếu vuông góc của S  xuống mặt phẳng ( )ABC . 

( )
AB SB

AB SBD AB BD
AB SD

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

( )
AC SA

AC SAD AC AD
AC SD

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

Tam giác ABC  có  135 45CAB BAD= °⇒ = ° . 

Tam giác ABD  vuông tại B  có  45BAD = °  suy ra tam giác ABD vuông cân và 2AD a= . 
Từ đó có tam giác ACD  vuông cân tại A⇒ tứ giác ABDC là hình thang vuông tại B  và D . 
Trong mặt phẳng ( )SBD , hạ ( )DH SB H SB⊥ ∈ . Dễ chứng minh ( )DH SAB⊥ . 

Trong mặt phẳng ( )SAD , hạ ( )DK SA K SA⊥ ∈ . Dễ chứng minh ( )DK SAC⊥ . 

Gọi α  là góc giữa hai mặt phẳng ( )SAB  và ( )SAC  ta có: ( )

, 30DH DK HDKα = = = °  do tam giác 

DHK  vuông tại H . 
Đặt SD x= , ( )0x > . 

Tam giác DHK vuông tại H  có 

2 2

2 2

3 2cos .
2 2.

HD ax a xHDK
DK axa x

+
= ⇒ =

+
 

2 2 2 2 2 2 2 26 2 2 6 6 8 4a x a x a x a x x a⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ = . 



3

.
1 . . . .sin
6 6S ABC

aV SD AB AC BAC= = . 

Vậy thể tích khối .S ABC  bằng 
3

6
a . 

Câu 59.   Cho hình chóp S.ABCD  có đáy ABCD  là hình thang vuông tại A  và D . Độ dài 
AB AD 2a= = , CD a= ; góc giữa hai mặt phẳng ( )SBC  và ( )ABCD  bằng 600. Gọi I  là trung điểm 

AD , hai mặt phẳng ( )SBI  và ( )SCI  cùng vuông góc với mặt phẳng ( )ABCD . Tính theo a  khoảng cách 

từ điểm A  đến mặt phẳng ( )SBC . 

A. 15
5

a . B. 3 15
10

a . C. 15
10

a . D. 2 15
5

a . 

Lời giải 

Chọn D 
Ta có ( ) ( )SBI ABCD⊥  và ( ) ( )SCI ABCD⊥  nên ( ) ( ) ( )SBI SCI SI ABCD= ⊥   



Gọi K  là hình chiếu vuông góc của I  trên BC  và H  là hình chiếu vuông góc của I  trên SK . 
Ta thấy: ( )IH SBC⊥  ⇒ ( )( )I, SBC IH=d . 

 

IBC ABCD DIC ABIS S S S= − −  = 
2 2

2 2 3
2 2

− − =
a a3a a  

( )2 2BC 2 5= + =a a a  ⇒ 
2

IBC2S 3 1 3 5IK = = 2. . =
BC 2 55

a a
a

 

Theo cách dựng điểm K , góc giữa mặt ( )SBC  và ( )ABCD  là IKS nên IKS = 600. 

⇒ SI IK.tan IKS=  = 3 5 3 15. 3
5 5

=
a a  

Trong tam giác IKS vuông tại I , với IH SK⊥ tại H  thì 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 25 25 20
IH SI KI 9.15. 9.5. 27.

= + = + =
a a a

 ⇒ 3 15IH
10

=
a  

Gọi AD BC E=  thì AE 4
IE 3

=  ⇒ 
( )( )
( )( )

A, SBC AE 4
IE 3I, SBC

= =
d
d

 

⇒ ( )( ) ( )( )4 4 4 3 15 2 15A, SBC . I, SBC .IH .
3 3 3 10 5

= = = =
a ad d . Đáp án D. 

Câu 60.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a , cạnh bên SA  vuông góc với đáy 

( )ABCD . Gọi M  là trung điểm SD ; góc giữa ( )SBC  và ( )AMC  là ϕ  thỏa mãn 2 5tan
5

ϕ = . Tính thể 

tích V  của khối đa diện .S ABCM ?  

A. 
3

2
aV = . B. 

3

3
aV = . C. 

35
9
aV = . D. 

32
3
aV = . 

Lời giải 
Đáp án: A 

S

A

B

K

C

E

HD

I a

a

a

a



 
Dựng hình chữ nhật AOBE . 
Khi đó OA // BE  và OM // SB ( )⇒ MAC // ( )SBE . 

Do đó góc ( ) ( )( ),SBC MAC  góc ( ) ( )( ),SBC SBE . 

Ta có góc giữa ( )SBC  và ( )SBA  bằng 090 . 

Gọi α  là góc giữa hai mặt ( )SBE  và ( )SBA . 

Ta có ( )0 0 0180 90 90 .ϕ α α= − + = −   

Do đó 2 5 5tan cot tan .
5 2

ϕ α α= = ⇒ =  

Do đó ( )2
2

1 1 4cos 1 .51 tan 91
4

α
α

= = =
+ +

 

Ta có ( )EI SBA SEB⊥ ⇒ ∆  có hình chiếu trên ( )SBA  là .SIB∆  

Do đó ( )
2

2 2 2

. 2cos 2 .
. 2 . 2.2 2

SIB

SEB

a SAS BI SA SA
S BE SE a aSA OB SA

α = = = =
+ +

 

Từ ( ) ( )1 ; 2  ta có 
2

2 2
2 2

4 4 2 .
2 9

SA SA a SA a
SA a

= ⇒ = ⇒ =
+

 

Vậy 
3

2
. . . . .

1 3 3 1. .2
4 4 4 3 2S ABCM S ABCD MACD S ABCD S ABCD S ABCD

aV V V V V V a a= − = − = = = . 

Câu 61.   Cho tứ diện ABCD  có   90DAB CBD= = º ; ; 5; 135AB a AC a ABC= = = ° . Biết góc giữa hai 

mặt phẳng ( ) ( ),ABD BCD  bằng 30° . Thể tích của tứ diện ABCD  bằng 

A. 
3

2 3
a

. B. 
3

2
a

. C. 
3

3 2
a

. D. 
3

6
a

. 

Lời giải 
Chọn D 



 

Dựng ( )DH ABC⊥ . 

Ta có 
BA DA

BA AH
BA DH

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. Tương tự 
BC DB

BC BH
BC DH

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. 

Tam giác AHB  có AB a= ,  o45ABH = HAB⇒∆  vuông cân tại A AH AB a⇒ = = . 

Áp dụng định lý cosin, ta có 2BC a= . 

Vậy 

21 1 2. . .sin . . 2.
2 2 2 2ABC

aS BA BC CBA a a∆ = = = . 

Dựng 
HE DA
HF DB

⊥
 ⊥

 ( )HE DAB⇒ ⊥  và ( )HF DBC⊥ . 

Suy ra ( ) ( )( ) ( )

, ,DBA DBC HE HF EHF= =  và tam giác HEF  vuông tại E . 

Đặt DH x= , khi đó 
2 2

axHE
a x

=
+

, 
2 2

2
2
xaHF
a x

=
+

. 

Suy ra 

2 2

2 2

3 2cos
4 2 2

HE x aEHF x a
HF x a

+
= = = ⇒ =

+
. 

Vậy 
31 . .

3 6ABCD ABC
aV DH S∆= = . 

Câu 62.   Cho hình hộp chữ nhật ABCDA B C D′ ′ ′ ′ . Khoảng cách giữa AB  và B C′  là 2 5
5

a , giữa BC  và 

AB′  là 2 5
5

a , giữa AC  và BD′  là 3
3

a . Thể tích của khối hộp đó là 

A. 38a . B. 32a . C. 34a . D. 3a . 

Lời giải 
Chọn B 

a

a 5

A B

C
H

D

E F



 

Đặt AB x , AD y , AA z  . 

Gọi H  là hình chiếu vuông góc của B  trên B C , ta có BH  là đoạn vuông góc chung của AB  và 

B C  nên   2 2 2 2

2 5 1 1 1 5,
5 4

ad AB B C BH
BH z y a

       . (1) 

Gọi I  là hình chiếu vuông góc của B  trên AB , ta có BI  là đoạn vuông góc chung của BC  và AB  

nên   2 2 2 2

1 1 1 5,
4

d BC AB BI
BI x z a

      . (2) 

Gọi M  là trung điểm của DD , O  là giao điểm của AC  và BD , ta có mặt phẳng  ACM  chứa AC  

và song song với BD nên        , , ,d AC BD d BD ACM d D ACM    . 

Gọi J  là hình chiếu vuông góc của D  trên AC , K  là hình chiếu vuông góc của D  trên MJ , ta có 

      2 2 2 2 2

1 1 1 4 3, ,d D ACM d D ACM DK
DK x y z a

        . (3) 

Từ (1), (2) và (3) ta có 
2 2

2 1 2
2

z a x y a
z a

      . 

Thể tích khối hộp là 32V xyz a  . 

Câu 63.   Cho hình chóp .S ABC , ( )SA ABC⊥ , tam giác ABC vuông tại A , BC a= không đổi. Gọi hình  
chiếu vuông góc của A  trên SB , SC lần lượt là H , K , biết số đo góc giữa hai mặt phẳng ( )ABC  và  

( )AHK  bằng 30° . Thể tích lớn nhất của khối chóp .S ABC  bằng 

A.
3 3

12

a . B. 
3 3

36

a . C. 
3 3

6

a . D. 
3 3

4

a . 

Bài giải 
Chọn A 



 
Gọi AD  là đường kính của đường tròn tâm O  ngoại tiếp tam giác ABC . 

Khi đó, ta có: 
SA DC
AC DC

⊥
 ⊥

 ( )DC SAC⇒ ⊥
⊥ 

⇒ ⊥ 

DC AK
SC AK

( )⇒ ⊥AK SDC ⇒ ⊥AK SD  (1). 

Tương tự: ⊥AH SD  (2). 
Từ (1) và (2) suy ra ( )⊥SD AHK . Mà ( )SA ABC⊥ , suy ra ( ) ( )( ) ( )

; ;= =ABC AHK SA SD ASD , suy 
ra 
 30ASD = ° . Ta có 2= = =AD R BC a . Trong ASD∆  có .cot .cot 30 3= = ° =SA AD ASD a a  

Thể tích khối chóp .S ABC là 1 1
. . 3

3 3ABC ABCV S SA S a= = . Thể tích này lớn nhất khi diện tích tam giác  

ABC  lớn nhất, diện tích này lớn nhất khi đường cao vẽ từ A lớn nhất, khi đó đường cao bằng bán kính  

đường tròn (O) và bằng 
2

a .  

Thể tích lớn nhất bằng 
2 3

max
1 3

3
3 4 12

a a
V a= =   

Câu 64.   Cho tứ diện ABCD  có   90DAB CBD= = º ; ; 5; 135AB a AC a ABC= = = ° . Biết góc giữa hai 
mặt phẳng ( ) ( ),ABD BCD  bằng 30° . Thể tích của tứ diện ABCD  bằng 

A. 
3

2 3
a . B. 

3

2
a . C. 

3

3 2
a . D. 

3

6
a . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Dựng ( )DH ABC⊥ . 

Ta có 
BA DA

BA AH
BA DH

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. Tương tự 
BC DB

BC BH
BC DH

⊥
⇒ ⊥ ⊥

. 

Tam giác AHB  có AB a= ,  o45ABH = HAB⇒∆  vuông cân tại A AH AB a⇒ = = . 
Áp dụng định lý cosin, ta có 2BC a= . 

Vậy 

21 1 2. . .sin . . 2.
2 2 2 2ABC

aS BA BC CBA a a∆ = = = . 

A D

B

C

S

H K

O

a

a 5

A B

C
H

D

E F



Dựng 
HE DA
HF DB

⊥
 ⊥

 ( )HE DAB⇒ ⊥  và ( )HF DBC⊥ . 

Suy ra ( ) ( )( ) ( )

, ,DBA DBC HE HF EHF= =  và tam giác HEF  vuông tại E . 

Đặt DH x= , khi đó 
2 2

axHE
a x

=
+

, 
2 2

2
2
xaHF
a x

=
+

. 

Suy ra 

2 2

2 2

3 2cos
4 2 2

HE x aEHF x a
HF x a

+
= = = ⇒ =

+
. 

Vậy 
31 . .

3 6ABCD ABC
aV DH S∆= = . 

Câu 65.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh bằng a . Biết khoảng cách từ A  đến 

mặt phẳng ( )SBC  là 6
4

a , từ B  đến mặt phẳng ( )SAC  là 15
10

a , từ C  đến mặt phẳng ( )SAB  là 30
20

a  

và hình chiếu vuông góc của S  xuống đáy nằm trong tam giác ABC . Tính thể tích khối chóp .S ABC . 

A. 
3

36
a . B. 

3

48
a . C. 

3

12
a . D. 

3

24
a . 

Lời giải 
Chọn B 

 

Vì tam giác ABC  đều cạnh 
2 3
4

⇒ =ABC
aa S . 

Gọi O  là chân đường cao hạ từ S  xuống mặt phẳng ( )ABC . 

Đặt ( ), =d O BC x , ( ), =d O AC y , ( ), =d O AB z , =SO h . 

Ta có ( )
2 3 1 3. . .
4 2 2∆ ∆ ∆ ∆= + + ⇔ = + + ⇔ + + =ABC OBC OAC OAB

a aS S S S x a y a z a x y z .
 

Gọi P  là giao điểm của AO  và BC , M  là trung điểm BC  và //ON AM , ∈N BC . 

Ta có 
( )( )
( )( ) ( )( ), 2 2 6, .

4, 3 3 2
= = = ⇒ = =

d O SBC OP ON x x a xd O SBC
AP AMd A SBC a a

. 

Xét tam giác vuông SON . 

Ta có: 2 2 2
1 1 1

( , )
= +

d O SBC SO ON
 ⇒  2 2 2

2 1 1
= + ⇒ =x h

x h x
. 



Tương tự 
( )( )
( )( ) ( )( ), 2 2 15, .

10, 3 3 5
= ⇒ = =

d O SAC y y a yd O SAC
d B SAC a a

. 

Suy ra 2 2 2
5 1 1 2= + ⇒ =y h
y h y

. 

Tương tự 
( )( )
( )( ) ( )( ), 2 2 30, .

20, 3 3 10
= ⇒ = =

d O SAB z z a zd O SAC
d C SAB a a

. 

Suy ra 2 2 2
10 1 1 3= + ⇒ =z h
z h z

. 

Mà 3 3 32 3
2 2 12

+ + = ⇒ + + = ⇔ =
a a ax y z h h h h . 

Vậy 
2 31 1 3 3. . . .

3 3 12 4 48∆= = =ABC
a a aV SO S . 

Câu 66.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình bình hành. Gọi M  là trung điểm của SA , N  là 
điểm trên đoạn SB  sao cho 2SN NB= . Mặt phẳng ( )R  chứa MN  cắt đoạn SD  tại Q  và cắt đoạn SC  

tại P . Tỉ số .

.

S MNPQ

S ABCD

V
V

 lớn nhất bằng 

A. 2
5

. B. 1
3

. C. 1
4

. D. 3
8

. 

Lời giải 
Chọn D 

 

Đặt SP x
SC

=  0 1x< ≤ . Ta có SM SP SN SQ
SA SC SB SD

+ = +
1 2 1
2 3 6

SQ x x
SC

⇒ = + − = −  1
6

x > 
 

. 

Mặt khác ABCD  là hình bình hành nên có . . .2 2S ABCD S ABC S ACDV V V= =  

.

.

1. .
3

S MNP

S ABC

V SM SN SP x
V SA SB SC

= = ; .

.

1 1. .
2 6

S MPQ

S ACD

V SM SP SQ x x
V SA SC SD

 = = − 
 

. 

Suy ra . . 2.

. . .

1 1 1 1 1
2 2 6 4 6 4 8

S MNPQ S MPQS MNP

S ABCD S ABC S ACD

V VV x x x x x
V V V

 = + = + − = + 
 

. 

Xét ( ) 21 1
4 8

f x x x= +  với 1 1
6

x< ≤ ; ( ) 1 1 1 10 ;1
2 8 4 6

f x x x  ′ = + = ⇔ = − ∉  
 

Bảng biến thiên: 

 



Từ BBT ta có ( )
1;1
6

3max
8

f x
 
  

= . Vậy .

.

S MNPQ

S ABCD

V
V

 đạt giá trị lớn nhất bằng 3
8

. 

Câu 67.   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho mọi nghiệm của bất phương trình: 
2 3 2 0x x− + ≤  cũng làCho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng 2a , cạnh bên bằng 2a. Gọi α là 

góc tạo bởi hai mặt phẳng (SAC) và (SCD). Tính cosα   

A. 21
2

  B. 21
14

 C. 21
3

 D. 21
7

 

Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi { }H AC BD= ∩ . Vì hình chóp S.ABCD là hình chóp đều nên ( )SH ABCD⊥   

Ta có: ( ) ( ) .SAC SCD SC∩ =   
Gọi I là hình chiếu của H trên mặt phẳng (SCD). 
(Cách xác định điểm I: 
Gọi M là trung điểm của CD. Nối S với M. Gọi I là hình chiếu của H trên SM. Dễ dàng chứng minh 

được: ( )SI SCD⊥ . Tính được: 14 2, 3, , .)
2 2

a aSM SH a HC a MC= = = =   

Gọi K là hình chiếu của I trên mặt phẳng SC 

Có: ( ) .
HI SC

SC HIK SC HK
KI SC

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

  

Lại có: SC HI⊥  (vì ( ) ( ),HI SCD SC SCD⊥ ⊂ ) suy ra góc giữa hai mặt phẳng (SAC) và (SCD) là 
góc HKI = α   

Tính cos cos .IKKHI
HK

α = =   

+ Tính . 3. 3: . . .
2 2

SH HC a a aHK HK SC SH HC HK
SC a

= ⇒ = = =   

+ Tính IK: dễ thấy . .IK SK SK MCSIK SCM IK
MC SM SM

∆ −∆ ⇒ = ⇒ =   

+ Tính SK: Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông cho tam giác SHC ta có: 



2 2
2

3 2.3 3 3 72 2. .
2 2 1414

2

a a
SH a a aSH SK SC SK IK
SC a a

= ⇒ = = = ⇒ = =   

Vậy 

3 7
2114cos cos .
73

2

a
IKKHI
HK a

α = = = =   

Câu 68.   Cho hình chóp đều .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh bằng 2a , các mặt bên là các tam 
giác vuông cân tại S . Gọi G  là trọng tâm của ABC∆ , ( )α  là mặt phẳng qua G vuông góc với SC . Diện 

tích thiết diện của hình chóp .S ABC  khi cắt bởi mặt phẳng ( )α  bằng 

A. 24
9

a . B. 22
3

a . C. 24
3

a . D. 22
9

a . 

Lời giải 
Chọn A 

 

Xét SBC∆  vuông cân tại , 2S BC a=  ta có: 

2 2 2 2 2 2 22 4 2 2SB SC BC SB a SB a SB a SA SC+ = ⇔ = ⇔ = ⇒ = = = . 

Gọi J  là trung điểm của BC , trong ( )SJA  kẻ / /GK SA  cắt SJ  tại K . 

Trong ( )SBC  kẻ đường thẳng qua K  song song với SB  cắt SC  và CB  lần lượt tại H  và I . 

Trong ( )SAC  kẻ / /HM SA  cắt SC  tại M . 

Do các mặt bên của hình chóp .S ABC  là các tam giác vuông tại S  nên ta có: 

( )
SA SC

SA SBC
SA SB

⊥
⇒ ⊥ ⊥

 mà ( )/ /GK SA GK SBC GK SC⇒ ⊥ ⇒ ⊥  (1). 



Do 
/ /

SB SC
IH SC

IH SB
⊥

⇒ ⊥


 (2). 

Từ (1) và (2)⇒ ( )SC HMI⊥ . Vậy thiết diện là HMI∆ . 

Ta có: / / ; / /KG SA KJ SB  và do G  là trọng tâm ABC∆  nên 1 2
3 3

JG JK JI CI
JA JS JB CB

= = = ⇒ = . 

Mặt khác: / / ; / /HI SB HM SA  nên ta có: 

2 2 2 2
3 3 3

CI HI aHI SB
CB SB

= = ⇒ = =  

2 2 2 2
3 3 3

CI CH HM aHM SA
CB CS SA

= = = ⇒ = = . 

Do ( ) ( )( ; / /SB SAC HI SB HI SAC HI MH HMI⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ∆ vuông tại H . 

Diện tích HIM∆  là: 
2 21 1 2 2 4. .

2 2 3 9HIM
a aS HM HI∆

 
= = =  

 
 

Câu 69.   Cho hình chóp .S ABC . Tam giác ABC  vuông tại A , 1cmAB = , 3cmAC = . Tam giác SAB , 

SAC  lần lượt vuông góc tại B  và C . Khối cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC  có thể tích bằng 35 5 cm
6
π . 

Tính khoảng cách từ C  tới ( )SAB  

A. 5 cm
2

. B. 5 cm
4

. C. 3 cm
2

. D. 1cm . 

Lời giải 
Chọn C 

 
Xét tam giác ABC  vuông tại A : 

2 2 1 3 2BC AB AC= + = + =  

34
3mcV Rπ=  5 5

6
π

=  5
2

R⇒ = . 

Gọi I , J , M , N  lần lượt là trung điểm SA , AC , AB , BC . 
Do tam giác SAB , SAC  lần lượt vuông góc tại B  và C  nên IS  IA=  IB=  IC= . 

Nên I  là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC  và 5
2

IB =  

Và IN  vuông góc với ( )ABC  (do N  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC ). 

Ta có: 



MN AB
IN AB

⊥
 ⊥

 ( )IMN AB⇒ ⊥  ( ) ( )IMN IAB⇒ ⊥  

Trong ( )IMN : Dựng NH IM⊥  ( )NH IAB⇒ ⊥  

( )( );N IABd NH⇒ =  ( )( );N SABd=  

1
2

MN AC=  3
2

= ; 2 2 1
2

IN IB BN= − =  

Ta có 2 2 2

1 1 1
NH MN IN

= +  4 4
3

= +
16
3

=
3

4
NH⇒ =  

Lại có: ( )CN SAB B∩ =  ( )( )

( )( )

;

;

C SAB

N SAB

d BC
d BN

⇒ =  2= ( )( );

3
2C SABd⇒ = . 

Câu 70.   Cho hình chóp  có  Thể tích khối chóp  
đạt giá trị lớn nhất khi tổng  bằng 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải: 
Chọn C 

 
Gọi  lần lượt là trung điểm của  và  là hình chiếu của lên . 
Ta có:  và  cân tại . 

,  

 

 

Theo bất đẳng thức trong tam giác ta có:  

Thể tích của khối chóp  là (vì 

) 

Suy ra  

lớn nhất  khi và chỉ khi . 

.S ABC , , 1.SA x BC y AB AC SB SC= = = = = = .S ABC
( )x y+

2
3

3 4
3

4 3

x

1

1

y

1

1

K

I

S

A

B

C

H

,I K ,SA BC H S ( )ABC
( )BC SAI⊥ ,H AI SAI∈ ∆ I

2 2
2 2 4

1
2 2

yySI AI SC IC
− = = − = − = 

 

2 2
2 2 4

2
x y

IK AI AK
− −

= − =

2 2

2

. 41 1 .. .
2 2 4

SAI
x x ySA IKS SH AI SA IK SH

AI y
− −

= = ⇒ = =
−

241 .
2 4ABC

y y
S BC AI

−
= =

0 , 2x y< <

.S ABC ( )2 2
.

1 1 1. . 4 4 2
3 12 12S ABC ABCV S SH xy x y xy xy= = − + ≤ −

2 2 2x y xy+ ≥

( )
3

.
1 1 1 4 2 32 34 2 . . 4 2

12 12 12 3 3S ABC
xy xy xyV xy xy xy xy xy + + − ≤ − = − ≤ = 

 

.S ABCV .
32 3

3S ABCV⇔ =
2 4

4 2 3 3
x y

x y x y
xy xy
=

⇔ = = ⇒ + = = −



Câu 71.   Cho hình chóp .S ABCD  có đáy  là hình vuông cạnh a , SA a=  và SA  vuông góc với 
đáy. Gọi M  là trung điểm SB , N  là điểm thuộc cạnh SD  sao cho 2SN ND= . Tính thể tích V  của khối 
tứ diện ACMN . 

A. 31
12

V a=  B. 31
6

V a= . C. 31
8

V a= . D. 31
36

V a= . 

Lời giải 

Đáp án A  

Cách 1. Ta có 
3

.
1 .
3 3S ABCD ABCD

aV SA S= =  

3
21 1 1 1. . .

3 3 3 2 18NDAC DAC
aV NH S a a∆

 = = = 
 

 

3
21 1 1. . .

3 3 2 2 12MABC ABC
a aV MK S a∆
 = = = 
 

 

( )( )
3

. .
1 , .
3 18N SAM A SMN SMN

aV V d A SMN S∆= = =  

Suy ra .  

Mặt khác ( )( ) ( )( )
3

.
1 1, . , .
3 3 18C SMN SMN SMN

aV d C SMN S d A SMN S∆ ∆= = =   

Vậy .ACMN S ABCD NSAM NADC MABC SCMNV V V V V V= − − − −  
3 3 3 3 3

31
3 18 18 12 18 12
a a a a a a= − − − − = . 

 
Cách 2. Gọi O  là giao điểm của và BD . 

Ta có 
3

.
1 .
3 3S ABCD ABCD

aV SA S= = . Vì //OM SD  nên ( )//SD AMC . 

Do đó ( )( ) ( )( ) ( )( ); ; ;d N AMC d D AMC d B AMC= =  

ABCD

31 1 2 1. . . .
3 3 3 2 2 18NSAM SAM

a aV NL S a a∆
 = = = 
 

AC

A B

D C

M

S

N

H

O

L

K



3

. . . . .
1
4 12ACMN N MAC D MAC B MAC M BAC S ABCD

aV V V V V V⇒ = = = = = = . 

(do ( )( ) ( )( )1; ;
2

d M ABC d S ABC= và 1
2ABC ABCDS S∆ = ) 

Câu 72.   Cho tam giác OAB  đều cạnh a . Trên đường thẳng d  qua O  và vuông góc với mặt phẳng 
( )OAB  lấy điểm M  sao cho OM x= . Gọi ,  E F  lần lượt là hình chiếu vuông góc của A  trên MB  và 

OB . Gọi N  là giao điểm của EF  và d . Thể tích tứ diện ABMN  có giá trị nhỏ nhất là: 

A. 
3 2
12

a . B. 
3 3
12

a . C.
3 6
12

a . D. 
3 2
6

a . 

Lời giải 
Chọn C 

Do tam giác OAB  đều cạnh a F⇒  là trung điểm .
2
aOB OF⇒ =  

Ta có ( ) .
AF OB

AF MOB AF MB
AF MO

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

 

Mặt khác, MB AE⊥  Suy ra ( ) .MB AEF MB EF⊥ ⇒ ⊥  

Suy ra OBM ONF∆ ∆∽  nên 
2.

2
OB OM OB OF aON
ON OF OM x

= ⇒ = = . 

Ta có ABMN ABOM ABONV V V= +  

( )
2 2 2 2 2 2 31 1 3 3 3 6. .( ) .2 .

3 3 4 2 12 2 12 2 12OAB
a a a a a a aS OM ON x x x

x x x∆

 
= + = + = + ≥ = 

 
. 

Đẳng thức xảy ra khi 
2 2

2 2
a ax x

x
= ⇔ = . Vậy GTNN 

3 6 .
12

aV =   

Câu 73.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông tại ,A  cạnh bên SC  vuông góc với mặt 

phẳng đáy, 2AC a= , ( ), ( ) 60oAC SBC = , ( )( ), ( ) 45oSAB ABC = . Gọi E  là trung điểm AC . Tính bán 

kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABE . 

A. 3a . B. 10
2

a . C. 22
2

a . D. 13
2

a . 

Lời giải 
Chọn C 

 
( ) ( )SBC ABC⊥  nên BC  là hình chiếu của AC  lên ( )SBC . 

Vậy ( )( ) , 60oAC SBC ACB= = nên 2 3; 4AB a BC a= = . 

( ) ( )( ) , 45 2oSAB ABC SAC SC a= = ⇒ = . 

M

O

N

A
E

F

B



Tam giác ABE  có tâm ngoại tiếp là trung điểm G  của BE , giả sử tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 

SABE là I  thì ( )//IG SAE  nên ( )( ) ( )( ) 1; ; 3
2

d d I SAE d G SAE AB a= = = = . 

Tam giác SAE  có diện tích là 2a ; 2 2; ; 5SA a AE a SE a= = =  nên có bán kính đường tròn ngoại 

tiếp là 2

2 2. . 5 10
4 2

a a a ar
a

= = . 

Vậy bán kính mặt cầu ngoại tiếp khối chóp .S ABE  là 2 2 22
2

aR r d= + = . 

Câu 74.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại A với cạnh huyền 2BC a= . 
Hình chiếu vuông góc của điểm S  lên mặt đáy ABC  nằm trong tam giác ABC . Biết các mặt 
bên ( ), ( ), ( )SAB SBC SCA lần lượt tạo với đáy các góc 600, 600, 450. Thể tích của khối chóp .S ABC  tính 
theo a  tương ứng bằng: 

A. 
33

3 2 6
a

+ +
. B. 

32 3
2 3 2 6

a
+ +

. C. 
32

2 3 3 2 6
a

+ +
. D. 

36
2 3

a
+

. 

Lời giải 
Đáp án: C 

 

Ta có ABC∆  vuông cân tại A  và 2BC a= ⇒ 2AB AC a= = ; 1
2ah BC a= =  

21 1. .2
2 2ABC aS h BC a a a∆⇒ = = = . 

Mặt khác ABC HAB HBC HCAS S S S∆ ∆ ∆ ∆= + + .  

Từ đó suy ra ( ) 21 . 2 .2 . 2
2

HI a HM a HK a a+ + = ( ). 2 .2 . 2 2 *HI HM HK a⇔ + + =  

Từ giả thiết các mặt bên ( ), ( ), ( )SAB SBC SCA lần lượt tạo với đáy các góc 0 0 060 , 60 , 45 suy ra 
0 0 0. tan 60 .tan 60 .tan 45SH HI HM HK= = = . 3 . 3 .1SH HI HM HK⇔ = = =  

; 3HI HM HK HI⇔ = = . Thay vào ( )*  ta được 

( ). 2 .2 . 3. 2 2 *HI HI HI a+ + = ( )2 2 6 2HI a⇔ + + =
2

2 2 6
aHI⇔ =

+ +
2 3

2 2 6
aSH⇒ =

+ +
 

Vậy thể tích .
1 .
3S ABC ABCV SH S∆= 21 2 3. .

3 2 2 6
a a=

+ +

32
2 3 3 2 6

a
=

+ +
. 

Câu 75.   Cho khối lăng trụ đứng . ′ ′ ′ABC A B C  có đáy ABC  là tam giác cân với = =AB AC a , 
 120= °BAC , mặt phẳng ( )A BC′ ′  tạo với đáy một góc 60° . Tính thể tích V  của khối lăng trụ đã cho. 

450

600
600

H

S

K

I

M

C

B

A



A. 
33

8
=

aV . B. 
39

8
=

aV . C. 
3 3
8

=
aV . D. 

33 3
8

=
aV . 

Lời giải 
Chọn D  
Hạ B H A C′ ′ ′⊥ . Khi đó ( )A C BHB′ ′ ′⊥  

 

Ta có: 

2
o

1

o

1 3. .sin120
2 4

3.sin120
2

A B C

aS S A B A C

aB H A C

′ ′ ′


′ ′ ′ ′= = =


 ′ ′ ′= =

  

Theo công thức tính diện tích hình chiếu 1
1o 2

cos 60A BC
SS S S′ ′= = =  

2

2
3

1 3 2. 312 2 .
2

a
aBH A C BH a

A C
′ ′⇔ = ⇒ = =

′ ′
. 

Khi đó: 
2

2 2 2 3 33
4 2
a aBB BH B H a′ ′= − = − = . 

Vậy 
2 33 3 3 3. ' .
4 2 8A B C

a a aV S BB′ ′ ′∆= = = . 

Câu 76.   Cho khối chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a , SA  vuông góc với đáy. Biết tổng 
diện tích các mặt bên của khối chóp .S ABCD  bằng 22a , tính thể tích khối chóp .S ABCD . 

A. 
3

2
a

 B. 
3

3
a

 C. 
3

4
a

 D. 
3

6
a

 

Lời giải 
Chọn C 

A B

C

A′

C′

B′

H



 
Đặt 2 2SA h;SB a h SD     

Ta biết các mặt bên là các hình tam giác vuông nên 2
SAB SAD SBC SCDS S S S 2a        

2 2 2 2 21 1 1 1ah ah a h a a h a 2a
2 2 2 2

        

2 2 2 2 2

2

ah a h a 2a h a 2a h
3a0 3a 4ah h
4

       

    
 

Vậy 
3

2
S.ABCD

1 3a aV .a .
3 4 4

   

Câu 77.   Cho khối lăng trụ 1 1 1.ABC A B C  có thể tích bằng 30. Gọi O  là tâm của hình bình hành 1 1ABB A  và 
G  là trọng tâm tam giác 1 1 1A B C . Thể tích khối tứ diện 1COGB  là 

A. 
7
3

. B. 
15
14

. C. 
5
2

. D. 
10
3

. 

Lời giải: 

 
Gọi M  là trung điểm của 1 1AC . 
Ta có:  

1 1 1 1. .
1 1 .30 10
3 3B ABC ABC A B CV V= = =

.  

1 1 1 1 1 1 1 1. . .
1 1 1 1 1. . .30 5
2 2 3 2 3C B C M C A B C ABC A B CV V V= = = =

. 

1 1 1 1. 5A A B M CB C MV V= = . 
Mà 

1 1 1 1 1 1 1 1 1. . . . . 30ABC A B C B ABC C B C M A A B M C AB MV V V V V= + + + = .  
Suy ra 

1. 10C AB MV = . 

Mặt khác 1

1 1

1

. 1 1 1
. .

. 1 1 1

1 2 1 1 10. . .1.
2 3 3 3 3

B OCG
B OCG B ACM

B ACM

V B O B C B G V V
V B A B C B M

= = = ⇒ = = . 



Chọn D 

Câu 78.   Cho khối chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh bằng 2a , 2SA SB a= = , khoảng 
cách từ điểm A  đến mặt phẳng ( )SCD  bằng a . Tính thể tích của khối chóp đã cho bằng 

A. 
33

6
a . B. 

32 3
3

a . C. 
32 6

3
a . D. 

36
3
a . 

Lời giải 

Chọn B 

 
Gọi M  là trung điểm của đoạn thẳng AB . 

Ta có 2SA SB a= =  nên tam giác SAB  cân tại S  suy ra SM AB⊥ . 

Gọi N  là trung điểm đoạn thẳng CD  suy ra MN AB⊥ . Do đó ( )AB SMN⊥  mà ( )AB ABCD⊂  nên 

( ) ( )SMN ABCD⊥ . Kẻ ( )SH MN SH ABCD⊥ ⇒ ⊥ . 

Lại có 
2

2 2 2

4
ABSM SA AM SA a SM AM BM a= − = − = ⇒ = = =  hay tam giác SAB  vuông cân 

tại S . 

Mặt khác lại có ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )/ / , , ,AB SCD d A SCD d AB SCD d M SCD a SM⇒ = = = =  nên 

CX 2 2 3SM SN SN MN SM a⊥ ⇒ = − = . 

Do đó . 3. .
2

SM SN aSH MN SM SN SH
MN

= ⇔ = =  và 2 24ABCDS AB a= = . 

Vậy 
3

2
.

1 1 3 2 3. . . .4
3 3 2 3S ABCD ABCD

a aV SH S a= = = . 

Câu 79.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy là tam giác ABC  đều cạnh a , tam giác SBA  vuông tại B , tam 
giác SAC  vuông tại C . Biết góc giữa hai mặt phẳng ( )SAB  và ( )ABC  bằng 60° . Tính thể tích khối 

chóp .S ABC  theo a . 

A. 
33

8
a . B. 

33
12

a . C. 
33

6
a . D. 

33
4
a . 

Lời giải 
Chọn B 

a 2
a

2a

O N
M

C

A
D

B

S

H



 

Gọi D  là hình chiếu của S  lên mặt phẳng ( )ABC , suy ra ( )SD ABC⊥ . 

Ta có SD AB⊥  và SB AB⊥  ( )gt , suy ra ( )AB SBD BA BD⊥ ⇒ ⊥ . 

Tương tự có AC DC⊥  hay tam giác ACD  vuông ở C . 

Dễ thấy SBA SCA∆ = ∆  (cạnh huyền và cạnh góc vuông), suy ra SB SC= . 

Từ đó ta chứng minh được SBD SCD∆ = ∆  nên cũng có DB DC= . 

Vậy DA  là đường trung trực của ,BC  nên cũng là đường phân giác của góc BAC . 

Ta có  30DAC = °  suy ra 
3

aDC = .  

Ngoài ra góc giữa hai mặt phẳng ( )SAB  và ( )ABC  là  60 ,SBD = °   

ta có  tan tan . 3
3

SD aSBD SD BD SBD a
BD

= ⇒ = = = . 

Vậy 
2 3

.
1 1 3 3. . . .
3 3 4 12S ABC ABC

a aV S SD a∆= = = . 

Câu 80.   Cho hình chóp có ,  và khoảng cách từ  

đến mặt phẳng  bằng . Tính thể tích khối chóp . 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn B 

 

.S ABC 

0, 120AB BC a ABC= = =  

090SAB SCB= = B

( )SAC 2 21
21

a .S ABC

3 5
10

aV 
3 15
10

aV 
3 15
5

aV 
3 5
2

aV 

a
a

I

E
D

ID

S

E BC B

A

S

K

 

  

 

 

S

D

B

A

C



Hạ  tại  có 

. Chứng minh tương tự có . 

Hai tam giác vuông  và  bằng nhau suy ra . 

Gọi  là trung điểm của  suy ra tứ giác  là hình thoi. Gọi  là tâm hình thoi có 

.  

Có . 

Hạ  tại  ta có  tại suy ra .  

Tam giác  vuông tại  đường cao có 

. 

Vậy .  

Câu 81.   Cho khối lập phương . ' ' ' 'ABCD A B C D  cạnh a và M là một điểm trong khối lập phương đó. 
Gọi 1 2,V V  và 3V  lần lượt là thể tích của các khối tứ diện ' ' ',MA B C MACD  và 'MABB . Biết rằng 

1 2 3 2  2V V V= = . Tính thể tích khối tứ diện MA ' CD. 

A. 
3 2
24

a  B. 
3

24
a  C. 

3

18
a  D. 

3 2
18

a  

Lời giải 
Chọn C 

 
Gọi E, F, G, H lần lượt là trung điểm của , , ' ', ' '  . AB CD C D A B  

Không mất tính tổng quát, ta chọn ( )  . M EFGH∈  

Qua M lần lượt kẻ 
( )

( )
, ;

, ;

PQ PQ HG P EF Q HG

RS EH RS FG R EH S FG

⊥ ⊥ ∈ ∈


⊥ ⊥ ∈ ∈
 

Ta dễ dàng chứng minh được 
( )( ) ( )( );  ;  ; ' ' '  'MP d M ABCD MQ d M A B C D= =  

( )( ) ( )( ); ' ' ; ; '  '  MR d M ABB A MS d M CDD C= = . 

( )SE ABC⊥ E

( ) 

090
AB SE

AB SAE AB AE BAE
AB SA

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⇒ =⊥ 



090BCE =

BCE BAE  

060CBE ABE= =

D BE ABCD I ABCD

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 21 2 21, , , 3.
3 3 21 7

a aBI EI d B SAC d E SAC d E SAC= ⇒ = ⇒ = =

( ) ( ) ( )
CA BD

CA SEI SAC SEI
CA SE

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

EK SI⊥ K ( )EK SAC⊥ K ( )( ) 2 21,
7

ad E SAC EK EK= ⇒ =

SBE E EK

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 7 4 5 6 5
12 9 36 5

aSE
EK EI SE SE EK EI a a a

= + ⇒ = − = − = ⇒ =

3
0 21 1 1 1 3 6 5 15. . .sin120 . . .

3 3 2 6 2 5 10SABC ABC
a aV S SE BA BC SE a∆

 = = = = 
 



Theo bài ra ta có: ( )( ) ( )( )1 22 ; ' ' ' ' 2 ; 2 . V V d M A B C D d M ABCD MQ MP= ⇒ = =⇒  

Chứng minh tương tự ta có: 2 . MS MR=  
2 ;   

3 3
 

a aMP MR MQ MS⇒ = = = =
 Do đó M thuộc đường phân giác của ∠ FEH. 

Mà EFGH là hình vuông nên EG là phân giác của ∠ FEH. 
. M EG⇒ ∈  

Gọi O EG FH= ∩  ta có EG FH⊥  (do EFGH là hình vuông) nên MO ⊥ FH. 
Ta có: 

( ) ( ) ( ) ' '
CD CD

CD EFGH A B CD EFGH
CD FG

⊥
⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⊥

. 

Lại có ( ) ( ) ( ) ( )' '  ,  . A B CD EFGH FH MO EFGH FH cmt= ⊂ ⊥∩  

( ) ( ) ( )( )' ' ' ; ' . MO A B CD MO A CD d M A CD MO⇒ ⊥ ⇒ ⊥ ⇒ =  

Vì EFGH là hình vuông cạnh a nên 2  
2

aEO =  

EPMR là hình vuông cạnh a 3nên 2  
3

aEM =  

2  
6

aMO EO EM⇒ = − =  

Vì ( )' 'CD ADD A⊥  nên 'CD A D⊥ , suy ra ' 'A B CD  là hình chữ nhật. 

Có , ' 2. CD a A D a= =  
2

2
' ' "

2. 2 2
2A B CD A CD

aS a a a S⇒ = = ⇒ =  

Vậy 
2 3

. ' '
1 1 2 2 V  . . .
3 3 6 2 18M A CD A CD

a a aMO S= = =  

Câu 82.   Cho tứ diện ABCD  có ( ) ( )1,BC BD AC AD ACD BCD= = = = ⊥  và ( ) ( )ABD ABC⊥ . Thể 

tích của tứ diện ABCD  bằng 

A. 
2 3

9
. B. 

3
27

. C. 
2 3
27

. D. 
2 2
27

.  

Lời giải 
Chọn B 



 
Gọi ,H K  lần lượt là trung điểm cạnh ,CD AB . 
Đặt ( ), 0AH x x= >   
• ACD∆  và BCD∆  lần lượt cân tại A  và D  nên AH  và BH  là hai đường cao tương ứng. 

( ) ( )
( ) ( )
( )

( )
ACD BCD

ACD BCD CD AH BCD

ACD AH CD

⊥


∩ = ⇒ ⊥
 ⊃ ⊥

  

Do đó ( )1AH BH⊥   

( ). .ACD BCD c c c∆ = ∆  do đó AH BH=  (2 đường cao tương ứng) (2) 
Từ (1), (2) suy ra AHB∆  vuông cân tại H . 

2 2AB AH x⇒ = = .(3) 
•Chứng minh tương tự ta được CKD∆  vuông cân tại K . 

2 2 22.HD 2. 2. 1
2 2

CDCK AD AH x⇒ = = = − = −   

Mặt khác, ACD∆  cân tại A có CK  là đường cao nên:  

( )2 2 22 2 2 1 2 1AB AK AC CK x= = − = − −  (4) 

Từ (3), (4) ta có: 

( )
( )

( )

2

2 2

2

2 2 1 2 1

2 4 2 1

2 6 0
3 3

x x

x x

x x x

= − −

⇔ = −

⇔ = ⇔ = >

  

2 2 32. 2 1
3

CD HD AH= = − =   

1 1 6 1 6 2 3 3. . . . .
3 3 3 2 3 3 27ABCD BCDV AH S∆= = = . 

Câu 83.   Cho hình lăng trụ đều . Biết khoảng cách từ điểm  đến mặt phẳng bằng 

, góc giữa hai mặt phẳng  và  bằng  với . Tính thể tích khối lăng trụ 

. 

.ABC A B C   C  ABC 

a  ABC   BCC B  α
1cos

2 3
α 

.ABC A B C  



A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn B 

 

Gọi là trung điểm của . 

Do . 

Kẻ  vuông góc với  tại  thì ta được . 

Đặt , ta được:  

. 

Kẻ  tại , ta được , . 

Lại có . 

Giải  ta được . 

Thể tích khối lăng trụ  là: . 

Câu 84.   Cho hình lăng trụ đều . Biết khoảng cách từ điểm  đến mặt phẳng bằng 

, góc giữa hai mặt phẳng  và  bằng  với . Tính thể tích khối lăng trụ 

. 

33 2
4

aV 
33 2
2

aV 
3 2
2

aV 
33 2
8

aV 

y

x

α
a

M

B'

C'

A

B

C

A'

K E

M AB

     AB CC
AB MCC ABC MCC

AB CM
        

CK CM K     ,CK ABC CK d C ABC a    

 , , 0, 0BC x CC y x y   
3

2
xCM 

 2 2 2 2 2 2
1 1 1 4 1 1 1

3CM CC CK x y a
    



CE BC  E KEC α
2

12
sin 111 cos
KC aEC a
α α

  


 2 2 2 2
1 1 1 11 2

12x y CE a
  

   1 , 2
62 ,

2
ax a y 

.ABC A B C  
2 2 33 6 4 3 3 2. .
4 2 4 2

x a a aV y  

.ABC A B C   C  ABC 

a  ABC   BCC B  α
1cos

2 3
α 

.ABC A B C  



A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi là trung điểm của . 

Do . 

Kẻ  vuông góc với  tại  thì ta được . 

Đặt , ta được:  

. 

Kẻ  tại , ta được , . 

Lại có . 

Giải  ta được . 

Thể tích khối lăng trụ  là: . 

Câu 85.   Cho hàm số ( )f x  có bảng xét dấu đạo hàm như sau: 

 

Hàm số ( ) 22 1 1y f x x x= − + + −  nghịch biến trên những khoảng nào dưới đây 

A. ( ); 2−∞ − . B. ( );1−∞ . C. ( )2;0− . D. ( )3; 2− − . 

Lời giải. 
Chọn B 

33 2
4

aV 
33 2
2

aV 
3 2
2

aV 
33 2
8

aV 

y

x

α
a

M

B'

C'

A

B

C

A'

K E

M AB

     AB CC
AB MCC ABC MCC

AB CM
        

CK CM K     ,CK ABC CK d C ABC a    

 , , 0, 0BC x CC y x y   
3

2
xCM 

 2 2 2 2 2 2
1 1 1 4 1 1 1

3CM CC CK x y a
    



CE BC  E KEC α
2

12
sin 111 cos
KC aEC a
α α

  


 2 2 2 2
1 1 1 11 2

12x y CE a
  

   1 , 2
62 ,

2
ax a y 

.ABC A B C  
2 2 33 6 4 3 3 2. .
4 2 4 2

x a a aV y  



( )
2

2 1 1
1

xy f x
x

′ ′= − − + −
+

. 

Có 
2

1 0
1

x
x

− <
+

, ( )2;0x∀ ∈ − . 

Bảng xét dấu: 

 
( ) ( )2 1 0, 2;0f x x′⇒ − − < ∀ ∈ −  

( ) ( )
2

2 1 1 0, 2;0
1

xf x x
x

′⇒ − − + − < ∀ ∈ −
+

. 

Câu 86.   Cho tam giác ABC  có BC a= ,  135BAC = ° . Trên đường thẳng vuông góc với ( )ABC  tại A  

lấy điểm S  thỏa mãn 2SA a= . Hình chiếu vuông góc của A  trên SB , SC lần lượt là M , N . Số đo 

góc giữa hai mặt phẳng ( )ABC  và ( )AMN  bằng 

A. 30° . B. 45° . C. 60° . D. 75° . 
Lời giải 

Chọn B 

 
Gọi AD  là đường kính của đường tròn tâm O  ngoại tiếp tam giác ABC . 

Khi đó, ta có: 
SA DC
AC DC

⊥
 ⊥

 ( )DC SAC⇒ ⊥
DC AN
SC AN

⊥ 
⇒ ⊥ 

( )AN SDC⇒ ⊥ AN SD⇒ ⊥  (1). 

Tương tự: 
SA DB
AB DB

⊥
 ⊥

 ( )DB SAB⇒ ⊥
DB AM
SB AM

⊥ 
⇒ ⊥ 

 ( )AM SBD⇒ ⊥ AM SD⇒ ⊥  (2). 

Từ (1) và (2) suy ra ( )SD AMN⊥ . Mà ( )SA ABC⊥ , suy ra ( ) ( )( ) ( )

; ;ABC AMN SA SD ASD= = . Ta 

có: 2 2
sin
BCAD R a

A
= = = . Trong ASD∆  có: tan 1ADASD

SA
= =   45ASD⇒ = ° .  

Câu 87.   Cho hình chóp .S ABC có đáy là tam giác vuông tại B , ,AB a= 2.BC a=  Gọi ,M N  lần lượt 

là trung điểm của AC  và BC . Biết rằng ( )SA ABC⊥  và góc giữa hai mặt phẳng ( )SBM , ( )ABC bằng 
060 . Tính thể tích khối chóp .S ABC  theo a . 

A. 
3

3
a . B.

3

6
a . C. 33

3
a . D. 36

12
a . 

Lời giải 

Chọn A 



 
Đặt , .BA x BC y= =

   

 Ta có 

( ) 2 2 2 21 1 1 1 1 1. . .2 0.
2 2 2 2 2 2

AN BM x y x y y x a a     = − + + = − = − =     
     

       

 

Suy ra .AN BM⊥  Kết hợp với giả thiết ( )SA ABC⊥  suy ra ( ).BM SAN⊥  Do đó 

( ) ( ).SBM SAN⊥  

Gọi H  là giao điểm của AN  và BM . Theo chứng minh trên ta có AH BM⊥ nên 

( ) ( )( ) 

0, 60 .SBM ABC SHA= =  

Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ABN  với đường cao BH  ta có 
2 2

2
2

2

6. .
3

2

AB a aAH AN AB AH
AN aa

= ⇔ = = =

+

 

Trong tam giác vuông SAH  ta có 0 6.tan 60 . 3 2.
3

aSA AH a= = =  

Từ đó suy ra 
31 1. 2. . . 2 .

3 2 3SABC
aV a a a = = 

   

Câu 88.   Cho hình chóp .S ABC  có 5 cmAB = , 6 cmBC = , 7 cmCA = . Hình chiếu vuông góc của S  
xuống mặt phẳng ( )ABC  nằm bên trong tam giác ABC . Các mặt phẳng ( )SAB , ( )SBC , ( )SCA  đều tạo 

với đáy một góc 60° . Gọi AD , BE , CF  là các đường phân giác của tam giác ABC  với D BC∈ , 
E AC∈ , F AB∈ . Thể tích .S DEF  gần với số nào sau đây? 

A. 32,9 cm  B. 34,1 cm  C. 33,7 cm  D. 33,4 cm  
Lời giải 

Chọn D 

 

S 

 

B 

C A M 

a 
2

2
a

 

N 
H 

2

2
a

 



 
Vì các mặt phẳng ( )SAB , ( )SBC , ( )SCA  đều tạo với đáy một góc 60°  và hình chiếu vuông góc của 

S  xuống mặt phẳng ( )ABC  nằm bên trong tam giác ABC nên ta có hình chiếu của S  chính là tâm I  của 

đường tròn nội tiếp tam giác ABC . 

Gọi p  là nửa chu vi tam giác ABC  thì 9
2

AB BC CAp + +
= = . 

Ta có : ( )( )( ) 6 6ABCS p p AB p BC p AC= − − − =  và 2 6
3

Sr
p

= = . 

Suy ra chiều cao của hình chóp là : . tan 60 2 2h r= ° =  

 

Vì BE  là phân giác của góc B  nên ta có : EA BA
EC BC

= . 

Tương tự : FA CA
FB CB

= , DB AB
DC AC

= . 

Khi đó : .AEF

ABC

S AE AF
S AC AB

= .AB AC
AB BC AC BC

=
+ +

. 

Tương tự : .CED

ABC

S CA CB
S CA AB CB AB

=
+ +

, .BFD

ABC

S BC BA
S BC CA BA CA

=
+ +

. 

Do đó, 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1DEF ABC

ab bc acS S
a c b c b a c a a b c b

 
= − − −  + + + + + + 

, với BC a= , AC b= , AB c=  

( )( )( )
2 . ABC

abc S
a b b c c a

=
+ + +

 210 6
143

= . 

Suy ra .
1 210 6. .2 2
3 143S DEFV = ( ) ( )3 3280 3  cm 3,4 cm

143
= ≈  

60°

H
F

E

DI

C

B

A

S

F
E

D
CB

A

I



Câu 89.   Cho hình chóp SABC có đáy là tam giác vuông tại B, ,AB a= 2.BC a=  Gọi M, N lần lượt là 

trung điểm của AC và BC. Biết rằng ( )SA ABC⊥  và góc giữa hai mặt phẳng (SBM), (ABC) bằng 060 . 
Tính thể tích khối chóp SABC theoa. 

A. 
3

3
a . B. 

3

6
a  C. 33

3
a . D. 36

12
a . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Đặt , .BA x BC y= =

   

 Ta có 

( ) 2 2 2 21 1 1 1 1 1. . .2 0.
2 2 2 2 2 2

AN BM x y x y y x a a     = − + + = − = − =     
     

       

 

Suy ra .AN BM⊥  Kết hợp với giả thiết ( )SA ABC⊥  suy ra ( ).BM SAN⊥  Do đó 

( ) ( ).SBM SAN⊥  

Gọi H là giao điểm của AN và BM. Theo chứng minh trên ta có AH BM⊥ nên 

( ) ( )( ) 

0, 60 .SBM ABC SHA= =  

Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ABN với đường cao BH ta có 
2 2

2
2

2

6. .
3

2

AB a aAH AN AB AH
AN aa

= ⇔ = = =

+

 

Trong tam giác vuông SAH ta có 0 6.tan 60 . 3 2.
3

aSA AH a= = =  

Từ đó suy ra 
31 1. 2. . . 2 .

3 2 3SABC
aV a a a = = 

   

Câu 90.   Cho hình chóp .S ABC  có tam giác ABC  vuông tại B, 1, 3,AB AC= =   

090SAB SCB= = , 

2SB >  và 3 10cos
10

ϕ =  với ϕ  là góc hợp bởi giữa đường thẳng SB  và mặt phẳng ( )SAC . Tính thể tích 

khối chóp .S ABC .  

A. 2
4

V = . B. 1
3

V = . C. 1
2

V = . D. 1
6

V =   

Lời giải 

Chọn B 

 

S 

 

B 

C A M 

a 
2

2
a

 

N 
H 

2

2
a

 



 

Hạ ( )SD ABC⊥  tại D, ta có 

( ) .
BA SA

BA SAD BA AD
BA SD

⊥ 
⇒ ⊥ ⇒ ⊥⊥ 

 Chứng minh tương tự BC CD⊥   

Suy ra tứ giác ABCD  là hình chữ nhật. 

Hạ ( )BH SAC⊥  tại H  suy ra ( ) 

3 10 10, ( ) cos sin .
10 10

SB SAC BSH= = ϕ⇒ ϕ = ⇒ ϕ =   

2
2

22 2 2
sin sin

33
BH BH d d
BS xBD SD x

ϕ = = = ⇒ ϕ =
++ +

 với ( ), ( ) ; .d d B SAC BH x SD= = =   

(điều kiện 1x >  vì 2 2 2 2 22 4 4 3 4 1 1)SB SB SD BD x x x> ⇔ > ⇔ + > ⇔ + > ⇔ > ⇔ >   

Mặt khác ( ) ( ), ( ) , ( )d d B SAC d D SAC= =  suy ra  

( )
2 2

2
22 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 3 2 2
1 2 3 22

x xd
d DC DA DS x x x

+
= + + = + + = ⇔ =

+
  

Suy ra ( )( )
22

4 2
2 2 2

1( )1 2 3 9 6 0 2 2
10 3 2 3 2

x Lx x x x SD
x x x

 =
= ⇔ − + = ⇔ ⇔ = ⇒ =

+ + =
  

Vậy .
1 1 1 1. .
3 3 2 3S ABC ABCV S SD AB BC SD∆

 = = = 
 

  

Câu 91.   Cho hình chóp .S ABC  có mặt phẳng ( )SAC  vuông góc với mặt phẳng ( )ABC , SAB  là tam 

giác đều cạnh 3a , 3BC a= , đường thẳng SC  tạo với mặt phẳng ( )ABC  góc 060 . Thể tích khối chóp 

.S ABC  bằng 

A. 
3. 3
3

a . B. 
3. 6
2

a . C. 
3. 6
6

a . D. 32 6a . 

Lời giải: 
Chọn C 

1

2
(SAC)

ϕA
D

C B

S

B

H

S



 
Ta có 3BA BC a= =  ABC⇒∆  cân tại B . 
Gọi H  là trung điểm của AC  thì BH AC⊥ . Mà ( ) ( ) ( )BAC SAC BH SAC⊥ ⇒ ⊥ . 

Lại có 3BA BS BC a= = =  HA HS HC⇒ = =  SAC⇒∆  vuông tại S . 
Gọi K  là hình chiếu của S  trên AC  thì ( )SK ABC⊥  do ( ) ( )SAC ABC⊥ . 

Khi đó ( )( ) ( )  

0, , 60SC ABC SC SK SCK SCA= = = = . 

ABC∆  vuông tại S  nên 0 1.cot 60 3.
3

SC SA a a= = =  2 2 2AC SA SC a⇒ = + = . 

Suy ra 
21 1 3. . 3.

2 2 2SAC
aS SA SC a a∆ = = =  và 

2
2 2

4
ACBH AB a= − = . 

Vậy 
2 3

.
1 1 3 6. . 2.
3 3 2 6S ABC SAC

a aV BH S a∆= = = .  

Câu 92.   Cho tứ diện ABCD  có các cạnh 3AD BC= = ; 4AC BD= = ; 2 3AB CD= = . Thể tích tứ 
diện ABCD  bằng: 

A. 2047
12

. B. 2470
12

. C. 2474
12

. D. 2740
12

. 

Lời giải 

Chọn B 

 
Từ các đỉnh của tam giác BCD  ta kẻ các đường thẳng song song với cạnh đối diện chúng tạo thành 

tam giác EFG  có diện tích gấp 4  lần diện tích tam giác BCD . 
Các tam giác AEF , AFG , AGE  là các tam giác vuông tại A  nên ta có: 

( )2 2 2 64 1AE AF EF+ = = ; ( )2 2 2 36 2AF AG FG+ = =  và ( )2 2 2 48 3AE AG EG+ = = . 

Từ , ,  ta có:  . 

Từ ,  ta có: . 

Từ ,  ta có: 38AE⇒ = . 

HA C

S

B

K

( )1 ( )2 ( )3 ( )2 2 22 148AE AF AG+ + = 2 2 2 74AE AF AG⇒ + + = ( )4

( )1 ( )4 2 10AG = 10AG⇒ =

( )2 ( )4 2 38AE =



Từ ,  ta có: 38AF⇒ = . 

Thể tích khối chóp  là : . 

Do đó thể tích tứ diện  là : .
 

Câu 93.   Cho hình chóp tứ giác đều .S ABCD  có cạnh đáy bằng .a  Gọi ;M N  lần lượt là trung điểm của 

SA  và .BC  Biết góc giữa MN và mặt phẳng ( )ABCD  bằng 060 .  Khoảng cách giữa hai đường thẳng 

BC  và DM  là: 

A. 15. .
62

a  B. 30. .
31

a  C. 15. .
68

a  D. 15. .
17

a  

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi .O AC BD= ∩  
Gọi H  là trung điểm //OA MH SO⇒  mà ( ) ( )SO ABCD MH ABCD MH⊥ ⇒ ⊥ ⇒  là hình chiếu 

vuông góc của MN  lên mặt phẳng ( ).ABCD  Do đó, ( )( )  0; 60 .MN ABCD MNH= =  

Ta có: 

( ) ( )
//

//
BC AD

BC ADM
AD ADM


⇒⊂ 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ); ; ; ; 2 ; .d BC DM d BC ADM d BC SAD d N BC SAD d O SAD⇒ = = = ∈ =  

Gọi I  là trung điểm ,AD  ta có ( ) ( )SAD SOI⊥  theo giao tuyến .SI  Kẻ 

( )( );OK SI OK d O SAD⊥ ⇒ =  

Tính được 10 30 30; .
4 4 2

a a aNH MH SO= = ⇒ =  

( )( ) ( )( )2 2 2
1 1 1 62 930 30; ; 2 .

15 62 31
a OK d O SAD d N SAD OK

OK OS OI
= + = ⇒ = = ⇒ = =  

Câu 94.   Cho hình chóp tứ giác .S ABCD  đáy ABCD là hình thoi có , 2AC a BD a= = . Biết hai mặt 
phẳng ( ), ( )SAB SAC cùng vuông góc với mặt đáy và tam giác SAC cân tạiA. Lấy điểm B′ , D′  lần lượt là 

trung điểm của cạnh SB  và SD . Mặt phẳng qua ( )AB D′ ′  cắt cạnh SC  tại C′ . Khi đó thể tích khối chóp 

.S AB C D′ ′ ′  bằng  

A.
3

3
a

 
B.

32
9
a . C.

3

9
a . D.

3

18
a . 

Lời giải 
Chọn D 

( )3 ( )4 2 26AF =

.A EFG
1 . .
6

V AE AF AG′ =
1 9880
6

=
1 2470
3

=

ABCD
1
4

V V ′=
2470
12

=

B

C
D

M

600

H

K

I N
O

A

S



S

A

B
C

D

B′
D′

C′

O

H

 

A

C′

O

H

S

C

K

( )d

 
Gọi O  là giao điểm của hai đường chéo AC  và BD  thì SO B D H′ ′∩ = . Khi đó H  là trung điểm của 

SO  và C AH SO′ = ∩ . 

Dễ thấy ( ),SA ABCD SA a⊥ = . Gọi V là thể tích khối chóp .S ABCD thì 
3

3
aV = . 

Trong mặt phẳng ( )SAC : Ta kẻ ( ) //d AC  và AC′  cắt ( )d  tại K . Khi đó áp dụng tính đồng dạng của 

các tam giác ta có: 1OH OA SK OA
SH SK

= = ⇒ = ⇒
1
2

SK
AC

= ; 1
2

SK SC
AC CC

′
= = ⇔

′
1
3

SC
SC

′
= . 

Vì . . .
1 .
2 2S ABD S BCD S ABCD

VV V V= = =  nên ta có .

.

1
4

S AB D

S ABD

V SA SB SD
V SA SB SD

′ ′ ′ ′
= ⋅ ⋅ = ⇔  .

1
8S AB DV V′ ′ =  và 

.

.

1
4

S B C D

S BCD

V SB SC SD SC
V SB SC SD SC

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⇔ . 8S B C D

SC VV
SC′ ′ ′

′
= ⋅ .  

Suy ra 
3

. . .
1 1
8 8 8 6 18S AB C D S AB D S B C D

SC V V SC V aV V V V
SC SC′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ = + = + ⋅ = + = = 
 

. 

Câu 95.   Cho hình lập phương D.ABC A B C D′ ′ ′ ′ . Gọi ,M N  lần lượt là trung điểm các cạnh ,AD CD  và 

P  là điểm trên cạnh BB′  sao cho 3BP PB′= . Mặt phẳng ( )MNP chia khối lập phương thành hai khối 

lần lượt có thể tích 1 2,  VV . Biết khối có thể tích 1V  chứa điểmA. Tính tỉ số 1

2

V
V

. 

 
A. 1

2

1
4

V
V

=  B. 1

2

25
71

V
V

=  C. 1

2

1
8

V
V

=  D. 1

2

25
96

V
V

=  

Lời giải 
Chọn B 
Thiết diện tạo bởi mặt phẳng ( )MNP và hình lập phương là ngũ giác MNHPK  (như hình vẽ). 



 
Khi đó ta có: ( )1 . . .P BIJ K AMJ H CINV V V V= − +  (*). 
Ta có: DMN  là tam giác vuông cân tại D .  
Suy ra: AMJ,  CIN∆ ∆  đều là tam giác vuông cân. 

Đặt 2aAB = , khi đó: AJ AM CN CI a= = = =  và 3a
2

PB = . 

A A 1 1
3a 3 3 2

K J a aKA PB
PB JB

= = = ⇒ = = . 

Khi đó 
2
aHC KA= = . 

Suy ra: ( )

3

.AMJ . .AMJ

3

. IJ

1 12 2. . .AJ. 2. . . .
6 6 2 6 **

1 1 3 9a. . . . .3a.3a
6 6 2 4

K H CIN K

P B

a aV V V AK AM a a

aV BP BI BJ


+ = = = =


 = = =

 

Thay (**) vào (*) ta được: 
3 3 3

1
9a 25a
4 6 12

aV = − =  

3 3
3 1

2 D. 1
2

25a 71a 258a
12 12 71ABC A B C D

VV V V
V′ ′ ′ ′⇒ = − = − = ⇒ = . 

Câu 96.   Cho hình chóp .S ABC  có đáy là tam giác đều cạnh a .  

090SAB SCB= = . Gọi M  là trung điểm 

của SA . Khoảng cách từ A  đến mặt phẳng ( )MBC  bằng 6
7
a . Tính thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

A. 
35 3

12
aV =  B. 

35 3
6

aV =  C. 
34 3

3
aV =  D. 

37 3
12

aV =  

Lời giải 
Chọn B 

 
Vì  

090SAB SCB= =  , , ,S A B C⇒  cùng thuộc mặt cầu đường kính SB . 



Gọi D  là trung điểm BC , I  là trung điểm SB  và O  là tâm đường tròn ngoại tiếp ABC∆  
Ta có ( )OI ABC⊥ . 

Gọi H  là điểm đối xứng với B  qua O  ( )SH ABC⇒ ⊥ (vì OI  là đường trung bình SHB∆ ). 

Gọi BM AI J∩ = , ta có J  trọng tâm SAB∆ . 
Trong AID∆ , kẻ / /JN IO . Khi đó, vì ( )BC JND⊥  nên ( ) ( )JND MBC⊥ . 

Kẻ NE JD⊥ , ta có ( )NE MBC⊥ . Do đó ( )( );d N MBC NE= . 

Ta có 
( )( )
( )( )

,
,

d A MBC AD AD
ND AD ANd N MBC

= =
−

9
2 4 5
3 9

AD AD

AD AO AD AD
= = =

− −
. 

Suy ra, ( )( ) ( )( )5 10, ,
9 21

ad N MBC d A MBC= = . 

Xét JND∆  có 2 2 2

1 1 1
NE ND NJ

= +  nên 10
3
aNJ =

3 5
2

OI NJ a⇒ = = 10SH a⇒ = . 

Vậy 
2 31 1 3 5 3. .10 .

3 3 4 6SABC ABC
a aV SH S a= = = .

 Câu 97.   Cho hình chóp .S ABC  có tam giác ABC  vuông cân tại B , AB a= . Gọi I  là trung điểm của 

AC . Hình chiếu vuông góc của S  lên mặt phẳng ( )ABC  là điểm H  thỏa mãn 3BI IH=
  . Góc giữa hai 

mặt phẳng ( )SAB  và ( )SBC  là 60o . Thể tích của khối chóp .S ABC  là 

A. 
3

9
aV = . B. 

3

6
aV = . C. 

3

18
aV = . D. 

3

3
aV = . 

Lời giải 
Chọn A 

 

Dễ thấy hai tam giác SAB  và SAC  bằng nhau ( cạnh chung SB ), gọi K  là chân đường cao hạ từ 
A  trong tam giác SAB  suy ra ( ) ( )( ) ,SAB SBC AKC= . 

Trường hợp 1:  60AKC = °  kết hợp I  là trung điểm AC  suy ra  30IKC = ° . 

Ta có 
2

2 2
AC aIB IC= = = , 

4 2 2
3 3

aBH BI= = . 

Từ giả thiết tam giác ABC  vuông cân tại B  ta được AC BI⊥ IC IK⇒ ⊥ . 

Trong tam giác ICK  vuông tại I  có 

6tan
tan 30 2

IC IC aIKC IK
IK

= ⇔ = =
°

. 



Như vậy IK IB>  ( vô lý). 

Trường hợp 2:  120AKC = °  tương tự phần trên ta có 

6tan
tan 60 6

IC IC aIKC IK
IK

= ⇔ = =
°

. 

Do ( )SB AKC SB IK⊥ ⇒ ⊥  nên tam giác BIK  vuông tại K  và 2 2 3
3

aBK IB IK= − = . 

Như vậy tam giác BKI  đồng dạng với tam giác BHS  suy ra: . 2
3

IK BH aSH
BK

= = . 

Vậy thể tích của khối chóp .S ABC  là: 
2 3

.
1 2.
3 2 3 9S ABC

a a aV = = . 

Câu 98.   Cho hình hộp .ABCD A B C D′ ′ ′ ′  có A B′  vuông góc với mặt phẳng đáy ( )ABCD , góc giữa AA′  
và ( )ABCD  bằng 45° . Khoảng cách từ A  đến các đường thẳng BB′  và DD′  bằng 1. Góc giữa mặt 

( )BB C C′ ′  và mặt phẳng ( )CC D D′ ′  bằng 60° . Thể tích khối hộp đã cho là 

A. 2 3 . B. 2 . C. 3 . D. 3 3 . 
Lời giải 

 
Gọi H , K  lần lượt là các hình chiếu vuông góc của A′  trên các đường thẳng BB′  và DD′ . 
Ta có: ( ) ( ); ; 1d A BB d A BB A H′ ′ ′ ′= = = , ( ) ( ); ; 1d A DD d A DD A K′ ′ ′ ′= = = . 

( )( )

( )
, 45AA ABCD

A B ABCD

 ′ = ° ⇒
′ ⊥

  o45A AB′ =  ( )1 . 

( ) ( )2A B ABCD A B AB′ ′⊥ ⇒ ⊥ . 

Từ ( )1  và ( )2  ta suy ra A AB′∆  là tam giác vuông cân tại B A B AB′⇒ =  
A B A B H′ ′ ′⇒ = ⇒  là trung điểm BB′ . 

Mặt khác, góc giữa hai mặt phẳng ( )BB C C′ ′  và ( )CC D D′ ′  bằng góc giữa hai mặt phẳng ( )AA D D′ ′  và 

( )BB A A′ ′  nên ta suy ra  60HA K′ = ° , mà 1A H A K′ ′= =  (chứng minh trên) 

⇒  A HK′∆  là tam giác đều 3
4A HKS ′⇒ = . 

1 2A H BB′ ′= ⇒ = . 



Lại có: 
{ }

( )
A H BB
A K BB BB A HK
A H A K A

 ′ ′⊥
 ′ ′ ′ ′⊥ ⇒ ⊥
 ′ ′ ′∩ =

. 

Do đó: .
3 3. 2.

4 2A B D ABD A HKV BB S′ ′ ′ ′′= = = . 

Vậy . .
32 2. 3

2ABCD A B C D A B D ABDV V′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = . 

Câu 99.   Cho Cho hàm số ( )f x  liên tục trên { }\ 1;0−  thỏa mãn điều kiện:  

( )1 2ln 2f = −  và ( ) ( ) ( ) 2. 1 .x x f x f x x x′+ + = +  ( )1 . Biết ( )2 .ln 3f a b= +  ( ),  a b∈ .  

Giá trị của ( )2 22 a b+  là: 

A. 27
4

. B. 9 . C. 3
4

. D. 9
2

. 

Lời giải 
Chọn B 

Xét trên đoạn [ ]1;2 , chia cả hai vế của phương trình ( )1  cho ( )21x + , ta được: 

( )
( )

( )2
1

1 11
x xf x f x

x xx
′⋅ + ⋅ =

+ ++
 

( )
1 1

x xf x
x x

′ ⇒ ⋅ = + + 
 

( ) d d
1 1

x xf x x x
x x

′ ⇒ ⋅ = + + ∫ ∫  

( ) 1
11 d

1 1
x f x C x

x x
 ⇒ ⋅ + = − + + ∫  

( ) ( )ln 1  2
1

x f x x x C
x

⇒ ⋅ = − + +
+

. 

Theo giả thiết, ( )1 2ln 2f = −  nên thay 1x =  vào phương trình ( )2 , ta được: 

( )1 1 1 ln 2 ln 2 1 ln 2 1
2

f C C C= − + ⇔ − = − + ⇔ = − . 

Thay 2x =  vào ( )2 , ta được: 

( ) ( )2 3 32 2 ln 3 1 2 ln 3
3 2 2

f f= − − ⇔ = − . 

3 3,  
2 2

a b⇒ = = − . Vậy ( )2 22 9a b+ = . 
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Câu 1.   Cho hàm số  f x  có đồ thị của hàm số ( )'y f x=  như hình vẽ 

 

Hàm số ( )
3

22 1 2
3
xy f x x x= − + + −  nghịch biến trên khoảng nào sau đây? 

A. ( )6; 3− − . B. ( )3;6 . C. ( )6;+∞ . D. ( )1;0− . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( ) ( ) ( )22' 2 ' 2 1 2 2 2 ' 2 1 1 3y f x x x f x x= − + + − = − + + −   

Nhận xét: Hàm só ( )y f x=  có ( )' 1 3 3f x x≤ ⇔ − ≤ ≤  và ( )
3

' 1
3

x
f x

x
≥

≥ ⇔  ≤ −
 

Do đó ta xét các trường hợp 

Với 6 3 13 2 1 7x x− < < − ⇒ − < − < −  suy ra ' 0y >  hàm số đồng biến (loại)  

Với 3 6 5 2 1 11x x< < ⇒ < − <  suy ra ' 0y >  hàm số đồng biến (loại)  

Với 6 11 2 1x x< ⇒ < −  suy ra ' 0y >  hàm số đồng biến (loại)  

Với 1 0 3 2 1 1x x− < < ⇒ − < − < −  nên ( )2 ' 2 1 2f x − ≤  và ( )20 1 3 2x< + − < −  suy ra ' 0y <  hàm số 

đồng biến (nhận).  

Câu 2.   Cho hàm số  .y f x  Đồ thị hàm số  y f x  như hình bên. Hỏi hàm số    2g x f x  đồng 

biến  
trên khoảng nào trong các khoảng sau? 

 
A.  ; 1 .   B.  1; .   C.  1;0 .  D.  0;1 .   

Lời giải 
Chọn C 
Ta có    22 .g x xf x   

Hàm số  g x  đồng biến  
 

 

 
2 2 2

theo do thi '

2 22

0 0
0 1 0  1

0
0 0

1  0 10

f x

x x
f x x x

g x
x x

x xf x

                               

 1
.

1 0
x

x
 
   

  



Câu 3.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )'=y f x  có đồ thị như hình bên. Hàm số 

( ) ( )
3

1 3
3

= + + −
xg x f x x  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

 
A. ( )1;2− . B. ( )2;0− . C. ( )0;4 . D. ( )1;5 . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) 2' ' 1 3= + + −g x f x x ( ) ( ) ( )2' 1 1 2 1 2= + + + − + −f x x x . 

Khi đó ( )' 0≤g x ( ) ( ) ( )2' 1 1 2 1 2    (1)⇔ + ≤ − + + + +f x x x  
Đặt 1= +t x . BPT ( )1  trở thành ( ) ( )2' 2 2          2≤ − + +f t t t  
Xét tương giao của ĐTHS ( )'=y f t  và 2 2 2= − + +y t t   

 
ta có nghiệm của BPT (2) là 0 3≤ ≤t 0 1 3⇔ ≤ + ≤x 1 2⇔ − ≤ ≤x . 

Suy ra hàm số ( ) ( )
3

1 3
3

= + + −
xg x f x x  nghịch biến trên ( )1;2− . 

Do đó ta chọn đáp án#A. 
 
 

Câu 4.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị của hàm số ( )y f x′=  được cho như hình bên. 



 

Hàm số 22 (2 ) 4y f x x x= − − − +  nghịch biến trên khoảng 

A. ( )3;1− . B. ( )1;3 . C. ( )1;1− . D. ( )3;3−  
Lời giải 

Chọn B 

 
22 (2 ) 4y f x x x= − − − + . 

 2 (2 ) 2 4 0 (2 ) (2 )y f x x f x x′ ′ ′= − − + < <=> − < − −  
Đặt 2 x t− =  ta có ( )'f t t=> < − .  

Đường thẳng y t= −  đi qua các điểm ( )3;3− và ( )1;1−  nằm trên đồ thị ( )'f t  do đó ( )'f t t< −  trên 

( )3;1−  hay ta có: 

( )3 2 1 1;5x x− < − < ⇒ ∈ , mà ( ) ( )1;3 1;5⊂ , vậy g(x) nghịch biến trên ( )1;3 . 
 
 

y = f '(x)

3
-

3

2

3

-
1

2
 

-1

-3

-5

-3

-1 1

y

xO

y= - t

y = f '(t)

3
-

3

2

3

-
1

2
 

-1

-3

-5

-3

-1 1

y

tO



Câu 5.   Cho ( )y f x=  là hàm đa thức bậc bốn, có đồ thị hàm số ( )′=y f x  như hình vẽ. Hàm số 

( ) 25 2 4 10y f x x x= − + −  đồng biến trong khoảng nào trong các khoảng sau đây? 

 

A. ( )3;4 .  B. 52; .
2

 
 
 

 C. 
3 ;2 .
2

 
 
 

  D. 
30; .
2

 
 
 

  

Lời giải 
Chọn B 
Từ đồ thị của hàm số ( )′=y f x  ta suy ra ( )′=y f x  có hai điểm cực trị (0;1), (2;5)A B   

Ta có ( ) 2( 2) 2′′ = − = −f x ax x ax ax , do đó ( ) ( )
3

2' 1 .
3

= = − +
axy f x ax b   

Thay tọa độ các điểm ,A B  vào ( )1  ta được hệ 
1 1

8 34 5
3

b b
a aa b

= = ⇔  = −− + = 

. 

Vậy ( ) 3 23 1′ = − + +f x x x . 
2( ) (5 2 ) 4 10g x f x x x= − + −  có TXĐ là   ta suy ra. 

Đạo hàm 3 2( ) 2[ (5 2 ) 4 5] 4(4 24 43 22)′ ′= − − − + = − − + −g x f x x x x x   
2

( ) 0 4 5
2

=
′ = ⇔ ± =

x
g x

x
 

Ta có bảng xét dấu của ( )′g x   

 
Từ BBT ta chọn đáp án B 

Câu 6.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên . Bảng biến thiên của hàm số  được cho 

hình vẽ. Hàm số  nghịch biến trên khoảng nào? 

A. (-2;0). B. (-4;-2). C. (0;2). D. (2;4). 

 
Lời giải 

Chọn B 

5

3

1

21

y

xO

 ( )y f x′=

1
2

x
y f x = − + 

 



Đặt ( ) 1
2

x
y g x f x = = − + 

 
 

TXĐ: [ 1;3]D = −  

Có 1
(1 ) 1

2 2

x
y f′ ′= − − +  

Hàm số ( )y g x=  nghịch biến khi: 
1

0 1 1 0 2 1
2 2 2

x x
y f   ′ ′≤ ⇔ − − + ≤ ⇔ ≤ −   

   
 

Dựa vào bảng biến thiên có: 

( )0 0 0
0

1 1 ; 1;0 2 1 4 2 22 22 1 .
2 2 4

2 1 3 1 2
2 2

x x
x x x x xx

f
x x x

 − ≤ − ≤ ∈ − − ≤ − ≤ −  ≥ ≥ − ′≤ − ⇔ ⇔ ⇔    − ≥ ≥ −    ≤ − ≤ ≤ − ≤  

  

Câu 7.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị của hàm số ( )y f x′=  được cho như hình bên. Hàm số 

( ) 22 2y f x x= − − +  nghịch biến trên khoảng  

 

A. ( )3; 2− − . B. ( )2; 1− − . C. ( )1; 0− . D. ( )0; 2 . 

Lời giải 
Chọn C 

 
Ta có ( ) 22 2y f x x= − − + ( ) ( )2 2 2 2y x f x x′′ ′⇒ = − − − +  

( )2 2 2y f x x′ ′= − +  ( )0 2 0y f x x′ ′⇒ < ⇔ − + < ( ) ( )2 2 2f x x′⇔ − < − − . 
Dựa vào đồ thị ta thấy đường thẳng 2y x= −  cắt đồ thị ( )y f x′=  tại hai điểm có hoành độ nguyên 

liên tiếp là 1

2

1 2
3

x
x
< <

 =
và cũng từ đồ thị ta thấy ( ) 2f x x′ < −  trên miền 2 3x< <  nên 

( ) ( )2 2 2f x x′ − < − −  trên miền 2 2 3x< − < 1 0x⇔ − < < .  
Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1; 0− . 

Câu 8.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị của hàm số ( )y f x′=  được cho như hình bên. Hàm số 

( ) 22 2y f x x= − − +  nghịch biến trên khoảng  
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A. ( )3; 2− − . B. ( )2; 1− − . C. ( )1; 0− . D. ( )0; 2 . 

Lời giải 
Chọn C 

 
Ta có ( ) 22 2y f x x= − − + ( ) ( )2 2 2 2y x f x x′′ ′⇒ = − − − +  

( )2 2 2y f x x′ ′= − +  ( )0 2 0y f x x′ ′⇒ < ⇔ − + < ( ) ( )2 2 2f x x′⇔ − < − − . 
Dựa vào đồ thị ta thấy đường thẳng 2y x= −  cắt đồ thị ( )y f x′=  tại hai điểm có hoành độ nguyên 

liên tiếp là 1

2

1 2
3

x
x
< <

 =
và cũng từ đồ thị ta thấy ( ) 2f x x′ < −  trên miền 2 3x< <  nên 

( ) ( )2 2 2f x x′ − < − −  trên miền 2 2 3x< − < 1 0x⇔ − < < .  
Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1; 0− . 

Câu 9.   Cho hàm số ( )f x . Biết hàm số '( )f x  có đồ thị như hình vẽ bên. Hàm số 
2(3 ) 2018y f x= − +  đồng biến trong khoảng nào dưới đây? 

 
 
 
 
 
 
A. ( )1;0− . B. ( )2;3  C. ( )2; 1− − . D. ( )0;1 . 

Lời giải:  
Chọn A 
Đặt 

2( ) (3 ) 2018y g x f x= = − + . 
Ta có 2'( ) 2 . '(3 )g x x f x= − − . 

2

2 2

2

0 0
0 3 6 1

'( ) 0
2'(3 ) 0 3 1
33 2

x x
x x x

g x
xf x x
xx

= =
 = − = − = ±  = ⇔ ⇔ ⇔   = ±− = − = −   = ± − = 

 

Ta lập được bảng dấu của '( )g x  như sau: 
x     3  2  1  0  1  2  3   
'( )g x     0 + 0   0 + 0   0 + 0   0 + 
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Câu 10.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị ( )y f x′=  như hình vẽ. Xét hàm 

số ( ) ( ) 3 21 3 3 2018
3 4 2

g x f x x x x= − − + + . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

 
A. Hàm đồng biến trên khoảng ( )3; 1− − . B. Hàm đồng biến trên khoảng ( )3;1− . 

C. Nghịch biến trên khoảng ( )1;1− . D. Hàm đồng biến trên khoảng ( )1;1− . 

Lời giải 
Chọn D 

Căn cứ vào đồ thị ( )y f x′= , ta có: 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

1 2 1 0

1 1 1 0

3 3 3 0

f g

f g

f g

′ ′− = − − = 
 

′ ′= ⇒ = 
 ′ ′− = − = 

 

 

Ngoài ra, vẽ đồ thị ( )P  của hàm số 2 3 3
2 2

y x x= + −  trên cùng hệ trục tọa độ như hình vẽ bên (đường 

nét đứt), ta thấy ( )P  đi qua các điểm ( )3;3− , ( )1; 2− − , ( )1;1  với đỉnh 3 33;
4 16

I  − − 
 

. Rõ ràng 

Trên khoảng ( )1;1− thì ( ) 2 3 3
2 2

f x x x′ > + − , nên ( ) ( )0 1;1xg x ∀′ ∈ −>  

Trên khoảng ( )3; 1− − thì ( ) 2 3 3
2 2

f x x x′ < + − , nên ( ) ( )0 3; 1xg x ∀′ ∈ −< −  

Từ những nhận định trên, ta có bảng biến thiên của hàm ( )y g x′=  trên [ ]3;1−  như sau: 

x

y

1

1

3

3−
1−

2−

( )P

O x

y

1

1

3

3−
1−

2−



 
Vậyhàm số đồng biến trên khoảng ( )1;1− . 

Câu 11.   Cho hàm số . Có bao nhiêu giá trị nguyên của  để đồ thị hàm số 

cắt trục hoành tại điểm phân biệt? 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn A 

TXĐ: ; . 

Bảng biến thiên: 

 
Bảng biến thiên của hàm số : 

 

*) Đồ thị hàm số cắt trục hoành tại 4 điểm phân biệt 

Phương trình có nghiệm phân biệt. 

Phương trình có nghiệm phân biệt. 

Đường thẳng cắt đồ thị hàm số tại điểm phân biệt. 

Dựa vào bảng biến thiên của đồ thị hàm số không tồn tại giá trị nào của thỏa mãn. 

Câu 12.   Cho hàm số ( )y f x=  là hàm đa thức có đồ thị hàm số ( )y f x′=  như hình vẽ.  

( ) 1
2

xf x
x
+

=
−

m

( ) ( )g x f x m= + 4

0 2 4 6

{ }\ 2D =  ( )
( )2

3 0, 2
2

f x x
x

′ = − < ∀ ≠
−

( )f x

( ) ( )g x f x m= +

⇔ ( ) 0g x = 4

⇔ ( )f x m= − 4

⇔ :d y m= − ( )f x 4

( )f x ⇒ m



 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m , , 2020 2020m Z m∈ − ≤ ≤  để hàm số 

( ) ( )2 2 2 8 6
3

g x f x mx x x = + + − 
 

 đồng biến trên khoảng ( )3;0−  

A. 2021.  B. 2020.  C. 2019.  D. 2022.  
Lời giải 

Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( )2 22 4 2 3g x xf x mx x x′ ′= + + − .  

Hàm số ( )g x  đồng biến trên khoảng ( )3;0−  suy ra ( ) ( )0, 3;0g x x′ ≥ ∀ ∈ − .  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 4 2 3 0, 3;0 2 2 3 0, 3;0xf x mx x x x f x m x x x′ ′+ + − ≥ ∀ ∈ − ⇔ − − − + ≤ ∀ ∈ −  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

2
2 2 3 , 3;0 , 3;0

2 2 3

f x
f x m x x x m x

x x

′
′⇔ ≤ − − + ∀ ∈ − ⇔ ≥ ∀ ∈ −

− − +
 

( )

( )
( )

2

23;0
max

2 2 3

f x
m

x x−

′
⇔ ≥

− − +
.  

Ta có ( )2 23 0 0 9 3x x f x′− < < ⇒ < < ⇒ ≤ −  dấu “= ” khi 2 1 1x x= ⇔ = − .  

( ) ( )22 22 3 1 4 0 2 3 4, 3;0x x x x x x− − + = − + + ⇒ < − − + ≤ ∀ ∈ −  

2

1 1 ,
2 3 4x x

⇔ ≥
− − +

 dấu “= ” khi 1x = − .  

Suy ra 
( )

( )
2

2

3 3
2.4 82 2 3

f x

x x

′ − −
≤ =

− − +
, ( )3;0x∀ ∈ − , dấu “= ” khi 1x = − .  

( )

( )
( )

2

23;0

3max
82 2 3

f x

x x−

′
⇒ = −

+ +
.  

Vậy 
3
8

m ≥ − , mà m∈ , 2020 2020m− ≤ ≤  nên có 2021 giá trị của tham số m  thỏa mãn bài toán.  

 
Câu 13.   Cho hàm số . Hàm số có đồ thị như hình sau. ( )f x ( )y f x′=



 

Hàm số nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn A 

 

Có . 

Đặt  

 nghịch biến khi 

. 

Câu 14.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )'=y f x  có đồ thị như hình bên. Hàm số 

( ) ( )
3

1 3
3

= + + −
xg x f x x  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

( ) ( ) 21 4 2 6g x f x x x= − + −

31;
2

 
 
 

41;
5

 − 
 

1 1;
20 2

 
 
 

11;
2

 − − 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 54 1 4 4 6 4 1 4 4 1 4 1 4
2 4 4

g x f x x f x x f x x   ′ ′ ′ ′= − − + − = − − − + = − − + − +      

( ) ( ) 51 4 4
4

tt x g x f t +  ′ ′= − ⇒ = − − −    

( )g x

( ) ( ) ( )5 5 54 0 0
4 4 4

t t tf t f t f t +  + +   ′ ′ ′− − − ≤ ⇔ − − ≥ ⇔ ≥ −        
11 1 4 1
2

4 4 1 13 1 4 3
5 5 2 20

t x x

t x x

≤ − − ≤ − ≥   ⇔ ⇔ ⇔  ≤ ≤ ≤ − ≤ − ≤ ≤  



 
A. ( )1;2− . B. ( )2;0− . C. ( )0;4 . D. ( )1;5 . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) 2' ' 1 3= + + −g x f x x ( ) ( ) ( )2' 1 1 2 1 2= + + + − + −f x x x . 

Khi đó ( )' 0≤g x ( ) ( ) ( )2' 1 1 2 1 2    (1)⇔ + ≤ − + + + +f x x x  
Đặt 1= +t x . BPT ( )1  trở thành ( ) ( )2' 2 2          2≤ − + +f t t t  
Xét tương giao của ĐTHS ( )'=y f t  và 2 2 2= − + +y t t   

 
ta có nghiệm của BPT (2) là 0 3≤ ≤t 0 1 3⇔ ≤ + ≤x 1 2⇔ − ≤ ≤x . 

Suy ra hàm số ( ) ( )
3

1 3
3

= + + −
xg x f x x  nghịch biến trên ( )1;2− . 

Do đó ta chọn đáp án#A. 
Câu 15.   Cho hàm số )(xfy =  xác định trên   và có đạo hàm )(xf ′  thỏa mãn 

( ) (1 )( 2) ( ) 2019f x x x g x′ = − + +  trong đó ( ) 0,g x x< ∀ ∈  . Hàm số (1 ) 2019 2020y f x x= − + +  nghịch 

biến trên khoảng nào? 
A. ( )+∞;1 . B. ( )3;0 . C. ( )3;∞− . D. ( )+∞;3 . 

Lời giải 
Chọn D 
Từ ( ) (1 )( 2) ( ) 2019f x x x g x′ = − + + (1 ) (3 ) (1 ) 2019f x x x g x′⇒ − = − − +  
Nên đạo hàm của hàm số (1 ) 2019 2020y f x x= − + +  là 

( ) ( ) ( ) ( )3 . 1 2019 2019 3 1y x x g x x x g x′ = − − − − + = − − − . 

Xét bất phương trình ( ) ( ) ( )0 3 0 ;0 3;y x x x′ < ⇔ − < ⇔ ∈ −∞ ∪ +∞ , do ( ) 0,g x x< ∀ ∈  . 



Câu 16.   Cho hai hàm số ( )f x  và ( )g x  có một phần đồ thị biểu diễn đạo hàm ( )f x′  và ( )g x′  như 

hình vẽ. Biết rằng hàm số ( ) ( ) ( ) 2 2021y h x f x g x a x= = − − +  luôn tồn tại một khoảng đồng biến 

( );α β . Số giá trị nguyên dương của a  thỏa mãn là 

 
A. 1. B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 
Hàm số ( ) ( ) ( ) 2 2021y h x f x g x a x= = − − +  có đạo hàm ( ) ( ) ( ) 2h x f x g x a′ ′ ′= − − . 
Hàm số đồng biến khi ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 20h x f x g x a a f x g x′ ′ ′ ′ ′= − − ≥ ⇔ ≤ − . 

Quan sát đồ thị ta thấy ( ) ( ) 12f x g x′ ′− ≥ , suy ra 
2 12a ≤ . 

Vậy giá trị nguyên dương của a  thỏa mãn là { }1;2;3 . 

Câu 17.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị biểu diễn như hình vẽ và đồ thị đạo hàm không tiếp xúc với trục 

hoành. Số nghiệm của phương trình ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'.4 ' .2 'f x f xf x f x f x f x+ = +  tương ứng là: 

 
A. 7 . B. 9 . C. 8 . D. 10 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta đã biết: 
1 0; 1, 0

ta a t
t
−

> ∀ > ≠  

Phương trình đã cho trở thành: ( ) ( )( ) ( ) ( )( )'4 1 ' 2 1 0.f x f xf x f x− + − =   

Nhận thấy 
( )
( )

0

' 0

f x

f x

=


=
 thỏa mãn phương trình đã cho. Số nghiệm phương trình ( )' 0f x =  là 5  và số 

nghiệm phương trình ( ) 0f x =  là 5  (nhưng có một nghiệm trùng nhau tại điểm đồ thì hàm số ( )f x  tiếp 

xúc với trục hoành).  

Khi 
( )
( )

0
:

' 0

f x

f x

≠


≠
 chia cả hai vế của pt cho ( ) ( ). ' ,f x f x  ta được: 

( )

( )
( )

( ) ( )
'4 1 2 1 0 1
'

f x f x

f x f x
− −

+ =   

2 3 4



Mà 
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
'4 1 2 10; 0; ' , 0.
'

f x f x

f x f x
f x f x

− −
> > ∀ ≠   

Do đó pt ( )1  vô nghiệm. 

Vậy phương trình có 9  nghiệm. 

Câu 18.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên  . Đồ thị của hàm số ( )'y f x=  như hình vẽ: 

 
Hàm số ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 4g x f x x x= − + + + − +  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. 12;
2
− − 

 
. B. ( ); 2−∞ − . C. 1;

2
− +∞ 

 
. D. 1;2

2
− 

 
 

. 

Lời giải 
Chọn A 
( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 4g x f x x x= − + + + − +  

( ) ( ) ( )22 1 2 2 4g x f x x x= − + + − + +  

( ) ( )' '2 2 1 4 2g x f x x= − − + − +  

( ) ( )' '2 2 1 2 1g x f x x = − − + + −   
Để hàm số đồng biến thì '( ) 0 '( 2 1) 2 1g x f x x> ⇔ − + < − +  
Dựa vào đồ thị ta có 2 2 1 5x< − + <  

12
2

x −
⇒ − < <  

 

Câu 19.   Cho hàm số . Hàm số có đồ thị như 

hình sau. 

 

Hàm số nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. . B. . C. . D. . 

( )f x ( )y f x′=

( ) ( ) 21 2g x f x x x= − + −

31;
2

 
 
 

10;
2

 
 
 

( )2; 1− − ( )2;3



Lời giải 
Chọn A 

 

Có . 

Đặt  

 nghịch biến khi . 

Câu 20.   Cho hàm số  f x  có bảng xét dấu của đạo hàm như sau. 

 
Hàm số   33 2 3y f x x x     đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A.  1, . B.  , 1  . C.  1;0 . D.  0,2 . 

Lời giải 
Chọn C 

  23 2 3 3y f x x      ; 0y     22 3 33 f x x      22 1f x x    . 

Để hàm số đồng biến   22 1 0f x x     . 

 2 0f x   

2 1
2 2
2 3
2 4

x
x
x
x

  

  
  
  



1
0
1
2

x
x
x
x

 

 
 
 

. 

Bảng biến thiên: 

 
Đặt   2 1g x x   ta có đồ thị: 

( ) ( )2 1 2 2 1g x f x x′ ′= − − + −

( ) ( ) ( )1 2 2 2
2
tt x g x f t t f t  ′ ′ ′= − ⇒ = − − = − − −    

( )g x ( ) ( )2 0 0
2 2
t tf t f t    ′ ′− − − ≤ ⇔ − − ≥        

1 3
2 0 2 2

4 3
2

xt
t x

 ≤ ≤− ≤ ≤
⇒ ⇔  ≥ −  ≤



 

Dựa vào đồ thị, ta thấy trên  1;0  và  0;1 : 
 
 

   
2 0

2
0

f x
f x g x

g x

    






. 

Hay   22 1 0f x x     . 

Vậy hàm số   33 3y f x x x    đồng biến trên khoảng  1;0  và  0;1 . 

Câu 21.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình bên.  

 

Hỏi hàm số ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. 1 ;0
4

 − 
 

. B. 1 ;1
4

 
 
 

. C. ( )0;1 . D. ( );0−∞ . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  

( ) ( ) ( )24 1 2 12 3g x x f x x x′ ′⇒ = − − + −  ( ) ( )24 1 2 3x f x x ′= − − +  . 

( ) ( )2

4 1 0
0

2 3

x
g x

f x x

− =
′ = ⇔  ′ − = −

 
( )

( )


=


− = −

⇔
− =

 − =
 − =

2

2

2

2

1
4

2 1 voânghieäm

2 1
2 0
2 2 nghieäm keùp loaïi

x

x x

x x
x x
x x

1
4
1

1
2

0
1
2

x

x

x

x

x

 =


=


⇔ = −

 =

 =


. 

Xét dấu ( )g x′ ta được ( ) ( )1 1 10, ;0 ; 1;
2 4 2

g x x    ′ > ∀ ∈ − ∪ ∪ +∞   
   

. 

Suy ra ( )g x  đồng biến trên các khoảng 1 ;0
2

 − 
 

 và 1 1;
4 2

 
 
 

 và ( )1;+∞ . 



Mà 1 1;0 ;0
4 2

   − ⊂ −   
   

 nên hàm số ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  đồng biến trên khoảng 1 ;0
4

 − 
 

. 

------------- HẾT ------------- 

Câu 22.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   có ( )0 0f =  và đồ thị hàm số ( )'y f x=  như hình vẽ sau  

 
Hàm số ( ) 33y f x x= −  đồng biến trên khoảng nào sau đây? 

A. ( )1;0 .−  B. ( )0;1 .  C. ( )1; .+∞  D. ( )1;3 . 
Lời giải 

Chọn B 

 
Xét hàm số ( ) ( ) ( ) ( )3 23 ' 3 ' .g x f x x g x f x x = − ⇒ = −    

Ta có: ( ) ( ) 2' 0 '  (1).g x f x x= ⇔ =  

Phương trình ( )1  là phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị các hàm số ( )'y f x=  và 2y x= . 

Dựa vào đồ thị của hàm số ( )'y f x=  và đồ thị hàm số 2y x= , ta có: 

( ) ( ) 2

0
' 0 ' 1 .

2

x
g x f x x x

x

=
= ⇔ = ⇔ =
 =

 

Quan sát đồ thị hàm số ( )'y f x=  và 2y x=  trên cùng một hệ trục tọa độ như hình vẽ ta thấy. 

•Với  ;0 x  hoặc  2; x  thì      2 2' ' 0 ' 0.     f x x f x x g x  

• Với        2 20;2 ' ' 0 ' 0.       x f x x f x x g x  
Từ đó ta có bảng biến thiên  

 



Có    0 0 0 0  f g . Từ bảng biến thiên suy ra dồ thị hàm số  y g x  có được bằng cách bỏ 
phần phía dưới trục hoành và lấy đối xứng phần bị bỏ đối xứng qua trục hoành.  

Do đó suy ra hàm số   33 y f x x  đồng biến trên khoảng ( )0;1  và  ;a  với   0.g a  

Câu 23.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình sau. 

 

Hàm số ( ) ( )
6

3

2
xg x f x= +  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ( )0;2 .  B. ( )2;0 .−  C. 1 1; .
2 2

 − 
 

 D. ( )1;2 .  

Lời giải 
Chọn D 

 
Có ( ) ( ) ( ) ( )2 3 5 2 3 33 3 3g x x f x x x f x x ′ ′ ′= + = − −    

( )g x  đồng biến khi ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 3 33 0 1g x x f x x f x x ′ ′ ′= − − ≥ ⇒ ≥ −  . 

Đặt ( ) ( )
3

3
3

1 0 1 01 0
1 .

1 11
t xx

t x f t t
t xx
− ≤ ≤ − ≤ ≤− ≤ ≤ ′= ⇒ ⇔ ≥ − ⇔ ⇔ ⇔ ≥ ≥≥ 

 

Câu 24.   Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   có ( 1) 0f − =  và có đồ thị hàm số ( )y f x′=  như hình vẽ bên. 

 



Hàm số 22 ( 1)y f x x= − −  đồng biến trên khoảng  

A. ( )3;+∞ . B. ( )1;2− . C. ( )0;+∞ . D. ( )0;3 . 
Lời giải 

Chọn D 

Đặt 2( ) 2 ( 1) ( ) 2 [ ( 1) ( 1) 1]g x f x x g x f x x′ ′= − − ⇒ = − − − −  

 

Dựa vào đồ thị hàm số ( )y f x′=  và đồ thị hàm số 1y x= +  ta có: 

( ) 0 ( 1) ( 1) 1 1 1 2 0 3g x f x x x x′ ′> ⇔ − > − + ⇔ − < − < ⇔ < <  

Bảng biến thiên: 

 

Dựa vào bảng biến thiên, hàm số 22 ( 1)y f x x= − −  đồng biến trên khoảng ( )0;3 . 

Câu 25.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình bên.  

 

Hỏi hàm số ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 



A. 1 ;0
4

 − 
 

. B. 1 ;1
4

 
 
 

. C. ( )0;1 . D. ( );0−∞ . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  

( ) ( ) ( )24 1 2 12 3g x x f x x x′ ′⇒ = − − + −  ( ) ( )24 1 2 3x f x x ′= − − +  . 

( ) ( )2

4 1 0
0

2 3

x
g x

f x x

− =
′ = ⇔  ′ − = −

 
( )

( )


=


− = −

⇔
− =

 − =
 − =

2

2

2

2

1
4

2 1 voânghieäm

2 1
2 0
2 2 nghieäm keùp loaïi

x

x x

x x
x x
x x

1
4
1

1
2

0
1
2

x

x

x

x

x

 =


=


⇔ = −

 =

 =


. 

Xét dấu ( )g x′ ta được ( ) ( )1 1 10, ;0 ; 1;
2 4 2

g x x    ′ > ∀ ∈ − ∪ ∪ +∞   
   

. 

Suy ra ( )g x  đồng biến trên các khoảng 1 ;0
2

 − 
 

 và 1 1;
4 2

 
 
 

 và ( )1;+∞ . 

Mà 1 1;0 ;0
4 2

   − ⊂ −   
   

 nên hàm số ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  đồng biến trên khoảng 1 ;0
4

 − 
 

. 

Câu 26.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình vẽ. Hàm số ( ) ( )
2

3
3
xg x f x= − −  

nghịch biến trong khoảng nào dưới đây? 

 
A. ( )3; .+∞  B. ( ); 2 .−∞ −  C. ( )2;1 .−  D. ( )1;3 .  

Lời giải 
Chọn A 

Xét ( ) ( ) 23 .
3
xg x f x′ ′= − − −  Ta có ( ) ( ) ( )2 20 3 0 3

3 3
x xg x f x f x′ ′ ′≤ ⇔ − − − ≤ ⇔ − ≥ −  (1) 

Đặt ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 63 1 2 .
3 3

t tt x f t f t
− −′ ′= − ⇒ ⇔ ≥ − ⇔ ≥  

Trên cùng hệ trục tọa độ ,Oxy  vẽ đồ thị hàm số ( )y f t′=  và đường thẳng 
2 6

3
ty −

=  như hình vẽ 



 

Dựa vào đồ thị, ta thấy ( )
0 3 0 32 6 .

3 6 3 3 6 3 03
t x xtf t

t x x
≤ − ≤ ≥  −′ ≥ ⇔ ⇔ ⇔  ≤ ≤ ≤ − ≤ − ≤ ≤  

 

Vậy ( )
3

1
3 0

x
x

≥
⇔ − ≤ ≤

 nên ( )g x  nghịch biến trong ( )3;+∞  

Câu 27.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )'=y f x  có đồ thị như hình bên. Hàm số 

( ) ( )
3

1 3
3

= + + −
xg x f x x  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

 
A. ( )1;2− . B. ( )2;0− . C. ( )0;4 . D. ( )1;5 . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) 2' ' 1 3= + + −g x f x x ( ) ( ) ( )2' 1 1 2 1 2= + + + − + −f x x x . 

Khi đó ( )' 0≤g x ( ) ( ) ( )2' 1 1 2 1 2    (1)⇔ + ≤ − + + + +f x x x  
Đặt 1= +t x . BPT ( )1  trở thành ( ) ( )2' 2 2          2≤ − + +f t t t  

Xét tương giao của ĐTHS ( )'=y f t  và 2 2 2= − + +y t t   

 
ta có nghiệm của BPT (2) là 0 3≤ ≤t 0 1 3⇔ ≤ + ≤x 1 2⇔ − ≤ ≤x . 



Suy ra hàm số ( ) ( )
3

1 3
3

= + + −
xg x f x x  nghịch biến trên ( )1;2− . 

 

Câu 28.   Cho hàm số ( )'y f x= ,có đồ thị như hình vẽ.Tổng tất cả các giá trị nguyên của x  với 

( 2;2020)x∈ −  để hàm số ( ) 21 3 1( ) 2
32 8 8

g x f x x x= + + − +  nghịch biến là: 

A. 2039187 . B. 2041207 . C. 2039189 . D. 2041209 . 
Lời giải 

Chọn C 
Đặt 22, 0 2t x t x t= + ≥ ⇒ = −  

Suy ra: ( ) 4 2 31 1 1' 1 '
32 2 8

g f t t t g t t= + − + ⇒ + −
 

Để hàm số đồng thì 31' 0 '( ) 0
8

g f t t t t≥ ⇔ ≥ − + ∀ ≥   

Đặt 31( ) 0
8

h t t t t= − + ∀ ≥  có đồ thị màu tím  

Ta có phương trình 

3

2( )
1'( ) ( ) '( ) 0
8

2

t l
f t h t f t t t t

t

= −
= ⇔ = − + ⇔ =
 =

. 

Lập BBT và dựa vào đồ thị ta có hàm số g  đồng biến khi  
( ) { }2 2 2 2, 2;2020 , 2;3;.....;2019t x x x x Z x≥ ⇒ + ≥ ⇔ ≥ ∈ − ∈ ⇒ ∈  

Ta có 2 ... 2019 2039189+ + =   
 
 
 
 
 
 

Câu 29.   Cho hàm số ( )'y f x= ,có đồ thị như hình vẽ.Tổng tất cả các giá trị nguyên của x  với 

( 2;2020)x∈ −  để hàm số ( ) 21 3 1( ) 2
32 8 8

g x f x x x= + + − +  nghịch biến là: 

A. 2039187 . B. 2041207 . C. 2039189 . D. 2041209 . 
Lời giải 

Chọn C 
Đặt 22, 0 2t x t x t= + ≥ ⇒ = −  

Suy ra: ( ) 4 2 31 1 1' 1 '
32 2 8

g f t t t g t t= + − + ⇒ + −
 

Để hàm số đồng thì 31' 0 '( ) 0
8

g f t t t t≥ ⇔ ≥ − + ∀ ≥   

Đặt 31( ) 0
8

h t t t t= − + ∀ ≥  có đồ thị màu tím  

Ta có phương trình 

3

2( )
1'( ) ( ) '( ) 0
8

2

t l
f t h t f t t t t

t

= −
= ⇔ = − + ⇔ =
 =

. 



Lập BBT và dựa vào đồ thị ta có hàm số g  đồng biến khi  
( ) { }2 2 2 2, 2;2020 , 2;3;.....;2019t x x x x Z x≥ ⇒ + ≥ ⇔ ≥ ∈ − ∈ ⇒ ∈  

Câu 30.   Cho hàm sô ( )f x . Hàm số ( )'y f x= có đồ thị như hình sau. 

 
 
 
 
Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên dương của tham số 

( ) ( ) 24 2 2020g x f x m x mx= − + − +  m để hàm số 
khoảng ( )1;2  đồng biến trên 

A. 2. B. 3. C. 0. D. 1. 
Lời giải 

Chọn A 
Chọn A 
Ta có  

   

     

' '

' ' *

g x f x m x m
x mg x f x m

   


   

4 2 2

0
2

 

Đặt t x m  thì    '* tf t 
2

 

Vẽ đường thẳng 
xy 
2

trên cùng hệ trục Oxy với đồ thị  'y f x như hình vẽ sau 

 
 
 
Từ đồ thị ta có 

 ' t m x mtf t
t x m
      
       

2 0 2

4 42
 

Hàm số  g x đồng biến trên khoảng      '; ;g x x   1 2 0 1 2  

m m m
m m
      
      

2 1 2 2 3

4 1 3
 

Vì m nguyên dương nên  ;m 2 3  

Vậy có hai giá trị nguyên dương của m để hàm số  g x đồng biến trên khoản  ;1 2  

Câu 31.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau 



 

Tìm giá trị lớn nhất của hàm số ( ) ( )3 5 31 2 23 3
5 3 15

g x f x x x x x= − − − + −  trên đoạn [ ]1;2−  ? 

A. 2022 . B. 2019 . C. 2020 . D. 2021. 
Lời giải 

Chọn D 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 2 2 3 23 3 3 2 3 1 3 3 3g x x f x x x x x f x x x ′ ′ ′= − − − − + = − − − −   

( ) ( )3 2

2

3 3 3 0
0

1 0

f x x x
g x

x

 ′ − − − =
′ = ⇔ 

− =
  

Mà [ ] [ ] ( ) ( )3 3 3 21;2 3 2;2 3 0 3 3 3 0x x x f x x f x x x′ ′∈ − ⇒ − ∈ − ⇒ − < ⇒ − − − < , do đó 

( ) 20 1 0 1.g x x x′ = ⇔ − = ⇔ = ±  

Ta có  

 
Vậy 

[ ]
( ) ( )

1;2
max 1 2 2 2021y g f
−

= = − + = . 

Câu 32.   Cho hàm số ( )y f x= . Đồ thị hàm số ( )y f x′=  như hình bên dưới. Hỏi hàm số 

   2 5g x f x   có bao nhiêu khoảng nghịch biến ? 

 
A. 2. B. 3. C. 4. D. 5. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có    22 5g x xf x    

( ) ( )
( )

2
theo do thi '

2 2

2

0 0
0 15 4

0 .25 0 5 1
75 2

f x

x x
x xx

g x xf x x
xx

= = 
 = = ±− = − ′ = ⇔ ←→ ⇔   = ±′ − = − = −  

= ± − = 

 

Bảng biến thiên 



 
Dựa vào bảng biến thiên và đối chiếu với các đáp án, ta chọn C. 

Câu 33.   Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm ( )f x′  xác định và liên tục trên  . Đồ thị của hàm số 

( )y f x′= như sau: 

 
Hàm số ( ) ( ) 3 21 11 6 2020

3 2
g x f x x x x= − + − − +  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ( )2;2− . B. ( )2;3− . C. ( )1;3− . D. ( )3;5 . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) 2' 1 6g x f x x x′ = − − + − −  ( ) ( ) ( ) ( )21 1 1 6g x f x x x′ ′⇔ = − − + − − − − . 

Hàm số ( )g x  nghịch biến ( ) 0g x′⇔ ≤  ( ) ( ) ( )21 1 1 6 0f x x x′⇔ − − + − − − − <  ( )1 . 

Đặt 1t x= − , ( )1  trở thành ( ) 2 6 0f t t t′− + − − ≤ ( ) 2 6f t t t′⇔ ≥ − − . 

Vẽ đồ thị hàm số ( )y f t′=  và 2 6y t t= − −  (Hình vẽ). 

 



Từ đồ thị hàm số ta có ( ) 2 6f x t t′ ≥ − −  1 3,t t⇔ ≤ ≤  với ( )1 2; 1t ∈ − −  hay 

1 11 3 2 1t x x t≤ − ≤ ⇔ − ≤ ≤ −  suy ra hàm số luôn nghịch biến trên khoảng ( )2;2− . 

Câu 34.   Cho hàm số 𝑓𝑓(𝑥𝑥) có đồ thị 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) như hình vẽ bên dưới.  

 
Hàm số 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1

3
𝑓𝑓(1 − 3𝑥𝑥) − 3𝑥𝑥(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1) đồng biến trên khoảng nào sau đây? 

A. (0; 3). B. (−2;−1). C. (0; 1). D. (−1; 2). 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = −𝑓𝑓 ′(1 − 3𝑥𝑥) − 9𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 + 3  

Hàm số 𝑔𝑔(𝑥𝑥) nghịch biến ⇔ 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) > 0 ⇔ 𝑓𝑓 ′(1 − 3𝑥𝑥) <  −9𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 + 3  

⇔ 𝑓𝑓 ′(1 − 3𝑥𝑥) <  − (1 − 3𝑥𝑥)2 + 4  

Đặt 𝑡𝑡 = 1 − 3𝑥𝑥 bất phương trình trở thành 𝑓𝑓 ′(𝑡𝑡) < −𝑡𝑡2 + 4 (∗)  

 

Vẽ parabol 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥2 + 4 trên đồ thị hàm số, ta thấy đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) nằm dưới parabol 𝑦𝑦 =
−𝑥𝑥2 + 4 trên khoảng (−2; 1)  

Khi đó (∗) ⇔  −2 < 𝑡𝑡 < 1 ⇔  −2 < 1 − 3𝑥𝑥 < 1 ⇔ 0 < 𝑥𝑥 < 1  

Suy ra hàm số 𝑔𝑔(𝑥𝑥) nghịch biến trên khoảng (0; 1). 

Câu 35.   Cho hàm số bậc năm 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) có đồ thị 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2) là 

 



 
A. 4. B. 7. C. 6. D. 11. 

Lời giải  
Chọn C 
Ta có 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = (3𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥).𝑓𝑓′(𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2).  

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 ⇔ �3𝑥𝑥
2 + 6𝑥𝑥 = 0

𝑓𝑓′(𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2) = 0. 

Phương trình 3𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 = 0 ⇔ �𝑥𝑥 = 0
𝑥𝑥 = −2. 

Phương trình 𝑓𝑓′(𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2) = 0 ⇔ �
𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2 = 𝑎𝑎 < 0
𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2 = 0
𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2 = 4
𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥3 = 𝑏𝑏 > 4

. 

Ta thấy: 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2 = 0 ⇔ 𝑥𝑥2(𝑥𝑥 + 3) = 0 ⇔ 𝑥𝑥 = 0; 𝑥𝑥 = −3 
Và 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2 = 4 ⇔ (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 2)2 = 0 ⇔ 𝑥𝑥 = 1; 𝑥𝑥 = −2. 
Hàm số ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2 có ℎ′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 = 0 ⇔ �𝑥𝑥 = 0

𝑥𝑥 = −2. 
Bảng biến thiên của hàm ℎ(𝑥𝑥): 

 
Dựa vào bảng biên thiên của hàm ℎ(𝑥𝑥), ta có 
Phương trình 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2 = 𝑎𝑎 < 0 có duy nhất một nghiệm 𝑥𝑥1 < −3.  
Phương trình 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2 = 𝑐𝑐 > 4 có duy nhất một nghiệm 𝑥𝑥2 > 1.  
Do đó, phương trình 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 0 có bốn nghiệm đơn phân biệt và hai nghiệm bội ba nên hàm số 𝑦𝑦 =

𝑔𝑔(𝑥𝑥) có sáu điểm cực trị. 

Câu 36.   Cho hàm số  có đồ thị  như hình vẽ bên dưới.  

 

Hàm số ( ) ( ) ( )21 1 3 3 1
3

g x f x x x x= − − − −  đồng biến trên khoảng nào sau đây? 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 

 f x  f x

 0;3  2; 1   0;1  1;2



Ta có  

Hàm số  nghịch biến  

 

Đặt  bất phương trình trở thành   

 
Vẽ parabol  trên đồ thị hàm số, ta thấy đồ thị hàm số  nằm dưới parabol 

 trên khoảng   

Khi đó  

Suy ra hàm số  nghịch biến trên khoảng  

Câu 37.   Cho hàm số  có đồ thị  như hình vẽ bên dưới.  

 
Hàm số ( ) ( ) ( )21 1 3 3 1

3
g x f x x x x= − − − −  đồng biến trên khoảng nào sau đây? 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có  

Hàm số  nghịch biến  

 

Đặt  bất phương trình trở thành   

    21 3 9 6 3.g x f x x x     

 g x     20 1 3 9 6 3g x f x x x       

   21 3 1 3 4f x x    

1 3 ,t x    2 4f t t    * .

2 4y x   y f x
2 4y x   2;1 .

 * 2 1 2 1 3 1 0 1.t x x         

 g x  0;1 .

 f x  f x

 0;3  2; 1   0;1  1;2

    21 3 9 6 3.g x f x x x     

 g x     20 1 3 9 6 3g x f x x x       

   21 3 1 3 4f x x    

1 3 ,t x    2 4f t t    * .



 
Vẽ parabol  trên đồ thị hàm số, ta thấy đồ thị hàm số  nằm dưới parabol 

 trên khoảng   

Khi đó  

Suy ra hàm số  nghịch biến trên khoảng  

Câu 38.   Cho hai hàm số ( )f x  và ( )g x  có một phần đồ thị biểu diễn đạo hàm ( )f x′  và ( )g x′  như 

hình vẽ. Biết rằng hàm số ( ) ( ) ( ) 2 2021y h x f x g x a x= = − − +  luôn tồn tại một khoảng đồng biến 

( );α β . Số giá trị nguyên dương của a  thỏa mãn là 

 
A. 1. B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 
Hàm số ( ) ( ) ( ) 2 2021y h x f x g x a x= = − − +  có đạo hàm ( ) ( ) ( ) 2h x f x g x a′ ′ ′= − − . 

Hàm số đồng biến khi ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 20h x f x g x a a f x g x′ ′ ′ ′ ′= − − ≥ ⇔ ≤ − . 

Quan sát đồ thị ta thấy ( ) ( ) 12f x g x′ ′− ≥ , suy ra 
2 12a ≤ . 

Vậy giá trị nguyên dương của a  thỏa mãn là { }1;2;3 . 

Câu 39.   HẾTCho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên .  Đồ thị hàm số  y f x  như hình 
bên. Hỏi hàm số     22 2 3g x f x x x     đồng biến trên khoảng nào trong các khoảng sau? 

A.  3;1 .  B.  1;3 .  
C.  ;3 .  D.  3; .  

Lời giải 
Chọn B 
Ta có          2 2 1 0 1.g x f x x g x f x x            
Số nghiệm của phương trình   0g x   chính là số giao điểm của đồ thị hàm số  y f x  và đường 

thẳng : 1d y x   (như hình vẽ bên dưới). 

2 4y x   y f x
2 4y x   2;1 .

 * 2 1 2 1 3 1 0 1.t x x         

 g x  0;1 .

2 3 4



 

Dựa vào đồ thị, suy ra  
3

0 1 .
3

x
g x x

x

 

   
 

 

Yêu cầu bài toán  
3

0
1 3
x

g x
x

 
     

 (vì phần đồ thị của  'f x  nằm phía trên đường thẳng 

1y x  ). Đối chiếu các đáp án ta thấy đáp án B thỏa mãn. 

Câu 40.   Cho hai hàm số ( )y f x=  và ( )y g x=  có đồ thị như hình vẽ dưới, 

  
biết rằng 1; 3x x= =  đều là các điểm cực trị của hai hàm số ( )y f x= và ( )y g x= đồng  
thời 3 (1) (3) 1; 2 (3) (1) 4f g f g= + = +  ; ( 2 7) (2 3) 1f x g x− + = − −  
. Gọi M, m lần lượt là giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên đoạn [ ]1;3  của hàm số.  

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( ) 2S x f x g x g x f x g x= − + − +  Tính tổng 2P M m= − .  
A. 39.  B. 107.  C. 51.   D. 19.   

Lời giải 
Chọn B  
lần lượt thay 2; 3x x= =  vào (*)Ta được (3) (1) 1f g= −  ; (1) (3) 1f g= −   

kết hợp với điều điện ban đầu ta có hệ 

(1) (3) 1 (1) 1
(3) (1) 1 (3) 2

3 (1) (3) 1 (3) 5
2 (3) (1) 4 (1) 6

f g f
f g g
f g f
f g g

= − = 
 = − = ⇒ = + = 
 = + = 

  

Từ giả thiết kết hợp với với đồ thị ta nhận thấy rằng ( )y f x=  nghịch biến trên [ ]1;3  và ( )y g x= đồng 

biến trên [ ]1;3 .Đặt [ ] [ ]( ) , v g(x) , u 1;5 , 2;6u f x v= = ∈ ∈ . 2( 1) 4 2 ( ; )S u v v v h u v= + − − + =   
Xem ( ; )h u v  là hàm số bậc nhất ẩn u  tham số v .với hệ số 1 0a v= + >  nên (1; ) (5; )h v S h v≤ ≤  hay 

[ ]2 23 3 7 ; 2;6v v S v v v− − + ≤ ≤ − + + ∈ .Lập bảng biến thiên của hai hàm số 

[ ]2 23 3 ; 7 ; 2;6y v v y v v v= − − + = − + + ∈  

Ta được 51Minm S= = −  Khi 1x =  ; 5MaxM S= =  Khi 3x = . 2 107P M m= − = . 

Câu 41.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên  . Đồ thị của hàm số ( )'y f x=  như hình vẽ: 



 
Hàm số ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 4g x f x x x= − + + + − +  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. 12;
2
− − 

 
. B. ( ); 2−∞ − . C. 1;

2
− +∞ 

 
. D. 1;2

2
− 

 
 

. 

Lời giải 
Chọn A 
( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 4g x f x x x= − + + + − +  

( ) ( ) ( )22 1 2 2 4g x f x x x= − + + − + +  

( ) ( )' '2 2 1 4 2g x f x x= − − + − +  

( ) ( )' '2 2 1 2 1g x f x x = − − + + −   
Để hàm số đồng biến thì '( ) 0 '( 2 1) 2 1g x f x x> ⇔ − + < − +  
Dựa vào đồ thị ta có 2 2 1 5x< − + <  

12
2

x −
⇒ − < <  

Câu 42.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   và thỏa mãn 

( )2 10f − = , ( )4 1000f = . Biết ( )y f x′=  có đồ thị như hình 

vẽ dưới đây. 

 
Hàm số ( ) ( ) ( )2 2020y g x f x f x= = −  đồng biến trên khoảng nào? 

A. ( )2;1− và ( )4;+∞ . B. ( )1;2 và ( )4;+∞ . 

C. ( ); 2−∞ − và ( )4;+∞ . D. ( ); 2−∞ − và ( )1;3 . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có bảng biến thiên ( )y f x= . 



 
Ta có: ( ) ( ) ( )( )2 1010g x f x f x′ ′= − . 

Nhận xét dựa bảng biến thiên ta có ( ) 1010 0,f x x− < ∀ ∈ . 

Cho ( ) ( )

2
1

0 0
3
4

x
x

g x f x
x
x

= −
 =′ ′= ⇔ = ⇔
 =
 =

. 

Nên ta có bảng xét dấu ( )y g x= : 

 
Hàm số ( ) ( ) ( )2 2020y g x f x f x= = −  đồng biến trên ( )2;1− và ( )4;+∞ . 

Câu 43.   Có bảo nhiêu số nguyên m  thuộc khoảng ( )10;10−  để hàm số 32 2 3y x mx= − +  đồng biến 

trên ( )1;+∞ ? 

A. 12 . B. 8 . C. 11. D. 7 . 
Lời giải 

Chọn A 
Xét ( ) 32 2 3g x x mx= − + . Ta có ( ) 26 2g x x m′ = −  và ( )1 5 2g m= − . 

Để hàm số 32 2 3y x mx= − +  đồng biến trên ( )1;+∞  thì có hai trường hợp sau 

Trường hợp 1: Hàm số ( )g x  đồng biến trên ( )1;+∞  và ( )1 0g ≥ . 
2

2 3 , 16 2 0, 1
55 2 0
2

m x xx m x
m m

 ≤ ∀ > − ≥ ∀ > ⇔ ⇔ 
− ≥ ≤ 

5
2

m⇔ ≤ . 

Kết hợp giả thiết suy ra có 12  giá trị nguyên của m  thỏa mãn. 
Trường hợp 2: Hàm số ( )g x  nghịch biến trên ( )1;+∞  và ( )1 0g ≤ . 

Điều này không xảy ra vì ( )2lim 6 2 0
x

x m
→+∞

− = +∞ > . 

Vậy có 12  giá trị nguyên của m  thỏa mãn. 

Câu 44.   Có bảo nhiêu số nguyên m  thuộc khoảng ( )10;10−  để hàm số 32 2 3y x mx= − +  đồng biến 

trên ( )1;+∞ ? 

A. 12 . B. 8 . C. 11. D. 7 . 
Lời giải 



Chọn A 
Xét ( ) 32 2 3g x x mx= − + . Ta có ( ) 26 2g x x m′ = −  và ( )1 5 2g m= − . 

Để hàm số 32 2 3y x mx= − +  đồng biến trên ( )1;+∞  thì có hai trường hợp sau 

Trường hợp 1: Hàm số ( )g x  đồng biến trên ( )1;+∞  và ( )1 0g ≥ . 
2

2 3 , 16 2 0, 1
55 2 0
2

m x xx m x
m m

 ≤ ∀ > − ≥ ∀ > ⇔ ⇔ 
− ≥ ≤ 

5
2

m⇔ ≤ . 

Kết hợp giả thiết suy ra có 12  giá trị nguyên của m  thỏa mãn. 
Trường hợp 2: Hàm số ( )g x  nghịch biến trên ( )1;+∞  và ( )1 0g ≤ . 

Điều này không xảy ra vì ( )2lim 6 2 0
x

x m
→+∞

− = +∞ > . 

Vậy có 12  giá trị nguyên của m  thỏa mãn. 
 

Câu 45.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên   và có đồ thị hàm số ( )y f x′=  như hình vẽ 

sau: 

 
Hàm số ( ) 2cosy f x x x= + −  đồng biến trên khoảng nào sau đây? 

A. ( )1;2 . B. ( )1;0− . C. ( )0;1 . D. ( )2; 1− − . 
Lời giải 

Chọn A 

Đặt ( ) ( ) 2cosg x f x x x= + − . 
D =  . 
Ta có ( ) ( )sin . cos 2 1g x x f x x′ ′= − + − . 

Hàm số đồng biến ( ) 0g x′⇒ ≥ ( )sin . cos 2 1 0x f x x′⇔ − + − ≥ . 

Vì 1 cos 1x− ≤ ≤  nên ( )1 cos 1f x′− ≤ ≤  (từ đồ thị). 

( )sin . cos 1x f x′⇒ − ≤ , x∀ ∈ . 

( ) ( )sin . cos 2 1 1 2 1 2 2g x x f x x x x′ ′⇒ = − + − ≥ − + − = − . 
 Xét đáp án A: 
Với ( )1 2 2 0 0x x g x′> ⇒ − > ⇒ > ⇒  hàm số ( ) 2cosy f x x x= + −  đồng biến trong khoảng ( )1;+∞ . 

Suy ra hàm số ( ) 2cosy f x x x= + −  đồng biến trong khoảng ( )1;2 . 
 Xét đáp án B, D: 
Với 0 2 2 0x x< ⇒ − <  nên hàm số ( ) 2cosy f x x x= + −  không đồng biến khoảng tương ứng. 
 Xét đáp án C : 
Với 1 2 2 0x x< ⇒ − <  nên hàm số ( ) 2cosy f x x x= + −  không đồng biến khoảng ( )0;1 . 



Câu 46.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên .  Đồ thị của hàm số ( )'y f x=  như hình vẽ 

 
Hàm số ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 4g x f x x x= − + + + − +  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. 12;
2

 − − 
 

. B. ( ); 2−∞ − . C. 1 ;
2

 − +∞ 
 

. D. 1 ;2
2

 − 
 

. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( )( ) ( ) 22 1 1 2 4 2 1 2 2 4y g x f x x x f x x x= = − + + + − + = − + − + + .  

( )' 2 ' 2 1 4 2y f x x= − − + − + . 

Đặt 2 1 2 1t x x t= − + ⇒ − = − . Khi đó ( )' 2 ' 2 1 4 2y f x x= − − + − +  trở thành 

( ) ( )( )' 2 ' 2 2 'y f t t t f t= − + = −  

 
Xét ( ) ( )( ) ( )' 2 ' 2 2 ' 0 'y f t t t f t t f t= − + = − > ⇔ >  

23 2 1 3
12 5 2 2 1 5 2
2

xt x
t x x

>< − − + < −  ⇔ ⇔ ⇔  < < < − + < − < < −  

. 

Vậy hàm số ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 4g x f x x x= − + + + − +  đồng biến trên các khoảng ( )12; , 2; .
2

 − − +∞ 
 

 

Câu 47.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục và có đạo hàm trên  . Biết hàm số ( )f x′  có đồ thị được cho 

trong hình vẽ. Tìm điều kiện của m  để hàm số ( ) ( )2019 2xg x f mx= − +  đồng biến trên [ ]0;1  



 
A. ln 2019m ≤ . B. 0 ln 2019m< < . C. ln 2019m > . D. 0m ≤ . 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có ( ) ( )2019 ln 2019. 2019x xg x f m′ ′= − . 

Phương trình ( ) 0g x′ = ( )2019 ln 2019. 2019x xf m′⇔ = , (1) 

Đặt 2019xt = , ta có [ ]1;2019t∈  và ( ) ( )2019 ln 2019. 2019 .ln 2019.x xf t f t′ ′=  

Đặt ( )( ) .ln 2019.h t t f t′= , [ ]1;2019t∈ . 

Phương trình (1) trở thành ( )( ) .ln 2019.h t t f t m′= = , (2) 
Từ đồ thị của hàm số ( )f x′  suy ra ( )f x′  đồng biến trên [ ]1;2019 , do đó ( ) 0f x′′ ≥  trên [ ]1;2019 . 

Hơn nữa, từ đồ thị hàm số ( )f x′  ta cũng có ( ) 0f x′ ≥  trên [ ]1;2019 . 

Do đó ( ) ( ) ( )ln 2019 . 0h t f t t f t′ ′ ′′= + ≥   [ ]1;2019t∀ ∈ , ( ) 0h t′ =  tại hữu hạn điểm, nên ( )h t đồng 

biến trên [ ]1;2019 . Từ đó (2) có số nghiệm là hữu hạn trên [ ]1;2019 , nên phương trình ( ) 0g x′ = có số 
nghiệm hữu hạn trên [ ]1;2019 . 

Như vậy: Hàm số ( )g x  đồng biến trên [ ]0;1  

( ) 0g x′⇔ ≥  với mọi [ ]0;1x∈  ( ) [ ]2019 .ln 2019. 2019 0;1x xm f x′⇔ ≤ ∀ ∈  

( ) [ ].ln 2019. 1;2019m t f t t′⇔ ≤ ∀ ∈  
[ ]

( ) ( ) ( )
1;2019
min 1 1.ln 2019. 1 0m h t h f ′⇔ ≤ = = = . 

Vậy 0m ≤ . 

Câu 48.   Cho hàm số ( )=y f x  và ( ) 0,> ∀ ∈f x x . Biết hàm số ( )′=y f x  có bảng biến thiên như 

hình vẽ và 1 137
2 16

  = 
 

f . 

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của [ ]2020; 2020m∈ −  để hàm số ( ) ( )2 4 5.− + −= x mxg x e f x  đồng biến trên 

11;
2

 − 
 

. 

A. 4040 . B. 4041. C. 2019 . D. 2020 . 
Lời giải 

Chọn D 



Ta có ( ) ( ) ( ) ( )2 24 5 4 52 4 . . .− + − − + −′ ′= − + +x mx x mxg x x m e f x e f x  

( ) ( ) ( ) ( ) 2 4 52 4 . . − + −′ ′⇔ = − + +  
x mxg x x m f x f x e . 

Yêu cầu bài toán ( ) 10, 1;
2

 ′⇔ ≥ ∀ ∈ − 
 

g x x  và ( ) 0g x′ =  chỉ xảy ra tại một số hữu hạn điểm thuộc 

11;
2

 − 
 

. 

( ) ( ) ( ) 12 4 . 0, 1;
2

 ′⇔ − + + ≥ ∀ ∈ − 
 

x m f x f x x  (vì 
2 4 5 0− + − >x mxe ) 

( )
( )

12 4 , 1;
2

f x
x m x

f x
′  ⇔ − + ≥ − ∀ ∈ − 

 
, ( vì ( ) 0,> ∀ ∈f x x ) 

( )
( )

14 2 , 1;
2

′  ⇔ ≥ − ∀ ∈ − 
 

f x
m x x

f x
 ( )* . 

Xét ( ) ( )
( )

12 , 1;
2

′  = − ∀ ∈ − 
 

f x
h x x x

f x
. Ta có ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

2

.
2

′′ ′−   ′ = −
f x f x f x

h x
f x

. 

Mà 
( )
( )

0 1, 1;
20

′′ <  ∀ ∈ −  >  

f x
x

f x
( ) ( ) ( )

( )

2

2

. 10, 1;
2

′′ ′−     ⇒ < ∀ ∈ − 
 

f x f x f x
x

f x
. 

Từ đó suy ra ( ) 10, 1;
2

 ′ > ∀ ∈ − 
 

h x x . Vậy hàm số ( )h x  đồng biến trên 11;
2

 − 
 

. 

Bảng biến thiên 

 

Vậy điều kiện ( )*

1
1 1 225 22524 4 2. 4

12 2 137 548
2

 ′      ⇔ ≥ ⇔ ≥ − ⇔ ≥ ⇔ ≥        
 
 

f
m h m m m

f
. 

Lại có [ ]2020;2020
∈

 ∈ −

m
m

{ }1;2;3;...;2020⇒ ∈m . 

Vậy có 2020  giá trị nguyên của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 49.   Cho hàm số ( )y f x= có đạo hàm trên  . Biết hàm số ( )y f x′=  liên tục trên   và có đồ thị 

như hình vẽ. Tìm tất cả các khoảng đồng biến của hàm số ( )2 1y f x= + . 



 
A. ( ) ( ); 3 , 0; 3−∞ − . B. ( ) ( ); 3 , 3;−∞ − +∞ . 

C. ( ) ( )3;0 , 3;− +∞ . D. ( ) ( ); 3 , 0;−∞ − +∞ . 

Lời giải 

Chọn C 

Xét hàm số ( )2 1y f x= + ( )2

2
1

1
xy f x

x
′ ′⇒ = +

+
. Ta có: 

( )2

0
0

1 0

x
y

f x

=
′ = ⇔

′ + =


 
2 2 2 2

0

1 1 1 0 1 1 1 2

x

x x x x

=
⇔ 

+ = − ∨ + = ∨ + = ∨ + =
 

2 2

22

0 00
1 1 1 1 3

1 4 31 2

x xx
x x x

x xx

= ==
 ⇔ + = ⇔ + = ⇔ = − 
  + = =+ =  

. Từ đó lập bảng biến thiên: 

x –∞ 3− 0 3 +∞ 
y' –0+0–0+ 
y +∞ 

Vậy hàm số  đồng biến trên các khoảng .  

Câu 50.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị hàm số 52
2

y f x ′= + 
 

 như hình vẽ bên. Hàm số 

( ) 21 1 1
4 4

y f x x x= + − +  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?  

 

A. 7;
2

 −∞ − 
 

. B. 9 17;
2 2

 
 
 

. C. 7 17;
2 2

 − 
 

. D. 7 9;
2 2

 − 
 

. 

Lời giải 
Đáp án: D 

Ta có ( ) 21 1 1
4 4

y f x x x= + − +  ( ) 1 1
2 4

y f x x′ ′⇒ = + −  

( )2 1y f x= + ( ) ( )3;0 , 3;− +∞

-1

O

1

x

y

2



( ) ( )1 1 1 10 0 (1)
2 4 2 4

y f x x f x x′ ′ ′= ⇔ + − = ⇔ = − +  

Đặt 52
2

x t= +  

Phương trình (1) trở thành: 5 1 5 12 2
2 2 2 4

f t t   ′ + = − + +   
   

52 1
2

f t t ′⇔ + = − − 
 

 (2) 

Dựa vào đồ thị hàm số 52
2

y f t ′= + 
 

 và đồ thị hàm số 1y t= − − . 

Khi đó  

phương trình 

73
2

9(2) 1
2
173
2

t x

t x

t x

 = − ⇒ = −

⇔ = ⇒ =

 = ⇒ =


 

Bảng biến thiên 

 

Hàm số nghịch biến trên khoảng 7 9;
2 2

 − 
 

 và 17 ;
2

 +∞ 
 

. 

Câu 51.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình bên.  

 
Hỏi hàm số ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. 
1 ;0
4

 − 
 

. B. 
1 ;1
4

 
 
 

. C. ( )0;1 . D. ( );0−∞ . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  

( ) ( ) ( )24 1 2 12 3g x x f x x x′ ′⇒ = − − + −  ( ) ( )24 1 2 3x f x x ′= − − +  . 



( ) ( )2

4 1 0
0

2 3

x
g x

f x x

− =
′ = ⇔  ′ − = −

 
( )

( )


=


− = −

⇔
− =

 − =
 − =

2

2

2

2

1
4

2 1 voânghieäm

2 1
2 0
2 2 nghieäm keùp loaïi

x

x x

x x
x x
x x

1
4
1

1
2

0
1
2

x

x

x

x

x

 =


=


⇔ = −

 =

 =


. 

Xét dấu ( )g x′ ta được ( ) ( )1 1 10, ;0 ; 1;
2 4 2

g x x    ′ > ∀ ∈ − ∪ ∪ +∞   
   

. 

Suy ra ( )g x  đồng biến trên các khoảng 
1 ;0
2

 − 
 

 và 
1 1;
4 2

 
 
 

 và ( )1;+∞ . 

Mà 
1 1;0 ;0
4 2

   − ⊂ −   
   

 nên hàm số ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  đồng biến trên khoảng 
1 ;0
4

 − 
 

. 

Câu 52.   Cho hàm số bậc bốn  có đồ thị của hàm số  như hình vẽ bên. 

 
Hàm số  đồng biến trên khoảng nào trong các khoảng sau đây? 
A. . B.  C. . D. . 

Lời giải 
Chọn C 

Hàm số ; . 
Đồ thị hàm số  đi qua các điểm  nên ta có: 

 

Do đó hàm số  

( )y f x= ( )y f x′=

x

y

O-4 -2 2-3

-3

1

-1

-2

3 23 ( ) 6 9y f x x x x= + − +

( ); 2−∞ − ( );1−∞ ( )2;0− ( )3; 2− −

4 3 2( ) , ( 0)f x ax bx cx dx e a= + + + + ≠ 3 2( ) 4 3 2f x ax bx cx d′ = + + +
( )y f x′= ( 4;0), ( 2;0), (0; 3), (2;1)− − −

5
96256 48 8 0
732 12 4 0
24

3 7
32 12 4 1 24

3

a
a b c d

a b c d b
d

ca b c d

d

 =
− + − + = 
 − + − + = = ⇔ = − 

= − + + + = 
 = −

( )3 2 2 3 25 15 553 ( ) 6 9 ; 3 ( ) 4 3 3
24 8 12

y f x x x x y f x x x x x x ′ ′= + − + = + − + = + − 
 



. Hàm số đồng biến trên các khoảng  và . 

Câu 53.   Cho hàm số  y f x  có đồ thị ( )f x′  như hình vẽ sau 

 
Hàm số      3 23 1 3 2g x f x x x      đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ( )2; 1− − . B. ( )1;0− . C. ( )0;2 . D. ( )2;4 . 
Lời giải 

Chọn C 
+ Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 23 1 3 6 3 1 2 ′ ′ ′= + − − = + − − g x f x x x f x x x . 

+ 2( ) 0 ( 1) 2′ ′> ⇔ + > −g x f x x x   

( ) ( )2( 1) 1 4 1 3′⇔ + > + − + +f x x x (*) 

Đặt 1= +t x , (*) trở thành 2( ) 4 3′⇔ > − +f t t t (**) 
Đồ thị hàm số 2 4 3y t t= − +  màu đỏ trên hình vẽ 
Các khoảng ta xét đều con khoáng ( );4−∞   
Trên khoáng ( );4−∞ , (**) 1 3 1 1 3 0 2t x x⇔ < < ⇒ < + < ⇔ < <   
Vậy ta chọn C 

Câu 54.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình bên.  

 

Hỏi hàm số ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. 1 ;0
4

 − 
 

. B. 1 ;1
4

 
 
 

. C. ( )0;1 . D. ( );0−∞ . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  

( ) ( ) ( )24 1 2 12 3g x x f x x x′ ′⇒ = − − + −  ( ) ( )24 1 2 3x f x x ′= − − +  . 

11
0 0

2

x
y x

x

= −
′ = ⇔ =
 =

( 11;0)− ( )2;+∞



( ) ( )2

4 1 0
0

2 3

x
g x

f x x

− =
′ = ⇔  ′ − = −

 
( )

( )


=


− = −

⇔
− =

 − =
 − =

2

2

2

2

1
4

2 1 voânghieäm

2 1
2 0
2 2 nghieäm keùp loaïi

x

x x

x x
x x
x x

1
4
1

1
2

0
1
2

x

x

x

x

x

 =


=


⇔ = −

 =

 =


. 

Xét dấu ( )g x′ ta được ( ) ( )1 1 10, ;0 ; 1;
2 4 2

g x x    ′ > ∀ ∈ − ∪ ∪ +∞   
   

. 

Suy ra ( )g x  đồng biến trên các khoảng 1 ;0
2

 − 
 

 và 1 1;
4 2

 
 
 

 và ( )1;+∞ . 

Mà 1 1;0 ;0
4 2

   − ⊂ −   
   

 nên hàm số ( ) ( )2 22 6 3g x f x x x x= − + −  đồng biến trên khoảng 1 ;0
4

 − 
 

. 

Câu 55.   Cho hàm số ( )=y f x  có đồ thị ( )′f x  như hình vẽ 

 

Đặt ( ) ( )
4

35 6
2 3

= = + − +
xy g x f x x x . Hàm số ( )=y g x  đồng biến trên khoảng nào? 

A. ( )2; 1− − .  B. ( )1;2 .  C. ( )1;1− .  D. ( )3; 2− − . 
Lời giải 

Chọn C 

Xét hàm số ( ) ( )
4

35 6
2 3

= = + − +
xy g x f x x x   

có ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 22 5 6 2 5 6′ = = + − + = −′ − +′ ′ −y g x f x x x f x x x  

Đặt ( ) 3 22 5 6= − + −h x x x . Khi đó đồ thị ( )h x  là một đường đứt khúc như hình sau. 



 
Đồ thị hàm số ( )′=y f x  cắt đồ thị hàm số ( )=y h x  tại 3 điểm có hoành độ lần lượt là 

1; 1; 2= − = =x x x .  
0′ >y  khi đồ thị của hàm số ( )′f x  nằm phía trên đồ thị hàm số ( )=y h x .  

Vậy ( )1;1∈ −x  thì hàm số đồng biến. 

Câu 56.   Cho hàm số ( )y f x=  Đồ thị hàm số ( )' .y f x=  như hình bên dưới 

 
Hàm số ( ) ( )1 2g x f x= −  đồng biến trên khoảng nào trong các khoảng sau? 

A. ( )1;0 .−  B. ( );0 .−∞  C. ( )0;1 .  D. ( )1; .+∞  

Lời giải 
Chọn D  

Dựa vào đồ thị, suy ra ( )
1

0 .
1 2
x

f x
x

< −′ < ⇔  < <
 Ta có ( ) ( )2 1 2 .g x f x′ ′= − −  

Xét ( ) ( )
11 2 1

0 1 2 0 .11 1 2 2 0
2

xx
g x f x

x x

>− < − ′ ′> ⇔ − < ⇔ ⇔ < − < − < < 

 

Vậy ( )g x  đồng biến trên các khoảng 1 ;0
2

 − 
 

 và ( )1; .+∞  Chọn D 

Cách 2. Ta có  

( ) ( ) ( )

( )

theo do thi '

1
1 2 1 0
1 2 1 10 2 1 2 0 .
1 2 2 2
1 2 4 nghiem kep 3

2

f x

x
x x
x

g x f x xx
x x

=
− = − = − = ′ ′= ⇔ − − = ←→ ⇔ = − − =


− =  = −

 

Bảng biến thiên 



 
Dựa vào bảng biến thiên và đối chiếu với các đáp án, ta chọn D 
Chú ý: Dấu của ( )g x′  được xác định như sau:  

Ví dụ chọn ( )2 1; ,x = ∈ +∞  suy ra 1 2 3x− = −  ( ) ( ) ( )theo do thi ' 1 2 3 0.f x f x f′ ′→ − = − <  Khi đó 

( ) ( )2 2 3 0.g f′ ′= − − >  

Câu 57.   Nhận thấy các nghiệm 1 ; 0
2

x x= − =  và 1x =  của ( )g x′  là các nghiệm đơn nên qua nghiệm đổi 

dấu; nghiệm 3
2

x = −  là nghiệm kép nên qua nghiệm không đổi dấu.Cho hàm số ( )y f x= . Hàm số 

( )'y f x=  có đồ thị như hình vẽ. Hàm số ( )2y f x=  có bao nhiêu khoảng nghịch biến. 

 

A. 5 B. 3 

C. 4 D. 2 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có ( ) ( )/2 2' 2 . 'y f x x f x = =    

Hàm số nghịch biến 

( )

( )

( )
2 2 2

'

2 22

0 0
' 0 1 1 4 1 2

' 0
2 1 00 0

1 1 4' 0

  theo dt f x

x x
f x x x x

y
x xx x

x xf x

 >  >  < < − ∨ < < < <  ⇔ < ⇔ ←→ ⇔  < − ∨ − < << <     − < < ∨ >> 

  

Vậy hàm số ( )2y f x=  có 3 khoảng nghịch biến. 

Câu 58.   Cho hàm số ( )f x  có đồ thị của hàm số ( )'y f x=  như hình vẽ 



 

Hàm số ( )
3

22 1 2
3
xy f x x x= − + + −  nghịch biến trên khoảng nào sau đây 

A. ( )1;0− . B. ( )6; 3− − . C. ( )3;6 . D. ( )6;+∞ . 

Lời giải 
Chọn đáp án A 
Ta có ( ) 2' 2 ' 2 1 2 2 0y f x x x= − + + − ≤ . 

Nhận xét: 3 3 ' 1, 3; 3 ' 1x y x x y− ≤ ≤ ⇐ ≤ ≤ − ≥ ⇐ ≥ . 

 ( ) 21 0 3 2 1 1 2 ' 2 1 2 & 2 2 2 ' 0x x f x x x y− < < ⇒ − < − < − ⇒ − ≤ + − < − ⇒ ≤  nên hàm số giảm. 

 ( ) 26 3 13 2 1 7 2 ' 2 1 2 & 2 2 2 ' 0x x f x x x y− < < − ⇒ − < − < − ⇒ − ≥ + − > − ⇒ >  nên hàm số tăng 
(loại). 
 Tương tự cho các trường hợp còn lại. 

Câu 59.   Cho cấp số nhân ( )nb  thỏa mãn 2 1 1b b> ≥  và hàm số ( ) 3 3f x x x= −  sao cho 

( )( ) ( )( )2 2 2 1log 2 logf b f b+ = . Giá trị nhỏ nhất của n  để 1005nb >  bằng: 

A. 234 . B. 229 . C. 333 . D. 292 . 
Lời giải 

Chọn A 
Xét hàm số ( ) 3 3f x x x= − . 

Có ( ) 23 3f x x′ = − , ( ) 0f x′ = 1x⇔ = ± . 

 
Mặt khác, ta có 1 2 1b b> ≥ . 
Đặt 2 2 2 1log log 0a b b b= > = ≥ . 
Ta có: 3 33 2 3a a b b− + = − ( )1 . 

Nếu 1b > 1a b⇒ > > 3 33 3a a b b⇒ − > − ( )1⇒  vô nghiệm. 

Nếu 0 1b≤ ≤ 32 3 0b b⇒ − < − ≤ 3 3 2 0a a⇒ − + ≤ ( ) ( )21 2 0a a⇒ − + ≤ . 
Suy ra 1a = 0b⇒ = . 

Khi đó 
0

1
1

2

2 1
2 2

b
b

 = =


= =

1 1002 5n
nb −⇒ = > 21 100log 5n − > 234n⇒ ≥ . 

Vậy giá trị nhỏ nhất của n  là 234 . 

Câu 60.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình dưới. Hàm số  

x  −∞   1−  0  1  +∞  
y′   +  0  −  0  +   

y  

 
 
 
 
−∞  

 2   
 

0  

2−  

 +∞  
 
 
 
 

 



( ) ( )= − − + +3 21 3 3 2020
3 4 2

g x f x x x x  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?  

  
A. ( )3; 1− − . B. ( )3;0− . C. ( )1;1− . D. ( )2;1− . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( ) ( )= − − + = − + −2 23 3 3 3' ' ' ( )

2 2 2 2
g x f x x x f x x x Căn cứ vào đồ thị ta 

có:
'( 1) 2 '( 1) 0
'(1) 1 '(1) 0
'( 3) 3 '( 3) 0

f g
f g
f g

− = − − = 
 = ⇒ = 
 − = − = 

 

Vẽ Parabol (P): = + −2 3 3
2 2

y x x trên cùng hệ trục với đồ thị của hàm số ( )y f x′=  

Ta có: Trên − −( 3; 1)  thì ( ) < + −2 3 3'
2 2

f x x x  nên ( ) < ∀ ∈ − −' 0 ( 3; 1)g x x  

Trên −( 1;1)  thì ( ) > + −2 3 3'
2 2

f x x x  nên ( ) > ∀ ∈ −' 0 ( 1;1)g x x  

Khi đó BBT của hàm số ( )g x  trên đoạn  − 3;1  

 

Vậy hàm số ( )g x  nghịch biến trên )( 3; 1− −  

Câu 61.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số có đồ thị như hình sau. 

 

 

O x 

y 

1 

3 

-3 

-1 
1 

-2 

( )y f x′=



Hàm số nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn A 

 

Có . 

Đặt  

 nghịch biến khi . 

Câu 62.   Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của tham số m  để hàm số ( )4 2
4

3 11
4 4

y x m x
x

= − − −  đồng 

biến trên khoảng ( )0;+∞  ? 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 

 Lời giải 

Chọn C 

Tập xác định : { }\ 0D =  . 

( )3
5

13 2 1y x m x
x

′ = − − + . 

Hàm số đồng biến trên khoảng ( )0;+∞  khi và chỉ khi ( )0, 0;y x′ ≥ ∀ ∈ +∞ . 

( ) ( )3
5

13 2 1 0, 0;x m x x
x

⇔ − − + ≥ ∀ ∈ +∞ . 

( )2
6

3 11 , 0;
2 2

m x x
x

⇔ ≤ + + ∀ ∈ +∞ . 

Xét hàm số ( ) ( )2
6

3 11 , 0;
2 2

f x x x
x

= + + ∈ +∞ . 

( ) ( ) 21 2g x f x x x= − + −

31;
2

 
 
 

10;
2

 
 
 

( )2; 1− − ( )2;3

( ) ( )2 1 2 2 1g x f x x′ ′= − − + −

( ) ( ) ( )1 2 2 2
2
tt x g x f t t f t  ′ ′ ′= − ⇒ = − − = − − −    

( )g x ( ) ( )2 0 0
2 2
t tf t f t    ′ ′− − − ≤ ⇔ − − ≥        

1 3
2 0 2 2

4 3
2

xt
t x

 ≤ ≤− ≤ ≤
⇒ ⇔  ≥ −  ≤



Ta có : ( ) ( )7

33 , 0;f x x x
x

′ = − ∈ +∞ . 

( ) 7

33 0 1f x x x
x

′ = − = ⇔ = ± . 

Bảng biến thiên : 

 

Từ bảng biến thiên ta thấy : ( ) ( ), 0;m f x x⇔ ≤ ∀ ∈ +∞
( )

( )
0;
min 3m f x m

+∞
⇔ ≤ ⇔ ≤ . 

Giá trị nguyên dương của tham số m  là 1m = , 2m =  và 3m = . 

Câu 63.   Cho hàm số )(xfy =  xác định trên   và có đạo hàm )(xf ′  thỏa mãn 

( ) (1 )( 2) ( ) 2019f x x x g x′ = − + +  trong đó ( ) 0,g x x< ∀ ∈  . Hàm số (1 ) 2019 2020y f x x= − + +  nghịch 

biến trên khoảng nào? 
A. ( )+∞;1 . B. ( )3;0 . C. ( )3;∞− . D. ( )+∞;3 . 

Lời giải 
Chọn D 
Từ ( ) (1 )( 2) ( ) 2019f x x x g x′ = − + + (1 ) (3 ) (1 ) 2019f x x x g x′⇒ − = − − +  
Nên đạo hàm của hàm số (1 ) 2019 2020y f x x= − + +  là 

( ) ( ) ( ) ( )3 . 1 2019 2019 3 1y x x g x x x g x′ = − − − − + = − − − . 

Xét bất phương trình ( ) ( ) ( )0 3 0 ;0 3;y x x x′ < ⇔ − < ⇔ ∈ −∞ ∪ +∞ , do ( ) 0,g x x< ∀ ∈  . 

Câu 64.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị ( )f x′  như hình vẽ sau 

 

Hàm số ( ) ( )
3

21
3
xy g x f x x

 
= = + − − 

 
 đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ( 1;2)− . B. (4; )+∞ . C. (2;4) . D. (0;2) . 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2 0 1 2y g x f x x x f x x x′ ′ ′ ′= = + − − > ⇔ + + − + . 

x  −∞   1−   0   1  +∞  
y′   −  0 +  ||  −  0  +   

y  
  

 

 ||
 

 
           
3   

  

 



Dựa vào đồ thị ( )f x′  ta có ( )
1 1 0

1 0 1 3 2
1 5 4

x x
f x x x

x x

+ = = 
 ′ + = ⇔ + = ⇔ = 
 + = = 

. 

Bảng xét dấu ( )y g x′ ′=  

 
Vậy hàm số đồng biến trên ( )0;2 . 

Câu 65.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên  , đồ thị hàm số ( )y f x′=  như hình vẽ. 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 
Hỏi hàm số ( )2( ) 2 ( ) 1g x f x x= + +  đồng biến trên khoảng nào trong các khoảng sau? 

A. ( )3;+∞ . B. ( )1;3 . C. ( )3;1− . D. ( );3−∞ . 

Lời giải 
Đáp án: B 

TXĐ của ( )g x là  . Ta có ( ) ( )2 1g x f x x′ ′= + +   .  

Hàm số đồng biến khi và chỉ khi ( ) 1f x x′ ≥ − − , (Dấu bằng chỉ xảy ra tại hữu hạn điểm).  

Vẽ chung đồ thị ( )y f x′=  và 1y x= − −  trên cùng một hệ trục như sau.  

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

 

Từ đồ thị ta có ( ) 1f x x′ ≥ − −
3

1 3
x

x
≤ −

⇔  ≤ ≤
. Chọn B 

Câu 66.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên .  Đồ thị của hàm số ( )'y f x=  như hình vẽ 



 
Hàm số ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 4g x f x x x= − + + + − +  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. 
12;
2

 − − 
 

. B. ( ); 2−∞ − . C. 
1 ;
2

 − +∞ 
 

. D. 
1 ;2
2

 − 
 

. 

Lời giải 

 
Chọn A 
Cách 1: Ta có: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 1 2 4 ' 2 ' 2 1 4 2g x f x x x g x f x x= − + + + − + ⇒ = − − + − +  
Có ( ) ( ) ( )' 0 2 ' 2 1 4 2 0 ' 2 1 2 1 (1).g x f x x f x x> ⇔ − − + − + > ⇔ − + < − +  
Đặt 2 1,t x= − +  bất phương trình ( )1  trở thành ( )'f t t< . 
Kẻ đường thẳng .y x=  Trên cùng đồ thị, ta thấy đường thẳng y x=  nằm trên đồ thị hàm số ( )'f x  trên 

các khoảng ( ); 3−∞ − và ( )2;5 . 

Suy ra ( )
23 2 1 3

' .12 5 2 2 1 5 2
2

xt x
f t t

t x x

>< − − + < −  < ⇔ ⇔ ⇔  < < < − + < − < < −  

 

Vậy hàm số ( )g x  đồng biến trên các khoảng 
12;
2

 − − 
 

 và ( )2; .+∞
 

Cách 2: Ta có: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 1 2 4 ' 2 ' 2 1 4 2g x f x x x g x f x x= − + + + − + ⇒ = − − + − +  

Có ( ) ( )' 0 ' 2 1 2 1 (1).g x f x x= ⇔ − + = − +  
Xét sự tương giao của đồ thị hàm số ( )'y f t= và ( ), 2 1 .y t t x= = − +   



Từ đồ thị ta có ( )
3

' 2 .
5

t
f t t t

t

= −
= ⇔ =
 =

 Khi đó ( )

22 1 3
1' 0 2 1 2 .
2

2 1 5 2

xx
g x x x

x x

=− + = − 
 = ⇔ − + = ⇔ = − 
− + =  = −

 

Ta có bảng xét dấu 

 

Dựa vào bảng xét dấu ta thấy hàm số đồng biến trên các khoảng 
12;
2

 − − 
 

 và ( )2; .+∞   

Câu 67.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị ( )f x′  như hình vẽ 

 

Hàm số ( )
2

1
2
xy f x x= − + −  nghịch biến trên khoảng nào trong các khoảng dưới đây? 

A. ( )2; 0− . B. ( )3; 1− . C. ( )3;+∞ . D. ( )1; 3 . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: ( )' ' 1 1 0y f x x= − − + − =  

( )' 1 1f x x⇔ − = −  
Đặt 1t x= −  
Ta có ( )'f t t⇔ = −  

Từ đồ thị hàm số ( )f x′  suy ra 3; 1t t= ± =  
Suy ra 2; 4; 0x x x= − = =  và các nghiệm này đều là các nghiệm đơn. 
Ta có sơ đồ xét dấu 

 
Vậy chọn đáp án.#A. 



Câu 68.   Cho hàm số 5 4 3 2( ) ,f x ax bx cx dx ex f= + + + + +  với a, b, c, d, e, f 
là các số thực; đồ thị của '( )y f x=  như hình vẽ bên.Hàm số 

2(1 2 ) 2 1y f x x= − − +  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. 3 ; 1 .
2

 − − 
 

 B. 1 1; .
2 2

 − 
 

 

C. ( )1;0 .−  D. ( )1;3 .
 Lời giải: 

Ta có ' 0 2 '(1 2 ) 4 0 '(1 2 ) 2 .y f x x f x x> ⇔ − − − > ⇔ − < −  Đặt 
1 2 ,t x= − bất phương trình trở thành '( ) 1.f t t< −  kẻ thêm đường thẳng 

1y x= −  qua hai điểm (1;0);(3;2) trên đồ thị 
Ta có '( ) 1 1 3 1 1 2 3 1 0.f t t t x x< − ⇔ < < <=> < − < ⇔ − < <  
Chọn C. 

Câu 69.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng xét dấu của đạo hàm như sau 

 

Hàm số ( )
233 1 2 2020

2
xy f x x= + + − +  đồng biến trên khoảng nào sau đây ? 

A. 1 2;
3 3

 − 
 

. B. 4 2;
3 3

 − − 
 

. C. 4;
3

 −∞ − 
 

. D. 2 ;1
3

 
 
 

. 

Lời giải 

Chọn D  

Ta có ( )
233 1 2 2020

2
xy f x x= + + − +  ( )3 3 1 3 2y f x x′ ′⇒ = + + − . 

Xét ( )

3 1 4
3 1 1

3 1 0
3 1 2
3 1 4

x
x

f x
x
x

+ = −
 + = −′ + = ⇔
 + =
 + =

5
3
2
3

1
3
1

x

x

x

x

 = −

 = −⇔

 =

 =

. 

Xét 23 2 0
3

x x− = ⇔ = . 

Ta có bảng xét dấu của hàm số ( )
233 1 2 2020

2
xy f x x= + + − +  



 

Hàm số ( )
233 1 2 2020

2
xy f x x= + + − +  đồng biến trên khoảng 2 ;1

3
 
 
 

. 

Câu 70.   Cho hàm số ( )y f x=  là hàm đa thức có đồ thị hàm số ( )y f x′=  như hình vẽ. 

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m , , 2020 2020m m∈ − < <  để hàm số 

( ) ( )2 2 2 8 6
3

g x f x mx x x = + + − 
 

 đồng biến trên khoảng ( )3;0−  

A. 2021. B. 2020. C. 2019. D. 2022. 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( )2 22 4 2 3g x xf x mx x x′ ′= + + − . 

Hàm số ( )g x  đồng biến trên khoảng ( )3;0−  suy ra ( ) ( )0, 3;0g x x′ ≥ ∀ ∈ − . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 4 2 3 0, 3;0 2 2 3 0, 3;0xf x mx x x x f x m x x x′ ′⇔ + + − ≥ ∀ ∈ − ⇔ − − − + ≤ ∀ ∈ −  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

2
2 2 3 , 3;0 , 3;0

2 2 3

f x
f x m x x x m x

x x

′
′⇔ ≤ − − + ∀ ∈ − ⇔ ≥ ∀ ∈ −

− − +
 

( )

( )
( )

2

23;0
max

2 2 3

f x
m

x x−

′
⇔ ≥

− − +
. 

Ta có ( )2 23 0 0 9 3x x f x′− < < ⇒ < < ⇒ ≤ −  dấu “= ” khi 2 1 1x x= ⇔ = − . 

( ) ( )22 22 3 1 4 0 2 3 4, 3;0x x x x x x− − + = − + + ⇒ < − − + ≤ ∀ ∈ −  



2

1 1 ,
2 3 4x x

⇔ ≥
− − +

 dấu “= ” khi 1x = − . 

Suy ra 
( )

( )
2

2

3 3
2.4 82 2 3

f x

x x

′ − −
≤ =

− − +
, ( )3;0x∀ ∈ − , dấu “= ” khi 1x = − . 

( )

( )
( )

2

23;0

3max
82 2 3

f x

x x−

′
⇒ = −

+ +
. 

Vậy 
3
8

m ≥ − , mà m∈ , { }2020 2020 0,1,2,..., 2019m m− < < ⇒ ∈  nên có 2020 giá trị của tham số m  

thỏa mãn bài toán. 

Câu 71.   Cho hàm số . Hàm số có đồ thị như hình sau. 

 

Hàm số đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 
Chọn D 

 

( )f x ( )y f x′=

( ) ( )
3 2125 25 151 5

6 2 2
x x xg x f x= − + − +

( )0;2 ( )2;0−
1 3;
5 5

 − 
 

( )1;2



Có 

. 

Đặt  

đồng biến khi 

. 

Câu 72.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ 

 
Hàm số ( )2 2 1 2020y f x x= − + +  nghịch biến trên khoảng 

A. ( );1−∞ . B. ( )2;+∞ . C. ( )0;1 . D. ( )1;2 . 
Lời giải 

Chọn D 
Xét ( ) ( )2' 2 1 . ' 2 1 0y x f x x= − − + <  (*) 

TH 1: 1 0 1x x− > ⇔ >  
Khi đó (*) trở thành 

( )2 2' 2 1 0 1 2 1 1 0 2f x x x x x− + < ⇔ − < − + < ⇔ < <  suy ra hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;2 . 

Nên chọn phương án D. ( Tìm được đáp án rồi thì thôi, không xét các trường hợp khác về dấu của 
' 0y <  nữa). 

Câu 73.   Cho hàm số ( ) ( )1g x f x= +  có đạo hàm ( ) ( ) ( )2' 1 2 5 ,g x x x m x m = + + − − + ∀∈   . Có bao 

nhiêu giá trị nguyên dương của m  để ( )f x  đồng biến trên ( )0;+∞ . 

A. 9. B. 4. C. 5. D. 3. 
Lời giải 

Chọn B 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22' 1 2 5 1 1 1 4g x x x m x m x x m x  = + + − − + = + + − + +     

( ) ( )2' 4f x x x mx⇒ = − + . Để ( )f x  đồng biến trên ( )0;+∞ ( ) ( )' 0, 0;f x x⇔ ≥ ∀ ∈ +∞  

( ) ( )2 24 0, 0; 4 0x x mx x x mx⇔ − + ≥ ∀ ∈ +∞ ⇔ − + ≥  

( ) ( ) ( )
2

2125 15 25 35 1 5 25 5 1 5 5
2 2 22

xg x f x x f x x x  ′ ′ ′= − − + − + = − − − − +    

( ) ( )25 1
5 1 5 1

2
x

f x
  −

′ = − − − + 
    

( ) ( )
2

1 5 5 1
2
tt x g x f t

  
′ ′= − ⇒ = − − +  

  

( )g x

( ) ( ) ( )
2 2 2

5 1 0 1 0 1
2 2 2
t t tf t f t f t

    
′ ′ ′− − + ≥ ⇔ − + ≤ ⇔ ≤ +    

    

1
2 1 5 2 5

2 1 5 2 3
5

xt x
t x x

 ≤ −≤ − − ≤ − 
⇔ ⇔ ⇔  ≥ − ≥   ≥



TH 1: 2
2

1 0
4 0 4 4.

16 0
a

x mx m
m
= >

− + ≥ ⇔ ⇔ − ≤ ≤∆ = − ≤
 Vì ( ]0 0;4m m> ⇒ ∈ . 

TH 2: 2 4 0x mx− + =  có hai nghiệm 
1 2

1 2 1 2
2

0 4 0
0 0 0

0 16 0

x x
x x x x m

m

> > 
 < < ⇔ + < ⇔ < 
 ∆ > − > 

 

Vì đề bài cho 0m m> ⇒ ∈∅ . 
Vậy ( ]0;4m∈ ⇒  có 4 giá trị nguyên của m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 74.   Cho hàm số ( )y f x=  có bảng xét dấu đạo hàm như ở bảng sau: 

 

Hỏi hàm số 1f x
x

 + 
 

 nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?  

A. 1 ;0 .
2

 − 
 

 B. 1 ;2 .
2

 
 
 

 C. 12; .
2

 − − 
 

 D. 10; .
2

 
 
 

 

Lời giải 
Chọn A 

Từ gt ta có BBT của 1( )g x f x
x

 = + 
 

 

2

1 1'( ) 1 'g x f x
x x

   = − +   
   

. 2

1 1'( ) 0 1 ' 0g x f x
x x

   = ⇔ − + =   
   

 

2

11 0
1

1 1' 0

xx
xf x

x

 − = =⇔ ⇔  = −  + =   

 

BXD của '( )g x   

 
Hàm số nghịch biến trên ( 1;0)−  và (1; )+∞ . Chọn A 

Câu 75.   Cho hàm số ( )f x  có bảng xét dấu đạo hàm như sau: 

 

Hàm số ( ) 22 1 1y f x x x= − + + −  nghịch biến trên những khoảng nào dưới đây 

A. ( ); 2−∞ − . B. ( );1−∞ . C. ( )2;0− . D. ( )3; 2− − . 

Lời giải. 

Chọn B 

( )
2

2 1 1
1

xy f x
x

′ ′= − − + −
+

. 



Có 
2

1 0
1

x
x

− <
+

, ( )2;0x∀ ∈ − . 

Bảng xét dấu: 

 

( ) ( )2 1 0, 2;0f x x′⇒ − − < ∀ ∈ −  

( ) ( )
2

2 1 1 0, 2;0
1

xf x x
x

′⇒ − − + − < ∀ ∈ −
+

. 

Câu 76.   Cho hàm số ( )f x . Đồ thị ( )'y f x=  cho như hình bên.  

Hàm số ( ) ( ) 212
2

g x f x x x= − − +  đồng biến trong khoảng nào dưới đây?  

A. ( )1;1− .  B. ( )0;2 .  

C. 
13;
2

 − 
 

.  D. ( )1;3 .  

Lời giải 
Chọn A 
Đặt 2 x t− =  ta có ( ) ( ) ( )' ' 1 0 ' 1g x f t t f t t= − + − > ⇔ < − . Đường thẳng 1y t= −  đi qua các điểm 

( 1; 2)− −  và ( )1;0   và ( )3;2  trên đồ thị ( )'f t  do đó ( )' 1f t t< −  trên (1;3)  hoặc ( ); 1−∞ −  hay ta có 

( )
( )

1;11 2 3
2 1 3;

xx
x x

∈ −< − <
⇒  − < − ∈ +∞ 

, theo bài ( )g x  nghịch biến trên ( )1;1− . 

Câu 77.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình vẽ bên. 

Hàm số ( ) ( ) 22 3 2 4 5g x f x x x= − + − +  đồng biến trên khoảng nào trong các khoảng dưới đây? 

 

A. ( )0;3 . B. ( )3; .+∞  C. ( );2 .−∞  D. 5 ;3 .
2

 
 
 

 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 4 4 0 2 3 2 2 (1).′ ′ ′ ′= − + − ⇒ ≥ ⇔ − ≥ − +g x f x x g x f x x  
Đặt 2 3t x= −  khi đó ( )(1) 1 (2)f t t′⇒ ≥ − − .  



 

Dựa vào đồ thị ( )
3

1 
1 3
t

f t t
t

≤ −′⇒ ≥ − − ⇔  ≤ ≤
 (vì phần đồ thị của ( )'f t  nằm phía trên đường thẳng 

1y t= − − ).  

Như vậy ( )
2 3 3 0

2 3 2 2 
1 2 3 3 2 3

x x
f x x

x x
− ≤ − ≤ ′ − ≥ − + ⇔ ⇔ ≤ − ≤ ≤ ≤ 

.  

Vậy hàm số ( ) ( ) 22 3 2 4 5g x f x x x= − + − +  đồng biến trên các khoảng ( );0−∞  và ( )2;3  

Mà ( )5 ;3 2;3
2

  ⊂ 
 

 nên hàm số ( ) ( ) 22 3 2 4 5g x f x x x= − + − +  đồng biến trên khoảng 5 ;3
2

 
 
 

.  

Câu 78.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục và xác định trên   và có đồ thị của hàm số ( )y f x′=  như hình 

vẽ. Gọi S  là tập hợp các giá trị nguyên của tham số [ ]2021;2021m∈ −  để hàm số 

( )2y f x x x m= + − + −  có đúng 5 điểm cực trị. Số phần tử của tập S  là 

 
A. 2025.  B. 2024.  C. 2023.  D. 2026.  

Lời giải 
Chọn A 

Xét hàm số: 2u x x x m= + − + −  

TH1: 2m >  

 



TH2: 2m <  

 

TH3: 2m =  

 

Xét hàm số ( ) ( )' .y f u y u f u′ ′= ⇒ = . 

Dựa vào bảng biến thiên trên, ta thấy hàm số u  có đúng một cực trị 0u′⇒ =  có đúng 1 nghiệm. 

Để hàm số có 5 cực trị thì ( ) 0f u′ =  phải có 4 nghiệm phân biệt. 

( )
( )
( )

2 0 1

2 4 2

2 4 3

x x x m a VN

x x x m

x x x m c

 + − + − = < →


⇔ + − + − =
 + − + − = >

. 

Mỗi phương trình ( ) ( )2 , 3  có hai nghiệm phân biệt. Vì 4c >  nên nếu pt ( )2  có 2 nghiệm phân biệt thì 

pt ( )3  cũng có 2 nghiệm phân biệt vì vậy chỉ cần xét phương ttrình ( )2 .  

Với 2m ≤ , dựa vào bảng biến thiên trên phương trình ( )2  luôn có hai nghiệm phân biệt. 

Với 2m > , để pt ( )2  có 2 nghiệm phân biệt thì 4m < . 

Suy ra các giá trị nguyên của m  thoả điều kiện 2021 3m− ≤ ≤  

Vậy có 2025  giá trị nguyên của m  thoả mãn. 

Câu 79.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên .  Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình bên. 

Hàm số ( ) ( ) 22 3 2 4 5g x f x x x= − + − +  đồng biến trên khoảng nào trong các khoảng dưới đây? 



 

A. ( )0;3 . B. 5 ;3
2

 
 
 

 C. ( );2 .−∞  D. ( )3; .+∞  

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 4 4 0 2 3 2 2 (1).g x f x x g x f x x′ ′ ′ ′= − + − → ≥ ⇔ − ≥ − +  
Đặt 2 3t x= −  khi đó ( )(1) 1 (2)f t t′⇒ ≥ − − . 

 

Dựa vào đồ thị ( )
3

1 
1 3
t

f t t
t

≤ −′⇒ ≥ − − ⇔  ≤ ≤
 (vì phần đồ thị của ( )'f t  nằm phía trên đường thẳng 

1y t= − − ). 

Như vậy ( )
2 3 3 0

2 3 2 2 
1 2 3 3 2 3

x x
f x x

x x
− ≤ − ≤ ′ − ≥ − + ⇔ ⇔ ≤ − ≤ ≤ ≤ 

. 

Vậy hàm số ( ) ( ) 22 3 2 4 5g x f x x x= − + − +  đồng biến trên các khoảng ( );0−∞  và ( )2;3  

Mà ( )5 ;3 2;3
2

  ⊂ 
 

 nên hàm số ( ) ( ) 22 3 2 4 5g x f x x x= − + − +  đồng biến trên khoảng 5 ;3
2

 
 
 

. 

Câu 80.   Cho hàm số ( )f x . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình sau. 

 



Hàm số ( )
6

3( )
2
xg x f x= +  đồng biến trên khoảng nào dưới đây  

A. ( )0;2   B. ( )2;0−   C. 1 1;
2 2

 − 
 

  D. ( )1;2   

Lời giải 
Chọn D 

 
Có 2 3 5 2 3 3( ) 3 . ( ) 3 3 ( ) .g x x f x x x f x x′ ′ ′ = + = +    

( )g x  đồng biến khi 2 3 3 3 3( ) 3 ( ) 0 ( ) (1).g x x f x x f x x′ ′ ′ = + ≥ ⇒ ≥ −    

Đặt 
3

3
3

1 0 1 0 1 0
(1) ( ) .

1 11
t x x

t x f t t
t xx

− ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤ ′= ⇒ ⇔ ≥ − ⇔ ⇔ ⇔ ≥ ≥≥ 
  

Câu 81.   Cho hàm số bậc ba ( )y f x=  có đồ thị như hình vẽ.  

 

Đồ thị hàm số 
( )

( ) ( )

2 2

2

4 3

2

x x x x
y

x f x f x

+ + +
=

 − 
 có bao nhiêu đường tiệm cận? 

A. 6. B. 3. C. 2. D. 4. 
Lời giải 

Chọn D 
Hàm số ( )y f x=  có nghiệm kép 3x = −  và một nghiệm đơn x a=  với ( )0;1a∈ . 

Giả sử ( ) ( ) ( )23f x m x x a= + −  với 0m > . 

Hàm số ( ) 2f x −  có nghiệm kép 1x = − , x b=  và x c=  với ( )3; 1b∈ − − , ( ); 3c∈ −∞ − . 

Giả sử ( ) ( )( )( )2 1f x m x x b x c− = + − − . 

y

x

2

O-1-3



Điều kiện xác định của hàm số 
( )

( ) ( )

2 2

2

4 3

2

x x x x
y

x f x f x

+ + +
=

 − 
 

( )( ) ( )
( ) ( )

1 3 1
2

x x x x
xf x f x
+ + +

=
−  

 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )2

1 3 1

. 3 . 1

x x x x

x m x x a m x x b x c

+ + +
=

+ − + − −
 

( )
( )( )( )( )2

1
3

x x
m x x x a x b x c

+
=

+ − − −
. 

Ta thấy các đường thẳng 0, 3, ,x x x b x c= = − = =  là các đường tiệm cận đứng. 

Câu 82.   Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên  . Hàm số ( )y f x′=  có đồ thị như hình vẽ. Hàm số 

( ) ( ) 2020 20191
2019

xg x f x −
= − +  đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

 
A. ( )-1 ; 0 . B. ( )1 ; 2 . C. ( )2 ; 3 . D. ( )0 ; 1 . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ( ) ( )1 1g x f x′ ′= − − . 

( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 1g x f x f x′ ′ ′≥ ⇔ − − ≥ ⇔ − ≥
1 1 0

.
1 2 3

x x
x x
− ≤ − ≤ 

⇔ ⇔ − ≥ ≥ 
 

Từ đó suy ra hàm số ( ) ( ) 2020 20191
2019

xg x f x −
= − +  đồng biến trên khoảng 

Câu 83.   Cho hàm số ( )y f x  có đồ thị hàm số ( )y f x  như hình vẽ: 

 

Hàm số 
2

(1 )
2
xy f x x     nghịch biến trên khoảng 

A.  3;1 . B. 31;
2

    
. C.  2;0 . D.  1;3 . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có: (1 ) 1y f x x     . 

Hàm số đã cho nghịch biến  0 (1 ) 1 0 (1 ) 1y f x x f x x             . 

Đặt 1t x  , ta có:  f t t  . 

Dựa vào đồ thị ta có: 
3

1 3
t

t
 

  

 

O  x

y

1−

1− 1 2

1



+ 3 1 3 4t x x      . 
+ 1 3 1 1 3 2 0t x t         . 
Vậy hàm số nghịch biến trên  2;0  và 4; . 

Câu 84.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị hàm số ( )y f x′=  như hình vẽ 

 

Hàm số ( )
2

1
2
xy f x x= − + −  nghịch biến trên khoảng 

A. 31;
2

 − 
 

. B. ( )2;0− . C. ( )3;1− . D. ( )1;3 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có ( )1 1y f x x′ = − − + − . 

Hàm số nghịch biến khi ( )1 1 0y f x x′ = − − + − <  ( ) ( )1 1 0f x x⇔ − − − − <  ( ) ( )1 1f x x⇔ − > − −  

(dựa vào đồ thị hàm số ( )y f x=  như hình vẽ và đồ thị hàm số y x= − ) 

1 3 4
1 1 3 2 0

x x
x x

− < − > 
⇔ ⇔ < − < − < < 

. 

 

Câu 85.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên   và có đồ thị ( )f x′  như hình vẽ. 



 
Xét hàm số ( ) ( )2 2g x f x= − . Mệnh đề nào dưới đây sai? 

A. Hàm số ( )g x  nghịch biến trên khoảng ( )1;0− . 

B. Hàm số ( )g x  đồng biến trên khoảng ( )2;+∞ . 

C. Hàm số ( )g x  nghịch biến trên khoảng ( )0;2 . 

D. Hàm số ( )g x  nghịch biến trên khoảng ( ); 2−∞ − . 
Lời giải 

Chọn A 
Ta có ( ) ( )22 . 2g x x f x′ ′= −  là hàm số liên tục trên  . 

( ) ( )20 2 . 2 0g x x f x′ ′= ⇔ − =  ( )
2

2
2

0 00
2 1 1

2 0
22 2

x xx
x x

f x
xx

= ==  ⇔ ⇔ − = − ⇔ = ± ′ − =   = ±− =

. 

( )2 2 2 2
2 0 2 2 4

2
x

f x x x
x
>′ − > ⇔ − > ⇔ > ⇔  < −

. 

Bảng biến thiên của hàm số ( )g x  

 
Từ bảng biến thiên, ta thấy câu A là sai. 

Câu 86.   Cho hàm số ( ) 3 2y f x ax bx cx d= = + + +  có đồ thị như hình bên. Đặt ( ) ( )2 2g x f x x= + + . 

Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau 

 
O x

y

2

4



A. ( )g x  nghịch biến trên khoảng ( )0;2 . B. ( )g x  đồng biến trên khoảng ( )1;0− . 

C. ( )g x  nghịch biến trên khoảng 1;0
2
− 

 
 

. D. ( )g x  đồng biến trên khoảng ( ); 1−∞ − . 

Lời giải 
Chọn C  
Hàm số ( ) 3 2y f x ax bx cx d= = + + +  ; ( ) 23 2f x ax bx c′ = + + , có đồ thị như hình vẽ. 

Do đó 0 4x d= ⇒ = ; 2 8 4 2 0x a b c d= ⇒ + + + = ; ( )2 0 12 4 0f a b c′ = ⇒ + + = ; ( )0 0 0f c′ = ⇒ = . 
Tìm được 1; 3; 0; 4a b c d= = − = =  và hàm số 3 23 4y x x= − + . 

Ta có 

( ) ( )2 2g x f x x= + + ( ) ( )
3

2 22 3 2 4x x x x= + + − + + +

( ) ( ) ( ) ( )2 23 12 1 2 3 2 1 3 2 1 2 1
2 2

g x x x x x x x x ′⇒ = + + + − + = + + + − 
 

; ( )

1
2

0 1
2

x

g x x
x

 = −


′ = ⇒ =
 = −



 

Bàng xét dấu của ( )g x : 
x
y′

y

−∞ +∞1

0 − +
+∞

0 0
1/ 2−2−

−
+∞

+

4 4

7 7 10
8
−

 

Vậy ( )g x  nghịch biến trên khoảng 1;0
2
− 

 
 

.  

Câu 87.   Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên .  Đồ thị hàm số ( )y f x′=  như hình bên dưới  

 

Hỏi hàm số ( ) ( )
2

1
2
xg x f x x= − + −  nghịch biến trên khoảng nào trong các khoảng sau ? 

A. ( )3;1 .−   B. ( )2;0 .−  C. 31; .
2

 − 
 

 D. ( )1;3 . 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ( ) ( )1 1.g x f x x′ ′= − − + −  

Để ( ) ( )0 1 1.g x f x x′ ′< ⇔ − > −  Đặt 1t x= − , bất phương trình trở thành ( ) .f t t′ > −  

Kẻ đường thẳng y x= −  cắt đồ thị hàm số ( )'f x  lần lượt tại ba điểm 3;  1;  3.x x x= − = − =  



 

Quan sát đồ thị ta thấy bất phương trình ( )
3 1 3 4

.
1 3 1 1 3 2 0
t x x

f t t
t x x

< − − < − >  ′ > − ⇔ ⇒ ⇔  < < < − < − < <  
 

Đối chiếu đáp án ta chọn B. 
Câu 88.   Cho hàm số ( )f x  có đồ thị hàm số ( )'f x  như hình bên. 

 
Hàm số ( ) 2cosy f x x x= + −  đồng biến trên khoảng 

A. ( )1;2 . B. ( )1;0− . C. ( )0;1 . D. ( )2; 1− − . 
Lời giải 

Chọn A 
Đặt ( ) ( ) 2cosg x f x x x= + − . 

Ta có ( ) ( )' sin . ' cos 2 1g x x f x x= − + − . 

Do [ ]cos 1;1x∈ − và từ đồ thị hàm số ( )'f x  suy ra ( ) [ ]' cos 1;1f x ∈ − . 

Từ đó suy ra ( )sin . ' cos 1x f x− ≤  với x∀ ∈ . 

( ) ( )' sin . ' cos 2 1 1 2 1 2 2g x x f x x x x⇒ = − + − ≥ − + − = −  

( )' 0, 1g x x⇒ > ∀ > . Vậy hàm số đồng biến trên khoảng ( )1;2 . 

Câu 89.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị đạo hàm ( )f x′  được cho như hình vẽ bên dưới. Hàm số 

( ) 33 1 3 2020y f x x x= − − + +  đồng biến trên khoảng ( );a b . Giá trị lớn nhất của bằng ( )b a−  

 



A. 1. B. 3. C. 2. D. 4. 
Lời giải 

Chọn B 
Xét hàm số: ( ) 33 1 3 2020y f x x x= − − + +  ( ) ( )23 3 1 3 1 .1y f x x′ ′⇒ = − − − . 

Hàm số đồng biến nên ( ) ( )20 3 3 1 3 1 0y f x x′ ′≥ ⇔ − − − ≥ ( ) ( )23 1 1 0f x x′⇔ − − − ≥ . 

Đặt 3 1t x= − 1
3

tx +
⇒ = ( )

21 1 0
3

tf t + ′⇒ − + ≥ 
 

( ) ( )
2 2 8 *

9
t tf t + −′⇔ ≥ . 

( )*  thoả mãn khi đồ thị ( )y f t′=  nằm phía trên so với đồ thị . 

Đồ thị tương giao của ( )y f t′=  và 
2 2 8

9
t ty + −

= . 

 
Dựa vào đồ thị, ta thấy ( )*  thoả mãn 4 5 4 3 1 5 1 2t x x⇒ − ≤ ≤ ⇔ − ≤ − ≤ ⇔ − ≤ ≤ . 

Hàm số ( ) 33 1 3 2020y f x x x= − − + +  đồng biến trên khoảng ( )1;2− . 

Suy ra ( ) ( ); 1;2 3a b b a⊂ − ⇒ − ≤ . 

Vậy giá trị lớn nhất của ( ) 3b a− = . 

Câu 90.   Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị của hàm ( )y f x′=  được cho như hình bên. Hàm số 

( ) 22 2y f x x= − − +  nghịch biến trên khoảng nào trong các khoảng sau đây? 

 
A. ( )1;0 .−  B. ( )0;2 .  C. ( )3; 2 .− −  D. ( )2; 1 .− −  

Lời giải 
Chọn A 
Xét hàm số ( ) 22 2y f x x= − − +  trên [ ]3;2−  có 

( ) ( ) ( )' 2 2 2 ; 0 2 *y f x x y f x x′ ′ ′= − + = ⇔ − = −  

2 2 8
9

t ty + −
=



Đặt [ ] ( )2 0;5 *x t t− = ⇒ ∈ ⇒  có dạng ( ) 2f t t′ = −  

Dựa vào đồ thị suy ra ( ) ( )
( )

( )
( )

0 0 0

1 1 1

3 1
2 4;5 0 2 3; 2

0;2 2 0;2

t x
f t t t t y x t x

t t x t x

 = = −
 

′ ′= − ⇔ = ∈ ⇒ = ⇔ = − = ∈ − − 
 = ∈ = − = ∈ 

 

Bảng biến thiên: 

 
Từ bảng biến thiên suy ra hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;0 .−  

Câu 91.   Cho hàm số ( ) 3 2= + + +f x ax bx cx d  có đồ thị như hình vẽ bên. 

 

Hàm số ( ) ( ) 2
=   g x f x  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ( );3−∞ . B. ( )1;3 . C. ( )3;+∞ . D. ( )3;1− . 

Lời giải 
Chọn B 
Cách 1: 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 3; 3 (nghieäm keùp)2 . 0
1; 30

f x x x
g x f x f x g x

x xf x

 =  = = −
′ ′ ′ = ⇒ = ⇔ ⇔  = = −′ = 

. 

Từ đồ thị hàm số ( )= ⇒y f x ( )4 0>f  và ( ) ( )
1

0 4 0
3

>′ ′> ⇔ ⇒ > < −

x
f x f

x
. Do đó 

( ) ( ) ( )4 2 4 . 4 0′ ′= >g f f . Ta có bảng biến thiên 

 
Từ bảng biến thiên suy ra hàm số ( )g x  nghịch biến trên các khoảng ( ); 3−∞ −  và ( )1;3 . 

Câu 92.   Cho hàm số  có đạo hàm trên R và có đồ thị  như hình vẽ. 

Xét hàm số ( ) ( )22 −= xfxg .  



 
Mệnh đề nào sau đây sai? 
A. Hàm số nghịch biến trên . B. Hàm số  đồng biến trên . 
C. Hàm số  nghịch biến trên . D. Hàm số  nghịch biến trên . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có ( ) ( )22 −= xfxg  

( ) ( ) xxfxg 2.2'' 2 −=  

( ) ( )











−=
=
−=

=
=

⇔








=−

−=−

=

⇔




=−

=
⇔=

2
2

1
1
0

22
12

0

02'
0

0'
2

2
2

x
x
x
x
x

x
x
x

xf
x

xg  

Ta có ( ) ( ) 07'.63' >= fg , g’(x) đổi dấu qua các nghiệm đơn hoặc bội lẻ, không đổi dấu qua các 
nghiệm bội chẵn nên ta có bảng xét dấu g’(x): 
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	Lời giải
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