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CHUONG I

KHOI DA DIEN

¥ Khai niém vé khai da dién
% Khoi da dién déu
4 Thé tich khdi da dién

Mét khéi muéi 3n

Trong thuc t& chang ta thudng g&p nhimg vat thé khéng
gian duoc giéi han bdi cac da giac nhw vién gach, khoi
lap phuong, kim tu thap Ai Cap, tinh thé clia mét sé hop
chat hoa hoc nhu mudi &n, phén chua .... Nhitng vat thé
d6 dugc goi |1a nhimg khéi da dién. V& mat toan hoc,
viéc dinh nghia chinh xac khéi da dién khéng don gian.
Trong chuong nay ta chi giéi thiéu khai niém vé khéi da
dién, khéi da dién déu va dua ra céng thitc tinh thé tich
clia mét s6 khoi da dién quen thudc.



§1. KHAI NIEM VE KHOI DA DIEN

A1 Nhéc lai dinh nghia hinh 1&ng tru va hinh chop.

I- KHOI LANG TRU VA KHOI CHOP

Quan sdt khéi rubic trong hinh 1.1, ta thiy
cdc mat ngoai cta né tao thanh mét hinh
lap phuong. Khi dé ta néi khéi rubic ¢
hinh dang la mét khéi lap phuong. Nhu
vy c6 thé xem khéi lap phuong la phan
khong gian dugc gidi han bdi moét hinh lap
phuong, ké ca hinh lap phuong ay.

Tuong tu, khéi lang tru 1a phin khéng
gian duogc gidi han bdi mét hinh lang tru

ké ca hinh lang tru 4y, khéi chép 1a phan
khong gian duoc gidi han bdi mét hinh
chop ké ca hinh chép 4y, khéi chép cut la Hinh 1.1
phian khéng gian duoc gidi han bdi moét

hinh chép cut ké ca hinh chép cut dy.

Tén cua khéi lang tru hay khéi chép duoc dat theo tén cua hinh lang tru hay
hinh chép giéi han né. Chang han tng v&i hinh ling tru luc gidc
ABCDEF.A'B'C'D'E'F’ ta ¢6 khéi lang tru luc gidc ABCDEF.A'B'C'D'E'F’,
ting véi hinh chép ti gide déu SABCD ta c6 khéi chép tit gide déu S.ABCD
1.2




Ta cling goi dinh, canh, mat, mat bén, mat ddy, canh bén, canh ddy ... cia mét
hinh lang tru (hinh chép, hay hinh chép cut) theo thit tu 1a dinh, canh, mat,
mat bén, mat ddy, canh bén, canh day... cia khéi lang tru (kh&i chép, hay
khoi chép cut) tuong ting.

Diém khoéng thuoc khéi lang tru ducc goi la diém ngoai clia khéi lang tru,
diém thudc khéi lang tru nhung khéng thudc hinh lang tru ing véi khéi lang
tru d6 dwoc goi la diém trong ctua khéi lang tru. Diém trong hay diém ngoai
cta khéi chép, khéi chép cut ciing duoc dinh nghia tuong tu.

Vidu

Hinh 1.3

Kim tu thap & Ai Cap la ki quan
duy nhat trong bay ki quan clia thé
gi6i cé dai con lai dén ngay nay,
ching cé hinh dang la nhimg khéi
chép tir giac déu.

II- KHAI NIEM VE HINH PA DIEN VA KHOI PA DIEN
1. Khai niém vé hinh da dién

E D
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Hinh 1.4



Az K& &n cac mét clia hinh ling tru ABCDE.A'B'C'D'E’va hinh chép S.ABCDE (h.1.4).
Quan sit c4c hinh lang tru, hinh chép néi & trén ta thiy chiing déu 13 nhitng hinh
khéng gian dugc tao b&i moét s6 hitu han da gidac. Cac da giac dy ¢6 tinh chét :

= a) Hai da gidc phdan biét chi ¢é thé hodc khong c¢é diém chung,
hodc chi ¢é mét dinh chung, hodc chi c6 mét canh chung.

b) Moéi canh ctia da gidc nao ciing la canh chung ciia ding
hai da giac.

Nguoi ta con goi cac hinh dé la cac hinh da dién.

N6i mot cach tong quat hinh da dién ( goi tdt la da dién) la hinh diroc tao boi
moét s6 hitu han cdc da gidc thod mdn hai tinh chat trén. Mbi da gidc nhu thé
goila mot mdr cua hinh da dién. Cic dinh, canh cua cdc da gidc 4y theo thi tu
dugc goi la cdc dinh, canh clia hinh da dién (h.1.5).

Dinh

Mat

Hinh 1.5

2. Khdi niém vé khoi da dién
Khoi da dién la phdn khéng gian dicoc gidi han boi mét hinh
da dién, ké cd hinh da dién dé.

Nhitng diém khéng thuéc khéi da dién duoc goi la diém ngoai cua khéi da
dién. Nhitng diém thudc khéi da dién nhung khong thudéc hinh da dién gidi
han khéi da dién 4y duoc goi la diém trong cua khéi da dién. Tap hop cic
diém trong duoc goi 1a mién trong, tap hop cic diém ngoai duoc goi 1a mién
ngoai cua khéi da dién.

Mbi khéi da dién duoe xdac dinh bdi hinh da dién ting véi n6. Ta cling goi
dinh, canh, mat, diém trong, diém ngoai... cia mot khai da dién theo thit tu 1a
dinh, canh, mat, diém trong, di€ém ngoai... cua hinh da dién tuong ting.



MJi hinh da dién chia cic diém con lai ciia khong gian thanh hai mién khéng
giao nhau 12 mién trong va mién ngoai cua hinh da dién, trong dé chi c6 mién
ngoai la chita hoan toan mot dudng thang nao day.

d

Mién ngoai

Diém trong

Diém ngodi —>¢{ M

Hinh 1.6
Vidu

— Céc hinh dudi day 1a nhitng khéi da dién :

0 &

Hinh 1.7

— Cac hinh dudi day khong phai la nhitng khéi da dién :

a) b) c)

Hinh 1.8



— Nhitng vién kim cuwong ¢6 hinh dang la nhitng khéi da dién :

Hinh 1.9

As Giai thich tai sao hinh 1.8¢ khong phai la mot khéi da dién ?
III- HAI PA DIEN BANG NHAU

1. Phép doi hinh trong khong gian

Phép bién hinh va phép doi hinh trong khéng gian duge dinh nghia tuong tu
nhu trong mat phang.

i Trong khéng gian, quy tac ddt twong iing moi diém M voi
 diém M’ xdc dinh duy nhdt dwoc goi la mét phép bién hinh
_ trong khong gian.

Phép bién hinh trong khong gian duoc goi la phép doi hinh
. néu né bdo toan khodng cdch giita hai diém tuy y.

Vidu

Trong khéng gian, cic phép bién hinh sau 7

day 1a nhitng phép dai hinh : >
a) Phép tinh tién theo vecto vV , 12 phép bién M M
hinh bién méi diém M thanh diém M’ sao >

cho MM'=7V (h.1.10a). Hinh 1.10a)



b) Phép déi xitng qua mdt phang (P), M
[a phép bi€n hinh bi€n mbi diém

thuéc (P) thanh chinh né, bi€n mdi

diém M khong thuéc (P) thanh diém M,
M’ sao cho (P) la mat phang trung !
truc cia MM’ (h.1.10b). P '
Néu phép déi xing qua mat phang (P) M
bién hinh (A) thanh chinh né thi (P)

Hinh 1.10b)

duaoc goi |a mdt phang déi xiimg cta (H).

c) Phép doi xitng tim O, 1a phép bién hinh bién diém O thanh chinh né, bién
mdi diém M khac O thanh diém M’ sao cho O la trung diém cia MM’ (h.1.11a).

Né&u phép déi xitng tAm O bi€n hinh (H) thanh chinh né thi O dugce goi la tdm
doéi xitng cua (H).
M’ A
0
)

M'
/ Lo

b)

M

a
Hinh 1.11

d) Phép doi xitng qua duong thang A (hay phép d6i xiing qua truc A), la
phép bién hinh bi€n moi diém thuéc dudng thang A thanh chinh né, bién méi
diém M khong thuoc A thanh diém M’ sao cho A la dudng trung truc cia MM’
(h.1.11b).
Néu phép d6i xiing qua dudng thang A bién hinh (H) thanh chinh né thi A goi
12 truc doi xiing cua (H).
Nhdn xét
® Thuc hién lién ti€p cac phép doi hinh s& duoc mét phép doi hinh.,

® Phép dui hinh bi€n da dién (H) thanh da dién (H"), bi€n dinh, canh, mat cua
(H) thanh dinh, canh, mat tuong ting cua (H').



2. Hai hinh bang nhau

 Hai hinh duoc goi la bang nhau néu cé6 mot phép doi hinh
. bién hinh nay thanh hinh kia.

Dic biét, hai da dién duoc goi la bang nhau néu ¢6 mot phép doi hinh bién da
dién nay thanh da dién kia.

Vidu

Phép tinh ti€n theo vecto v bién da dién (H) thanh da dién (H’), phép dé6i
xung tim O bién da dién (H") thanh da dién (H”). Do dé phép doi hinh c¢6
duoc bang cdch thuc hién lién ti€p hai phép bi€n hinh trén bi€n (H) thanh
(H"). Tt d6 suy ra cdc da dién (H), (H’) va (H”) bang nhau (h.1.12).

Hinh 1.12

A«i Cho hinh hép ABCD.AB'C'D’. Ching minh rang hai lang tru ABD.AB'D’ va

BCD.B’C’'D’bang nhau.

IV- PHAN CHIA VA LAP GHEP CAC KHOI PA DIEN

10

Néu khoéi da dién (H) la hop cua hai khéi da dién (H,), (H,) sao cho (H,)
va (H,) khéng c6 chung diém trong nao thi ta néi c6 thé chia duoc kh6i da
dién (H) thanh hai khéi da dién (H|) va (H,), hay c6 thé lap ghép hai khéi
da dién (H,) va (H,) v6inhau dé duoc khai da dién (H) (h.1.13).
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Hinh 1.13

Vi du. Xét khoi lap phuong ABCD.A’B’C’D’. Mat phang (P) di qua BDD'B’ cit
khoi 1ap phuong dé theo moét thi€t dién 1a hinh chit nhat BDD'B’. Thiét dién
nay chia cdc diém con lai clia khéi lap phwong ra 1am hai phian. M&i phén
ciing véi hinh chir nhat BDD'B’ tao thanh moét khéi lang tru, nhur vay ta ¢6 hai
khéi lang tru : ABD.A’B’'D’ va BCD.B'C'D’. Khi d6 ta néi mat phang (P) chia
khéi lap phuong ABCD.A'B'C’D’ thanh hai khéi lang tru ABD.A'B'D’ va
BCDB'C'D’".

Twong twr nhir trén ta c6 thé chia ti€p khdi lang tru ABD.A’B’D' thanh ba khéi
tw dién : ADBB’, ADB'D"va AA'B’'D’ (h.1.14).

B C

Y

Hinh 1.14

11



Lam theo qud trinh nguoc lai ta ¢6 thé ghép khéi lang tru BCD.B'C’'D’ va cic
khéi tir dién ADBB’, ADB'D’, AA'B’D’ v6i nhau dé duoc khéi lap phuong
ABCD.AB'C'D’.

Nhdn xét

Mot khai da dién bat ki luén ¢6 thé phan chia duoe thanh nhimg khéi ti dién.

BAITAP
1. Chitng minh rang mot da dién c¢6 cdc mat la nhitng tam gidc thi téng s6 céc
mat cua né phai la mét s6 chan. Cho vi du.

2. Chirng minh rang mot da dién ma mdi dinh cia né déu la dinh chung cuia moét
s6 1é mat thi téng s6 cdc dinh ciia né phai 1a mot s6 chan. Cho vi du.

3. Chia mét khéi lap phuong thanh nam khéi tir dién.

4. Chia mo6t khéi lap phwong thanh sdu khéi tir dién bang nhau.

Pinh nghia da dién va Rhéi da dién

G dau chuong, ching ta méi chi trinh bay so luge vé cdc khdi niém da dién
va khéi da dién. Bay gid ta sé trinh bay mét cach chinh xdc hon nhirng khai
niém do.

Khii niém da dién va khéi da dién cé thé duoc hiéu theo nhiéu cach khdc
nhau. Pa dién va khéi da dién vira dwoc trinh bay trong chuong I dua vao dinh
nghia sau day.

Dinh nghia

Hinh da dién ( goi tdt la da dién) la hinh ditoc tao boi mét sé hitu han cdc da
gidc, goi la cac mdat cua hinh da dién, thoa mdn cdc tinh chdr sau :

12



a) Hai mdt phdn biét chi cé thé hodc khéng giao nhau hodc c6 mét dinh
chung, hodc ¢6 mot canh chung.

b) Moi canh thuée mét mdt la canh chung cua ding hai mdt.
¢) Cho hai mat S va §', luén ton tai mét ddy cdac mdt Sy, Sy, ..., S, sao cho S,
| ¥ Sy L] Lo s G TF s at = - e 1 v -\. - o~
friing vor 8, S, tring vot 8" va bat ki hai mdt S;, S;,, nao(0<i<n-1) ciing
déu c6 mot canh chung.

Cic dinh, canh cua mat theo thit tu dwoc goi 1a cic dinh, canh ciia hinh da dién.

Vidu

Hinh (H) trong hinh 1.15 la hinh tao bdi
hai hinh lap phuong chi chung nhau mot !
dinh. Khi dé (H) khéng thoa min tinh chat !
¢) nén né khéng phai 1a mét hinh da dién. i

|

i
Josk
/

Tir dinh nghia trén, nguoi ta chitng minh S s

duoc dinh Ii sau goi la dinh 1i Gio6e-dan &

(Jordan) trong khong gian. (H)
Hinh 1.15

Dinh li

Mdi da dién chia cdc diém con lai ciia khéng gian thanh hai mién sao cho :

a) Hai diém thuéc cing moét mién luén cé thé néi voi nhau bang moét duong
edp khiic nam hoan toan trong mién dé.

b) Moi duong gip khiic nol hai diém thuéc hai mién khdac nhau déu cé diém
chung voi da dién.

c) Cé6 mot va chi mét mién
chita hoan toan mot duong

2 ~ ﬂ

thang nao day.

Mién chita hoan toan mot
duong thing nao diy duoc
goi la mién ngodi cua da
dién, mién con lai duoc goi
la mién trong cua da dién.
Diém thuéc mién ngoai goi
la diém ngoai, diém thudc
mién trong goi la diém trong
cua da dién.

Hinh 1.16

13



Trong hinh 1.16, A 1a diém trong, B, C, D 1a diém ngoai cta hinh da dién (H).
Mién ngoai ciia (H) chira dudng thang d.

Dinh nghia

Da dién cing voi mién trong cuia né duoc goi la mét khor da dién.

Trong thuc €, chiing ta thudng gap nhitng vit thé ¢6 hinh dang 13 nhitng khoi
da dién. Tir nhirng coéng trinh vi dai nhu kim tu thap Ai Cap, nhitng toa nha cao
ting hién dai dén nhitng vat thé nhoé nhu tinh thé clia cdc hop chit : dwdng,
mudi, thach anh... déu 1a nhitng khéi da dién. Do do, viéc nghién citu cdc khoi
da dién khéng nhitng 1am phong phii thém cdc kién thitc vé hinh hoc ma con
g6p phan giai quyét nhi€u bai toan thue ti€n, phuc vu cude séng con ngudi.

§2. KHOI DA DIEN LOI VA
KHOI PA DIEN PEU

I- KHOI PA DIEN LOI
.\ Khoi da dién (H) duoc goi la khéi da dién 16i néu doan thing

néi hai diém bat ki cia (H) luén thuoc (H). Khi dé da dién
. xdc dinh (H) duoc goi la da diénléi (h.1.17).

N

Hinh 1.17

14



Vi du. Cic khéi lang tru tam
gidc, khoi hop, khaéi tir dién 1a
nhitng khoi da dién 16i.

Nguwoi ta ching minh duoc
rang mot khoi da dién 1a khéi
da dién 161 khi va chi khi
mién trong cua né luén nam
vé modt phia d6i véi mbi mat
phang chita moét mat cia né Hinh 1.18
(h.1.18).

A1 Tim vi du vé khoi da dién loi
va khoi da dién khong 16i trong
thur té.

II- KHOT PA DIEN PEU

Quan sit khéi t dién déu
(h.1.19a), ta thiy cdc mat cla
no la nhitng tam gidc déu, mbi
dinh cua nd 1a dinh chung cia
dung ba mat. DPéi véi khéi lap
phuong (h.1.19b), ta thdy cac
mat cua né la nhitng hinh
vuong, modi dinh cua né la
dinh chung cua ding ba mat. a) b)
Nhirng khéi da dién néi trén Hinh 1.19

duoc goi la nhitng khéi da

dién déu.

-

e e e

Dinh nghia
 Khéi da dién déu la khéi da dién l6i ¢6 tinh chdt sau day :
— a) Mdi mdt ciia né la mét da gidc déu p canh.

b) Moi dinh ciia né la dinh chung cua diing g mdt.

Khoi da dién déu nhue vay dicoc goi la khéi da dién déuloai {p ; q} .

Tir dinh nghia trén ta thidy cdc mit cua khéi da dién déu 1a nhimg da gidc déu
bang nhau.

15



Nguwoi ta chirtng minh duoc dinh 1i sau :

_ Dinh i
Chi ¢é nam loai khdl da dién déu.Pélaloai {3 ;3),lodi {43},
loai {3;4),loai {5;3}va loai {3;5}.

Tuy theo s6 mat ctia chiing, nam loai kh&i da dién déu ké trén theo thit tur
duoc goi 1a cdc khoi tir dién déu, khéi lap phuong, khoi bat dién déu (hay
khoéi tam mat déu), khéi mudi hai mat déu va khéi hai muoi mat déu (h.1.20).

Hinh 1.20

Az Dém sé dinh, sé canh cla khéi bat dién déu.

C4c hinh da dién déu la nhitng hinh cé vé dep can d6i, hai hoa. Cic nha todn
hoc ¢6 dai xem chiing 1a nhitng hinh Ii tuong. Vé dep cua ching ciing lam
nhi€u hoa si quan tim. Lé-6-na-d6 Pa Vin-xi (Leonardo da Vinci) hoa si
thién tai ngudi I-ta-li-a da tirng v& khd nhi€u hinh da dién trong do6 cé cic
hinh da dién déu. Duéi day l1a hinh mudi hai mat déu va hinh hai mwoi mat
déu do 6ng vé (h.1.21).

Hinh 1.21

16



Bang tém tat cua nam loai khdi da dién déu

Loai Tén goi S6 dinh S6 canh S6 mat
(3:3) | Tedién déu 4 6 4
{43} Lap phuong 8 12 6
(3:4) | Bitdien déu 6 12 8
{5 ; 3} Mudi hai mat déu 20 30 12
I3 5] Hai muoi mat déu 12 30 20

Vidu

Chirng minh rang :

a) Trung diém cdc canh ctia moét ti dién déu 1a cdc dinh ciia mét hinh bt dién déu.

b) Tam cdc mat cua moét hinh lap phwong la cdc dinh cia mét hinh bat dién déu.

Gidi

a) Cho ti dién déu ABCD, canh bang a. Goi I, J, E, F, M va N lan luot la
trung diém cua cic canh AC, BD, AB, BC, CD va DA (h.1.22a).

AS Chiing minh rang tam tam giac IEF, IFM, IMN, INE, JEF, JFM, JMN va JNE 13

nhitng tam giac déu canh bang %

Tam tam gidc déu néi trén tao thanh mot da dién ¢6 cac dinh 1a 1, ./, E, F, M, N

ma mdi dinh 12 dinh chung cua ding bén tam gidc déu. Do d6 da dién 4y la
da dién déu loai {3 ; 4}, tifc 1a hinh bt dién déu.

C

Hinh 1.22

D C
I .
: i
'I “'Ij"::\-‘ ‘"
- L ST
Al
% ' - : .-‘%FPF?"-‘"’\ )
" » -'.p'. o .. j -“--‘.
Wl | ." M ™,
‘3“--.__ ‘ ; ] e -::'F
"\ }“- -"‘, EE £" ****
IR 2
T i, T, A b e e
ka“‘\ “-L',.‘ i C
i LN Y
/ b
," F R
Ty,
A! i i
B’
b)

L



b) Cho hinh lap phuwong ABCD.A'B’C’'D’ ¢6 canh bang a (h.1.22b).

Ad Chtmg minh rdng AB'CD' 1a mét tir dién déu. Tinh cac canh cla né theo a.

Goi I, J, E, F, M va N lan luot la tAm cua cdc mat ABCD, A'B'C'D’, ABB'A’,
BCC'B’, CDD’C’ va DAA'D’ cua hinh lap phrong. D€ v rang sau diém trén ciing
lan lrot 1a trung diém cua cdc canh AC, B'D’, AB’, B'C, CD’va D’A cua tit dién
déu AB’CD’ nén theo cau a) sdu diém do6 la cac dinh ctia hinh bat dién déu.

BAI TAP

1. Cat bia theo miu duéi day (h.1.23), gip theo dudng ké, réi dan cic mép lai dé
duoc cdc hinh tir dién déu, hinh lap phuong va hinh bat dién déu.

Hinh 1.23

2. Cho hinh lap phuong (H). Goi (H’) l1a hinh bat dién déu c6 cac dinh la tAim cdc
mat cua (H). Tinh ti s6 dién tich toan phan cua (H) va (H’).

Lo

Chirng minh rang tim cua cdc mat cua hinh tir dién déu la cic dinh cua mot
hinh ti dién déu.

4. Cho hinh bdt dién déu ABCDEF (h.1.24).
Chirng minh rang :

a) Cic doan thang AF, BD va CE déi
moét vudng gbéc v6i nhau va cat nhau
tai trung di€ém moi dudng.

b) ABFD, AEFC va BCDE la nhiing
hinh vuéng.

18



Dinh da dién déu

Céiu chuyén vé cic hinh da dién déu mang nhiéu tinh huyén thoai. Ngudi ta
khong biét duoc ai [a ngudi diu tién di tim ra ching. Trong mot cude khai
quit, ngudi ta di tim thdy mot thir d6 choi cua tré em ¢é hinh hai muoi mat
déu v6i nién dai cich ching ta khoang 2500 nam. Cic nha todn hoc ¢6 dai
Hi Lap thuéc truong phai Pla-téng va trudc dé ntra la truong phai Py-ta-go
(thé ki TV truéec Céng nguyén) di timg nghién citu vé cic hinh da dién néi
chung va cdc hinh da dién déu néi riéng. Cdc nha todn hoc thdi bdy gid coi
nam loai hinh da dién déu la nhitng hinh li twdng. Ngudi ta coi bén loai da
dién déu dé dung la tir dién, hinh lap phwong, hinh bat dién déu va hinh hai
muroi mat déu, theo thif tu twong trung cho lira, dit, khéng khi va nuée, do 1a
b6én yéu té6 co ban (theo quan niém cua thdi bay gid) tao nén moi vit. Con
hinh mudi hai mat déu twong trung cho toan thé vii tru.

Khéng khi

Sau nay ngudi ta con tim thdy cdc hinh da dién déu xuit hién trong tu nhién
dwéi dang tinh thé ctia nhiéu hop chit. Chang han tinh thé clia cdc chit
sodium sulphantimoniate, mudi an, chrome alum ¢6 dang twong ing la khéi
tir dién, khéi lap phuong, khéi bit dién déu. Con hai loai hinh da dién déu
phirc tap hon 1a hinh mudi hai mat déu va hinh hai muoi mat déu, xuit hién

L
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trong kKhung xwong ciia mot s6 vi sinh vét bién vi du : circogonia icosahedra
va circorrhegma dodecahedra.

Cidc hinh da dién déu la nhitng hinh ¢6 tim, truc hoic mat phang ddi xing.
Viéc nghién citu cdc phép bién hinh bi€n madi hinh da dién déu thanh chinh né
di dat nén méng cho li thuyét vé cdc nhém hitu han, mét huéng nghién citu
quan trong cua dai s6. Li thuyét nay cé nhiéu ng dung trong viéc nghién citu
cic dang tinh thé cta cdc hop chit hod hoc.

Mot s6 vi sinh vat bién



§3. KHAI NIEM VE THE TiCH CUA KHOI PA DIEN

Thé tich ctia moét khéi da dién hi€u theo nghia théng thudng 1a s6 do do 16n
phin khéng gian ma né chi€ém chd. Tir xa xwa con ngudi di tim cach do thé
tich ctia cic khéi vat chat trong tr nhién. P&i v6i nhitng vat thé 1ong, nhu khoi
nuée trong mot cdi bé chira, ngudi ta ¢6 thé ding nhitng cdi thung ¢ kich
thurée nhoé hon dé dong. P6i véi nhitng vt ran ¢é kich thudc nhé ngudi ta ¢é
thé tha ching vio mot cdi thing dé diy nudce réi do lwong nuée trao ra... Tuy
nhién trong thirc t& ¢6 nhiéu vt thé khong thé do duoe bang nhitng cich trén.
Chfmg han dé do thé tich cta kim tur thap Ai Cap ta khéng thé nhiing né vio
nudc hay chia nho né ra duoc. Vi viy ngudi ta tim cach thiét lap nhitng coéng
thitc tinh thé tich cia moét s6 khéi da dién don gian khi biét kich thudc cla
chiing, réi tir d6 tim cach tinh thé tich ctia cic khéi da dién phitc tap hon.

I- KHAI NIEM VE THE TICH KHOI PA DIEN

Ngudi ta chitng minh duoe rang : ¢é thé dat twong ting cho mdi khai da dién
(H) mot s6 duong duy nhat Ve thoa mén céc tinh chit sau :

a) Néu (H) la khéi lap phuong ¢6 canh bang | thi I

P i
(fH)

b) Néu hai khéi da dién (H|) va (H,) bang nhau thi Yy =V

1) i (HZ)
c) Néu khéi da dién (H) duoc phéin chia thanh hai khéi da dién (H|) va (H,)

thi } Ve =V

(H) +V

(H)) " V(Hy)

S6 duwong V:{H) noéi trén duoc goi la thé tich cua khéi da dién (H). S6 d6 ciing
duwoc goi la thé tich cua hinh da dién gidi han khéi da dién (H).

Khéi lap phuong ¢6 canh bang 1 dwoc goi la khot lap phicong don vi.

Bay gid ta s& xét thé tich ctia khéi hdp chif nhat ¢6 ba kich thuée la a, b, c.

Vi du. Tinh thé tich cta kh&i hop chit nhit c6 ba kich thuée [a nhitng s6
nguyén duong.
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Al Gl
(Hp) (Hy) (H) (H)
Hinh 1.25

Goi (Hy) la khéi lap phuong don vi.

— Goi (H|) la kh6i hop chit nhat ¢6 ba kich thwuéc a=5,b=1,c=1.

A1 Co thé chia (H,) thanh bao nhiéu khéi I&p phuong bang (H,)) ?

Khid6 ta c6 Vg ) =5V, = 5.

— Goi (H,) la khéi hép chit nhét c6 ba kich thuéc a=5,h=4,c=1.

Az Co thé chia (H,) thanh bao nhiéu khai hop chir nhat bang (H,)?

Khi d6 ta ¢6 Vg, ) =4V, ) =4.5=20.

— Goi (H) 1a kh&i hép chir nhét ¢é ba kich thuéec a=5, b =4, ¢ = 3.

AS Co thé chia (H) thanh bao nhiéu khéi hép chir nhat bang (H5)?

22

Khi d6 ta c6 Vi) =3V g, ) = 34.5=60 (h.1.25).

Lap luan trong tr nhur trén, ta suy ra : thé tich cia khéi hop chif nhat (H) c6

ba kich thurde 1a nhimg s6 nguyén duong a, b, ¢ la V(H) = abc.

Ngudi ta chimg minh duge rang coéng thife trén ciing diing déi véi hinh hop
chit nhét c6 ba kich thude l1a nhitng s6 duong. Ta ¢é dinh li sau :

_ Dinh
Thé tich ciia mét khoéi hép chit nhdt bang tich ba kich thiée
. cla no.




II- THE TICH KHOI LANG TRU

Néu ta xem khai hop chit nhit ABCD .A'B'C’D’ nhu 1a khéi lang tru c6 day la
hinh chit nhat A’B’C’D’ va dudng cao AA’ thi tir dinh Ii trén suy ra thé tich ctia
n6é bang dién tich diy nhan v&i chiéu cao. Ta ¢6 thé ching minh durge rang
diéu do ciing dung d6i véi mot khéi lang tru bat ki (h.1.26).

D C

i
AL &

I

| A S

,J’ Cl
A B’
Hinh 1.26
. Dinh I
Thé'tich khét ldang tru ¢é dién tich day B va chiéu cao h la
V =Bh.

II- THE TICH KHOI CHOP
Da6i véi khéi chép, ngudi ta chitng minh dwoc dinh i sau :
_ Dinh

. Thé'tich khoi chép cé dién tich day B va chiéu cao hla

|
V=—Bh.
3

Ta ciing goi thé tich cdc khéi da dién, khéi lang tru, khéi chép di néi & trén
lan luot la thé tich cdc hinh da dién, hinh lang tru, hinh chép x4c dinh ching.
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Ad Kim tur thap Ké-6p ¢ Ai Cap (h.1.27) dudc xay dung vao khoang 2500 nam trude Cong

24

nguyén. Kim tu thap nay la mét khéi chop ttr giac déu co chiéu cao 147 m, canh day
dai 230 m. Hay tinh thé tich clia no.

Hinh 1.27

Vidu

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A’B'C’. Goi E va F lan luot la trung di€ém cta
cdc canh AA’ va BB’. Pudng thang CE cat dudng thang C’A’ tai E’. Puong
thing CF cat dudng thang C'B’ tai F’. Goi V la thé tich khéi lang tru
ABCAB'C".

a) Tinh thé tich kh&i chép C.ABFE theo V.

b) Goi khéi da dién (H) la phan con lai cua khéi lang tru ABC.A'B’C’ sau khi
cat bd di khdi chép C.ABFE. Tinh ti s6 thé tich clia (/) va cua khéi chép
CEEF.

Gidi
a) Hinh chép C.A’B’C’ va hinh lang tru ABC A'B'C’ ¢6 ddy va dudng cao bang
1 1 2
nhau nén V. yipier = ;V. Tirdésuyra V- 4pprar = V_EV = ;V.

Do EF la dudng trung binh cua hinh binh hanh ABB’A” nén dién tich ABFE
; 1 1
bang nira dién tich ABB’A’”. Do d6 V- 4prp = 5 Ve agp'a' = EV (h.1.28).



7]

Fi‘
Hinh 1.28

. | 2
b) Ap dung cau a)ta ¢ Vigy = Vape ap'c' =V ABFE = V—EV = EV.

ft 1 B i
Vi EA’ song song va bang 5 C'C’ nén theo dinh 1i Ta-1ét, A" Ia trung di€m cua

E'C’. Twong tu, B’ 1a trung diém ctia F'C’. Do dé dién tich tam gidc C’E’F’ gip

P - = i - I Y7l . - 4
bén lan dién tich tam gidc AB'C’". Tir d6 suy ra V- grprer =4V 4pier = EV.

%
Dods —&— =

|
F4
I’('.E'F'( i 2

BAI TAP

. Tinh thé tich khéi tir dién déu canh a.

Tinh thé tich khéi bat dién déu canh a.

Cho hinh hép ABCD A'B’C’D’. Tinh ti s6 thé tich clia khoi hop d6 va thé tich
cua khéi tir dién ACB'D’,

Cho hinh chép S.ABC. Trén céc doan thang SA, SB, SC lan luot 14y ba diém
Vy ager SA' SB' SC'

Ve apc SA SB SC

A’, B’, " khic v6i 8. Chitng minh rang
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Cho tam gidc ABC vuéng cin & A vi AB = a. Trén dudng thang qua C va vuéng
gbe véi mat phang (ABC) 1dy diém D sao cho CD = a. Mat phang qua (' vuéng
gbc voi BD, cat BD tai F va cat AD tai E. Tinh thé tich khéi tir dién CDEF theo a.

Cho hai duwdng thang chéo nhau d va d’. Poan thang AB c¢6 d6 dai a truot trén
d, doan thing CD c6 d6 dai b truot trén d’. Chirng minh rang khéi ti dién
ABCD c6 thé tich khong déi.

ON TAP CHUONG I

. Cac dinh, canh, mat cua mét da dién phai thoa min nhirng tinh chét nao ?

Tim mo6t hinh tao bdi cac da gidac nhung khéng phai 1a moét da dién.

Thé nao la mot khéi da dién 161 ? Tim vi du trong thuc t€ mé ta modt khoi da
dién 161, mot khoi da dién khong 161,

Cho hinh lang tru va hinh chép ¢6é dién tich ddy va chiéu cao bang nhau. Tinh
ti & thé tich ctia chiing.

Cho hinh chép tam gidc O.ABC c6 ba canh OA, OB, OC d6i mét vudéng géc
v6i nhau va OA = a, OB = b, OC = ¢. Hiy tinh dudng cao OH cta hinh chép.
Cho hinh chép tam gidc déu S ABC ¢6 canh AB bang a. Cic canh bén SA, SB, SC

tao véi ddy mot gée 60°. Goi D 1a giao di€ém clia SA véi mat phang qua BC va
vuong goc vai SA.

a) Tinh ti s6 thé tich cha hai kh&i chép S.DBC va SABC.

b) Tinh thé tich ctia kh&i chép S.DBC.

Cho hinh chép tam giiac S.ABC ¢6 AB = Sa, BC = 6a, CA = 7Ta. Cic mat bén
SAB, SBC, SCA tao v6i diy mot gée 60°. Tinh thé tich ctia khéi chép dé.

Cho hinh chép S.AABCD c6 diy ABCD la hinh chir nhit, SA vuéng géc vai day
vi AB = a, AD = b, SA = ¢. Lay cic diém B’, D’ theo thit tir thude SB, SD sao
cho AB’ vuéng géc v&i SB, AD” vuéng géec v6i SD. Mat phang (AB’D”) cat SC
tai . Tinh thé tich khoi chép S.AB'C'D’.

Cho hinh chép tir gidc déu S.ABCD, ddy la hinh vuéng canh a, canh bén tao véi

ddy mot géc 60°. Goi M 1a trung diém SC. Mat phang di qua AM va song song
vGi BD, cat SB tai E va cat 8D tai F. Tinh thé tich khéi chép S AEMF.



10. Cho hinh lang tru ding tam gidc ABC.A'B’C’ ¢6 tit ca cic canh déu bang a.
a) Tinh thé tich khéi tir dién A'BB’C.

b) Mit phang di qua A’B’ va trong tam tam gidc ABC, cat AC va BC 1an luot tai
E va F. Tinh thé tich hinh chép C.A’B'FE.

11. Cho hinh hép ABCD.A'B'C’D’. Goi E va F theo thi tr 1a trung di€ém clia céc
canh BB’ va DD’. Mit phang (CEF) chia khéi hop trén lam hai khéi da dién.
Tinh ti s6 thé tich cta hai khéi da dién dé.

12. Cho hinh lap phuwong ABCD.A’B’C’D’ canh a. Goi M la trung diém cta A'B’, N
1 trung diém cua BC.

a) Tinh thé tich khéi tit dién ADMN.

b) Mat phang (DMN) chia khéi lap phuong di cho thanh hai khéi da dién. Goi
(H) 1a khéi da dién chira dinh A, (H') 1a khéi da dién con lai.

V,
Tinh ti s6 —CA)

I'I(Hi')

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG I

1. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) S6 dinh va s6 mat cua moét hinh da dién luén bang nhau ;
(B) Tén tai hinh da dién c6 s& dinh va s6 mat bang nhau ;
(C) Tén tai moét hinh da dién ¢6 s6 canh bang s6 dinh ;
(D) Tén tai mot hinh da dién c6 s6 canh va mat bang nhau.

2. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao diing ?
S6 cic dinh hoac s6 cac mat cua bit ki hinh da dién nao cling :
(A) Lén hon hoac bﬁng 4 (B) Lén hon 4 ;
(C) Lén hon hoac bang 5 ; (D) Lén hon 5.

3. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao diing ?
S6 cdc canh cia hinh da dién luén luén :
(A) Lén hon hoac bang 6 (B) Lon hon 6 ;
(C) Lén hon 7 ; (D) Lén hon hoac bang 8.
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Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Khéi tir dién 1a khéi da dién 16i ;

(B) Kh6i hop la khéi da dién 16i ;

(C) Lap ghép hai khéi hop s& dirge mot khoi da dién 164 ;
(D) Khai lang tru tam gidc 1a khéi da dién 16i.

Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Hai khéi chép ¢6 dién tich day va chiéu cao twong irng bang nhau thi ¢6
thé tich bang nhau.

(B) Hai kh6i hop chir nhat cé dién tich toan phin bing nhau thi c6 thé tich
bang nhau.

(C) Hai khéi lang tru ¢6 dién tich ddy va chi€u cao twong ting bang nhau thi c6
thé tich bang nhau.

(D) Hai khéi lap phuong ¢6 dién tich toan phin bang nhau thi c6 thé tich bang nhau.

Cho hinh chép S.ABC. Goi A’ va B’ lan luot 1a trung diém clia SA va SB. Khi dé
ti s6 thé tich ctia hai khéi chép S.AB’C va S ABC bang :

] | ] |
A — By— § = 3 D) —.
(A) s (B) 3 (C) i (D) 5
Cho hinh chép S ABCD. Goi A’, B', (', D’ theo thir tu la trung di€m cla SA, SB,
SC, SD. Ti s6 thé tich ctia hai khéi chép SA'B'C’D’va S ABCD bang :

| | | |
A) — = B) —: Cy— D) —-
()2 ()4 ()8 ()16

A o - b .- A PN ¢ - -~ ~
Thé tich cua khéi lang tru tam gidac déu cé tat ca cic canh bang a 1a :

V2 V2 5 V3 V3 5

3 - 3
A) —a ; B) —a™ ; Gy —— D)y —a.
(A) 3 ( P ( > (D) "
Cho hinh hép ABCD.A’B'C’D’. Ti s6 thé tich cta khéi tir dién ACB’D’ va khoi
hop ABCD A'B’C’D’ bang :

| | | |
A) — B) —: Yy —:; D) —-
()2 (}3 ()4 ()6

Cho hinh hop ABCD A'B'C’D’, goi O la giao diém cta AC va BD.
Ti s6 thé tich ctia khéi chép O A'B'C’D’ va khéi hop ABCD.A'B'C’D’ bang :

] | | |
A) — B) —: C) —; D) —-
()2 (}3 ()4 ()6



CHUONG .H

MAT NON, MAT TRU, MAT CAU

€ Mit tron xoay
¢ Mit n6n tron xoay, mét tru tron xoay
¢ Mit cau

_

Lam d6 gém trén ban xoay
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§1. KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

I- SUTAO THANH MAT TRON XOAY

30

Xung quanh chiing ta ¢6 nhiéu vat thé ma mat ngoai ¢6 hinh dang la nhiing
mat tron xoay nhu binh hoa, nén 14, cdi bat (chén) an com, cdi céc (li) uéng
nudc, mét s6 chi ti€t may (h.2.1)... Nho ¢é ban xoay véi su khéo 1éo cua doi
ban tay, ngudi tho gé6m c6 thé tao nén nhitng vit dung c6 dang tron xoay bang
dit sét. Dua vao su quay tron cia truc mdy tién, ngudi tho co khi ¢é thé tao
nén nhitng chi ti€t may bang kim loai ¢6 dang tron xoay. Vay cdc mat tron
xoay duoc hinh thinh nhu thé ndo ? Sau diy chiing ta s€ tim hiéu nhitng tinh
chit hinh hoc cua mat tron xoay .

Hinh 2.1



Trong khong gian cho mat phang (P) chia
dudng thang A va mét dudng €. Khi quay
mat phang (P) quanh A mot géc 360° thi

méi diém M trén dudng € vach ra mot
dudng tron cé tam O thudéc A va nam trén
mat phang vuéng géc véi A. Nhu viy khi
quay mit phang (P) quanh dudng thang A

|

|

|

|

|

I
L1
]

1
&
|

thi dudng % sé tao nén mot hinh duoc goi la

mdt tron xoay (h.2.2).

buong & duoc goi la duong sinh clia mat

tron xoay d6. Pudng thang A duoc goi 1a
truc cua mat tron xoay.

Hinh 2.2
A1 Hay néu tén mot sé do vat ma mat ngoai co
hinh dang la cac mat tron xoay.

II- MAT NON TRON XOAY
1. Dinh nghia

t Trong mdt phdang (P) cho hai
 duong thang d va A cdt nhau
tai diém O va tao thanh géc B

vai 0° < B<90°. Khi quay mdt
phdng (P) xung quanh A thi
duwong thang d sinh ra mét mdt
tron xoay ditoc goi la mdt non
_ tron xoay dinh O. Nguwoi ta
thiong goi tdt mdt nén tron
. xoay la mdt nén. Puong thang
- A goilatruc, duong thing d goi
la duong sinh va goc 20 goi la
. gbc 8 dinh cia mat nén dé

(h.23).

Hinh 2.3
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2. Hinh nén tron xoay va khéi nén tron xoay

a) Cho tam giac OIM vuéng tai I (h.2.4). Khi
quay tam gidc dé xung quanh canh géc vuéng
OI thi dudng gip khic OMI tao thanh mot
hinh duoc goi la hinh nén tron xoay, goi tat la
hinh non.

Hinh tron tam / sinh bdi cdc diém thudc canh
IM khi IM quay quanh truc Of duoc goi la madt
ddy cta hinh nén, di€ém O goi 1a dinh cta hinh
nén. P6 dai doan OI goi 1a chiéu cao cua hinh
nén, dé ciing la khoang cdch tir O d€n mat
phang diy. D6 dai doan OM goi 1a d6 dai
diwong sinh cua hinh nén. Phan mit tron xoay Hinh 2.4
durge sinh ra bdi cic diém trén canh OM khi

quay quanh truc OI goi la mdt xung quanh cua

hinh nén dé.

b) Khdi non tron xoay la phan khéng gian dwoc giéi han bdi mét hinh nén
tron xoay ké ca hinh nén dé. Ngudi ta con goi tat khi nén tron xoay 1a khéi
nén. Nhitng diém khong thuéc khéi nén duce goi 1a nhitng diém ngoai cua
kh6i nén. Nhitng diém thu6c khdi nén nhung khéng thudc hinh nén ting véi
khéi nén 4y dudc goi la nhitng diém frong ciia khéi nén. Ta goi dinh, mat
diy, dudng sinh cua mét hinh nén theo thit tu 1a dinh, mdt day, duéng sinh
cta kh6i nén twong ting.

3. Dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay

a) Mot hinh chép duoc goi 1a ndi riép médt hinh nén néu day cua hinh chép 1a
da gidc noi ti€p dudng tron ddy ctua hinh nén va dinh cia hinh chép 1a dinh
ctia hinh nén. Khi dé ta con néi hinh nén ngoai tiép hinh chép. Ta ¢6 dinh
nghia sau :

Dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay la gioi han ctia
dién tich xung quanh ctia hinh chép déu néi tiép hinh nén dé
khi s6 canh day tang lén vé han.

b) Céng thiic tinh dién tich xung quanh cia hinh nén

Goi p 1a chu vi ddy cta hinh chép déu noi ti€p hinh nén va g 1a khoang céch
tir dinh O t6i mot canh ddy cua hinh chép déu dé thi dién tich xung quanh cua

i |
hinh chép déu la qu = qu (h.2.5)



Khi cho s& canh ddy cua hinh chép déu tang
Ién v6 han thi p ¢6 gi6i han la dé dai dudng
tron diy ban kinh r cta hinh nén, g c¢6 giéi
han 1a d6 dai duong sinh / cua hinh nén. Khi
dé ta tinh dwoc dién tich xung quanh cua
hinh non theo c¢éng thirc :

S_‘,q =yl

Viy : Dién tich xung quanh cua hinh non
tron xoay bang mot mira tich cua dé dai
duong tron day va do dai duong sinh. Hinh 2.5

Ngudi ta goi téng dién tich xung quanh va dién tich ddy la dién tich toan phdn
cua hinh nén.

1==* Chua y. Dién tich xung quanh, dién tich toan phan cua hinh nén tron xoay
cling la dién tich xung quanh, dién tich toan phan cua khéi nén duoc giéi han
bdi hinh nén dé.

Néu cat mat xung quanh cta hinh nén tron xoay theo mét dudng sinh réi trai
ra trén mét mat phang thi ta s& duoc méot hinh quat ¢6 bdn kinh bang d6 dai
dudng sinh ctua hinh nén va mét cung tron ¢6 do dai bang chu vi dudng tron
ddy ctia hinh nén. Ta c6 thé xem dién tich hinh quat nay la dién tich xung
quanh cua hinh nén. (h.2.6)

2

Hinh 2.6
4. Thé'tich khéi nén tron xoay

a) Muén tinh thé tich kh&i nén tron xoay ta dua vao dinh nghia sau day :

. Thé tich ciia khoi nén tron xoay la gidi han ciia thé tich khoi
chép déu noi tiép khoi nén dé khi sé canh day ting lén vé han.
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b) Cong thiic tinh thé tich khoi nén tron xoay

—— e s W os M= omaow e e
Ta bi€t rang thé tich cua khoi chop bang 5 tich cua dién tich da gidc ddy va

chiéu cao cta khéi chép dé (chi€u cao nay ciling l1a chiéu cao cua khéi nén).
Khi cho s6 canh day cua khéi chép déu tang lén vé han thi dién tich da gidc
ddy cua khéi chép déu dé ¢6 gi6i han la dién tich hinh tron ddy cua khéi nén
tron xoay. Do d6 ta tinh duoc thé tich cua kh6i nén tron xoay nhu sau :

Goi V 1a thé tich clia kh6i nén tron xoay ¢ dién tich diay B va chiéu cao h,
ta c6 cong thuce :

v-yimn
3

; X 1
Nhu vy, n€u ban kinh day bang r thi B = ar>, khidé: V= gm'zh.

5.Vidu
Trong khoéng gian cho tam giic vuéng OIM vuéng tai I, goc IOM = 30° va
canh IM = a. Khi quay tam gidc OIM quanh canh géc vuéng OI thi dudng gip
khuec OMI tao thanh mét hinh nén tron xoay.
a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay dé.
b) Tinh thé tich ctia khéi nén trdn xoay duoc tao nén bdi hinh nén tron xoay
nol trén.
« A
Giai
a) Hinh nén tron xoay duoc tao nén c6 ban kinh
day la @ va ¢c6 do dai duong sinh OM = 2a.

Viy dién tich xung quanh cua hinh nén la :

S

xq = Arl=ma2a= 27ma® (h2.7).

b) Khéi nén tron xoay cb chiéu cao h=0I= a-\E
va c6 dién tich hinh tron day la 7a”.

Vay khéi nén tron xoay cé thé tich 1a :

3
V:%ﬂaz.a.J_:L;E-

Hinh 2.7



Az Cat mat xung quanh ctia mét hinh nén tron xoay doc theo mét dudng sinh réi trai ra
frén mat phang ta duoc mét nita hinh fron ban kinh R. Héi hinh non do cé ban kinh
r clia dudng tron day va goc & dinh clia hinh non bang bao nhiéu ?

III- MAT TRU TRON XOAY

1. Dinh nghia
Trong mdt phang (P) cho hai
duwong thang A val song song g j
- Fa oA Fr
voi nhau, cdach nhau mot S e
khodng bang r. Khi quay mdt !
phdng (P) xung quanh A thi i /
|
|
|

duwong thang [ sinh ra mét mdt
tron xoay duoc goi la mdt tru

tron xoay. Nguwor ta thuong - h ~
goi tat mdt tru tron xoay la i
mdt tru. Puong thing A goi

la truc, dwong thang 1 la Iy

dwong sinh va r la ban kinh Hinh 2.8

cua mdt tru dé (h.2.8).

2. Hinh tru tron xoay va khéi tru tron xoay

a) Ta hay xét hinh chtr nhit ABCD. Khi quay hinh
dé xung quanh dudng thang chita mét canh, chang
han canh AB, thi dwong gip khic ADCB tao thanh
mot hinh dwoc goi la hinh tru tron xoay hay con
duoc goi tat 1a hinh tru (h.2.9).

Khi quay quanh AB, hai canh AD va BC s€ vach ra
hai hinh tron bang nhau goi la hai ddy cta hinh tru,
bin kinh cua ching goi la hdn kinh cua hinh tru.
Do dai doan CD goi la do dai diwong sinh cia hinh
tru, phin mat tron xoay duoc sinh ra boi cic diém
trén canh C'D khi quay quanh AB goi la mdt xung
quanh cua hinh tru. Khoang ciach AB gitra hai mat Hinh 2.9
phang song song chita hai ddy 1a chiéu cao ciia

hinh tru.
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b) Khéi tru tron xoay la phin khéng
gian dwoc gidi han bdi moét hinh tru
tron xoay ké ca hinh tru dé. Khéi tru
tron xoay cdn duoc goi tat 1a khéi tru.
Nhithg diém khéng thudc khéi tru
dwoe goi la nhitng diém ngoai cua
khéi tru. Nhitng diém thuoc khéi tru
nhung khoéng thuéc hinh tru goi la
nhitng diém trong clia khéi tru. Ta
goi mat ddy, chiéu cao, dudng sinh,
bin kinh cua mot hinh tru theo thi tuw
la mdt day, chiéu cao, duong sinh,
bdn kinh cua khéi tru twong tng.

Céc chi tiét méy c6 dang hinh tru

3. Dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay

a) M6t hinh lang tru goi la néi tiép mot hinh tru néu hai diay cua hinh lang tru
ndi ti€p hai dudng tron diy cua hinh tru. Khi dé ta ¢on néi hinh tru ngoai tiép
hinh lang tru. Ta ¢6 dinh nghia sau :

. Dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay la giéi han cua
dién tich xung quanh cua hinh ldng tru déu néi tiép hinh tru

do khi sé canh day tdanglén vé han.

b) Céng thitc tinh dién tich xung quanh cua hinh tru

Goi p 1a chu vi ddy cta hinh lang tru déu ndi ti€p i
hinh tru va A 1a chiéu cao cta hinh lang tru dé thi :
dién tich xung quanh cua hinh lang tru déu la : 1
I
Sxg =ph(h.2.10). |
!
1
I
I
1

Khi cho s6 canh ddy cua hinh lang tru déu tang 1én
v6 han thi p ¢6 gidi han la chu vi hinh tron day
bin kinh r cua hinh tru, chiéu cao s bang d6 dai
duong sinh / cua hinh tru. Khi d6 ta tinh duoc dién \
tich xung quanh cua hinh tru theo c¢éng thic :

-
-

e e ————— LM

T
14

o ——
)

.
e -
.y -
] .‘_-=:'_f/

Hinh 2.10

qu = 27rrl

Vay : Dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay bang tich cua dé dai
duong tron day va do dai duong sinh.



Ngudi ta goi téng dién tich xung quanh va dién tich cua hai day la dién tich
toan phan cua hinh tru.

1= Cha y. Dién tich xung quanh, dién tich toan phan cua hinh tru tron xoay ciing
la dién tich xung quanh, dién tich toan phan cua khéi tru duoe gidi han boi
hinh tru do.

Néu cat mat xung quanh ctia hinh tru theo mét dudng sinh, réi trai ra trén mot
mit phang thi ta s& duoc mét hinh chit nhat c6 mét canh bang dudng sinh / va
mot canh bang chu vi cua dudng tron diy. Do dai dudng sinh / bang chiéu cao A
ctua hinh tru. Khi dé dién tich hinh chif nhat bang dién tich xung quanh cua
hinh tru. (h.2.11)

.
N
L -
!
!
7T 2nr
N
i

Hinh 2.11

4. Thé'tich khéi tru tron xoay
a) Muén tinh thé tich khéi tru tron xoay ta dua vao dinh nghia sau day :

Thé tich cua khéi tru tron xoayla gidi han cua thé tich khéi ldang
tru déu noi tiép khoi tru dé khi sé canh day tiang lén vo han.

b) Céng thitc tinh thé tich khoi tru tron xoay

Ta biét rang thé tich ctia khéi lang tru bang tich ctia dién tich da gidc ddy va
chiéu cao cua khéi lang tru d6. Khi cho s6 canh ddy cua khéi lang tru déu
tang lén vo han thi dién tich ctua da gidc ddy cua khoi lang tru déu ¢6 gidi han
la dién tich ctia hinh tron ddy cta kh6i tru tron xoay. Do d6 ta tinh dwoc thé
tich cua khéi tru tron xoay nhu sau :

Goi V 1a thé tich ctia khéi tru trdn xoay c6 dién tich ddy B va chiéu cao 4, ta
co cong thure :

V =Bh
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Nhu viy, néu ban kinh ddy bang r thi B = ar*, khidé: V=mr?h.

As Cho hinh 1&p phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Tinh dién tich xung quanh cla hinh

38

fru va thé tich clia khéi tru cé hai day 1a hai hinh trén ngoai tiép hai hinh vuéng
ABCDva AB'CD".
5. Vidu

Trong khéng gian, cho hinh vuéng ABCD canh a. Goi I va H lan luot 13 trung
diém ctia cdc canh AB va CD. Khi quay hinh vuéng dé xung quanh truc IH ta
duwoc moét hinh tru tron xoay.

a) Tinh dién tich xung quanh cta hinh tru tron xoay dé.
b) Tinh thé tich ctia khéi tru trdn xoay duoc gidi han bdi hinh tru néi trén.
]

Gidi

a) Hinh tru tron xoay c¢6 ban kinh day r = — va duong sinh / = a. Do d6 dién

a

2
tich xung quanh cua hinh tru la :

Syo=27rl=271=-a=na" (h2.12

xg = 27Tl = :rrE geaa-(h 2.12)

b) Thé tich cua khéi tru tron xoay duoe tinh theo cong thiic :

2
V=rnr’h= ?!'[2] ) fi Lfm?’ .

Hinh 2.12



BAITAP

Cho dudng tron tim O ban kinh 7 nim trén mat phang (P). Tir nhitng diém M
thuoc dudng tron nay ta ké nhitng dudng thang vuéng géc véi (P). Ching minh
rang nhitng dudng thang nhw viy nam trén mét mat tru tron xoay. Hiy xdc
dinh truc va ban kinh cua mat tru doé.

Trong mdi trudng hop sau day, hiy goi tén cdc hinh tron xoay hoac khéi tron
xoay sinh ra boi :

a) Ba canh ctia hinh chir nhat khi quay quanh dudng thang chira canh thi tu.

b) Ba canh cua mét tam gidc cin khi quay quanh truc déi xirng cua no.

c) M6t tam gidc vudng ké ca cic diém trong cua tam gidc vuéng dé khi quay
quanh dudng thang chita mot canh gbc vudng.

d) M6t hinh chwr :}hi_‘lt ké ca cic diém trong cta hinh chit nhat d6 khi quay
quanh duong thang chira mét canh.

Cho hinh nén tron xoay c¢6 duong cao & = 20 cm, ban kinh day r = 25 cm.

a) Tinh dién tich xung quanh ctia hinh nén da cho.

b) Tinh thé tich ctia khéi nén dirge tao thanh bdi hinh nén dé.

c) Mét thi€t dién di qua dinh cua hinh nén ¢é khoang cdch tir tam cua day dén

mit phang chita thi€t dién 1a 12 cm. Tinh dién tich thiét dién dé.

Trong khéng gian cho hai diém A, B ¢6 dinh va ¢6 d6 dai AB =20 cm. Goi d 13
mot dudng thang thay déi luén ludn di qua A va cdich B mét khoang bang
10 em. Chiing té rang dudng thiang d luén luén nim trén mot mat nén, hiy xdc
dinh truc va géc & dinh cua mat nén do.

M6t hinh tru ¢6 ban kinh ddy r = 5 cm va ¢6 khoang cach giira hai ddy bang 7 cm.
a) Tinh dién tich xung quanh cta hinh tru va thé tich cta khéi tru dugc tao nén.
b) Cit khéi tru bdi mot mat phang song song véi truc va cdch truc 3 cm. Hiy

tinh dién tich cua thi€t dién dwoc tao nén.

Cat mét hinh nén bang mét mat phang qua truc cia né ta duoc thiét dién 1a mét
tam gidc déu canh 2a. Tinh dién tich xung quanh va thé tich ctia hinh nén dé.

Mot hinh tru ¢6 ban kinh r va chiéu cao h = ;'\E.
a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phan cua hinh tru.

b) Tinh thé tich kh&i tru tao nén bdi hinh tru di cho.
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c¢) Cho hai diém A va B lan luot nam trén hai dudng tron ddy sao cho goc giita
dudng thang AB va truc ciia hinh tru bang 30°. Tinh khoang cich giita
dudng thang AB va truc clia hinh tru.

M6t hinh tru ¢6 hai ddy la hai hinh tron (O ; r) va (O ; r). Khoang cédch gitra hai

day la 00’ = rsE. Mot hinh nén ¢6 dinh 1a O’ va ¢6 ddy 1a hinh tron (O ; r).

a) Goi §; la dién tich xung quanh cua hinh tru va $,1a dién tich xung quanh

™ » LS'
cua hinh nén, hay tinh ti s el

Ll

S

b) Mit xung quanh ctia hinh nén chia khéi tru thanh hai phan, hiy tinh ti s6 thé
tich hai phan daé.

Cat hinh nén dinh § bdi mat phang di qua truc ta dwoc mét tam gidc vuéng cin
c6 canh huyén bang a2.
a) Tinh dién tich xung quanh, dién tich ddy va thé tich ctia khéi nén twong ting.

b) Cho diy cung BC ctia dudng tron diy hinh nén sao cho mat phang (SBC) tao

v6i mit phang chita diy hinh nén mét géc 60°. Tinh dién tich tam gidc SBC .

Cho hinh tru ¢é ban kinh r va ¢6 chiéu cao ciing bang r. M6t hinh vuéng ABCD
c6 hai canh AB va CD lan luot 1a cdc diy cung cua hai dudng tron ddy, con canh
BC va AD khéng phai 1a dudng sinh cua hinh tru. Tinh dién tich ctua hinh vuéng
dé va cosin ctia gée giita mat phang chira hinh vuéng va mat phang ddy.



§2. MAT CAU

L OEFICIAL
SIZE ¢ weIGHT

Hinh 2.13

Trong doi séng hang ngay ching ta thudng thiy hinh anh cua mat ciu théng
qua hinh anh bé mat ciia qua boéng ban, cua vién bi, cia mé hinh qua dia cau,
ctia qua béng chuyén (h.2.13), v.v... Sau day chiing ta s& tim hiéu, nghién citu
nhirng tinh chit hinh hoc cua mat cau.

I- MAT CAU VA CAC KHAI NIEM LIEN QUAN PEN MAT CAU

1. Mdt cau
.. Tdp hop nhitng diém M trong khéng gian cach diém O cé

dinh mot khodng khéng doi bang r (r > 0) duwoc goi la mdt
. cautam O bdn kinh r (h.2.14).

Nguwoi ta thuong ki hiéu mat cau tAm O ban
kinh r 1a S(O ; r) hay viét tat 1a (S). Nhu vay
ta c6 mat cau S(O ; r) ={MI OM = r} .

— Néu hai diém C, D nam trén mat cau S(O ; r)
thi doan thang CD (h.2.15a) duoc goi la ddy
cung cua mat cau do.

Hinh 2.14
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— Day cung AB di qua tam O duoc goi la mét dudng kinh cia mat cau. Khi dé
do6 dai dudong kinh bang 2r (h.2.15b).

a) b)
Hinh 2.15

M6t mat cau duoc xdc dinh néu bi€t tAim va ban kinh cua né hoac biét mét
duong kinh cua mat cau doé.

2. Diém ndm trong va ndam ngodi mdt ciu. Khéi cdu

Cho mat ciu tim O ban kinh r va A 1a mét diém bat ki trong khéng gian.

— Néu OA = r thi ta n6éi diém A nam trén mat cau S(O ; r).

— Néu OA < r thi ta néi diém A nam trong mat cau S(O ; r).

— Néu OA > r thi ta néi di€ém A nam ngodi mat ciu S(O ; r).

Tdp hop cdc diém thudc mdt cdu S(O ; r) ciing voi cdc diém

nam trong mdt cdu dé dioc goi la khéi cdu hodc hinh cdu
tam O ban kinh r.

. A (s w -
3. Biéu dién mdt cau

Nguoi ta thudng ding phép chi€u vubéng goc 1én
mat phang d€ biéu dién mat cAu. Khi dé hinh biéu
dién cua mat cau la moét hinh tron,

Muén cho hinh biéu dién ctia mat ciau duoc truc

quan ngudi ta thudng vé thém hinh biéu dién cua

mot s6 dudng tron nam trén mat ciu doé (h.2.16).
Hinh 2.16

4. Puong kinh tuyén va vi tuyén cua mdt cdu

Ta c¢6 thé xem mat ciu nhir |2 mat tron xoay duoc tao nén bdi mot nira dudng
tron quay quanh truc chita dudng kinh cua nira dudng tron dé. Khi dé giao



tuyén clia mat cAu véi cdc nita mit phang cé bd 1a truc ctia mat ciu duoc goi
|a kinh tuyén clia mat ciu, giao tuyén (n€u cb) ciia mat ciu véi cic mat phang
vuéng goéc véi truc duoce goi 1a vi fuyén clia mat cau. Hai giao di€m clia mat
cau véi truc duoc goi la hai cue cia mat cau (h.2.17).

MV tuyén

Hinh 2.17

A1 Tim tap hop tam cac mat cau luén luén di qua hai diém c¢6 dinh A va B cho trude.

II- GIAO CUA MAT CAU VA MAT PHANG

Cho mat ciu S(O ; r) va mat phang (P). Goi H 12 hinh chi€u vuéng géc cia
O 1én mat phang (P). Khi dé h = OH la khoang céch tir O t6i mit phang (P).
Ta ¢6 ba truong hop sau :

1. Truong hop h>r

Néu M 1a mot diém bat ki trén mat
phang (P) thi OM =OH. Tir dé suy ra
OM > r. Viy moi diém M thudc mat
phang (P) déu nam ngoai mat ciu. Do
dé mdt phdng (P) khéng cé diém
chung véi mdt cdu (h.2.18).
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2. Truong hop h=r
Trong trrdng hop nay diém H thude mat ciu S(O ; r). Khi dé véi moi diém M
thudc mit phang (P) nhung khac véi H ta luén luén ¢6 :

OM>0OH =r nénOM > r.

Nhv viy H 1a di€m chung duy nhéit cia mat ciu S(O ; r) va mat phang (P).
Khi d6 ta néi mdt phang (P) tiép xiic véi mdt cdu S(O ; r) tai H (h.2.19).

_.I._:'-.______

Hinh 2.19

Diém H goi la tiép diém clhia mat cdu S(O ; r) va mat phang (P), mat phang
(P) goi 1a mdt phdng tiép xiic hay tiép dién cia mat ciu. Vay ta c6:

Diéu kién cdn va di dé mdt phdng (P) tiép xiic véi mdt cdu
S(O ; r) tai diém H la (P) vuéng géc véi bdan kinh OH tai
diém H dé.

3. Truong hop h<r
Trong trudng hop nay mdt phdng cdt mdt cdu theo dudng tron tim H, ban

kinh 7 = ¥rZ — h% (h.2.20).

Hinh 2.20



Thit vy, goi M 1a mét diém thude giao tuyén ctia mat phang (P) véi mit céu
. f 2 b
S(O ; r). Xét tam gidc vuébng OMH ta ¢6 MH = NJr~—h~, do d6 M thudc

" 5 2 2
duong tron tim H nam trong mat phang (P) va c6 ban kinh r’ = dr-— k",
Ddc biét khi h = 0 thi tam O clia mit cAu thuéc mat phang (P). Ta c¢6 giao
tuyén ctia mat phang (P) va mat ciu S(O ; r) la dudng tron tam O ban kinh r.

Pudng tron nay duoc goi la duong tron lon (h.2.21)

Puong tron idén

e —— g,

Hinh 2.21
Mit phang di qua tam O cta mat cAu goi [a mdt phdng kinh cia mat ciu dé.

A 2 a) Hay xac dinh duong tron giao tuyén clia mat cau S(O ; r) va mét phang () biét

rang khodng cach tir tm O dén (&) bang %

b) Cho métcau S(O ; r), hai mat phéng (&) va (/) co khoang cach dén tam O ciia
mét cau da cho lan luct la ava b (0 < a < b < r). Hay so sanh hai ban kinh clia
cac dudng tron giao tuyén.

III- GIAO CUA MAT CAU VOI PUONG THANG. TIEP TUYEN CUA
MAT CAU
Cho mat cdu S(O ; r) va dudng thang A .
Goi H la hinh chiéu vuéng gbéc cua tdm O trén A va d = OH la khoang céich

tr O t61 A .

45



Twong tu nhw trong trudng hop mat cidu va mat phang, ta ¢ ba trudng hop
sau day :

1. Néu d > r thi A khéng cat mat ciu S(O ; r) (h.2.22), vi v6i moi diém M
thuéc A ta déu c6 OM > r va nhu viy moi diém M thudéc A déu nam ngoii
mat céu.

Hinh 2.22

2. Néu d = r thi diém H thudc mat cau S(O ; r). Khi d6 véi moi diém M thude A
nhung khac véi H ta luén luén ¢c6 OM > OH = r nén OM > r. Nhu vay H la
diém chung duy nhit cta mat cAu S(O ; r) va dudng thang A . Khi dé ta néi
dudng thang A fiép xiic véi mat cdu S(O ; r) tai H. Diém H goi |a diém tiép
xiic (hodc tiép diém) cia A va mat ciu. Dudng thang A goi la #ép tuyén cia
mat cau. Vay ta cé :

- - A A . 7 - = - a - - I ~
Diéu kién can va du dé duong thang A tiép xiic véi mdt cau

S(O ;r)tai diém H la A vuéng géc voi ban kinh OH tai diém
i Hdo(h2.23).

Hinh 2.23

3. Néu d < r thi dudng thing A cat mat ciu S(O ; r) tai hai di€ém M, N phan
biét. Hai diém dé chinh 1a giao diém ctia dudng thang A véi dudng tron giao
tuyén ctia mit ciu S(O ; r) va mat phang (0, A) (h.2.24).



Hinh 2 24
Pac biét, khi d = 0 thi dudng thang A di qua tam O va cat mat cdu tai hai
diém A, B. Khi dé AB la dudng kinh cia mat cau (h.2.15b).
Nhdn xét. Ngudi ta chitng minh duoc rang

a) Qua moét diém A nam trén mat ciu S(O ; r) ¢6 v6 s6 ti€p tuyén cua mat ciu
do6. Tat ca cac ti€p tuyén nay déu vudng géc véi ban kinh OA cua mat ciu tai
A va déu nam trén mat phang ti€p xic véi mat cau tai diem A dé (h.2.25).

b) Qua m6t di€ém A nam ngoai mat cdu S(O ; r) c6 vo sb tiép tuyé€n véi mat
cau di cho. Cac ti€p tuyén nay tao thanh mét mat nén dinh A. Khi dé do6 dai
cdc doan thang ké tir A dén cdc ti€p diém déu bang nhau (h.2.26).

A

| .

Hinh 2.25 Hinh 2.26

15" Chi y. Ngudi ta n6i mdt cdu ndi tiép hinh da dié n néu mat cau doé ti€p xiic vai

tit ca cdc mat cua hinh da dién, cdn néi mdt cdu ngoai tiép hinh da dién néu
tit ca cdc dinh cua hinh da dién déu nam trén mat cAu.

Khi mat ciu ndi ti€p (ngoai ti€p) hinh da dién, ngudi ta cling néi hinh da dién
ngodi tiép (ndi tiép) mat ciu.
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Aa Cho hinh 1&p phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bang a. Hay xac dinh tam va ban kinh
mét cau :

a) Bi qua 8 dinh cla hinh |&p phuong.
b) Tiép xtc véi 12 canh cla hinh [&p phuong.
c) Tiép xtic véi 6 mat ctia hinh I&p phuong.

IV- CONG THUC TINH DIEN TiCH MAT CAU VA THE TICH KHOI CAU

Dung phuong phap gi6i han ngudi ta chiing minh duge cdc céng thic vé tinh
dién tich ctia mat cau va thé tich ctia kh&i cau nhusau :

Mat cau ban kinh r ¢6 dién tich la :

T 2
S=4nr

Khoi cau ban kinh r ¢o thé tich 1a :

= Chii y

a) Dién tich § cia mat ciu ban kinh r bang bdn ldn dién tich hinh tron 16n cua
mat cau doé.

b) Thé tich V cua khéi ciu ban kinh r bang thé tich khéi chép c6 dién tich day
bang dién tich mat ciu va c¢6 chiéu cao bang ban kinh ctia khéi ciu do.

Ad Cho hinh 12p phuong ngoai tiép mat cau ban kinh r cho fruéc. Hay tinh thé tich cla
hinh &p phuong do.
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10.

BAITAP

Tim tap hop tit ca cdc di€ém M trong khéng gian luén luén nhin doan thang AB
c6 dinh duéi mét géc vuodng.

Cho hinh chép tit gidc déu SABCD cd tit ca cic canh déu bang a. Hiy xdc
dinh tAm va ban kinh mat cau ngoai tiép hinh chép dé.

Tim tdp hop tim cdc mat ciu luén luén chita mot dudng tron ¢6 dinh cho trude.

Tim tip hop tim nhitng mat ciu luén cung ti€p xic véi ba canh ciia moét tam
giac cho trudc.

Tir mot di€ém M nam ngoai mat ciau S(O ; r) ta ké hai dudng thang cit mat ciu
lan luot tai A, B va C, D.

a) Chirng minh rang MA.MB = MC .MD.

b) Goi MO = d. Tinh MA.MB theo r va d.

Cho mat cdu S(O ; r) tiép xic véi mat phang (P) tai I. Goi M 1a m6t diém nam
trén mat ciu nhung khéng phai 1a diém déi xitng véi I qua tam O. Tir M ta ké
hai ti€p tuyén cta mat cau cat (P) tai A va B. Chiing minh rang AMB = AIB.

Cho hinh hép chtt nhat ABCDA'B'C'D"c6 AA'=a, AB=bh,AD =c.
a) Hiy xdc dinh tim va ban kinh ctia mat cau di qua 8 dinh cua hinh hép dé.

b) Tinh ban kinh ctia dudng tron 1a giao tuyén clia mat phang (ABCD) véi mat
ciu trén.

Chifng minh rang néu ¢6 mét mat cu ti€p xic voi 6 canh clia mét hinh tif dién
thi téng dé dai ctia cdc cap canh déi dién cua tir dién bang nhau.

Cho mot diém A ¢6 dinh va mét dudng thang « ¢6 dinh khong di qua A. Goi O
la mét diém thay déi trén a. Chiing minh rang cdc mat ciau tAm O ban kinh
r=0A luén luén di qua moét durdng tron ¢d dinh.

Cho hinh chép S.ABC ¢6 bén dinh déu nam trén moét mat ciu, SA = a, SB = b,
SC = ¢ va ba canh SA, SB, SC d6i mét vuéng goéc. Tinh dién tich mat cdu va thé
tich khéi ciu duoc tao nén bdi mat cau dé.
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ON TAP CHUONG II

Cho ba di€ém A, B, C cing thudc mét mat ciu va cho biét ACB = 90°. Trong
cdc khang dinh sau khang dinh nao 1a ding ?

a) Puong tron qua ba diém A, B, € nam trén mat cau.

b) AB la mét dwong kinh cua mat cau da cho.

¢) AB khéng phai la dudng kinh ciia mat cau.

d) AB 1a dudng kinh ctia dudng tron giao tuyén tao bdi mat ciu va mat phang (ABC).

Cho tit dién ABCD ¢6 canh AD vuéng géc v6i mat phang (ABC) va canh BD
vuong goc v6i canh BC. Bi€t AB = AD = q, tinh dién tich xung quanh va thé tich
cua khéi nén dwoc tao thanh khi quay dudng gip khic BDA quanh canh AB.

Chirng minh rang hinh chép ¢6 tit ca cdc canh bén bang nhau noi ti€p duoc
trong mot mat cau.

Hinh chép S.ABC ¢6 mét mat cu ti€p xic vdi cac canh bén SA, SB, SC va ti€p
xlic v6i ba canh AB, BC, CA tai trung diém cta mdi canh. Chitng minh rang
hinh chép d6 1a hinh chép tam gidc déu.

Cho tif dién déu ABCD canh a. Goi H la hinh chi€u vuéng géc cua dinh A
xuéng mit phang (BCD).

a) Chiing minh A 1a tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc BCD. Tinh d6 dai doan AH.
b) Tinh dién tich xung quanh va thé tich ctia khéi tru c6 dudng tron ddy ngoai

ti€p tam gidc BCD va chiéu cao AH.

Cho hinh vuéng ABCD canh a. Tir tim O ctia hinh vuéng dung dudng thang A

-

vuéng géc véi mat phang (ABCD). Trén A 14y di€m S sao cho OS = %- Xac

dinh tAim va bdn kinh mat cAu ngoai ti€p hinh chép SABCD. Tinh dién tich cua
mat cau va thé tich cua khéi cau duoc tao nén bai mat cau dé.

Cho hinh tru ¢6 bdn kinh day r, truc OO" = 2r va mat cau dudong kinh OO’,

a) Hiy so sinh dién tich mat cau va dién tich xung quanh cua hinh tru dé.

b) Hiy so sanh thé tich khéi tru va thé tich khéi cAu diroc tao nén bdi hinh tru
va mat ciu di cho.



CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG II

. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C’D’ ¢6 canh bang a. Goi § la dién tich xung

quanh cua hinh tru ¢6 hai dudng tron diy ngoai ti€p hai hinh vuéng ABCD va
A'B'C’D’. Dién tich S 1a :

(A) ma”; (B) 7a*2 ;
©) 1a*\3 ; (D) ”“;‘E.

Goi 8 la dién tich xung quanh cta hinh nén tron xoay duoc sinh ra bdi doan
thang AC” ctia hinh lap phuong ABCD.AB’C’D’ ¢6 canh b khi quay xung quanh
truc AA’. Dién tich § Ia :

(A) b ; (B) 7b>2 ;
(C) 7633 (D) 7626 .

Hinh chép S ABC c¢6 day la tam giac ABC vudng tai A, c6 SA vubébng goc vai
mit phiang (ABC) va ¢c6 SA = a, AB = b, AC = ¢. Mat ciu di qua cdc dinh A, B,
C, S ¢6 ban kinh r bang :

(A) M%M : (B) 2N +b2+¢*
(@ é\/az by At : (D) Ja: 15" die”,

Cho hai di€m ¢6 dinh A, B va mét di€ém M di dong trong khong gian nhung

luén thoa man diéu kién MAB =a vé6i 0° <a <90°. Khi d6 diém M thudc
mat nao trong cic mat sau :

(A) Mat nén ; (B) Mat tru ;
(C) Mt cdu ; (D) Mat phang.

S6 mat ciu chira mot dudng tron cho trude 1a :
(A)O; (B) 1 ;
(2 (D) v6 sé.
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6.

10.

22

Trong cic da dién sau diy, da dién nao khéng luén luén ndi ti€p duoc trong
mat ciu :

(A) hinh chép tam gidc (to dién) ;

(B) hinh chép ngii gidc déu ;

(C) hinh chép tir giac ;

(D) hinh hép chtr nhat.

Cho tif dién ABCD ¢6 canh AD vubng géc véi mat phang (ABC) va canh BD
vuoéng goc vai canh BC. Khi quay cac canh tir dién dé xung quanh truc la
canh AB, c6 bao nhiéu hinh nén duoc tao thanh ?

(A)1; (B)2;

(©) 3, (D) 4.

Cho hinh lap phuong ABCD A'B'C’D’ ¢6 canh bang a. M6t hinh nén ¢6 dinh la
tim cua hinh vuéng ABCD va cé dudng tron diy ngoai ti€p hinh vuéng
A'B'C’'D’. Dién tich xung quanh ctia hinh nén dé la :

2 2
ma’3 : (B) —Mqﬁ g

(A)

—

na 5 oy 2

(©) 5 =

Cho tam gidc déu ABC canh a quay xung quanh dudng cao AH tao nén mot
hinh nén. Dién tich xung quanh cta hinh nén dé la :

(A) 7ma” : (B) 27a" :

| ” 3 5
C) —ma  ; D) —ma™.
()2 ()4

Trong cic ménh dé sau diay, ménh dé nao sai ?

(A) Mait tru va mat nén ¢é chira cdc dudng thang.

(B) Moi hinh chép luén néi ti€p trong mat céu.

(C) C6 v6 s6 mat phang cat mat ciu theo nhimg dudng trén bang nhau.

(D) Luén ¢6 hai dudng tron ¢é ban kinh khdc nhau ciing nam trén mdt mat nén.



11. Cho hinh tru ¢6 ban kinh diy bang r. Goi O, O’ la tim cua hai diy véi 0O’ = 2r.
Mot mat cau (8) ti€p xic véi hai diy cua hinh tru tai @ va O’. Trong cic ménh
dé dudi day, ménh dé nao sai ?

(A) Dién tich mat cau bang dién tich xung quanh cua hinh tru.

- 1 - a 2 - A e -~ LS > -
(B) Dién tich mat cau bang — dién tich toan phan cua hinh tru.
A g A" a > 3 P <
(C) The tich khoi cau bang I theé tich khoi tru.
R A ~ = 2 APy -
(D) The tich khoi cau bang g thé tich khoi tru.

12. M6t hinh hép chir nhiat nodi ti€p mat cau va ¢é ba kich thuéce la a, b, ¢. Khi d6
ban kinh r cia mat cau bang :

I 5
(A) 5\/03 +hZ+c (B) Va2 +52+c2 ;

Ja: +h2 4¢3
D) .

() \/2(a2+b2+c2} : ( -

13. M6t hinh tru ¢6 hai day la hai hinh tréon néi ti€p hai mat cua mét hinh lap
phuong canh a. Thé tich ctia khéi tru dé 1a :

1 5 l 4
AN =@ B) —am ;
( : ( )4

|
(©) 5“3” ; (D) &7 .

14. M6t hinh tir dién déu canh @ ¢6 mét dinh trung véi dinh cua hinh nén, ba dinh
con lai nam trén dudng tron ddy cta hinh nén. Khi d6 dién tich xung quanh
cua hinh nén la :

(A) émgﬁ; B) %mﬁﬁ ;

(©) %mgﬁ : (D) 7a>+f3 .
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15.

16.

17.

18.

54

Trong cdc ménh dé sau diy ménh dé nao sai ?

(A) Bit ki mét hinh tir dién nio cling ¢c6 mot mat ciu ngoai ti€p.
(B) Bit ki mét hinh chép déu nao ciing ¢6 mét mat cau ngoai tiép.
(C) Bét ki mot hinh hép nao ciing ¢6 mét mat cau ngoai ti€p.

(D) Bit ki m6t hinh hép chir nhit nao ciing ¢6 mét mat cau ngoai tiép.

Ngudi ta bo ba qua béng ban ciing kich thurde vao trong mot chi€c hép hinh tru
c6 diy bang hinh trdn 16n ctia qua béng ban va chiéu cao bang ba lan dudng
kinh qua béng ban. Goi 8, la téng dién tich cia ba qua béng ban, S, la dién

§

tich xung quanh cua hinh tru. Ti s6 S_] bang :

=2
(A) L B)2;
(©) 1,5; Dy 1.2

Ngudi ta x&€p 7 vién bi ¢6 cung ban kinh r vio mét cdi lo hinh tru sao cho tit ca
cdc vién bi déu ti€p xiic vé6i ddy, vién bi nam chinh gitra ti€p xic véi 6 vién bi
xung quanh va mdi vién bi xung quanh déu ti€p xiic véi cdac dudng sinh cua lo
hinh tru. Khi dé dién tich ddy cua cadi lo hinh tru la :

(A) 16772 : (B) 1877~ ;
(C) 97r ; (D) 3671~ .
Cho ba diém A, C, B nam trén mo6t mat ciu, biét rang géc ACB = 90°. Trong

cdc khang dinh sau, khang dinh nao 1a diing ?

(A) AB 1a mot dudng kinh cua mat cau.

(B) Luén c¢6 mot dudng trdn nam trén mat ciu ngoai ti€p tam gidc ABC.
(C) Tam gidc ABC vudng can tai C,

(D) Mat phang (ABC') cat mat cdu theo giao tuyén la moét dudng tron 16n.



~ Donosben

Rhirng van dé cé lién quan dén kinh tuyén
va vi tuyén cua Trai Dat

1. Viéc danh so cdac kinh tuyén va vi tuyén

Trai Pat 1a mét trong cac hanh tinh cua Hé Mat Troi, ¢6 dang hinh cau véi
ban kinh r » 6370 km. Pudng xich dao la vi tuyén dai nhat, dai khoang
40 076 km, chia Trai DAt thanh hai phin : bin ciu Bac va ban cAu Nam. Dé
danh s6 cdc kinh tuyén va vi tuyé€n trén bé mat Trai Dat, ngudi ta phai chon
mo6t kinh tuy€n va moét vi tuyén lam goée. Kinh tuyén gbc va vi tuyé€n goc
déu duoc ghi s6 0°. Kinh tuyén goc di qua dai thién van Grin-uyt & ngoai 6
thanh phé Luin Pén (nuéc Anh), tuy hién nay dai thién van nay di chuyén
di noi khiac, nhung kinh tuyén géc vin & chd ci. V7 tuyén géc chinh Ia
duong xich dao (h.2.27).

a0

507
M
an'
20"
Xich dao Kinh tuy&n gbc
Vi tuyvén gic
Hinh 2.27

Nhirng kinh tuyén nam & phia déng cua kinh tuyén gbéc la nhitng kinh tuyén

dong (D) dwoc danh sé tir 1°,2°, ... dén 180°. Kinh tuyén 180° Ia kinh
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tuyén déi dién véi kinh tuyén 0°. Tuong tu, nhilng kinh tuyén nam phia tay
cua kinh tuyén géc 1a nhitng kinh tuyén tay (7).

Cic vi tuyén & phia bac xich dao va phia nam xich dao theo thit tu déu dwoc
dinh s6 tir 1°,2°, ... d&€n 90°. Vi tri clia mdi dia diém trén Trdi Dat duoc xdc
dinh tai chd cat nhau ctia cap kinh tuyén va vi tuyén di qua di€m dé. Vi du ta
¢6 kinh do6 va vi do ciia mét di€m M 1a

25°P

30° B.
Vi toa do dia Ii cia di€ém M dé, ta hiéu rang di€ém M nam trén kinh tuyén

25° vé phia déng kinh tuyén géc va nam trén vi tuyén 30° vé phia bac qua
Dia cau.

2. Cdc khu vue gio trén Trai Ddt

155 1215

(AN

1425 125" ne 25 T’PD‘ 15" i as* 5?.5‘”5. sl 975° m“":ﬂ,ﬁ”ﬂ'rm,ﬁ‘m#mﬂ ‘
G DL U] O] N| G !
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Cac khu vue gio trén Trai Dat
Hinh 2 28



Trai Pt tu quay mét vong quanh truc clia né trong khoang 24 gid. D€ tién
cho viéc tinh gid va giao dich trén th€ gidi, ngudi ta chia bé mat Trai Dit ra
24 mui gio. Mbi khu vue c¢6 mdt gid riéng, chiéu rong mdi khu vue bang
15 kinh d6 va ldy gio cua kinh tuyén di qua chinh giira khu vue dé lam gio
chung cua khu vue. Khu vue ¢6 kinh tuyén géc di qua duoc quy dinh [a khu
vue gio 0. Nude Viét Nam ta 0 khu vue gio tha 7 (h.2.28).

Ho6i nghi quéc t€ nam 1884 quy dinh khu vue ¢6 kinh tuyén gbéc di qua lam
khu vue gio géc va danh s6 0. Ranh giéi cua khu vuc nay la tir kinh tuyén

7°30' T dén 7°30" B. Tir khu vuc gio g6c vé phia dong la khu vuc ¢6 s6 thi
tv tang dan (tir 1, 2, 3, ... dén 23) va mdi khu vuc cdch nhau 1 gio. Khu vuc
gid s6 0 trung voi khu vue gio s6 24. V€ mat nguyén tac, gidi han cua céc
khu vue gid 1a cdc dudng kinh tuyén duoc dianh s8, nhung trong thuc t€ &
mot s6 khu vire, cac dudng gidi han d6 lai 1A cac dudng gip khic dé phu hop
vGi cdc dudng bién gidi quéc gia. Doi dién véi khu vue gid gbe (0 gid) la
khu vie s6 12 va dé tinh ngay gid dwoc thuin tién trong cidc hoat dong
chung clia thé gidi, ngudi ta quy dinh ldy kinh tuyén 180° qua khu vuc gid
s6 12 nam giita Thadi Binh Duong lam dudng chuyén (déi) ngay quic té.
Néu di tir phia Tay sang phia Pong qua kinh tuyén 180° thi phai lii lai moét
ngay lich, con néu di tir phia déng sang phia tiy qua kinh tuyén 180° thi
phai ting thém mot ngay lich.

3. Cdc vi tuyén ddc biét : cdc vong cuc va cdc chi tuyén

Trong khi quay quanh Mat Trdi, truc Trai Pat luén nghiéng va khoéng doi
phuong, ¢ lic nghiéng ban ciu Bac, c6 lic nghiéng ban ciAu Nam vé phia
Mat Trdi. Do dudng phan chia sing t6i khéng triing véi truc Bac — Nam clia
Dia cdu nén & ban ciu Bac va & ban ciu Nam ¢6 hién tuwong ngay dém dai
ngan khac nhau.

Cic dia diém nam trén dudng xich dao (& vi tuyén 0°), quanh nam lic ndo
cing c6 ngay dém dai nhu nhau.

Vio ngay 22-6 (titc 1a ngay ha chi) cdc dia diém tir vi tuyén 66°33' Bac
dén cuc Bac va vao ngay 22-12 (titc 1a ngay déng chi) cdc dia diém tir vi
tuyén 66°33" Nam dén cuc Nam c6 ngay hoiac dém dai sust 24 gidy. Cic vi
tuyén 66°33 Bac va Nam cla hai bdn ciu duoc goi la Véng cuc Bdc va

Vong ciweec Nam.
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Vio ngay ha chi, Mat Tréi chi€u thang géc vao vi tuyén 23°27' Bac va vio

ngay doéng chi Mat Troi chi€u thang géc vao vi tuyén 23°27° Nam. Cic vi
tuyén nay lan lwot duoc goi 1a Chi tuyén Bdc va Chi tuyén Nam (h.2.29).

ol

TIA SANG MAT TR

22-6

Hinh 2.29

Vao ciac ngay 21-3 (tuc 1a ngay xuin phéin) va ngay 23-9 (tuc la ngay thu
phin) hai ban cau nhian duoc géc chiéu nhw nhau cua Mat Trai, do d6 tiép thu
duoc mét lvong nhiét va dnh sing nhu nhau (h.2.30).

Hinh 2.30



Céc chi tuyén va cdc vong cuc la nhitng vi tuyén dac biét lam ranh giéi phéin
chia bé mat Trai P4t ra nam vanh dai nhiét song song véi xich dao. Tuong
tng véi nam vanh dai nhiét, ngudi ta chia Trdi Pat ra nam déi khi hau sau day
(h.2.31):

Cuc Nam

Hinh 2.31

* Nhiét doi chira xich dao gidi han tir vi tuyén 23°27' Bac dén vi tuyén
23°27" Nam. D6 la mién giita hai Chi tuyén Bac va Chi tuyén Nam. Pay la
vung khi hiu néng.

* On déi gdm 6 hai d6i khi hau, bao gém tir Chi tuyén Béic dén Vong cuc
Bac va tir Chi tuyén Nam dén Vong cue Nam. Pay 1a hai khu vue ¢6 luong
nhiét trung binh va ¢6 bén mia thé hién rit rd trong nam.

* Han doi gébm hai déi khi hiu tir Vong cuc Bac dén cuc Bac, Vong cuc
Nam dén cuc Nam. Pay la hai khu vue gid lanh va c6 bang tuyét hdu nhu
quanh nam.

Nhu vay su phan hoa khi hau trén bé mat Trdi Dat phu thudc vao nhiéu yéu

to, trong dé c6 su phin hod theo vi d6.
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4. Vi tri cua nuéc Viét Nam
Xem ban dé khu vue Déng Nam A, ching ta d& dang nhan thiy rang ving dat
lién ctia nwée Viét Nam & vao ving kinh tuyén tir 102°10" B dén 109°24' b

va & vao viing vi tuyén tir 8°34' B dén 23°23' B (h.2.32).

Bén dé khu vuc Pong Nam A
Hinh 2.32



CHUONG .m

PHUONG PHAP TOA DO
TRONG KHONG GIAN

% Hé toa do trong khong gian
“ Phuong trinh mat phang
¥ Phuong trinh dudng thang

Tru sd Lién Hiép Quéc tai Niu Oéc (New York)
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§1. HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

Trai Béat va Tram vii tru ISS (Intemational Space Station) trong khéng gian

I- TOA PO CUA PIEM VA CUA VECTO

1. H¢é toa do
Trong khong gian, cho ba truc x’Ox, y'Oy, i
'Oz vudéng goc vai nhau tirng déi mot. Goi
i, J, k lanluot 1a cdc vecto don vi trén cac h? b
truc x’Ox, y'Oy, z'0Oz. ol =
=y = o
Hé ba truc nhu vay duoc goi la hé truc toa iy | J_’ y
dé Dé-cdc vudng géc Oxyz trong khoéng i
gian, hay don gian duoc goi la hé toa dé X I
Oxyz (h.3.1). Hinh 3.1

Piém O duoc goi la géc toa dé.

Cdc mat phang (Oxy), (0yz), (Ozx) déi mot vuéng géc véi nhau duoe goi la
cdc mdt phdng toa doé.

Khéng gian véi hé toa doé Oxyz con duge goi la khéng gian Oxy:z.,



[y

f—y

Vi i, j, k labavectodon vi déi mét vudng géc voi nhau nén :
=2 =2 52
I =] =k =1

——

Vi ij=jk=ki=0.

A1 Trong khéng gian Oxyz, cho mot diém M. Hay phan tich vecto OM theo ba vecto
khong déng phang T _j k da cho trén cac fruc Ox, Oy, Oz.

2. Toa dé cua mot diém

- -

Trong khéng gian Oxyz, cho mét diém M tuy y. Vi ba vecto i, } k khéng

déng phang nén c6 mot bo ba sé (x ; v ; ) duy nhit sao cho :
ﬁ = .r?—i— y}—l— :E th.3.:2).

Z A

Hinh 3.2

Ngwoc lai, véi bd basé (v ; y; 2) ta c6 mot diém M duy nhit trong khong gian

thoa midn hé thirc OM = xi +yj+zk.

Ta goi bd ba s6 (x; y; z) d6 1a foa do ciia diém M doi véi hé truc toa do Oxyz
di cho va viét :

M=(x;y;z)hoac M(x ; y;z).
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3. Toa dé cua vecto

Trong khéng gian Oxyz cho vecto a, khi dé luén tén tai duy nhit bé ba s6

(ay; a3 ag) sao cho : a= alf+a2j+c13k.

Ta goi bod basd (a,; a; ay) d6 1a toa do ciia vecto a dsi véi hé toa do Oxyz
cho trudc va viét a = (a; a»; ay) hoac ﬁ(al; a; ag) .

Nhdn xét. Trong hé toa dé Oxyz, toa d6 clia diém M chinh la toa do6 ctia vecto OM.

Tach: M=(X;3¥;z) W =(x;¥;32).

Az Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hop chit nhdt ABCD.A'B'C'D' co dinh A frung véi

— — —

goc 0, co AB, AD, AA' theo th(r tu cung hudng véi : :; k va co AB = a,

AD = b, AA' = c. Hay tinh toa dé cac vecto AB, AC, AC' va AM vé@ MIla trung
diém clia canh CD".

II- BIEU THUC TOA PO CUA CAC PHEP TOAN VECTO

_ Dinh i

Trong khéng gian Oxyz cho hai vecto d=(a,; a,; a;) va
| B:(h] ; byiby). Taco:

a) E—I-?;:(ﬂ] +by;ay+by; ay+by),

b) 3—32((1]—[?1; =Dy 3 Ty~ bg),

c) ka=k(ay;ay;a3) = (kay; kay; kaz)

voi k la mot s6 thuc.

Chiing minh
Theo gia thiét : c_;r':al?+ az}-l— GSE, b= bl?—i— b3}+h3z,
=5 3+17;:(a, +h1)F+(a2+b2)}+(a3 +hy)k .
Viy 3+B:(al+hl‘, Gy +by; ay+by).

Chirng minh tuong tu cho truong hop b) va c).



© Hé qua

a) Cho hai vecto a=(a;; a,; ay) va b=(b: by by).

a, :bl

Tacé:ada=b<a;=h,

- -

ay =b;.
 b)Vecto 0 cétoadla(0;0;0).

- )Va b0 thi hai vecto @ va b cung phuong khi va chi khi

c6 mét s6'k sao cho : ay =kby, ar =kb,, a3 = kby .

- d) Trong khong gian Oxyz, néu cho hai diém A5 520 )

B(xg; yg;zp) thi:
® AB=0OB-OA=(Xxp—X,,¥Yp—Yas2p Z4)

e Toa doé trung diém M ciia doan thang AB la

2 3 q 3

Xa+X yaty Zaot'z
M[A B . A -B.Azﬂ)

II- TICH VO HUONG

1. Biéu thiic toa dé cuia tich vé huéng

Trong khéng gian Oxyz,

_ Dinh

tich vé huéng cua ha vecto

a= (ay:a,:az) va 3: (by 5 by s by) dutor xdc dinh bot cong thiic

—
-

ab = albl + szz - 03.53

Chiing minh

)

= alblfd+atb2f.j+(Ilh3fk+ﬂ2bljl +

<0 45
+ ashs |
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=2 =2 =2 — —— —
Ni @ iEy =k 21 vaigjs jk=ki 058
Eb= (Ilhl +G:]}3+{I3b3 3
2. Ung dung

a) Pé dai cua mot vecto. Cho vecto a= (a;; a»; az) .

Ta biét rang |E|2 =32 hay |al=v3*. Do d6

dl=yfa?+ a2 +a2.

b) Khodng cdch giita hai diém. Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém
A(x,: yai z4) va B(xp; yg: zp).Khidé khoang cich giita hai diém A va

B chinh la d6 dai cua vecto AB. Do dé taco:

-

AB :lfﬁlzs/(-"g x4 +(vp-ya) +(za-za)"

¢) Goc giita hai vecto. Néu @ la goc gitra hai vecto 3:(31 Gy ay) VA
. iy = & = a = L a.b s
b=(by:by; by) v61 a va b khic 0 thicosgp= —- Do do :

al .|b

albl +azb2 +a3h3
~ ~ ~ ~ - ”
1{(11‘ +a5 +az ajby +b5 +b3

Trdétasuyra a lb < ayby + a,b, +ayby =0.

cos@= cos(&', f;) =

As Vi hé toa do Oxyz trong khong gian, cho @ = (3:0 ; 1), b = (1;-1;-2),

2 =(2:1:-1). Haytinh a.(b+7) va |3 +7|.

IV- PHUONG TRINH MAT CAU

00

 Dinh i

Trong khéng gian Oxyz, mdt cau (S) tam Ia ; b ; ¢) bdn kinh r
6 phuong trinh la :

(x —a)2+(y —b)3+(: —('}2=r2




Chitng minh
Goil M(x ; y; z) lambét di€ém thuée mat cau (8) tdm 7 ban kinh r (h.3.3).

Khidé: M e () < |M|=r

&5 J(.r— a')2 +(y-— .’3')2 +(z— a')z = r
& (v— a): +(y—b)2 +(:—¢')2 =72,
Do dé (x - af)2 +(y—h)2 +(z— )’ =r" Ia phuong trinh cua mat cau ().

M(x;y;z)

Hinh 3.3

Af-l Viét phuong trinh mat cau tam /(1 ;-2 ; 3) ¢6 ban kinh r=5.

Nhdn xét. Phuong trinh mat ciu néi trén ¢6 thé viét dudi dang :
S et " -
X" 4+y +z7-2ax-2by—2cz+d=0v8id=a +b"+c"—r".

Tor d6 ngudi ta ching minh duoec rang phuong trinh  dang
X2+ Y +z2+2Ax+2By+2Cz+D=0 véi diéu kien A>+B>+C*-D>0
la phwong trinh cua mat ciu tim I(-A ; —-B : —-C) c¢6 bin kinh

r=yA2+B2+C2-D.

Vidu. Xac dinh tam va ban kinh cua mat ciu ¢6 phuong trinh :

. g ) :
X“+y +z7+4x-2y+62+5=0.
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Gidi
Phuong trinh mat cau di cho twong dwong véi phuong trinh sau :
(x+2)° +(y-D>+(z+3)*> =3°.

Viy mat cau di cho c6 tam I = (-2 ; | ; —3), bdan kinh r = 3.

BAI TAP

Cdc bai tap sau day déu xét trong khéng gian Oxy:.

. Chobavecto @ =(2;-5;3), b =(0;2;-1), & =(1;7; 2).

g = BTV O S
a) Tinh toa do6 cua vecto d = 4a — Eb £33
b) Tinh toa d6 cta vecto ¢ =a —4b - 2C .

Cho ba dién1A=(l =l ey B=0 1] e 2. 0= O 1)
Tim toa dé trong tam G cua tam gidc ABC.

Cho hinh hép ABCDAB'C'D'bi€tA=(1;0;1),B=(2;1;2),D=(1;-1;1),

C'= (4;5;-5). Tinhtoa d6 cdc dinh con lai cua hinh hop.

Tinh
a) @b v6id =(3;0:-6), b =(2:—4;0).
by Cd VG € =(1:-5:2),d =(4:3:-5).

Tim tim va ban kinh cua cdc mat cau c¢6 phuong trinh sau day :
2 .
A)x 'y +z —8x—-2y+1=0;
2 2 -
b)3x +3y 4+ 3z —x+8y+ 15z2—3=0.
Lap phuong trinh mat cau trong hai trudng hop sau day :

a) Co6 duong kinh ABv6iA=4:-3:7),B=2;1;3).
b) Pi qua diém A =3 =231 vacotAam C'=(5 ;3 7 I):



§2. PHUGNG TRINH MAT PHANG

Trong hinh hoc khéng gian & 16p 11 ta di biét mot s6 cdch xdc dinh mat
phang, chang han nhr xdc dinh mat phing bang ba diém khong thang hang,
bing hai dudng thang cat nhau, ... . Biy gid ta s& xdc dinh mat phang bang
phuong phdp toa do.

Céc bifc tudng cla toa nha cao tang hién dai
cho ta hinh anh clia mét phéng trong khéng gian

I- VECTO PHAP TUYEN CUA MAT PHANG

_ Dinh nghia

Cho mdt phdng (@). Néu vecto it khdc 0 va cé gid vuong
géc véi mdt phdng (@) thi it duoe goi la vecto phdp tuyén

cua (a).
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155" Chii y. Néu 1 1a vecto phdp tuyén ctia mot mat phang thi ki véi k # 0, ciing
la vecto phép tuyén ctia mat phang dé.
®Bdi todn
Trong khéng gian Oxyz cho mit phang (@) va hai vecto khéng ciing phuong
The (ay; ar; ay), b=(b;; by ; by) cb gid song song hoac nam trong mat phang
(@). Chitng minh ring mat phang (¢) nhin vecto
lam vecto phap tuyén.
= A
Giar
Tacé: an = ay(arby — asby )+ a>(ayby — ayby )+ ay(a b, —asby)
= (alﬂ'zh?) = ﬂ'zﬂl b3) +((I3ﬂ'lb2 = ﬂ'l (:'3}}2)+ (G:G3b] = 03(12.51 )

=0.

~ g e - - a2
Viy vecto n vudng gbc vai ca
—

S

hai vecto @ va b, ¢6 nghia la 5)
gid cua né vubng géc vai hai
duong thang cat nhau cua mat

a

phang (@) (h.3.4). Suy ra gid
cia # vuéng gbéc V&I mat

phang (). Vi a, b khéng
cung phuong nén cac toa do
ctia 7 khong déng thdi bang 0,

suy ra #1 #0. Do dé vecto 71 1a
mot vecto phdp tuyén cua mat Hinh 3.4

phang ().
Vecto il xdc dinh nhu trén diroc goi la tich ¢é hiwéng (hay tich
vecto) ciia hai vecto @ va b, ki hiéu la n=anb hodc
ii=[d,b].
A1 Trong khéng gian Oxyz cho ba diém A(2 : -1 ;3), B(4 ;0 1), C(-10 ; 5 ; 3). Hay
tim toa dé6 mét vecto phap tuyén clia mat phang (ABC).
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II- PHUONG TRINH TONG QUAT CUA MAT PHANG
®Basi todn 1
Trong khéng gian Oxyz cho mit phang (&) di qua diém M, (xg: ¥y i Zp) va nhan

(A ; B ; C)lam vecto phdp tuyén. Ching minh rang diéu kién cin va da dé
diém M(x ; y ; z) thuée mat phang (&) 1a :

A(x —x5) + By — y5) + €(z — z3) = 0
Gidi
Taco W =X —=Xg;¥Y—Yy:2—2p (h3.5)
Me(@) e MMc(a) < i L MM
& H.%—M: 0

& A(x —xy) +B(y = yp) + C(z —zy) = 0.

},?

|
£ iw
|

M

Hinh 3.5
®Bdi todn 2

Trong khéng gian Oxy:z, chitng minh rang tip hop cdc diém M(x ; y ; z) thoa
man phuong trinh Ax + By + Cz + D = 0 (trong dé cdc hé s6 A, B, C khong
déng thai bang 0) 1a mot mat phang nhin vecto 7 = (A ; B ; ) lam vecto
phdp tuyén.

Giai
Ta lay diém My(x, ; ¥y : Z) sao cho Ax, + By, + Czy + D = 0 (chang han néu

: D
A #0 thitalay x, = 3 : Vo= Zp =0).
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Goi (&) 1a mat phang di qua diém M, va nhan i =(A ;B ;C)lam vecto phdp
tuyén. Ta c6

Me(a) © Ax—xp) +B(y—yp) +C(z—z)) =0

S Ax+By+Cz—(Axg+Byy+ (Czp) =0

< Ax+By+Cz+D=0 vi D=-(Axy +Byy+ Czp).
Tir hai bai todan trén ta ¢6 dinh nghia sau.

1. Dinh nghia

. Phuwong trinh ¢é dang Ax + By + Cz+ D=0, trong d6 A, B, C
 khong dong thoi bdng 0, duoc goi la phuong trinh tong qudt
clia mdt phdng.

Nhdn xét

a) Néu mat phang (&) c¢6 phuong trinh téng qudt 1a Ax + By + Cz + D = 0 thi

né c6 mot vecto phap tuyén la # (A ; B ; ).

b) Phuong trinh mat phang di qua diém M (x5 vg 5 Zp) nhan vecto n(A;B;C)

khac 6 lam vecto phap tuy&n 1a A(x — x) + B(y — yy) + C(z — z) = 0.

Az Hay tim mét vecto phap tuyén clia mat phﬁng () 4x-2y—-6z+7=0.

As L&p phuong trinh tong quat clia mat phang (MNP) véi M(1 ;1 1), N4 ;3 2),

12

a2 1)

2. Cac truong hop riéng

Trong khéng gian Oxyz cho mat
phang (@) :
Ax+By+Cz+D=0. (1)

a) Néu D = 0 thi géc toa d6 O
c6 toa d6 thoa man phrong trinh

bl

ctia mat phang (). Vay (@) di
qua gbc toa dé O (h.3.6).




b) Néu mot trong ba hé s6 A, B,  bing 0, chang han A =0 thi mat phang (@)

c6 vecto phap tuyén la 7 = (0 ; B ; ). Ta ¢6 n; = 0. Do i’ la vecto chi
phuong cua Ox nén ta suy ra (&) song song hoac chira truc Ox (h.3.7a).

Ax+Cz+D=0 Ax+By+D=0
a) b) c)
Hinh 3.7

Ad N&u B =0 hoZc C = 0 thi mat phang (&) c6 dac diém gi ?

c) Néu hai trong ba hé s6 A, B, C bang 0, vidu A=B =0va C # 0 thi tir
trrdng hop b) ta suy ra mat phang (&) song song véi Ox va Oy hoic () chita
Ox va Oy. Vay (&) song song hoic tring véi mat phang (Oxy) (h.3.8a).
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AS NéuA=C=0vaB = OhodcnéuB=C=0vaA = 0 thi mat phang (&) co dac

diém gi ?
Nhdn xét
Néu ca bon hé s6 A, B, C, D déu .
g D
khac O thi bang cich dat a = —E* c
D D y
b=—— ¢=——, ta c6 thé dua
B C
phuong trinh (1) vé dang sau day :
P S ) b 7y

a b ¢

Khi d6 mat phang (&) cat cic truc
Ox, Oy, Oz lan luot tai cic di€ém Hinh 3.9
c6toaddéla(a@a;0;0),(0;b;0),

(0 ;0 ;). Nguoi ta con goi phuong

trinh (2) la phwong trinh cua mdt

phdng theo doan chdn (h.3.9).

Vi du. Trong khéng gian Oxyz cho ba diém M(1 ;0;0), N(0;2;0), P(0; 0 ; 3).
Hiy viét phrong trinh mat phang (MNP).

]

Gidi
fxp dung phwong trinh ctia mat phang theo doan chin, ta ¢é phuong trinh cta
mit phang (MNP) la :

Z+Z4Z=1 hay 6x+3y+2- —6=0.
1 2 3

III- PIEU KIEN PE HAI MAT PHANG SONG SONG, VUONG GOC

AB Cho hai mat phang () va (f) c6 phuong trinh
(@) x=2y+3z+1=0,
(P):2x-4y+6z+1=0.

Co nhan xét gi vé vecta phap tuyén clia chiing ?
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Trong khong gian Oxyz cho hai mat phang (e;) va (a,) ¢6 phuwong trinh
() :Ax+B)y+Cz+D, =0,
(&) :Asx+B,y+ Cyz+ D, =0.
Khi d6 (a;) va (a,) c6 hai vecto phdp tuyén lan luot la
r_fl =(A;;B;;C),
2 =(As: By ().
Ta xét diéu kién dé hai mat phang () va (a,) song song hoac vubng goc

vol nhau.

1. Piéu kién dé hai mdt phdng song song

a
e

n

ﬁ’/
S/

Hinh 3.10

Ta nhan thiy hai mat phang () va (@,) song song hoac trung nhau khi va
chi khi chiing ciing vuéng géc véi mét dudng thang, nghia l1a khi va chi khi
hai vecto phép tuyén 7, va 1, cla chiing ciing phuong (h.3.10).

Khidétacé: n =kn,.
Néu Dl = sz thi ta c6 (o)) trung vo1 (a>) .

Néu D, # kD, thi (&) song song véi (&,) .
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Viy ta suy ra

(@) //(a,) <

1= Chii y

(a))cat(a,) < hiy # kit, (h.3.11)

P (Al : Bl : (_.'l)iff(Az; Bz; Cz).

m

=

&

Hinh 3.11
Vi du. Viét phuong trinh mat phang (@) di qua diém M(1 ; -2 ; 3) va song
song véi mat phang (B : 2x — 3y +z+5=0.
Gidi
Vi mat phang (@) song song véi mit phang (H nén (&) cé vecto phip tuyén
7 =(2;-3;1). Mat phang (&) di qua diém M(1 ; =2 ; 3), viy (@) ¢6 phuong trinh :

2x=1)—-3(y+2)+1(z-3)=0hay 2x— 3y+z—11 = 0.
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2. Diéu kién dé hai mdt phdng vuéng géc

Za
— —>
n tm
e
o
Hinh 3.12

Ta nhén thiy hai mat phang (&) va (@) vuéng goc vai nhau khi va chi khi hai
vectd phip tuyén .75] va Ffz twong ting cua ching vudéng géc véi nhau (h.3.12).
Viy ta ¢6 diéu kién :

Vi du. Viét phuong trinh mat phang (&) di qua hai di€m A3 ;1:-1),B(2;-1;4)
va vuéng géc v6i mat phang (f) ¢é phwong trinh :

2x-—y+ 3z= 1 =4,
Giai
Goi Fr'ﬁ Ia vecto phap tuyé&n clia mat phang (/). Hai vecto khéng ciing phurong ¢
gid song song hoidc nam trén (&) 1a :

—_—

AB=(-1;-2;5)va ﬁﬁ = (23 =1 #3).
Do dé mit phang (&) c6 vecto phdp tuyén :

n, = ABf\ﬁﬁ =1 : 13 5),
Viéy phuong trinh cua (@) 1a :

“lx=3)+ 13- 1)+5(c+1)=0 < x—13y—5:+5=0.
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IV- KHOANG CACH TUMOT PIEM PEN MOT MAT PHANG

78

Goi M, (x, :

vudéng goc cia M trén (@) (h.3.13).

Xét hai vecto

—

_ Dinh i

Trong khéng gian Oxyz, cho mdt phdng (@) c¢6 phuong trinh
t Ax+By+Cz+ D= Ova diém My(xq:¥9:20). Khodng cdach
tir diém My dén mdt phang (@), ki hiéu la d( M,, (@), dioc

tinh theo céng thirc :

) = |Ar0 + Byg +Czg+ D|

NAZ + B2 1 2

d My, (@)

Chitng minh

v, : z;) 1A hinh chiéu
1 l) Mﬂ

_).
T n
M My =(Xg =X 5Y0— Y1520~ Z1) M, | |
vin =(A;B;C), tathdy MM, va @

-+ = - i a2 i
n cung phuong vi gid cua ching

cung vuong goc vai (). Suy ra : b 245
[v, Mo Ji| = [,
= |AGxg = x)+ B(yo = y)+ C(z0 -5 )
= |Axg + Byg + Czy +(-Ax; - By, - Cz))|. (1)
Mat khac vi M| thudc (@) nén ta co :
Axy+By, +Cz;+ D=0
hay D =-Ax, - By, - (z,. (2)

Thay (2) vao (1) ta dugc |M, M, | [i|=|Axq +Byy +Czo + D).



Goi khoang cdch tir diém M, dén mat phang (@) la d( M, , (@)).
Vay d( M, (@) = |M1M[}|

_ |Axg+Byy +Czp + D

7]

_ |Axg + Byy + Czy + D

VA2 + B2+ (2
Vi du 1. Tinh khoang cach tir géc toa do va tir diém M(1 ; -2 ; 13) dén mat
phang (@) : 2x =2y —z+3=0.

2

Gidi
Ap dung coéng thic tinh khoang cich & trén ta ¢6

2.(0)-2.(0)—-(O)+3
¥ i [2.00)-2.(0)-(0)+ |:§:1

J23 (224> 3

21-2.(2)-13+3] 4
V22 2?2 3

Vi du 2. Tinh khodng cich giita hai mit phang song song (&) va () cho bdi

dM, (o) =

cic phurong trinh sau diy :
(@) :x+2y+22+11=0,
(BD:xr2y+ 224220
Gidi
Ta bi€t khoang cdch giifa hai mit phang song song bang khoang cdch tir mét
diém bAt ki cua mat phang nay téi mat phang kia.

Ta lay diém M(0 ; 0 ; —1) thuoc (), ki hiéu d((«), (f)) la khoang cach giira

hai mit phang (@) va (), ta c6 :

O+2+2CD+11] _9

d((@), (B) =dM, (@) = ok
: V12 422 422 2
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AT Tinh khoang cach gita hai mat phang (&) va (/) cho bdi cac phuong trinh sau day :

(@) :x-2=0,
(B):x—8=0.
BAI TAP

Cac bai tap sau day déu xét trong khoéng gian Oxyz.

1. Viét phwong trinh ctia mat phang :
a) Pi qua di€m M(1 ;-2:4) va nhin n = (2;3;5) lam vecto phép tuyén ;
b) Di qua diém A(0 ; —1 ; 2) va song song v&i gid cia mbi vecto 7 =(3;2; 1) va
¥ =3 1021);
c) P1 qua ba diem A(-3:;0;0),B(0;=2;0)vaC0;0;-1).

2. Viét phuong trinh mat phang trung truc ciia doan thang AB véi A2 ; 3 ; 7),
B(4.1;3).

7]

a) Lap phwong trinh clia cdc mat phang toa do (Oxy), (Oyz), (Oxz).

b) Lap phuong trinh cua Cﬁc,, mat phang di qua diém M(2 ; 6 ; —3) va lan luot
song song voi cac mat phang toa do.

4. Lap phwong trinh cia mat phang :

a) Chtta truc Ox va diém P(4 ;-1 ;2) ;

b) Chita truc Oy va diém Q(1 ; 4 ; -3);

c¢) Chita truc Oz vadiémR(3 ;-4 ; 7).

5. ChotitdiéncécacdnhlaA(5;1;3),B(1:;6;2),((5:0:4),D(4:0;06).
a) Hiy viét phrong trinh cla cdc mat phang (ACD) va (BCD).
b) Hay viét phuong trinh mat phang () di qua canh AB va song song véi canh CD.

6. Hiy viét phuong trinh mat phang (@) di qua diém M(2 ; —1 ; 2) va song song
v6i mat phang (B) : 2x — y+ 3z +4 = 0.

7. Lap phuong trinh mat phang () di qua hai diém A(1 ;0; 1), B(5;2; 3) va vudéng
g6c véi mat phang (f) : 2x— y+z - 7=0.
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10.

Xidc dinh cdc gid tri cia m va n dé mbi cap mat phang sau day 1a mot cap mat
phang song song véi nhau :

a)2x+my+3z2—-5=0 va nx-8y-06+2=0;
b) 33—~Dy+mz—~3=0 wa IEHY-=32E]1=0.

Tinh khodng cdch tir di€ém A(2 ; 4 ; —3) ldn lvot d€n cdc mat phang sau :
a) 2x— y+ 2z=9=0;

b)12x-5z+5=0;

clxi=0,

Giai bai todn sau diy bang phuong phép toa do :

Cho hinh lap phwong ABCD.A'B’C’D’ canh bang 1.

a) Chitng minh rang hai mat phang (AB'D’) va (BC’D) song song v&i nhau.
b) Tinh khodng cdch giita hai mat phang néi trén.

§%. PHUONG TRINH
PUONG THANG TRONG KHONG GIAN

Hinh anh clia cac dudng thang frong khéng gian - céc ciu vuot trong thanh phé va qua séng
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Ta di biét trong hé truc toa dé Oxy phuong trinh tham s6 cia duong thang cé

X = XU +H}l . - ~
dang vol aj +a5 #0 (h.3.14a).
y=Yyotia, -

Nhu viy trong khong gian Oxyz phuong trinh cia dudng thing c¢é dang nhw
thé nao ? (h.3.14b)

¥4 2T
M M
0 L 0 B
/ X / Y
A / 7 A
"4
’/
X
a) Puong thang trong mat phang b) Buong thang trong khéng gian
Hinh 3.14

I- PHUONG TRINH THAM SO CUA PUONG THANG

A1 Trong khéng gian Oxyz cho diém My(1; 2 ; 3) va hai diém M, (1+t:2+t;3+1),

My (1+2t; 2+ 2t; 3+ 21) di dong véi tham s t. Hay chimg to ba diém M, , My, M,
luén th§ng hang.

 Dinh I
Trong khéng gian Oxyz cho dwong thing A di qua diém
My(xq 5 ¥y 5 Zp) va nhdn a = (a, ; ay ; ay) lam vecto chi

. phiwong. Piéu kién can va du dé diem M(x ; y ; 2) nam trén A
- la co mét s6 thue t sao cho

X:Iﬂ +I{Il
Y=Y +ra2
I=1Zg +ra3.
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Chitng mink

Taco: MU =(XxX—X5;¥Y—YoiZ~ %)
Piém M nam trén A khi va chi khi MyM cung phuong vaéi a, nghia la

MM = ta véitlamot sé thue. Diéu nay twong duwong vai

K== ."1'0 = rﬂl X = .1‘0 + Idl
y—Yo=1ta, hay <y=yg+tia,
_—:{}:fﬁ‘3 :_0+f{]'3

Dinh nghia
Phicong trinh tham sé cia duong thing A di qua diém
My(xy ;3 Yo 3 Zp) va c6 vecto chi phitong a=(ay; a»; az) la

phicong trinh ¢6 dang

X = Xg +1a)
Y= Yo+l

trong dé tla tham s6.

15" Chit y. Néu q, a,, ay déu khic 0 thi ngudi ta con c6 thé viét phuong trinh
cuia dudng thang A duéi dang chinh tdc nhu sau :

X—Xo _Y—Yo _ZZg.
a, an dsy

—

Vi du 1. Viét phuong trinh tham s6 cla dudng thang A di qua diém
M(1; 2; 3) va cb vecto chi phuong la a = (-3 =0h).

Phuong trinh tham sé cuia A la: S y=2-4¢

Vidu 2. Viét phuong trinh tham s6 clia dudng thang AB véi A(1 ; =2 ; 3) va
B(3:0:0).
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Giai
Pudng thang AB ¢6 vecto chi phuong A_B. = (23 2 —=3).
x=1+2f

Phuwong trinh tham s6é cia AB la: < y=-2+2¢
At B, T
x=1+t

Vi du 3. Chitng minh duong thang d : { y=2+2t vuéng gbc véi mat phang
=443t

(@) : 2¢+4y+0z+9=0,.

Gidi
d c6 vecto chiphuwong @ =(1:2;3);
() c6 vecto phip tuyén i1 =(2; 4 6).

Tacé i1 =2a, suyrad L (a).

Az Cho dudng thang A co phuong trinh tham sé

Xx=-1+2t
y=3-3t
z=5+4r.

Hay tim toa dé clia mot diém M trén A va toa d6 mot vecto chi phuong clia A.
- PIEU KIEN PE HAI PUONG THANG SONG SONG, CAT NHAU,

CHEO NHAU

As Cho hai dudng thang d va d' co phuong trinh tham sé Ian lugt a

=40y =247
d:{y=6+4t va d: . <y=1-r
e R T SOy,

a) Hay chimg t6 diém M(1 ;2 ; 3)1a diém chung clia d va d';
b) Hay ching to d va d’ co hai vecto chi phurang khong cung phuang.
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Trong khéng gian Oxyz cho hai dudng thang d, d’ ¢6 phwong trinh tham sé
lan luot 1a

= ST g wonelf F_r
X=X, Tia, X=x,t1aq
d: \y=y, tta, va d’:{y=y,+t'a;
= G g r_r
Z=ZIptia, Z=ZIptray.

Sau day ta xét vi tri twong d6i giita d va d’, nghia 1a xét diéu kién dé d va d’
song song, cat nhau hoac chéo nhau.

1. Piéu kién dé hai duong thdng song song M @ d
. >
Goi 3=(al;a2;a3) va 5’2(0{;&5;05) 4
lan luot 1a vecto chi phuong cua d va d’. — >
Lay diém M(xy:y,32,) trén d(h.3.15).
Hinh 3.15
Ta co:
i g L i | AR
d song songvoi d’ khi va chi khi "
Med'.
Ddc biét :
o g e s o || EEE
dtringvoi d’ khi va chi khi .
Med

Vi du 1. Chilng minh hai dudng thang sau diy song song :

x=14¢ x=2-49¢
di 2y="03} vai d':iy=3+4f
FERk i (s )

Giai
d c6 vecto chi phvong @ =(1:;2;-1), l[AyM(1;0:3) e d;
d’ c¢6 vecto chi phwong @' =(2;4;-2).

- 1 ’ A
Vi a= E&" va M khoéng thuée d’ nén d song song voi d'.
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Ad Chumg minh hai duong thang sau day trung nhau :

x=3-1¢ x=2-3¢
d:<y=4+t va d:<y=5+3¢
g=5=2f =306,

2. Diéu kién dé hai dwong thang cdt nhau

© Hai dwong thang d va d’ cdt nhau khi va chi khi hé phiong
trinh dnt, t’ sau

Xg +ta; = xp +taj

Yo Htar = yy+ta, (D

e SR | Fcf

=0 +fﬂ'3 =20 +IU3

. 6 diing mot nghiém.

1= Chi y. Gia st hé (I) ¢6 nghiém (1, ; ), dé fim giao diém M, cuadvad ta
c6 thé thay f,vao phuong trinh tham s6 cua d hodc thay #; vao phwong trinh
tham s6 cua d'.

Vidu 2. Tim giao diém cua hai dudng thang sau :

g =]dig i s T
d:sy=243t va d:iy=-2+t
z=3—1 z=1431.

1+¢=2-2f (1)
Xét hé phuong trinh {2+ 3t=-2+1' (2)
3—t=1+3f (3)

Tiu (1) va(2) suyrat =—1 vat = 1. Thay vao phrong trinh (3) ta thidy né thoa
man. VAay hé phuong trinh trén cé nghiém lar=-1,¢1'=1.

Suy ra d cat d'tai diém M(0 ; -1 ; 4).
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3. Piéu kién dé hai duong thang chéo nhau

Ta biét rang hai dudng thang chéo nhau néu ching khéng ciing phrrong va
khoéng cat nhau. Do vay

. Hai dwong thang d va d’ chéo nhau khi va chi khi a va a
khong cing phuong va hé phuwong trinh

: o (N

Xo +ta; = xg +1a

Yo +tas = yy +1a;y

Zp+lay =zg +1'ay

. vo nghiém.

Vi du 3. Xét vi tri twong déi giita hai dudng thang

x=1+2¢t x=1+3¢
d:dy=-143t va d':3y=-2+21
F=8 1 et R T
A Pa
Guat
3 d
/
\\‘I'
z
Hinh 3.16

Tacé:a =(2;3; Dvaa =(3;2:2).

Vikhong ton tai s6 k d€ @ #ka' nén a va @ khong ciing phuong. Tir d6 suy
ra d va d’ hoac cat nhau hoac chéo nhau (h.3.16).

142t =1+3t
Xét hé phuong trinh : < —1+37r=-2+2¢
S5+r=-1+2¢.
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: 3 2
Tiur hai phrong trinh dau ta duoc t = N vi. 4 = . thay vao phuong trinh

cuéi khéng thoa man.

Ta suy ra hé trén vé6 nghiém. Vay hai dudng thang d va d’ chéo nhau.

Vi du 4. Chimg minh hai dudng thang sau day vuéng géc

x=5-1 x=9+21
d:y=-3+2t va d:qy=13+3
z=4t z=1-t".

Giai
dva d'1an luot c6 vectochiphuong la @ =(=1;2;4)vaa =(2;3;-1).

Tacé a.a =—2+6—-4=0.

Suyradl d.

Nhdn xét. Trong khong gian Oxyz cho mat phang (@) : Ax + By+ Cz+ D =0
X = .\'0 + fﬂ'l
va dudng thang d : { y= Vo +1as

= :[} + rﬁ's i
Xét phuong trinh A(xg +1ta) )+ B(yy +1ta,)+C(zy +tay)+ D=0 (1 1a an). (1)

— Néu phuong trinh (1) v6 nghiém thi d va (@) khéng c¢6 diém chung, vay
d/l (@) (h.3.17a).

7 LN

a) C

Hinh 3.17



— Néu phuong trinh (1) ¢6 ding mét nghiém 7 = ¢, thi d cat () tai diém
MU("YO +I06'1 Yo +T{}ﬂ': 220 +f[)(13) (11317b)

— Néu phurong trinh (1) ¢6 v6 s6 nghiém thi d thudc (@) (h.3.17¢).

A5 Tim s6 giao diém clia mat phang (@) : x + y + z — 3 = 0 véi dudng thang d trong
cac truong hop sau :

=2l x =142t x=1-+5t

a)d:sy=3-1t ; b)d: <y=1-t ; C)d: sy=1-4t

= ] ol T | £= 1491
BAITAP

1. Viét phwong trinh tham s6 cua dudng thang d trong mdi trudng hop sau :
a) d di qua diém M(5 ;4 ; 1) va ¢ vecto chi phuong a = (2 =3 1) ;
b) d di qua diém A(2 ; —1 ; 3) vi vudng géc v6i mat phing (&) c6 phuong trinh
r+y=z4+S=0;
x=1+2¢
¢) d di qua diém B(2; 0 ; —3) va song song vGi dudng thang A : { y=-3+3t ;
=4t

d) d di qua hai diém P(1;2;3)va Q(5;4;4).

2. Viét phrong trinh tham s6 cta dudng thang 1a hinh chi€u vuéng géc cia dudng
X=2+1
thing d: {y=-3+2t
z=143¢
lan luot trén cdc mat phang sau :
a) (Oxy) ;
b) (Oyz).
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3. Xét vi tri twong d6i cua cdc cap duong thing d va d’ cho bdi cic phuong

trinh sau :
x=-3+2¢ X=5+t"

a) d: < y=-2+3t va  d i iy=-1-41;
Z=0+4t z=20+1
x=1+t x=1+2¢

by d: < y=2+t vi  d i y=-1+2f
z=3—¢ g=2-2

4. Tim a dé hai duong thang sau diy cat nhau

%=1l ] TR
d:sy=t vai d': qy=2+21
g JE D =3¢

5. Tim s6 giao diém cta dudng thang d v6i mat phang (@) trong cdc trudng
hop sau :

x=12+4t

a) d: sy=9+3t v (@) : 3ty ez—2=0;
C_:1+I
x=1+t

b)yd: {y=2-t vi(@):x+3y+:z+1=0;
H::H—Er
X=1AA

¢) B3 ay= 12 va(@): x+y+:z-4=0.
zo= 3

xX=-3+2t

6. Tinh khoing cich giira dudng thang A : { y=—1+3f va mat phang
g =]} Of

() 2x—2y+g+3= 0.

90



=241
7. Cho diém A(1 ; 0; 0) va dudng thang A : 3 y=1+2¢
Zz=1F.,
a) Tim toa d6 di€ém H la hinh chi€u vuéng géc clia diém A trén dudng thang A .
b) Tim toa dé diém A’ d6i xing vé6i A qua dudng thang A .

8. Cho diém M(l ;4 ;2)vamatphang (@) :x+ y+z—1=0.
a) Tim toa do diém H 1a hinh chi€u vuéng géc ciia di€ém M trén mat phang ( ).
b) Tim toa dé diém M’ d6i xiing véi M qua mit phang ( ).

¢) Tinh khoang cdch tir diém M dén mat phang (a).

9. Cho hai dudng thang

i~
[} - -
[ [l [l
W =
— i |
i
o
-
£
=
L -
[l |
= W
|
3
-*-\

Chirtng minh d va d’ chéo nhau.

10. Giai bai todn sau diy bang phwong phap toa do :

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’'C’'D’ ¢6 canh bang 1. Tinh khoang cdch tir
dinh A dén cdc mit phang (A'BD) va (B'D'C).

ON TAP CHUONG III

Cac bai todn sau day déu cho trong hé toa dd Oxyz.

1. Cho bén diémA(l 00 B(0:1:0) Ci0O:0: 1) D251 5=1).
a) Chitng minh A, B, C, D 1a bén dinh cua mét ti dién.
b) Tim gbc giita hai dudng thang AB va CD.
¢) Tinh d6 dai dudng cao cua hinh chép A.BCD.

2. Cho mat cAu (8) ¢6 dudng kinh 1a AB biét rang A(6 ; 2; —5),B(—4 ;0 ; 7).

a) Tim toa d6 tam 7 va tinh ban kinh r cua mat cau ().
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b) Lip phwong trinh cua mat cau (8).

¢) Lap phuong trinh ctia mit phang (@) tiép xtic véi mat ciu (8) tai diém A.

Cho b6n diémA(—Z =6 5 3) 801 £0 26),0¢03 251D 45 ).

a) Viét phuong trinh mat phfmg (BCD). Suy ra ABCD la mot tir dién.

b) Tinh chiéu cao AH cua tif dién ABCD.

¢) Viét phwong trinh mat phang (&) chita AB va song song v&i CD.

Lap phwong trinh tham s6 ciia dudng thang :

a) i1 qua hai di€m AL 20 3=3), Bl 3z=1: Q).

b) Pi qua diém M(2 ; 3 ; —5) va song song v&i dudng thang A ¢6 phuong trinh
x=-2+2¢
y=3-4¢

=5,

L

Cho mit cdu (S) ¢6 phuong trinh : (x — 3)> + (v + 2)% + (z — 1)* = 100 va mat
phang (&) c6 phwong trinh 2x — 2y — z + 9 = 0. Mat phang (@) cat mat ciu ()
theo mét duong tron (C).

Hiy xdc dinh toa d6 tAm va tinh bdn kinh cua dudng tron (C).

Cho mat phang (@) ¢6 phuwong trinh 3x + 5y — 2 — 2 = 0 va dudng thang d c6
phuong trinh

x=12+41

y=9+3t

z=1+t.

a) Tim giao diém M ctia dudng thang d va mit phang ().
b) Viét phwong trinh mat phang (f) chita di€ém M va vuéng géc véi duong
thang d.
Cho diém A(-1 ;2 ; =3),vectd @ = (6 ; =2 ; —3) va dudng thfmg d c6 phuong
x=1+3t
trinh: { y=—1+2¢
=33,

a) Vi€t phuong trinh mat phang (&) chita diém A va vuéng goc véi gid clia @ .



b) Tim giao diém M cua d va ().
¢) Viét phuong trinh dudng thang A di qua diém A, vudng géc véi gid cla a
va cat dudng thang d.

8. Viét phuong trinh mat phang () tiép xtic véi mat ciu

(S): X>+y*+2z2-10x+2y+26z+170=0

va song song voi hai dudng thang

x=-5+2¢ x=-7+3t
d:3y=1-3t ; d:{y=—-1-21
z=—13+2¢ =R

9. Tim toa dé diém H la hinh chi€u vuéng géc cta diém M(1 ; —1 ; 2) trén mat
phang (@) : 2x— y+2z+11=0.

10. Cho diém M(2 ; 1 ; 0) va mat phang (&) : x+3y—z—27=0. Tim toa d6 diém
M’ déi xing véi M qua ().

11. Vi€t phuong trinh dudng thing A vuéng géc v6i mat phang toa dé (Oxz) va
cat hai dudng thang

x=if xi=T=24
d:{y=—-4+t; d:3y==3+t
z="4—¢ ::4—5Tr.

12. Tim toa doé diém A’ d6i xing v6i diém A(1 ; =2 ; =5) qua dudng thang A c6
phuong trinh

r=1+2¢
y=-1-t
z=21,
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CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG III

Trong khong gian Oxyz cho ba vecto
a=(1:1:0,b=(:1;0vac=(:1:1).

Sir dung gid thiét nay dé trd 1oV cdc cau hoi 1,2 va 3 sau day.

1. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) ldl=2; B) IF1=+3;
©alb; (D)bLlc.

2. Trong ciac ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
- =
(A) ac=1;

(B) a, E cung phurong ;

— —

3. Cho hinh binh hanh OADB ¢6 OA=a, OB =h (O la goc toa do). Toa dé cna
tam hinh binh hanh OADB la :

(A) (0;1;0); (BY(L0:0);

(SN 2 e B (2 €15 15 )

Trong khéng gian Oxyz cho bén diem A(1 ;0:;0),B0:1:;0),C0O;0;1)va
Di1:1:1).

Sir dung gia thiét nay cho cdc bai tdp 4, 5 va 6 sau day.

4. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) Bén diémA,B.C,D tao thanh mot tr dién ;
(B) Tam gidc ABD |a tam gidc déu ;
(CO)AB 1 CD,;
(D) Tam giac BCD la tam giac vudng.



5. Goi M, N lan luot la trung diém cua AB va CD. Toa d6 diém G la trung diém
cua MN la:

1 1 1 | I [N |
Ayl | —=y——|3 B) G | —5=—3— %
()r[ssa ()’[444)

2 @ 2 1 1 1
(CG | ==t~} DG | === s

3 3 3 2272

6. Mat ciu ngoai ti€p tir dién ABCD c6 ban kinh 14 :

(A)g; (B) V2 ;
3
©) V3 ; D) -

7. Cho mit phang (@) di qua diém M(0 ; 0 ; —1) va song song véi gid cta hai vecto
@ =(1 v—3= Hva b =(3; 0: §).
Phuong trinh ctia mat phang (&) 1a :
(A) 5x—-2y—32—21 =0; (B)-5x+2y+3z4+3=0;
(C) 10x—-4y—-6+21=0; (D) 3 =2y~ 374+ 21 =10,

8. Cho ba di€ém A0 ;2:1),B(3:0; 1), C(l ;0;0). Phuong trinh mat phﬁng
(ABC) la:
(A)2x-3y—-4z+2=0; (B)2x+3y—-4z-2=0;
(C)4x+06y—-8-+2=0; (D)y2x=3y—-47+¢1 =0,

9. Goi () la mat phang cat ba truc toa dé tai ba di€ém M(8 ; 0; 0), N(O ; -2 ; 0),
P(0; 0 ;4). Phuong trinh cua (&) 1a :

Ry Do Laple: O (B) Z+2+==1 ;
g8 -2 4 4 =1 2
O x-4y+2z2=0; (D)x—-4y+2z-8=0.

10. Cho ba mat phang (&) : x + y+2:+ 1 =0;
(B xey—5r2=03
() fx—=y+5=0.
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Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) (@) L (B) ; B) () LB ;
© @)/l (y) 3 (D) (&) L(y).

11.Cho dudng thang A di qua diém M(2 ; 0 ; —1) va c6 vecto chi phwong
a = (4;—6;2). Phwong trinh tham s& clia dudng thang A 1a

xX=-=2+4¢ b G L
(A, py==0f | (B y=~3t
Z=14-21 = 16
R X =442t
C)yy=-3t ; (D) 1 y=-0-3t
z=—-1+t¢ z=2+t.

12.Cho d la dudng thang di qua diém A(l ; 2 ; 3) va vuéng géc véi mat phang
(@) : 4x+3y —T7z+1=0.

Phuong trinh tham s6 cua d 1a :

x=-1+4t x=1+4¢
(A) s y==243¢ ; (B) s y=2+3t;
£==3—T z=3—-71
x=1+3t x=-1+8t
(C)sy=2-4t ; (D) s y==246t
=37t z—==3—14%.

13. Cho hai dudng thing

x=1+2t x=3+41
dy : 3y=2+3t va d, 1 {y=5+6¢
z=3+4t -=T7+8t".

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(Add L a5 3 (B) d, /] d, ;
(O d; = d,; (D) d; va d, chéo nhau.
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14. Cho mat phang (&) : 2x + y + 3z + | = 0 va dudng thing d c6é phurong trinh
xX=-3+¢1
thamsé: < y=2-2¢
z=1.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao diing ?
AdLl(a); (B) d cat (q) ;
© d/l(@); (D)d c(a).

15.Cho (S) 1a mat cau tam I(2 ; | ; —1) va ti€p xiic v6i mat phang (&) c¢6 phuong
trinh : 2x -2y —-z+3 =0.
Bdn kinh cuna (S) la:

2

5 :

4 5]
A)2; B Y = ¢ B =
(A) (B) ()3 ()9

Hinh 3.18
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Trong khong gian cho hai mat phang (&) va (f) cat nhau theo giao tuyén A .
Tap hop cdc mat phang () chita dudng thang A néi trén dwoc goi 1a chim
mat phang xdc dinh bdi (@) va (/) va ki hiéu 1a (@), ().

Néu () va ( £) lan luot ¢6 phuong trinh () : A;x+B,y+C;z+ D,; =0
(D) :Ax +B,y+Coz+ D5, =0
thi ngudi ta chimg minh duoc phuong trinh ctia chiim mat phang (@), (5))
c6 dang :
mAx+By+Ciz+D|)+nAxx+B,y+Cz+D,)=0 (1)
véim®+n® £ 0.
Phuong trinh (1) ¢6 thé duoc viét tat 1a : m(a) + n(S) = 0.

Ta thdy phuong trinh cia chiim mat phang rat don gidan nhung né lai gitp
chiing ta giai droc rit nhiéu bai toin vé phurong trinh mat phang mot cich doc
ddo va cuc ki ngan gon.

Vi du. Trong khéng gian Oxyz cho hai mit phang (&) va (f) lin luot c6
phuong trinh (@) : x+ y+5-—1=0

va (A i Zx+3Iy—2F2=0.
a) Chitng minh rang (@) cat (/) theo giao tuyén A .
b) Vi€t phwong trinh mat phang (% chia giao tuyén A va diém M(3;2; 1).

Gidi
a) Mit phang (@) va () 1an luot ¢6 cdc vecto phdp tuyén :

-

] W M ﬁﬁ =23 3 =l).
. 2 . P
Vi o # i nén (@) cat (f) theo giao tuyén A.

b) Phuong trinh mat phang (% cta chim ((&), (£)) ¢6 dang :
mx+y+5—=1)+n2x+3y—z+2)=0 (L)

Piém M(3 ; 2 ; 1) thudéc mat phang () nén khi thay toa dé ciia M vio (1) ta s&
tinh duoc cdc gid tri cu thé clia cap s6 (m ; n) dé€ xdc dinh phuong trinh cta (7).



5]

n

Taco: mB3+2+5-1D)+n6+6-1+2)=0<9m+ 13n=0.
Chon m = —13 ta dugec n= 9.

Thay m = —13 va n = 9 vao (1) ta duoc phuong trinh ctia mat phang (7 cin
tim: Sx + 14y — 74z + 31 =0.

ON TAP CUOI NAM

. Cho lang tru luc gidc déu ABCDEF A'B'C’D’E’F’, O va O’ 1a tim dudng tron

ngoai ti€p hai ddy, mat phang (P) di qua trung diém cta OO’ va cat cdic canh
bén cua lang tru. Ching minh rang (P) chia lang tru da cho thanh hai da dién
c6 thé tich bang nhau.

Cho khéi lap phuong ABCD.A'B'C’D’ canh bang a. Goi E va F lan luot la trung
diém cta B’C’ va C’D’. Mat phang (AEF) chia khéi lap phuong d6 thanh hai
khoi da dién (H) va (H') trong dé (H) la khéi da dién chita dinh A’. Tinh thé
tich cua (H).

Cho mat céu (8) tim O bdn kinh r. Hinh nén ¢é dudng tron diy (C) va dinh 1
déu thude (8) duoe goi la hinh nén ndi ti€p mat ciu (S). Goi & 1a chiéu cao cua
hinh nén dé.

a) Tinh thé tich cua hinh nén theo r va h.

b) Xdc dinh h dé thé tich cuia hinh nén la 16n nhat.

Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém A(l ; 2 ;-1), B(7 ; -2 ; 3) va duong
thang d ¢6 phuong trinh :

x=—-1+3¢
y=2-2t
z=2+42¢.

a) Chitng minh rang hai dudng thang d va AB cling nam trong mét mat phang.
b) Tim diém I trén d sao cho AI + BI nho nhat.

Cho ti dién ABCD c6 canh AD vuéng géc véi mat phang (ABC). Biét rang
AC=AD=4cm,AB=3cm, BC =5 cm.

a) Tinh thé tich tit dién ABCD.

b) Tinh khoang cdch tir di€ém A t6i mat phang (BCD).
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6. Trong khéng gian Oxyz cho mat ciu (8) ¢6 phuong trinh x> +y2 +z% =da”
(a>0).
a) Tinh dién tich mat ciu (8) va thé tich cua khéi ciu tuong ting.

b) Mat céu (8) cat mat phang (Oxy) theo dudng tron (C). Xdc dinh tAm va bdn
kinh cua (C).

c¢) Tinh dién tich xung quanh cua hinh tru nhin (C') lam ddy va ¢6 chiéu cao la

a+/3. Tinh thé tich clia khéi tru twong tng.

7. Trong khéng gian Oxy: cho hai dwong thang d, va d, c6 phuong trinh
X=ilg =2

dy:qy=t va dy :qy=—1+t

f

I=—1 z=1.
a) Chitng minh rang hai dudng thang d, va d, chéo nhau.
b) Viét phrong trinh mat phang (&) chita d, va song song véi ds.
8. Trong khéng gian Oxyz cho cac di€m A(1;0;-1),B(3;4;-2),C4;-1;1),
D3 053).
a) Chitng minh rang A, B, C, D khéng déng phang.
b) Viét phwong trinh mat phang (ABC) va tinh khoang cdch tir D dén (ABC).
¢) Vi€t phuong trinh mat ciu ngoai ti€p t& dién ABCD.
d) Tinh thé tich tr dién ABCD.
9. Trong khoéng gian Oxyz cho bén diém A22:;4;:;-1),B( ;4;-1),C2;4;3),
DIt 22—l ),

a) Chitng minh rang cic dudng thang AB, AC, AD vuéng géc véi nhau tirng doi
mot. Tinh thé tich khéi tir dién ABCD.

b) Viét phurong trinh mat ciu (S) di qua bén diém A, B, C, D.

¢) Viét phuong trinh mat phang (&) ti€p xtic véi mat ciu (8) va song song véi

mat phang (ABD).
x=1=-2t
10. Trong khong gian Oxyz cho duong thang d: < y=2+1
z=3-t¢

va mat phang (@) : 2x+ y+z=0.
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a) Tim toa do giao di€ém A cua d va ().
b) Viét phwong trinh mat phang (£) qua A va vudng gdc véi d.

11. Trong khéng gian Oxyz cho cic di€ém A(-1 ;2 ;0), B(=3;0;2), C(1 ; 2; 3),
D332,

a) Viét phuong trinh mat phang (ABC) va phwong trinh tham s& cta dudng
thang AD.

b) Vi€t phwong trinh mat phang () chita AD va song song véi BC.
12. Trong khéng gian Oxyz cho bén diém A(3 ;-2;-2),B(3:2:0),C(0;2;1)va
D(-1;1;2)
a) Viét phwong trinh mat phang (BCD). Suy ra ABCD 1a mét tir dién.
b) Vi€t phwong trinh mat cdu (S) tAm A va tiép xtic véi mat phang (BCD).
¢) Tim toa d6 ti€p di€m H cua (8) va mat phang (BCD).

13. Trong khéng gian Oxyz, cho hai dudng thang :

Y=o 3 x=1
dy: qy=1+2t va dy: sy=1+¢
z=3=21 z= 3O

a) Ching minh d; va d, cung thuéc mét mat phang.
b) Viét phuong trinh mat phang d6.
14. Trong khong gian cho ba di€ém A, B, C.

a) Xdac dinh diém G sao cho (T.A—k ZEB’— 266 =0 -
b) Tim tap hop céc diém M sao cho MA® + 2MB” - 2MC* = k°, véi k 1a hing s6.

15. Cho hai dudng thang chéo nhau

=] i - )
d: sy=—1+t va d": {y=y'
il S =134,

a) Viét phuong trinh cdc mat phang (@) va (f) song song véi nhau va lan luot
chitad va d'.
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b) LAy hai diém M(2 ;-1 ; 1) va M’ (2;0; 1) lan luot trén d va d’. Tinh khoang
cich tir M dén mat phang () va khodng cdch tir M’ dén mat phang (a).
So sdnh hai khoang cdch dé.

16. Trong khong gian Oxyz cho mat phang (&) ¢6 phuong trinh 4x + y+ 2z + 1 = 0
va mat phang () ¢6 phuong trinh 2x —= 2y + z + 3 = 0.

a) Ching minh rang (@) cat (f).

b) Viét phrong trinh tham s6 cta dudng thang d 1a giao cta (@) va (f).
¢) Tim di€ém M’ d6i xing véi diém M4 ; 2 ; 1) qua mat phang (d).

d) Tim diém N’ d6i ximg véi diém N(O ; 2 ; 4) qua dudng thang d.
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HUGNG DAN GIAI BAI TAP VA PAP SO

Chuong I. KHOI DA DIEN On tép chuong |
§1. Khal niém vé khdl da dién 5. OH- i

N ; ) F 5 c ) \lu‘ghz +bh2c? +cta’
1. va 2. Su dung tinh chit : Moi canh cua mot

da dién la canh chung ctia diing hai mat. 6. 2)Tis6the tich cdn fim I 3 ;
3. Chia hinh lip phuong ABCD.A'B'C'D' 8
thanh nam td dién : AB'CD’', A'AB'D’, uSSJg
BACB', ("B'CD', DACD'. b) Vs pac = S
4. Chia hinh l§p phuong thanh hai lang tru
bang nhau roi chia méi lang tru thanh ba 1. Ve =8 3.a

tii dién bang nhau. £, 9 .5 n
abc” (a=+b™ +2¢7)

'l ~ 3 » o~ = - 8. V = =
§2. Khol da dién 1ol va khol da dién déeu 6(a> +c2)b> ) a> +b> +¢2)
Ti 56 do bing 2+/3. 5 % s
3. Goi (H) la hinh tif dién déu canh ¢. Khi dé . T
tAim cuia cdic mat cua (H) tao thanh moét ti a3
10. b) V=—2

153

11. Ti s6 thé tich ctia chiing bang 1.

o i P d
dién (H') co sau canh deu bang —-
3

4. DE y ring B, C, D, E cich déu A va F

nén ching déng phang. a
12. :'l) VADMN :?
- -~ ] . ¥ o
§3. Khal nlém vé thé tich cua khol da ge
dién b) Ti s6 thé tich phai tim Ia -
i o
d — - - ol - -
12 Chuong Il. MATNON, MAT TRY, MAT CAU
PN :
2: - —. §1. Khal nlém vé mat fron xoay
3. Tiséchathé tichla3. 2. a)Hinh tru ;
4. Tinh dién tich tam gidc theo hai canh va b) Hinh nén ;
go6c xen giiia. ¢) Khai non ;
4 d) Khéi tru.
> Voerr=73¢ 3. a8, ~2514.5em’ ;

6. Goi / 1a do dai dudng vuong goc chung

; . _ b) V =~ 13 089,969 cm” ;
cua d va d', ala goc gita hai duong

c) 500 cm-.
4. Mait non nhin AB lam true, géc & dinh

thang dva d'.

|
Khido V. _ . =—habsno. .
A 4 bang 60°.
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10.

Q) 8, = 219,91cm>: V = 54977 cm" :

b) 56 cm-.

3 J_
S ,_ Ta +3 )
Ls_w i 1 e V -

a) Sl_q = 2‘\0"5;'?1‘2 d S.fp = Z{J?: +I)J‘T."2 :

b) V=Af371r :

r+3
c)q-

-

a)\E;

|
by —.
) 2,
b -3
, -vGﬁ'a' : Ta~
a8 = 8. = -
X ) diy 2
3
27a
V= \,_ 3
12
2
a~2
b) & J_

ASBC ~ T 3

§2. Mdt cdu

1.

e

L

Tap hop cic diém M luén nhin AB c6
dinh duéi mét goéc vuéng la mat ciu
duong kinh AB.

o2

.

-

r

Tép hop tim cdc mat cau luén chira mot
dudng tron ¢6 dinh cho truée la mot
dudng thang A vuéng géc v6i mat phang
chua dudng tron do tai tim cua dudng
tron.

Téip hop tim nhung mat ciu cung tiép
xuc v61 ba canh cia mét tam giic cho
trude 1a truc ctia dudng tron noi tiép tam
giiac dacho.

b) d’: - !':.
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l b ) gl )
7. a) —a" +b"+c” ;
o)

| f 5 A
b) : b~ +c~.
10. 8= 7m(a> +b> +¢7) ;
| 2 o) ) ) 9 )
Vo= E;r{a‘ +h™ 4+ ) Na +b” +c”

On tép chuong II

1. Cau a) vad) dung.

3
- JT
2. § ::m'JE: V= il
Yif 3
6
5 of AT .
3
2ra~2 7a>J6
B g metd e “r;v: a*Jo
_\(,‘ 3 9
6 r:3_a; :93'r:.':,1),:99ra3_
4 4 16
3
7. By =
2

Chuong Ill. PHUGNG PHAP TOA P&
TRONG KHONG GIAN

§1. Hé toa dé trong khéng glan

z 1 |
1. a)d:[ll:—;ls—];
3 3

b) & =(0;-27:3).

3
2. (fz[:;{};ij.
3 3

3. A'=(3:5:-6).B'=(4:6:-5),
C=2:052), D'=0354:<6)
4. a)db=6;:
b) &.d=-21.



a) Mat ciu tim @ = (4 ; | ; 0), c6 ban
kinhr =4 ;

o

)

. - D
b) Mit ciu tim I = l;—;:—— , €O

bin kinh r = 31-
4]

a) Mat ciu cé phuong trinh Ia :
-3+ @+ +E-5"=9;
b) Mat cau c6 phuong trinh la :

(e=3)" +(y+3F +(z~ 1)*=5.

§2. Phuong trinh mat ph&ng

1.

()

tn

9.

A)2x+3y+5z-16=0;
by x=3y+3z-9=0;
c)2x+3y+6z2+6=0.
X=y=224+9=0.
ayz=0 ;x=0;
byz=-3;

y=0;
x=2;y=0.
a)2y+:=0;

c)4x+3y=0.

b)3x+z-=0;

Q) (ACD) : 2x+y+z-=-14=0;
(BCD) :6x +5v+3z2-42=0;
b) (&) : 10x+9y+5z-T74=0.
(@) :2x—y+3z-11=0.
(&):x-22+1=0.

an=-d4, m=4;

10 -9
byn=—-——_ m=—-:
2
.._I_._I-
a) s b) — : c) 2.
13

10. a) Chon hé truc Oxyz sao cho A= (0;0; 0),

B=(1;0:0,D=(0:;1:0),A"=(0:0;1).
Sau do6 viét phuong trinh ctia hai mat
phang (AB'D") va (BC'D), tit dé suy ra
chung song song val nhau.

A

b) d = .
3

§3. Phuong trinh duéng thtfmg trong

[

AT

10. d(A, (ABD)) = b 3 d(A, (B'D'C)) =

khong glan
X=5+2¢ x=2+4+1¢
ayd:iy=4-3t; b)d:y=-1+t;
|2=1+¢ z=3-t¢
x=2+2¢ v=1+4f
c)d:{v=3t : dyd:4v=2+2¢
z=-3+4¢ z:= 3+t
Y =2+t v=0
a)d':sy=-3+2t; b)d":4y=-3+2t
z=0 g=14+3
adcatd ; byd// d.

a=0.

a) | diém chung ;
b) 0 di€ém chung ;

c) vo s6 di€m chung.

d(A, (@)=

3 1
a)H[—;ﬂ;——J;
2 2

b) A(2:0:-1).

w12

N HE1;2;0);
b) M(=3:0: -2):
¢) MH = 2+03.

2

2

N

&n tép chuong i

1.

a) Viét phuong trinh mat phang (BCD).
chimg minh A € (BCD) ;

b) Géc giiia hai dudng thang AB va €D la
45°;

c) AH = | (H 1a chin duéng vuéng goc ha
tir A xuéng (BCD)).
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(]

tad

8.
9.

10.

11.

12.

n)!(l;l:l);r:\,a:

B)(S): (x= 1) +(y=1) "+ -1 =62;

c) (&) :5x+y—-06z-062=0.

A(BCD) : 8x-3y-2z24+4=0;

36
b)AH = —— ;

77

c)(a):x—z+5=0.

x=1+2f x=2+4+2¢
a) s y=—t : b)sv=3—4
=3+ Z.==5=3t.

Tam .J(-1 ;2; 3), binkinh r'= 8.
a) M(0;0;-2);

b)dr+3v+:z+2=0.

Aox-2y-3z+1=0;
by M(1 ; =1:3);

x=1+2f
c)sy=—1-3¢
z=34+6L

dx 4+ 0y +5z-+51 £5¢77 =0.

H(-3;1;-2).
M6 13 ; —4).

NG Y=

A'(=3;2; D).

On tép cuél nam

1.

2.

Diing phép déi xung tam /.

25
P it L
72
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Lo

a) V= %;r{:r—.-’.i )h: :

327

b) V dat gia tri I6n nhit bang

dr
= i, R
3

a)d /] AB ;
b)I[(2:0;4).

V=38 cms;

s
b) d(A, (BCD))= — .
34
3 32
AS=16xa ; V= ?.’m?‘ :

b0 :;0:0);:r"=r=2a;
C) Iy = —I-?z'ug'\l?: ; V= 4Jru3\/?_).

adl ;&kutj_'
a) -

dl Nd, =
b)(&):2x —y=3--2=0.
a) Chung minh A_B' I AD khong dong
phang.

b) d(D, (ABC)) = =8, J6 .

J1+1+4

c¢) Phuong trinh ctia mat cau la

2 ) ) 41
(x=-3y+(-2)+(z-0,5)"= T :

L1
d) VAB(.D:;E-JE_J.JE. 6=17.

V= i;
3
3.2 5 5 3]
b) () : (x=2)"+(y-3)"+(z-D) :T .
21
c)(cxl)::—l— =0:
21
(a,) :z—1+ =0.
o )



10.

11.

12.

a) A[—E;E;E] ; 14.

b) (f):4x—2y+22+15=0.
aQ) (ABC) : 3x=5y=2-24+13=0;

15.
xX=—-1+t¢
AD : s y=2+t
5="=2f

b) (@) :5¢ =9y —2:+23=0.
Q) BCD) : x+2y+3z-7=0;

DY) : (x =3V +(+2 +(C+2 = 14:
C)H@E:0: 1),

. a) d, cit d, tai M(2;3; 1).

b) Phuong trinh mat phang (d,, d,) 1a
ox=8yv+z+11=0.

16.

—_—

a) G xdc dinh bdi : AG = 2CB.

b) Chung minh

GM? = k> —(GA® +2GB* - 26C?).

(@) :2x—y-32-2=0;

(f):2x-y-3z2-1=0;

b) dM", (@) = d(M, (p)) =

x=i
b)s v=1
z=—1-2¢

) M(—4;0;-3);
d) N'(-4:0:2).

1

§|
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BANG THUAT NGU

C
Canh cla hinh da dién

D
Dién tich mat cau
Dién tich toan phan cta hinh nén
Dién tich toan phan cla hinh tru
Dién tich xung quanh cta hinh nén
Dién tich xung quanh cta hinh tru

b
Pa dién
DPay cua hinh nén
DPay cua hinh tru
DPiém ngoai
Piém ti€p xuc
Piém trong
Binh cuta hinh da dién
Binh cta hinh nén
Pudng kinh mat cau
Pudng sinh cia mat nén
Pudng sinh cua mét tru
Pudng thing ti€p xuc véi mat cau
Pucong tron 16n

G
Géc 6 dinh cia mat nén

H
Hai hinh bang nhau
Hé toa d6é Oxyz

Hé truc toa dé Bé-cac vudng géc
Oxyz

Hinh da dién
Hinh nén trén xoay (hinh nén)
Hinh tru tron xoay (hinh tru)
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K
Khoang cach giira hai diém

Khoang cach tir mot diém dén mot
mat phing

Kh&i bat dién déu (hinh tam mat
déu)

Khéi cau

Khéi chép

Khéi da dién

Khéi da dién déu

Khéi da dién déu loai {p ; g}
Khéi da dién 18i

Khéi lang tru

Khéi 1ap phuang

Khéi lap phuong don vi
Khéi tru tron xoay (khéi nén)
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Khéi tir dién déu
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Kinh tuyén

) M
Mat cau
Mat cau ngoai tiép hinh da dién
M4t cau néi ti€p hinh da dién
Mat non tron xoay
Mat phing kinh
Mat phing ti€p xuc véi mat cau
M3t phing toa do
Mat tron xoay
Mat tru tron xoay
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Mién trong
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P
Phan chia va |13p ghép cac khéi
da dién
Phép bién hinh trong khéng gian
Phép ddi hinh trong khéng gian
Phép d6i ximg qua dudng thing
Phép d6i ximg qua mat phing
Phép d6i ximg tam
Phép tinh tién
Phuong trinh cla mat phing theo
doan chan
Phuong trinh mat cau

Phuong trinh tham sé cua
duong thdng

Phuong trinh téng quat cla
mat phing

0 O O 0w W 00 O

74
66

83

71

T
Thé tich khéi cu
Thé tich khéi chép
Thé tich khéi da dién
Thé tich khéi hop chir nhat
Thé tich khéi 13ng fru
Thé tich kh&i nén
Thé tich khéi tru tron xoay
Tich ¢ hudng
Tich v6 hudng
Tiép dién ctia mat cau
Tiép tuyén clia mat cau
Toa d6 cha diém
Toa dé cua vecto
Truc ciia mat nén
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v
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MUC LUC

Trang
CHUONG I. KHOI PA DIEN

§1. Khii niém vé khéi da dién 4
[- Khéi lang tru va khéi chép 4
IT- Khai niém vé hinh da dién va khéi da dién 5
I11- Hai da dién bang nhau 8
V- Phan chia va lap ghép cdc khéi da dién 10
Bai tap 12
Bai doc thém. Pinh nghia da dién va khéi da dién 12
§2. Khoi da dién 161 va khéi da dién déu 14
I- Khéi da dién 161 14
II- Khéi da dién déu 15
Bai tap 8
Bai doc thém. Hinh da dién déu 19
§3. Khdi niém vé thé tich ctia khéi da dién 21
I- Khdi niém vé thé tich khéi da dién 21
I1- Thé tich khéi lang tru 23
I11- Thé tich khéi chép 23
Bai tap 25
On tip chuong I 20
Cau hoi trac nghiém chuong I 27

CHUONG II.MAT NON, MAT TRU, MAT CAU
§1. Khdi niém vé mat tron xoay 30
I- Su tao thanh mat tron xoay 30
II- Mat non fron xoay 31
[T1- Mat tru tron xoay 35
Bai tap 39
§2. Mat cau 41
I- Mat cau va cic khdi niém lién quan dén mat cau 41
I1- Giao ctia mat ciu vi mat phang 43
I1I- Giao ctia mat ciu véi dudng thang. Ti€p tuyén clia mat ciu 45
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Bai tap 49
On tip chuong II 50
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Ban cé biét. Nhiing vin dé lién quan dé€n kinh tuyén va
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CHUONG III. PHUONG PHAP TOA PO TRONG KHONG GIAN

§1. Hé toa doé trong khéng gian 62
I- Toa dé cua diém va clia vecto 62
I1- Biéu thiic toa dé ctia cdc phép todn vecto 64
ITI- Tich v6 huéng 65
IV- Phuong trinh mat cau 66
Bai tap 68
§2. Phuong trinh mat phang 69
I- Vecto phdp tuyén clia mat phang 69
I1- Phuong trinh téng quit ciia mat phang 7
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Chiu trach nhiém xudt ban : Chu tich Héi déng Thanh vién N( ;UYEN PUC THAI
Téng Giam déc HOANG LE BACH

Chiu trach nhiém néi dung :  Téng bién tap PHAN XUAN THANH

Bién tdp ldn dau : HOANG NGOC PHUONG - LUC VAN HAO
Bién tdp tai ban : LUC VAN HAO
Trinh bay bia va minh hoa : NGUYEN MANH HUNG
Stta ban in : PHONG SUA BAN IN (NXBGD TAI TP. HCM)
Ché'ban : PHONG CHE BAN (NXBGD TAI TP. HCM)

HINH HOC 12
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